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環環相切──三角形中的多「圓」宇宙 

摘要 

本篇主要在探討三角形內多圓連續相切的幾何問題，並將狀況依序分為二、三、四圓，

其中完整分析出正三角形及等腰三角形的分割線段長比，而任意三角形則於坐標化後才討論。

過程中為更進一步探討任意數量分割圓的性質，我們將三角形其中一頂點置於原點上觀察，

以此發現並證明了所有圓心會共同一條拋物線、雙曲線之漸近線通過分割點且垂直底邊、存

在公切圓且此圓會過三角形頂點等幾何性質。 

此外為求分割點坐標，我們利用內切圓的相關性質得出兩迭代公式，以此解決了原題的

一般化情形，而在延伸討論中，我們探討了分別與雙邊及單邊相切的圓，前者為文獻中的「馬

爾法蒂問題」，後者我們則是分析「分割中心」的存在性及其所在位置。 

壹、 研究動機 

我們在數學網站「𝑪𝑹𝑼𝑿」上找題目練習時，一道特別的題目吸引了我們的目光，題目如

下（取自 𝐶𝑅𝑈𝑋 第 45 屆 1 月期刊）： 

 Find a nice description of the point 𝐷 on side 𝐵𝐶 of 

a given triangle △ 𝐴𝐵𝐶 so that the incircles of the resulting 

triangles △ 𝐴𝐵𝐷 and △ 𝐴𝐷𝐶 are tangent to one another 

at a point of their common tangent line 𝐴𝐷. 

中文翻譯：在 △ 𝐴𝐵𝐶 的 𝐵𝐶 邊上取一點 𝐷，使得 △ 𝐴𝐵𝐷 與 △ 𝐴𝐷𝐶 的內切圓會切於

內公切線 𝐴𝐷 上的同一點，如圖中的 𝑇 點。 

在進行初步的觀察和探討後，發現運用簡單的觀念就可以發現 𝐷 點，但這也引起了我們

的好奇，如果將給定的三角形分割為更多三角形，是否存在所有相鄰內切圓都相切的情況？

而這樣的情況又是否是唯一的？能否跟原題一樣求出 𝐷 點位置，並得出其坐標公式？而除

了通式外，如此三角形內連續相切的圓之間是否還有任何特殊的幾何性質，有待我們更進一

步研究討論。 
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貳、 研究目的 

一、任意三角形取一、二、三個分割點時的分割線段長比。 

二、證明任意三角形取 𝑛 個分割點的存在性與唯一性。 

三、探討任意三角形取 𝑛 個分割點時分割圓的幾何性質。 

四、建立任意三角形取 𝑛 個分割點時的迭代公式並探討其應用。 

五、探討任意多邊形中「分割中心」的存在性及其所在位置。 

參、 研究架構 

 

 

肆、 研究工具 

一、𝑮𝒆𝒐𝑮𝒆𝒃𝒓𝒂：一個方便的幾何繪圖工具。 

二、𝑴𝑨𝑻𝑳𝑨𝑩：可用於數值計算的進階技術計算語言和互動式環境。 

三、𝑾𝒂𝒍𝒇𝒓𝒂𝒎𝑨𝒍𝒑𝒉𝒂：能夠解方程式、化簡算式的數位工具。 
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伍、 研究過程 

一、 名詞定義 

(一) 分割點、分割圓 （※ 分割點的「存在性與唯一性」將在後續文中說明） 

在一個 △ 𝐴𝐵𝐶 內，在 𝐵𝐶 上取 𝑛 個點 𝐷1、𝐷2、…、𝐷𝑛，並稱此 𝑛 個點為

「分割點」，其可使得 △ 𝐴𝐵𝐷1 內切圓 𝑂1 與 △ 𝐴𝐷1𝐷2 內切圓 𝑂2 相切、△ 𝐴𝐷1𝐷2 

內切圓 𝑂2 與 △ 𝐴𝐷2𝐷3 內切圓 𝑂3 相切、…、△ 𝐴𝐷𝑛−1𝐷𝑛 內切圓 𝑂𝑛 與 △ 𝐴𝐷𝑛𝐶 

內切圓 𝑂𝑛+1 相切，如圖 5-1-1，我們稱此 𝑛 + 1 個內切圓為「分割圓」。 

(二) 分切點 

延續上述，令圓 𝑂1 切 𝐴𝐵 於 𝑇𝐵、切 𝐴𝐷1 於 𝑇1，圓 𝑂2 切 𝐴𝐷1 於 𝑇1，切 

𝐴𝐷2 於 𝑇2，依此類推，則圓 𝑂𝑛+1 切 𝐴𝐷𝑛 於 𝑇𝑛、切 𝐴𝐶 於 𝑇𝐶，如圖 5-1-2，我

們稱此 𝑛 + 2 個切點為「分切點」。 

(三) 分割線段 

若在三角形的底邊 𝐵𝐶 上取 𝑛 個分割點 𝐷1、𝐷2、…、𝐷𝑛，則底邊將被分成 𝑛 +

1 條線段 𝐵𝐷1、𝐷1𝐷2、…、𝐷𝑛𝐶，如圖 5-1-2，我們稱此 𝑛 + 1 條線段為「分割線

段」，其長度則稱為「分割線段長」。 

 

  

                   圖 5-1-1                                  圖 5-1-2 
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二、 基本定理 

定理一：自圓外一點 𝐴 對圓 𝑂 作兩條切線分別切

圓於 𝐵、𝐶 兩點，如圖 5-2-1，則： 

𝐴𝐵 = 𝐴𝐶 

定理二：在 △ 𝐴𝐵𝐶 中有一內切圓 𝑂 分別切 𝐵𝐶、

𝐶𝐴、𝐴𝐵 於 𝐷、𝐸、𝐹 三點，如圖 5-2-2，

則可由定理一推導出： 

𝐵𝐷 = 𝐵𝐹 =
𝐴𝐵 + 𝐵𝐶 − 𝐶𝐴

2
 

同理可得： 

𝐴𝐸 = 𝐴𝐹 =
𝐵𝐴 + 𝐴𝐶 − 𝐶𝐵

2
 

𝐶𝐸 = 𝐶𝐷 =
𝐴𝐶 + 𝐶𝐵 − 𝐵𝐴

2
 

 

 

 

 

 

圖 5-2-1 

 

 

 

 

圖 5-2-2 

三、 分割點數量與分割線段長 

首先，我們想探討在取一、二、三個分割點時，不同三角形的分割線段長之比，以

下就正三角形、等腰三角形、直角三角形依序分析，並將結果以「連比」的方式呈現。 

(一) 取一個分割點（二個分割圓） 

我們先假設在三角形內可放入兩個相切於一點的分割圓，其分別與各邊皆相切，

研究時將情況分成如下二種： 

1. 正三角形與等腰三角形 

顯而易知，正三角形因為左、右對稱的關

係，所以分割點應在「底邊的中點」，而等腰

三角形依相同的道理，分割點也必在底邊的

中點，如圖 5-3-1。 

                                              圖 5-3-1 
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結論一：當 △ 𝐴𝐵𝐶 為等腰三角形時，若於底邊 𝐵𝐶̅̅ ̅̅  上取一分割點 𝐷 點，

則 𝐷 點恰落在「𝐵𝐶̅̅ ̅̅  的中點」上，且分割線段長比為： 

𝐵𝐷̅̅ ̅̅ : 𝐷𝐶̅̅ ̅̅ = 1: 1 

2. 任意三角形 

首先運用原題的假設，三角形三點依

序為 𝐴、𝐵、𝐶，我們以 𝐵𝐶̅̅ ̅̅  為底邊說明，

設 𝐵𝐶̅̅ ̅̅  邊上的分割點為 𝐷、兩分割圓相

切於 𝑇 點，如圖 5-3-2。 

接著，運用定理二便可得：                        圖 5-3-2 

𝐴𝑇 =
𝐴𝐵 + 𝐴𝐷 − 𝐵𝐷

2
=

𝐴𝐷 + 𝐴𝐶 − 𝐷𝐶

2
 

再化簡可得：  

𝐴𝐵 − 𝐵𝐷 = 𝐴𝐶 − 𝐷𝐶 = 𝐴𝐶 − (𝐵𝐶 − 𝐵𝐷) 

⇒ 2𝐵𝐷 = 𝐴𝐵 + 𝐵𝐶 − 𝐴𝐶 ⇒ 𝐵𝐷 =
𝐴𝐵 + 𝐵𝐶 − 𝐴𝐶

2
 

令 𝐴𝐵 = 𝑐、𝐴𝐶 = 𝑏、𝐵𝐶 = 𝑎，代入前式得：  

𝐵𝐷̅̅ ̅̅ : 𝐷𝐶̅̅ ̅̅ =
𝑐 + 𝑎 − 𝑏

2
: (𝑎 −

𝑐 + 𝑎 − 𝑏

2
) = (𝑐 + 𝑎 − 𝑏): (𝑏 + 𝑎 − 𝑐) 

這表示 𝐷 點所在位置即為原 △ 𝐴𝐵𝐶 內切圓與 𝐵𝐶 的交點，這同樣適用

於解釋正三角形與等腰三角形的狀況，其底邊分割點即為內切圓的切點，同時

此結果即為本篇研究之原題的答案。 

結論二：當 △ 𝐴𝐵𝐶 為任意三角形時，令 𝐴𝐵 = 𝑐、𝐴𝐶 = 𝑏、𝐵𝐶 = 𝑎，若於

底邊 𝐵𝐶̅̅ ̅̅  上取一分割點 𝐷 點，則 𝐷 點恰落在 △ 𝐴𝐵𝐶 內切圓與 

𝐵𝐶̅̅ ̅̅  之切點上，且分割線段長比為： 

𝐵𝐷̅̅ ̅̅ : 𝐷𝐶̅̅ ̅̅ = (𝑐 + 𝑎 − 𝑏): (𝑏 + 𝑎 − 𝑐) 
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(二) 取二個分割點（三個分割圓） 

我們假設可在三角形內取二個分割點，使得分割出三個三角形的內切圓會兩兩

相切，並分成以下二種情形討論，但因任意三角形的狀況較為特殊，所以我們會在

後面另外說明。 

1. 正三角形 

令在正 △ 𝐴𝐵𝐶 內有三個分割圓，分割

點為 𝐷1、𝐷2，由於對稱的性質，可假設底邊

的分割線段長分別為 𝑎、𝑏、𝑎，則三角形邊

長即為 2𝑎 + 𝑏，如圖 5-3-3。 

首先由定理二可得：                                 圖 5-3-3 

𝐴𝐵̅̅ ̅̅ + 𝐴𝐷1
̅̅ ̅̅ ̅ − 𝐵𝐷1

̅̅ ̅̅ ̅

2
=

𝐴𝐷1
̅̅ ̅̅ ̅ + 𝐴𝐷2

̅̅ ̅̅ ̅ − 𝐷1𝐷2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

2
=

𝐴𝐷2
̅̅ ̅̅ ̅ + 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ − 𝐷2𝐶̅̅ ̅̅ ̅

2
 

再代入 𝑎、𝑏 並化簡又可知： 

𝐴𝐷1 = 𝐴𝐷2 = 𝑎 + 2𝑏 

作 𝐵𝐶 上的高 𝐴𝐻，然後由畢氏定理得出： 

𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 2 − 𝐵𝐻̅̅ ̅̅ 2 = 𝐴𝐷1
̅̅ ̅̅ ̅2

− 𝐷1𝐻̅̅ ̅̅ ̅̅ 2 ⟹ (2𝑎 + 𝑏)2 − (𝑎 +
𝑏

2
)
2

= (𝑎 + 2𝑏)2 − (
𝑏

2
)
2

 

化簡此式即得： 

2𝑎 = 3𝑏 ⇒ 𝑎: 𝑏 = 3: 2 

故分割線段長比為： 

𝐵𝐷1: 𝐷1𝐷2: 𝐴𝐷2 = 𝑎: 𝑏: 𝑎 = 3: 2: 3 

結論三：當 △ 𝐴𝐵𝐶 為正三角形時，若於底邊 𝐵𝐶̅̅ ̅̅  上取二分割點 𝐷1、𝐷2 

點，則分割線段長比為： 

𝐵𝐷1
̅̅ ̅̅ ̅: 𝐷1𝐷2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅: 𝐷2𝐶̅̅ ̅̅ ̅ = 3: 2: 3 
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2. 等腰三角形 

令在等腰 △ 𝐴𝐵𝐶 內有三個分割圓，分

割點為 𝐷1、𝐷2，設兩腰長為 𝑏，底邊為 𝑎，

且 𝐷1𝐷2 = 𝑥，如圖 5-3-4。 

可由畢氏定理得知：                                圖 5-3-4 

𝐴𝐷1 = 𝐴𝐷2 = √𝑏2 − (
𝑎

2
)
2

+ (
𝑥

2
)
2

=
√4𝑏2 − 𝑎2 + 𝑥2

2
 …  ① 

由定理二知： 

𝐴𝐷1 + 𝐴𝐷2 − 𝐷1𝐷2

2
=

𝐴𝐷2 + 𝐴𝐶 − 𝐷2𝐶

2
 

化簡得： 

𝐴𝐷1 − 𝐷1𝐷2 = 𝐴𝐶 − 𝐷2𝐶  …  ② 

將 ①、𝐴𝐶 = 𝑏、𝐷1𝐷2 = 𝑥、𝐷2𝐶 =
𝑎−𝑥

2
 代入 ② 得： 

√4𝑏2 − 𝑎2 + 𝑥2

2
− 𝑥 = 𝑏 −

𝑎 − 𝑥

2
 

將其平方移項可得： 

4𝑥2 + 3(2𝑏 − 𝑎)𝑥 + 𝑎(𝑎 − 2𝑏) = 0 

使用一元二次方程式的公式解得： 

𝑥 =
−3(2𝑏 − 𝑎) ± √9(2𝑏 − 𝑎)2 − 16𝑎(𝑎 − 2𝑏)

8
 

因 𝑥 為負時不合，故得： 

𝑥 =
3𝑎 − 6𝑏 + √36𝑏2 − 4𝑎𝑏 − 7𝑎2

8
 

令 𝑊 = √36𝑏2 − 4𝑎𝑏 − 7𝑎2 化簡得底邊分割線段長比為： 

（算式見下頁） 
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𝐵𝐷1
̅̅ ̅̅ ̅: 𝐷1𝐷2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅: 𝐷2𝐶̅̅ ̅̅ ̅ =
𝑎 − 𝑥

2
: 𝑥:

𝑎 − 𝑥

2

=
𝑎 − (

3𝑎 − 6𝑏 + 𝑊
8 )

2
: (

3𝑎 − 6𝑏 + 6𝑊

8
) :

𝑎 − (
3𝑎 − 6𝑏 + 𝑊

8 )

2

= (5𝑎 + 6𝑏 − 𝑊): (6𝑎 − 12𝑏 + 2𝑊): (5𝑎 + 6𝑏 − 𝑊) 

結論四：當 △ 𝐴𝐵𝐶 為等腰三角形時，令 𝐴𝐵 = 𝐴𝐶 = 𝑏、𝐵𝐶 = 𝑎，若於底

邊 𝐵𝐶̅̅ ̅̅  上取二分割點 𝐷1, 𝐷2 點，並令 𝑊 = √36𝑏2 − 4𝑎𝑏 − 7𝑎2，

則分割線段長比為： 

𝐵𝐷1
̅̅ ̅̅ ̅: 𝐷1𝐷2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅: 𝐷2𝐶̅̅ ̅̅ ̅ = (5𝑎 + 6𝑏 − 𝑊): (6𝑎 − 12𝑏 + 2𝑊): (5𝑎 + 6𝑏 − 𝑊) 

(三) 取三個分割點（四個分割圓） 

同樣先假設可在三角形內找出三個分割點的位置，使得所有相鄰的內切圓都相

切，探討時我們將情況分成以下兩種，而任意三角形的情況如同取二分割點，將放

在後面一同說明。 

1. 正三角形 

由於正三角形的對稱性質，可將之先以

對稱軸分割為兩個全等的直角三角形，而需

要處理的就變為直角三角形取一分割點的問

題，如圖 5-3-5，我們可以只探討正 △ 𝐴𝐵𝐶 

的 △ 𝐴𝐵𝐷2 部分。                                如圖 5-3-5 

因 △ 𝐴𝐵𝐷2  為 30° − 60° − 90° 的直角三角形，故可得 𝐵𝐷2: 𝐴𝐷2: 𝐴𝐵 =

1: √3: 2，再由定理二得： 

𝐵𝐷1: 𝐷1𝐷2 = (
𝐴𝐵 + 𝐵𝐷2 − 𝐷2𝐴

2
) : (

𝐵𝐷2 + 𝐷2𝐴 − 𝐴𝐵

2
)

= (
2 + 1 − √3

2
) : (

1 + √3 − 2

2
) = √3：1 
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同理可得 𝐶𝐷3: 𝐷2𝐷3 = √3：1，兩者合併可知當取三個分割點時，正三角

形底邊的分割線段比為： 

𝐵𝐷1: 𝐷1𝐷2: 𝐷2𝐷3: 𝐷3𝐶 = √3: 1: 1: √3 

結論五：當 △ 𝐴𝐵𝐶 為正三角形時，若於底邊 𝐵𝐶̅̅ ̅̅  上取三分割點 𝐷1, 𝐷2, 𝐷3 

點，則分割線段長比為： 

𝐵𝐷1
̅̅ ̅̅ ̅: 𝐷1𝐷2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅: 𝐷2𝐷3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅: 𝐷3𝐶̅̅ ̅̅ ̅ = √3: 1: 1: √3 

2. 等腰三角形 

令三角形  △ 𝐴𝐵𝐶  內有  4  個分割

圓，分割點為 𝐷1、𝐷2、𝐷3，設兩腰長為 𝑏，

底邊為 𝑎，如圖 5-3-6，由畢氏定理可知： 

𝐴𝐷2 = √𝐴𝐵
2
− (𝐵𝐷2)

2
 

= √𝑏2 − (
𝑎

2
)
2

=
√4𝑏2 − 𝑎2

2
 

再藉由定理二可得：                               圖 5-3-6 

𝐵𝐷1 = 𝐷3𝐶 =
𝑏 +

𝑎
2 −

√4𝑏2 − 𝑎2

2
2

=
2𝑏 + 𝑎 − √4𝑏2 − 𝑎2

4
 

⇒ 𝐷1𝐷2 = 𝐷2𝐷3 =

√4𝑏2 − 𝑎2

2 − 𝑏 +
𝑎
2

2
=

√4𝑏2 − 𝑎2 − 2𝑏 + 𝑎

4
 

化簡後得： 

𝐵𝐷1: 𝐷1𝐷2: 𝐷2𝐷3: 𝐷3𝐶 = (√4𝑏2 − 𝑎2) : (2𝑏 − 𝑎): (2𝑏 − 𝑎): (√4𝑏2 − 𝑎2)

= √2𝑏 + 𝑎: √2𝑏 − 𝑎: √2𝑏 − 𝑎: √2𝑏 + 𝑎 

結論六：當 △ 𝐴𝐵𝐶 為等腰三角形時，令 𝐴𝐵 = 𝐴𝐶 = 𝑏、𝐵𝐶 = 𝑎，若於底

邊 𝐵𝐶̅̅ ̅̅  上取三分割點𝐷1, 𝐷2, 𝐷3 點，則分割線段長比為： 

𝐵𝐷1
̅̅ ̅̅ ̅: 𝐷1𝐷2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅: 𝐷2𝐷3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅: 𝐷3𝐶̅̅ ̅̅ ̅ = √2𝑏 + 𝑎: √2𝑏 − 𝑎: √2𝑏 − 𝑎: √2𝑏 + 𝑎 
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(四) 任意三角形取二、三個分割點（三、四個分割圓） 

運用與前述類似的方法，我們導出了含有三、四個分割圓的任意三角形分割線

段長的關係式，但由於式子的化簡難度高，我們並未在此著墨太多，而是在本篇研

究後半段將三角形頂點坐標化後繼續討論。 

1. 任意三角形取二個分割點 

如圖 5-3-7，由定理二得出： 

𝐴𝐵̅̅ ̅̅ − 𝐵𝐷1
̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐴𝐷2

̅̅ ̅̅ ̅ − 𝐷1𝐷2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ …  ① 

𝐴𝐷1
̅̅ ̅̅ ̅ − 𝐷1𝐷2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ − 𝐷2𝐶̅̅ ̅̅ ̅  …  ② 

利用 ① + ② 並移項化簡得： 

𝐴𝐵̅̅ ̅̅ + 𝐷2𝐶̅̅ ̅̅ ̅ + 𝐴𝐷1
̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐴𝐷2

̅̅ ̅̅ ̅ + 𝐵𝐷1
̅̅ ̅̅ ̅ + 𝐴𝐶̅̅ ̅̅                 圖 5-3-7 

2. 任意三角形取三個分割點 

如圖 5-3-8，由定理二得出： 

𝐴𝐵̅̅ ̅̅ + 𝐴𝐷1
̅̅ ̅̅ ̅ + 𝐷2𝐷3

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

= 𝐴𝐷2
̅̅ ̅̅ ̅ + 𝐴𝐷3

̅̅ ̅̅ ̅ + 𝐵𝐷1 
̅̅ ̅̅ ̅̅ …  ① 

𝐴𝐷1
̅̅ ̅̅ ̅ + 𝐴𝐷2

̅̅ ̅̅ ̅ + 𝐷3𝐶̅̅ ̅̅ ̅ 

= 𝐴𝐷3
̅̅ ̅̅ ̅ + 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ + 𝐷1𝐷2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ …  ② 

利用 ① − ② 並移項化簡得：                    圖 5-3-8 

𝐴𝐵̅̅ ̅̅ + 𝐷1𝐷3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ + 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ = 2𝐴𝐷2

̅̅ ̅̅ ̅ + 𝐵𝐷1
̅̅ ̅̅ ̅ + 𝐷3𝐶̅̅ ̅̅ ̅ 

由於在取四個以上分割點時，列式後的計算與化簡將會變得複雜且難以化簡，因此

我們選擇略過這部份的說明，直接進一步介紹當任意三角形取 𝑛 個分割點時的情形，首

先做的便是證明分割點的存在性與唯一性，為方便往後的探討我們將頂點坐標化，再嘗

試尋找其擁有的幾何性質。 
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四、 分割點的存在性與唯一性 

在 △ 𝐴𝐵𝐶 裡，設在 𝐵𝐶 上有 𝑛 個分割

點 𝐷1、𝐷2、…、𝐷𝑛，如圖 5-4-1，使得 △ 𝐴𝐵𝐷1 

的內切圓 𝑂1  切 𝐴𝐵、𝐴𝐷1  於 𝑇𝐵、𝑇1，△

𝐴𝐷1𝐷2 的內切圓 𝑂2 切 𝐴𝐷1、𝐴𝐷2 於 𝑇1、

𝑇2，依此類推，則 △ 𝐴𝐷𝑛𝐶 的內切圓 𝑂𝑛+1 切 

𝐴𝐷𝑛、𝐴𝐶 於 𝑇𝑛、𝑇𝐶。                                   圖 5-4-1 

我們透過固定 𝐴𝐵、∠𝐴𝐵𝐶，探討 𝐵𝐶 的大小變化對分切點 𝑇𝐵、𝑇1、𝑇2、…𝑇𝑛、𝑇𝐶 

的位移影響，再由此說明任意三角形中取任意數量分割點的方式皆是存在且唯一的。 

(一) 當無分割點時，觀察內切圓的切點位置。 

設 𝐶′ 在 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 上，且 𝐵𝐶̅̅ ̅̅ < 𝐵𝐶′̅̅ ̅̅ ，̅觀察 △ 𝐴𝐵𝐶、△ 𝐴𝐵𝐶′ 的內切圓，前者切 𝐴𝐵̅̅ ̅̅、

𝐴𝐶̅̅ ̅̅  於 𝑇𝐵、𝑇𝐶，後者切 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 、𝐴𝐶′̅̅ ̅̅̅ 於 𝑇𝐵′、𝑇𝐶′，如圖 5-4-2。 

由 𝐴𝐶′ − 𝐴𝐶 < 𝐶𝐶′ 得： 

 𝐴𝑇𝐵′ − 𝐴𝑇𝐵 

 =
𝐴𝐵 + 𝐴𝐶′ − 𝐵𝐶′

2
−

𝐴𝐵 + 𝐴𝐶 − 𝐵𝐶

2
 

 =
(𝐴𝐶′ − 𝐴𝐶) − (𝐵𝐶′ − 𝐵𝐶)

2
 

 =
(𝐴𝐶′ − 𝐴𝐶) − 𝐶𝐶′

2
< 0 

故 𝐴𝑇𝐵 > 𝐴𝑇𝐵′                                  圖 5-4-2 

(二) 當取一個分割點時，觀察分割圓的切點位置。 

在 △ 𝐴𝐵𝐶、△ 𝐴𝐵𝐶′ 各取一個分割點 𝐷1、𝐷1′，如下頁圖 5-4-3，由結論二可知

這二點分別為 △ 𝐴𝐵𝐶、△ 𝐴𝐵𝐶′ 內切圓與底邊的切點，此時 𝐵𝐷1
̅̅ ̅̅ ̅ < 𝐵𝐷1′̅̅ ̅̅ ̅̅ 。 
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設 △ 𝐴𝐵𝐷1、△ 𝐴𝐵𝐷1′ 內切圓

分別切 𝐴𝐵̅̅ ̅̅  於 𝑇𝐵、𝑇𝐵′，由（一）可

推得  𝐴𝑇𝐵 > 𝐴𝑇𝐵′，又由定理一可

知 ： 𝐴𝑇𝐵′ − 𝐴𝑇𝐵 = 𝐴𝑇1′ − 𝐴𝑇1 =

𝐴𝑇𝐶′ − 𝐴𝑇𝐶 ，因此  𝐴𝑇1 > 𝐴𝑇1′  且 

𝐴𝑇𝐶 > 𝐴𝑇𝐶′。                                  圖 5-4-3 

(三) 當取 𝒏 個分割點時，觀察分割圓的切點位置。 

由（一）、（二）可類推如下，若在 △ 𝐴𝐵𝐶、△ 𝐴𝐵𝐶′ 各取 𝑛 個分割點，令分切

點分別為 𝑇𝐵、𝑇1、𝑇2、…、𝑇𝑛、𝑇𝐶 與 𝑇𝐵′、𝑇1′、𝑇2′、…、𝑇𝑛′、𝑇𝐶′，則 𝐴𝑇𝐵′ − 𝐴𝑇𝐵 =

𝐴𝑇1′ − 𝐴𝑇1 = … = 𝐴𝑇𝑛′ − 𝐴𝑇𝑛 = 𝐴𝑇𝐶′ − 𝐴𝑇𝐶 < 0，即當 △ 𝐴𝐵𝐶 的底邊 𝐵𝐶̅̅ ̅̅  愈長，

則 𝐴𝑇𝐵、𝐴𝑇1、𝐴𝑇2、…、𝐴𝑇𝑛、𝐴𝑇𝐶 愈短。 

(四) 探討取 𝒏 個分割點的存在性與唯一性 

首先在 △ 𝐴𝐵𝐶 的底邊 𝐵𝐶̅̅ ̅̅  上取一點 𝐷𝑛，並假設在 △ 𝐴𝐵𝐷𝑛 的底邊 𝐵𝐷𝑛
̅̅ ̅̅ ̅̅  可

取 𝑛 − 1 個分割點 𝐷1、𝐷2、…、𝐷𝑛−1，此時我們只需說明 𝐷𝑛 恰只在特定一位置

上能使得 △ 𝐴𝐷𝑛−1𝐷𝑛、△ 𝐴𝐷𝑛𝐶 的內切圓在 𝐴𝐷𝑛
̅̅ ̅̅ ̅̅  上的切點 𝑇𝑛、𝑇𝑛′ 兩者重合，即 

𝐴𝑇𝑛
̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐴𝑇𝑛′。 

1. 當 𝑫𝒏 趨近 𝑩 點： 

此時  𝐵𝐷𝑛  趨近於  0，使得  △

𝐴𝐷𝑛−1𝐷𝑛  的內切圓 𝑂𝑛  在 𝐴𝐷𝑛  上的

切點 𝑇𝑛 趨近 𝐷𝑛，即 𝐴𝑇𝑛
̅̅ ̅̅ ̅ 趨近 𝐴𝐷𝑛，

又 𝐴𝐷𝑛
̅̅ ̅̅ ̅̅  趨近 𝐴𝐵，故 𝐴𝑇𝑛

̅̅ ̅̅ ̅ 趨近 𝐴𝐵，

如圖 5-4-4，另設  △ 𝐴𝐷𝑛𝐶  的內切圓 

𝑂𝑛+1  在  𝐴𝐷𝑛
̅̅ ̅̅ ̅̅  上的切點為  𝑇𝑛′，則 

𝐴𝑇𝑛′ 趨近於 
𝐴𝐵+𝐴𝐶−𝐵𝐶

2
。                           圖 5-4-4 
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2. 當 𝑫𝒏 趨近 𝑪 點： 

此時 𝐷𝑛𝐶 趨近於 0，使得 △

𝐴𝐷𝑛𝐶 的內切圓 𝑂𝑛+1 在 𝐴𝐷𝑛 上

的切點 𝑇𝑛′ 趨近 𝐶，即 𝐴𝑇𝑛′̅̅ ̅̅ ̅̅  趨近 

𝐴𝐶，如圖 5-4-5，而 𝐴𝑇𝑛
̅̅ ̅̅ ̅ 的長度則

介於 
𝐴𝐵+𝐴𝐶−𝐵𝐶

2
 與 𝐴𝐶 之間。                     

3. 移動 𝑩𝑪̅̅ ̅̅  上的 𝑫𝒏                               圖 5-4-5 

由前述可知，當 𝐷𝑛 由 𝐵 點向 𝐶 點移動，𝐴𝑇𝑛
̅̅ ̅̅ ̅ 會隨 𝐵𝐷𝑛

̅̅ ̅̅ ̅̅  增加而減少，

𝐴𝑇𝑛′̅̅ ̅̅ ̅̅  則會隨 𝐵𝐷𝑛
̅̅ ̅̅ ̅̅  增加而增加，又 

𝐴𝐵+𝐴𝐶−𝐵𝐶

2
< 𝐴𝑇𝑛′̅̅ ̅̅ ̅̅ < 𝐴𝐶，且 𝐴𝑇𝑛

̅̅ ̅̅ ̅ 的上界為 

𝐴𝐵、下界大於 
𝐴𝐵+𝐴𝐶−𝐵𝐶

2
，其中 𝐴𝐵 與 𝐴𝐶 的大小關係未定，如圖 5-4-6，因此

必存在唯一的 𝐷𝑛 使得 𝐴𝑇𝑛
̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐴𝑇𝑛′，如圖 5-4-7，此即可說明取任意數量分割點

的方式都是存在且唯一的。 

 

 

 

 

         圖 5-4-6                             圖 5-4-7 

五、 坐標化後的分割圓性質 

為了進行更深入的研究分析，我們有必要將 

△ 𝐴𝐵𝐶 坐標化後再來討論，首先將 𝐴 點置於直

角坐標平面的原點 𝑂(0,0) 上，且使得 𝐵𝐶 與 𝑥 

軸平行，並改稱此三角形為 △ 𝑂𝐵𝐶，設其底邊 

𝐵𝐶̅̅ ̅̅  上的高為 ℎ。                                         圖 5-5-1 

此時底邊端點坐標為 𝐵(𝑏,−ℎ)、𝐶(𝑐, −ℎ)，如圖 5-5-1，當取 𝑛 個分割點時，其坐標

依序為 𝐷1(𝑑1, −ℎ)、𝐷2(𝑑2, −ℎ)、𝐷3(𝑑3, −ℎ)、…、𝐷𝑛(𝑑𝑛, −ℎ)。 
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(一) 分切點共圓 

根據定理一，△ 𝑂𝐵𝐶 的分切點 𝑇𝐵、

𝑇1、𝑇2、…、𝑇𝑛、𝑇𝐶 皆與原點 𝑂 等距，故

分切點 𝑇𝐵、𝑇1、𝑇2、…、𝑇𝑛、𝑇𝐶 共圓，此

圓我們稱「切點圓」，原點 𝑂 為其圓心，如

圖 5-5-2。                                           圖 5-5-2 

性質一：任意三角形的所有分切點必共圓。 

(二) 分割圓之圓心共拋物線 

在  △ 𝑂𝐵𝐶  中，取  𝑛  個分割

點，且分割圓之圓心為 𝑂𝑖(𝑥𝑖, 𝑦𝑖)、半

徑為 𝑦𝑖 − (−ℎ) = 𝑦𝑖 + ℎ，其中 𝑖 ∈

{1,2, … , 𝑛, 𝑛 + 1}，如圖 5-5-3。 

根據性質一可知：                                圖 5-5-3 

𝑂𝑇𝐵 = 𝑂𝑇1 = 𝑂𝑇2 = ⋯ = 𝑂𝑇𝑛 = 𝑂𝑇𝐶 = 𝑅 (切點圓半徑) 

假設任一分割圓之圓心為 (𝑥, 𝑦)，關係式如下： 

𝑅 = √𝑥2 + 𝑦2 − (𝑦 + ℎ)2 

整理後得到： 

𝑅2 = 𝑥2 + 𝑦2 − (𝑦2 + 2ℎ𝑦 + ℎ2) 

⇒ 𝑦 = (
1

2ℎ
) 𝑥2 −

𝑅2 + ℎ2

2ℎ
 

由上可知分割圓之圓心皆會落在此二次函數上，因為 ℎ > 0，所以更準確地說

它是一條開口向上的拋物線，又因此式中缺少 𝑥 項，可知其頂點、焦點皆位在 𝑦 軸

上，故求其與 𝑦 軸交點即可得頂點坐標為： 

(0,−
𝑅2 + ℎ2

2ℎ
) 
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再透過與拋物線標準式 𝑥2 = 4𝑐𝑦 作係數比較，其中 𝑐 為焦距，我們可知： 

1

2ℎ
=

1

4𝑐
⇒ 𝑐 =

ℎ

2
 

由頂點座標及焦距可得其焦點坐標為： 

(0,−
𝑅2 + ℎ2

2ℎ
+

ℎ

2
) = (0,−

𝑅2

2ℎ
) 

同樣由頂點座標及焦距可再得準線方程式為： 

𝑦 = −
𝑅2 + ℎ2

2ℎ
−

ℎ

2
⇒ 𝑦 = −

𝑅2 + 2ℎ2

2ℎ
 

性質二：任意三角形的分割圓之圓心必共拋物線。 

 若 △ 𝑂𝐵𝐶 的高為 ℎ，且公切圓半徑為 𝑅，則： 

1. 分割圓之圓心所共拋物線為 𝑦 = (
1

2ℎ
) 𝑥2 −

𝑅2+ℎ2

2ℎ
。 

2. 此拋物線的頂點為 (0, −
𝑅2+ℎ2

2ℎ
)、焦點為 (0,−

𝑅2

2ℎ
)。 

3. 此拋物線的準線方程式為 𝑦 = −
𝑅2+2ℎ2

2ℎ
。 

(三) 分割圓存在公切圓且圓心為拋物線焦點 

在得知所有分割圓圓心會通過同一條

拋物線後，可以推導出一個與所有分割圓都

相切的公切圓，如圖 5-5-4。令拋物線的準線

為 𝐿，且 𝑖 ∈ {1,2, … , 𝑛, 𝑛 + 1}，由拋物線的

定義可得：                                           圖 5-5-4 

𝐹𝑂𝑖
̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑑(𝑂𝑖, 𝐿) 

又 𝐹𝑂𝑖
̅̅ ̅̅ ̅ − 𝑟𝑂𝑖

= 𝑑(𝐵𝐶̅̅ ̅̅ , 𝐿)，其中 𝑟𝑂𝑖
 為圓 𝑂𝑖 半徑，故存在一圓與所有分割圓相

切，我們稱為「公切圓」，其圓心為拋物線焦點 𝐹，半徑為 𝑑(𝐵𝐶̅̅ ̅̅ , 𝐿)。 

性質三：存在一圓與所有分割圓相切，且其圓心為拋物線焦點。 
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(四) 公切圓必過三角形的頂點 𝑶(𝟎, 𝟎) 

由性質二可知： 

𝑂𝐹̅̅ ̅̅ = 0 − (−
𝑅2

2ℎ
) =

𝑅2

2ℎ
 

再由性質三知公切圓 𝐹 的半徑為 𝑑(𝐵𝐶̅̅ ̅̅ , 𝐿)，可得： 

𝑑(𝐵𝐶̅̅ ̅̅ , 𝐿) = −ℎ − (−
𝑅2 + 2ℎ2

2ℎ
) =

𝑅2

2ℎ
= 𝑂𝐹̅̅ ̅̅  

因此公切圓必過三角形的頂點 𝑂（原點）。 

性質四：公切圓必過三角形的頂點 𝑂(0,0)，且其半徑為 
𝑅2

2ℎ
。 

(五) 作雙曲線之漸近線必通過分割點且垂直底邊 

當以相鄰兩分割圓的圓心為焦點，過此兩圓

間的分切點作雙曲線，發現其漸近線會通過兩分

割圓間的分割點且垂直底邊，為方便證明我們將

分切點平移至原點 𝑂(0,0)，並以原點為中心旋轉

兩分割圓，使得兩圓心落在 𝑥 軸上，如圖 5-5-5。

假設兩分割圓半徑分別為 𝑟1、𝑟2，其中 𝑟1 > 𝑟2，

則兩圓的圓心分別為 𝑂1(−𝑟1, 0)、𝑂2(𝑟2, 0)。              圖 5-5-5 

令 𝐷 點為兩分割圓間的分割點，則其必落在兩分割圓的內公切線與下側外公

切線 𝐵𝐶⃡⃗⃗⃗  ⃗（原三角形底邊）的交點上，此時連接 𝑂1𝐷、𝑂2𝐷 可發現其分別為 ∠𝐵𝐷𝑂、

∠𝐶𝐷𝑂 的角平分線，故 𝑂1𝐷 ⊥ 𝑂2𝐷，再由母子相似性質，可得 𝑂𝐷 = √𝑟1𝑟2，即 𝐷(0,

−√𝑟1𝑟2)，接著依雙曲線定義可得其標準式為： 

(𝑥 −
(−𝑟1) + 𝑟2

2
)
2

𝑎2
−

𝑦2

𝑏2
= 1 ⇒

(𝑥 +
𝑟1 − 𝑟2

2
)
2

𝑎2
−

𝑦2

𝑏2
= 1 

再由標準式得其漸近線方程式為： 

𝑏 (𝑥 +
𝑟1 − 𝑟2

2
) ± 𝑎𝑦 = 0 
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其中貫軸 2𝑎 = 𝑟1 − 𝑟2、焦距 2𝑐 = 𝑟1 + 𝑟2，可推得共軛軸為： 

2𝑏 = 2√𝑐2 − 𝑎2 = 2√𝑟1𝑟2 

整理可知 𝑎 =
𝑟1−𝑟2

2
、𝑏 = √𝑟1𝑟2、𝑐 =

𝑟1+𝑟2

2
，並將之代入漸近線方程式得： 

√𝑟1𝑟2 (𝑥 +
𝑟1 − 𝑟2

2
) ± (

𝑟1 − 𝑟2
2

)𝑦 = 0 

⇒ 2𝑥√𝑟1𝑟2 + (𝑟1 − 𝑟2)√𝑟1𝑟2 ± (𝑟1 − 𝑟2)𝑦 = 0 

此時取漸近線斜率為負者，將 𝑥 = 0 代入求其與 𝑦 軸的交點坐標： 

2𝑥√𝑟1𝑟2 + √𝑟1𝑟2(𝑟1 − 𝑟2) + (𝑟1 − 𝑟2)𝑦 = 0 

⇒ √𝑟1𝑟2(𝑟1 − 𝑟2) + (𝑟1 − 𝑟2)𝑦 = 0 ⇒ 𝑦 = −√𝑟1𝑟2 

由上得交點坐標為 (0, −√𝑟1𝑟2)，其恰與分割點 𝐷 重合，意即「雙曲線漸近線

必通過分割點」證明完成，接下來將說明漸近線必與 𝐵𝐶⃡⃗⃗⃗  ⃗（原三角形底邊）垂直，首

先計算 𝐵𝐶⃡⃗⃗⃗  ⃗ 的斜率： 

𝑚𝐵𝐶 =
𝑟1 − 𝑟2

𝐵𝐶̅̅ ̅̅
=

𝑟1 − 𝑟2

√(𝑟1 + 𝑟2)2 − (𝑟1 − 𝑟2)2
=

𝑟1 − 𝑟2

2√𝑟1𝑟2
 

又由雙曲線漸近線方程式得其斜率： 

𝑚𝐿 = −
2√𝑟1𝑟2
𝑟1 − 𝑟2

 

將兩直線斜率相乘得： 

𝑚𝐵𝐶 × 𝑚𝐿 =
𝑟1 + 𝑟2

2√𝑟1𝑟2
× (−

2√𝑟1𝑟2
𝑟1 + 𝑟2

) = −1 

故雙曲線漸近線與 𝐵𝐶⃡⃗⃗⃗  ⃗ 垂直，即「漸近線與原三角形底邊垂直」。 

性質五：以相鄰分割圓的圓心為焦點，作過分切點之雙曲線，其漸近線必會通過

分割點且垂直底邊。 
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六、 分割點的迭代公式及性質 

(一) 分割點的迭代公式 

1. 已知分割點推論接續分割點坐標 

在  △ 𝑂𝐵𝐶  的  𝐵𝐶 邊上取  𝑛 

個分割點，為了能藉其中任兩個相

鄰的分割點  𝐷𝑘−2(𝑑𝑘−2, −ℎ)、

𝐷𝑘−1(𝑑𝑘−1, −ℎ) 推出接續分割點

的坐標，如圖 5-6-1，我們試著推

導以下公式。                                  圖 5-6-1 

首先設接續分割點為 𝐷𝑘(𝑑𝑘, −ℎ)，由定理二得： 

𝑂𝐷𝑘−1 + 𝑂𝐷𝑘−2 − 𝐷𝑘−1𝐷𝑘−2 = 𝑂𝐷𝑘−1 + 𝑂𝐷𝑘 − 𝐷𝑘−1𝐷𝑘 

⇒ 𝑂𝐷𝑘−2 − 𝐷𝑘−1𝐷𝑘−2 = 𝑂𝐷𝑘 − 𝐷𝑘−1𝐷𝑘 

利用坐標計算各邊的長度後代入前式得： 

√𝑑𝑘−2
2 + ℎ2 − (𝑑𝑘−1 − 𝑑𝑘−2) = √𝑑𝑘

2 + ℎ2 − (𝑑𝑘 − 𝑑𝑘−1) 

⇒ √𝑑𝑘−2
2 + ℎ2 + 𝑑𝑘−2 − 2𝑑𝑘−1 + 𝑑𝑘 = √𝑑𝑘

2 + ℎ2 

⇒ √𝑑𝑘−2
2 + ℎ2 + 𝑑𝑘−2 − 2𝑑𝑘−1 + 𝑑𝑘 = √𝑑𝑘

2 + ℎ2 

⇒ (√𝑑𝑘−2
2 + ℎ2 + 𝑑𝑘−2 − 2𝑑𝑘−1)

2

+ 2𝑑𝑘 (√𝑑𝑘−2
2 + ℎ2 + 𝑑𝑘−2 − 2𝑑𝑘−1) + 𝑑𝑘

2 = 𝑑𝑘
2 + ℎ2 

⇒ 𝑑𝑘−2
2 + ℎ2 + 𝑑𝑘−2

2 + 4𝑑𝑘−1
2 + 2𝑑𝑘−2√𝑑𝑘−2

2 + ℎ2 − 4𝑐√𝑑𝑘−2
2 + ℎ2

− 4𝑑𝑘−2𝑑𝑘−1 + 2𝑑𝑘√𝑑𝑘−2
2 + ℎ2 + 2𝑑𝑘−2𝑑𝑘 − 4𝑑𝑘−1𝑥 = ℎ2 

⇒ 2𝑑𝑘−2
2 − 4𝑑𝑘−2𝑑𝑘−1 + 4𝑑𝑘−1

2 + 2𝑑𝑘−2√𝑑𝑘−2
2 + ℎ2 − 4𝑑𝑘−1√𝑑𝑘−2

2 + ℎ2

= −2𝑑𝑘√𝑑𝑘−2
2 + ℎ2 − 2𝑑𝑘−2𝑑𝑘 + 4𝑑𝑘−1𝑑𝑘 

⇒ 𝑑𝑘−2
2 − 2𝑑𝑘−2𝑑𝑘−1 + 2𝑑𝑘−1

2 + 𝑑𝑘−2√𝑑𝑘−2
2 + ℎ2 − 2𝑑𝑘−1√𝑑𝑘−2

2 + ℎ2

= −𝑑𝑘 (√𝑑𝑘−2
2 + ℎ2 + 𝑑𝑘−2 − 2𝑑𝑘−1) 
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⇒ 𝑑𝑘 =
−𝑑𝑘−2

2 + 2𝑑𝑘−2𝑑𝑘−1 − 2𝑑𝑘−1
2 − 𝑑𝑘−2√𝑑𝑘−2

2 + ℎ2 + 2𝑑𝑘−1√𝑑𝑘−2
2 + ℎ2

√𝑑𝑘−2
2 + ℎ2 + 𝑑𝑘−2 − 2𝑑𝑘−1

=

2𝑑𝑘−1
2 − 2𝑑𝑘−2𝑑𝑘−1 + (2𝑑𝑘−1 − 𝑑𝑘−2) (√𝑑𝑘−2

2 + ℎ2 + 𝑑𝑘−2 − 2𝑑𝑘−1)

√𝑑𝑘−2
2 + ℎ2 + 𝑑𝑘−2 − 2𝑑𝑘−1

= (2𝑑𝑘−1 − 𝑑𝑘−2) +
2𝑑𝑘−1(𝑑𝑘−1 − 𝑑𝑘−2)

√𝑑𝑘−2
2 + ℎ2 + 𝑑𝑘−2 − 2𝑑𝑘−1

 

公式一：已知 △ 𝑂𝐵𝐶 的高為 ℎ，若 𝐷𝑘−2(𝑑𝑘−2, −ℎ)、𝐷𝑘−1(𝑑𝑘−1, −ℎ) 為

其相鄰兩分割點，則接續分割點為 𝐷𝑘(𝑓(𝑑𝑘−2, 𝑑𝑘−1), −ℎ)，其中： 

𝑓(𝑥, 𝑦) = (2𝑦 − 𝑥) +
2𝑦(𝑦 − 𝑥)

√𝑥2 + ℎ2 + 𝑥 − 2𝑦
 

2. 已知兩側分割點推論其中間分割點坐標 

公式一採用的是由已知前兩分割點

推論接續分割點，而此部分則希望由已知

兩側分割點推論其中間分割點，承先前結

論二的內容我們直接以在 △ 𝑂𝐵𝐶 的底

邊上取一分割點 𝐷 的情況作說明。                  圖 5-6-2 

令 △ 𝑂𝐵𝐶 底邊端點坐標為 𝐵(𝑏,−ℎ)、𝐶(𝑐, −ℎ)，而分割點為 𝐷(𝑑, −ℎ)，

如圖 5-6-2，接著利用定理二可得如下： 

𝑂𝐵 − 𝐵𝐷 = 𝑂𝐶 − 𝐶𝐷 

√𝑏2 + ℎ2 − (𝑑 − 𝑏) = √𝑐2 + ℎ2 − (𝑐 − 𝑑) 

2𝑑 = √𝑏2 + ℎ2 − √𝑐2 + ℎ2 + 𝑏 + 𝑐 

𝑑 =
√𝑏2 + ℎ2 − √𝑐2 + ℎ2 + 𝑏 + 𝑐

2
 

將上述 𝐵、𝐶 替換為 𝐷𝑘−1(𝑑𝑘−1, −ℎ)、𝐷𝑘+1(𝑑𝑘+1, −ℎ)，並寫為公式二。 
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公式二：已知 △ 𝑂𝐵𝐶 的高為 ℎ，若 𝐷𝑘−1(𝑑𝑘−1, −ℎ)、𝐷𝑘、𝐷𝑘+1(𝑑𝑘+1, −ℎ) 

為其連續三分割點，則 𝐷𝑘 坐標為 (𝑔(𝑑𝑘−1, 𝑑𝑘+1), −ℎ)，其中： 

𝑔(𝑥, 𝑦) =
√𝑥2 + ℎ2 − √𝑦2 + ℎ2 + 𝑥 + 𝑦

2
 

(二) 藉迭代公式推導之性質 

1. 任意三角形取二個分割點的性質 

當將二分割點的坐標代入 𝑔(𝑥, 𝑦) 時，我們偶然間發現一特殊情形，利用 

𝑑1 與 𝑑2 之和相當於 𝑔(𝑏, 𝑑2) 與 𝑔(𝑑1, 𝑐) 之和，說明如下： 

 𝑑1 + 𝑑2 = 𝑔(𝑏, 𝑑2) + 𝑔(𝑑1, 𝑐) 

  =
√𝑏2 + ℎ2 − √𝑑2

2 + ℎ2 + 𝑏 + 𝑑2

2
+

√𝑑1
2 + ℎ2 − √𝑐2 + ℎ2 + 𝑑1 + 𝑐

2
 

  =
√𝑏2 + ℎ2 − √𝑐2 + ℎ2 + 𝑏 + 𝑐

2
+

√𝑑1
2 + ℎ2 − √𝑑2

2 + ℎ2 + 𝑑1 + 𝑑2

2
 

  = 𝑔(𝑏, 𝑐) + 𝑔(𝑑1, 𝑑2) 

此結果代表若令分割點  𝐷1、𝐷2 

的中點為  𝑀，且  △ 𝑂𝐵𝐶  內切圓與 

𝐵𝐶 交點為 𝑃、第二分割圓與 𝐵𝐶 交

點為 𝑄，則 𝑃𝑄 的中點與 𝑀 重合，

如圖 5-6-3。                                   圖 5-6-3 

性質六：當任意三角形底邊取二分割點 𝐷1、𝐷2，並令其內切圓、第二分割

圓分別與底邊切於 𝑃、𝑄 兩點，則 𝐷1𝐷2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 中點與 𝑃𝑄̅̅ ̅̅  中點重合。 

2. 任意三角形取三個分割點的性質 

當將三分割點的坐標代入 𝑔(𝑥, 𝑦) 時，再次發生類似情形，利用 𝑑1 與 𝑑3 

之和相當於 𝑔(𝑏, 𝑑2) 與 𝑔(𝑑2, 𝑐) 之和，說明如下： 

（算式見下頁） 
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 𝑑1 + 𝑑3 = 𝑔(𝑏, 𝑑2) + 𝑔(𝑑2, 𝑐)  

  =
√𝑏2 + ℎ2 − √𝑑2

2 + ℎ2 + 𝑏 + 𝑑2

2
+

√𝑑2
2 + ℎ2 − √𝑐2 + ℎ2 + 𝑑2 + 𝑐

2
 

  =
√𝑏2 + ℎ2 − √𝑐2 + ℎ2 + 𝑏 + 𝑐

2
+ 𝑑2 

  = 𝑔(𝑏, 𝑐) + 𝑑2 

此結果代表若令分割點 𝐷1、𝐷3  的

中點為 𝑀，且 △ 𝑂𝐵𝐶 內切圓與 𝐵𝐶 交

點為 𝑃，則 𝑃 與分割點 𝐷2 的中點與 𝑀 

重合，如圖 5-6-4。                             圖 5-6-4 

性質七：當任意三角形底邊取三分割點 𝐷1、𝐷2、𝐷3，並令其內切圓與底邊

切於 𝑃 點，則 𝐷1𝐷3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 中點與 𝑃𝐷2

̅̅ ̅̅ ̅ 中點重合。 

3. 任意三角形取 𝒏 個分割點的性質 

我們將上述情況延伸至取 𝑛 個分割點時，仍然保有如性質六、七的特性，

說明如下： 

𝑔(𝑏, 𝑑𝑛−1) + 𝑔(𝑑𝑛−1, 𝑐) 

=
√𝑏2 + ℎ2 − √𝑑𝑛−1

2 + ℎ2 + 𝑏 + 𝑑𝑛−1

2
+

√𝑑𝑛−1
2 + ℎ2 − √𝑐2 + ℎ2 + 𝑑𝑛−1 + 𝑐

2
 

=
√𝑏2 + ℎ2 − √𝑐2 + ℎ2 + 𝑏 + 𝑐

2
+ 𝑑𝑛−1 = 𝑔(𝑏, 𝑐) + 𝑑𝑛−1 

此結果代表若令 △ 𝑂𝐵𝐷𝑛−1 

內切圓與 𝐵𝐶 的切點為 𝑄，且 𝑄 

與分割點  𝐷𝑛  的中點為  𝑀、△

𝑂𝐵𝐶 內切圓與 𝐵𝐶 切點為 𝑃，則 

𝑃  與分割點 𝐷𝑛−1  的中點與 𝑀 

重合，如圖 5-6-5。                               圖 5-6-5 
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(三) 取任意數量分割點時的分割點坐標 

在給定 △ 𝑂𝐵𝐶 的底邊上取 𝑛 個分割點，其中底邊端點為 𝐵(𝑏,−ℎ)、𝐶(𝑐, −ℎ)，

而分割點依序為 𝐷1(𝑑1, −ℎ)、𝐷2(𝑑2, −ℎ)、…、𝐷𝑛(𝑑𝑛, −ℎ)，已知利用迭代公式 𝑓(𝑥, 𝑦) 

可由前兩分割點 𝐷𝑘−2(𝑑𝑘−2, −ℎ)、𝐷𝑘−1(𝑑𝑘−1, −ℎ) 推導接續分割點 𝐷𝑘(𝑑𝑘, −ℎ) 的 

𝑥 坐標，即 𝑑𝑘 = 𝑓(𝑑𝑘−2, 𝑑𝑘−1)，因此可自 △ 𝑂𝐵𝐶 頂點 𝐵 與分割點 𝐷1 開始，重

複套用公式推導至分割點 𝐷𝑛，最後寫回 △ 𝑂𝐵𝐶 頂點 𝐶，列式如下： 

𝑓(𝑏, 𝑑1) = 𝑑2、𝑓(𝑑1, 𝑑2) = 𝑑3、𝑓(𝑑2, 𝑑3) = 𝑑4、、…、𝑓(𝑑𝑛−1, 𝑑𝑛) = 𝑐 

⇒ 𝑐 = 𝑓(𝑑𝑛−1, 𝑑𝑛) = 𝑓(𝑓(𝑑𝑛−3, 𝑑𝑛−2), 𝑓(𝑑𝑛−2, 𝑑𝑛−1)) = ⋯ = 𝐹(𝑑1) 

上述算式中的 𝐹(𝑥) 表示由 𝑓(𝑥, 𝑦) 迭代出來的結果，因此透過求解  𝑐 =

𝐹(𝑑1) 中的 𝑑1 即可得分割點 𝐷1 坐標，進而求出所有分割點坐標，也就是說到此

我們找到了解決「取任意數量分割點時，求所有分割點坐標」的方式。 

陸、 延伸討論 

一、 分別與三角形兩邊相切的三個圓 

本篇所探討的所有分割圓皆是切在底邊上，於是我們想如果在三角形內有三個兩兩

相切的圓，且他們分別與三角形的兩邊相切，這樣的情況是否會存在？在網路上查詢相

關文獻資料時，我們發現上述所講的狀況是在「六圓定理」中的一種特殊情形，同時也

正是一個稱作「馬爾法蒂問題」的內容，其描述如下： 

馬爾法蒂問題： 

「在一個已知三角形內畫三個圓，每個圓與其他兩個圓以及三角形的兩邊相切。」 

根據文獻資料，此問題的作圖方式如下： 

(一) 作 △ 𝐴𝐵𝐶 的三條角平分線，交點為內心 

𝐼，如圖 6-1-1。 

(二) 作 △ 𝐼𝐴𝐵、△ 𝐼𝐵𝐶、△ 𝐼𝐶𝐴 的內切圓，其

兩兩之間已有一條內公切線，即 𝐼𝐴、𝐼𝐵、

𝐼𝐶，再分別作另一條內公切線  𝑂𝑃、

𝑄𝑅、𝑆𝑇，如圖 6-1-2。                              圖 6-1-1 
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(三) 令 𝑂𝑃、𝑄𝑅、𝑆𝑇 三線交於 𝑈 點，如圖 6-1-3，作四邊形 𝐴𝑅𝑈𝑆、𝐵𝑃𝑈𝑅、𝐶𝑆𝑈𝑃 的

內切圓，則此三圓即為所求。 

  

                     圖 6-1-2                               圖 6-1-3 

二、 分別與多邊形單邊相切的多個圓 

在討論完分別與三角形兩邊相切的三個圓後，我們也想試著討論另一種原題的變化

型，即「如何在 △ 𝐴𝐵𝐶 內部取一點 𝐾，使得 △ 𝐴𝐵𝐾、△ 𝐵𝐶𝐾、△ 𝐶𝐴𝐾 的內切圓兩兩

相切」，如圖 6-2-1，我們稱滿足這樣條件的 𝐾 點為「分割中心」，同樣的若繼續延伸此

問題，想在任意多邊形內取分割中心 𝐾 點，如圖 6-2-2，又要如何做呢？ 

   

              圖 6-2-1                                圖 6-2-2 

(一) 三角形的分割中心 

若在 △ 𝐴𝐵𝐶 內取分割中心 𝐾 點，且 𝑇𝐴、𝑇𝐵、𝑇𝐶 為切點，如圖 6-2-3，則： 

1. 𝑲𝑻𝑨
̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑲𝑻𝑩

̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑲𝑻𝑪
̅̅ ̅̅ ̅̅  

利用定理一即可得此結果。 

2. 𝑨𝑩 − 𝑨𝑪 = 𝑲𝑩 − 𝑲𝑪 

由定理二可得： 

 𝐴𝐾 + 𝐾𝐵 − 𝐴𝐵 = 𝐴𝐾 + 𝐾𝐶 − 𝐴𝐶 

  ⇒ 𝐴𝐵 − 𝐴𝐶 = 𝐾𝐵 − 𝐾𝐶                      圖 6-2-3 
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3. 過 𝑨、𝑩、𝑪 的三條雙曲線交點為 𝑲 點 

由 2. 知 𝐴𝐵 − 𝐴𝐶 = 𝐾𝐵 − 𝐾𝐶，再

由定義可知以 𝐵、𝐶 為焦點且通過 𝐴 

的雙曲線，同時也會通過 𝐾 點，同理

以 𝐴、𝐵 為焦點且通過 𝐶 的雙曲線，

及以 𝐴、𝐶 為焦點且通過 𝐵 的雙曲線

也都會通過 𝐾 點，如圖 6-2-4。                    圖 6-2-4 

(二) 四邊形的分割中心 

若在四邊形 𝐴𝐵𝐶𝐷 內取分割中心 𝐾 點，

且 𝑇𝐴、𝑇𝐵、𝑇𝐶、𝑇𝐷 為切點，如圖 6-2-5，則： 

1. 𝑲𝑻𝑨
̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑲𝑻𝑩

̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑲𝑻𝑪
̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑲𝑻𝑫

̅̅ ̅̅ ̅̅  

利用定理一即可得此結果。 

2. 𝑨𝑩 + 𝑪𝑫 = 𝑨𝑫 + 𝑩𝑪 

由定理二可得：                                圖 6-2-5 

𝐴𝐵̅̅ ̅̅ + 𝐶𝐷̅̅ ̅̅ = (𝐴𝑇𝐴
̅̅ ̅̅ ̅ + 𝐵𝑇𝐵

̅̅ ̅̅ ̅) + (𝐶𝑇𝐶
̅̅ ̅̅ ̅ + 𝐷𝑇𝐷

̅̅ ̅̅ ̅̅ ) 

= (𝐴𝑇𝐴
̅̅ ̅̅ ̅ + 𝐷𝑇𝐷

̅̅ ̅̅ ̅̅ ) + (𝐵𝑇𝐵
̅̅ ̅̅ ̅ + 𝐶𝑇𝐶

̅̅ ̅̅ ̅) = 𝐴𝐷̅̅ ̅̅ + 𝐵𝐶̅̅ ̅̅  

3. 若四邊形 𝑨𝑩𝑪𝑫 存在內切圓，則分割中心 𝑲 點也存在。 

上述 2. 的敘述即為「四邊形的對邊和相等」，而這樣的四邊形正是擁有內切圓

的四邊形，因此若四邊形的內切圓不存在，則其不存在分割中心，反之存在。 

柒、 研究結論 

一、 分割點數量與分割線段長的關係 

設 △ 𝐴𝐵𝐶 的 𝐵𝐶̅̅ ̅̅  為底邊，且 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 𝑐、𝐴𝐶̅̅ ̅̅ = 𝑏、𝐵𝐶̅̅ ̅̅ = 𝑎。 

(一) 取一個分割點（二個分割圓） 

1. 正三角形與等腰三角形的分割線段長比為 1: 1。 

2. 任意三角形的分割線段長比為 (𝑐 + 𝑎 − 𝑏): (𝑏 + 𝑎 − 𝑐)。 
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(二) 取二個分割點（三個分割圓） 

1. 正三角形的分割線段長比為 3: 2: 3。 

2. 若令 𝑊 = √36𝑏2 − 4𝑎𝑏 − 7𝑎2，則等腰三角形的分割線段長比為： 

(5𝑎 + 6𝑏 − 𝑊): (6𝑎 − 12𝑏 + 2𝑊): (5𝑎 + 6𝑏 − 𝑊) 

(三) 取三個分割點（四個分割圓） 

1. 正三角形的分割線段長比為 √3: 1: 1: √3。 

2. 等腰三角形的分割線段長比為 √2𝑏 + 𝑎: √2𝑏 − 𝑎: √2𝑏 − 𝑎: √2𝑏 + 𝑎。 

二、 分割點的存在與唯一性 

藉說明 △ 𝐴𝐵𝐶 取 𝑛 個分割點時，存在唯一的 𝐷𝑛 使得 𝐴𝑇𝑛
̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐴𝑇𝑛′ 得證。 

三、 坐標化後的分割圓性質 

設 △ 𝑂𝐵𝐶 的高為 ℎ，且頂點坐標分別為 𝑂(0,0)、𝐵(𝑏,−ℎ)、𝐶(𝑐, −ℎ)。 

(一) 任意三角形的所有分切點必共圓，其圓心為 𝑂(0,0)、半徑為 𝑅。 

(二) 任意三角形的分割圓之圓心必共拋物線 𝑓，其焦點為 𝐹、準線為 𝐿： 

𝑓: 𝑦 = (
1

2ℎ
) 𝑥2 −

𝑅2 + ℎ2

2ℎ
,  𝐹 (0, −

𝑅2

2ℎ
) ,  𝐿: 𝑦 = −

𝑅2 + 2ℎ2

2ℎ
 

(三) 存在一圓與所有分割圓相切，且其圓心為拋物線焦點 𝐹。 

(四) 公切圓必過三角形的頂點 𝑂(0,0)，且其半徑為 
𝑅2

2ℎ
。 

(五) 以分割圓的圓心為焦點，作過分切點之雙曲線，其漸近線必過分割點且垂直底邊。 

四、 坐標化後的分割點迭代公式及性質 

設 △ 𝑂𝐵𝐶 的高為 ℎ，在 𝐵𝐶̅̅ ̅̅  上取 𝑛 個分割點依序為 𝐷1、𝐷2、…、𝐷𝑛。 

(一) 若 𝐷𝑘−2(𝑑𝑘−2, −ℎ)、𝐷𝑘−1(𝑑𝑘−1, −ℎ) 的接續分割點為 𝐷𝑘(𝑓(𝑑𝑘−2, 𝑑𝑘−1), −ℎ)，則： 

𝑓(𝑥, 𝑦) = (2𝑦 − 𝑥) +
2𝑦(𝑦 − 𝑥)

√𝑥2 + ℎ2 + 𝑥 − 2𝑦
 

(二) 若 𝐷𝑘−1(𝑑𝑘−1, −ℎ)、𝐷𝑘+1(𝑑𝑘+1, −ℎ) 之間的分割點為 𝐷𝑘(𝑔(𝑑𝑘−1, 𝑑𝑘+1), −ℎ)，則： 

𝑔(𝑥, 𝑦) =
√𝑥2 + ℎ2 − √𝑦2 + ℎ2 + 𝑥 + 𝑦

2
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(三) 當任意三角形底邊取二個分割點 𝐷1、𝐷2，並令其內切圓、第二分割圓分別與底邊切

於 𝑃、𝑄 兩點，則 𝐷1𝐷2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 的中點與 𝑃𝑄̅̅ ̅̅  的中點重合。 

(四) 當任意三角形底邊取三個分割點 𝐷1、𝐷2、𝐷3，並令其內切圓與底邊切於 𝑃 點，則 

𝐷1𝐷3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 的中點與 𝑃𝐷2

̅̅ ̅̅ ̅ 的中點重合。 

(五) 當任意三角形底邊取 𝑛 個分割點 𝐷1、𝐷2、…、𝐷𝑛，並令其內切圓與底邊切於 𝑃 點，

且 △ 𝑂𝐵𝐷𝑛−1 內切圓與 𝐵𝐶 的切點為 𝑄，則 𝑃𝐷𝑛−1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  中點與 𝑄𝐷𝑛

̅̅ ̅̅ ̅̅  中點重合。 

(六) 取任意數量分割點時，可藉由求解 𝑐 = 𝐹(𝑑1)，進而求出所有分割點坐標。 

五、 分別與三角形兩邊相切的三個圓 

根據文獻，此即「六圓定理」中的特例，同時也與「馬爾法蒂問題」相同。 

六、 分別與多角形單邊相切的多個圓 

(一) 任意三角形皆存在分割中心 𝐾 點，若分別以三角形的兩頂點為焦點，作過第三頂點

的雙曲線，則此三條雙曲線的交點即為 𝐾 點。 

(二) 若四邊形的對邊和相等，則此四邊形存在分割中心，此意即若四邊形的內切圓不存

在，則其必不存在分割中心。 

捌、 未來展望 

一、 分割圓的幾何性質 

有關分割圓的幾何性質，尚有部分未完成證明，分別敘述如下： 

(一) 以每 𝑘 個分割後的三角形作內切圓，其圓心會共雙曲線的一支，如圖 8-1-1。 

（𝑘 ≥ 2） 

 

圖 8-1-1 
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(二) 若以分割點、分切點、分割圓的圓心及其與底邊的切點作四邊形，則此四邊形的內

切圓圓心共雙曲線的一支，如圖 8-1-2。 

(三) 若以頂點 𝐴、兩分切點及分割圓的圓心作四邊形， 

則此四邊形的內切圓圓心會共橢圓，如圖 8-1-3。 

  

             圖 8-1-2                                    圖 8-1-3 

二、 延伸討論中的分割中心 

在探討完三角形及四邊形的分割中心後，我們尚未進一步討論在更多邊形時的情形，

而首要可研究的為「任意多邊形需滿足哪些條件，其分割中心才會存在」，接著則是該如

何使用幾何作圖或代數計算的方式找尋此點位置。 

三、 三角形中心百科全書（𝑬𝑻𝑪） 

本篇研究中觸及多項有關三角形的定理及性質，因此老師曾向我們提到「三角形中

心百科全書」這個網站，其中登錄有數萬個三角形相關的中心，我們試著找尋過是否有

與本篇作品相關的理論，但目前尚無結果。  
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【評語】030408  

作品從數學網站 CRUX 的一則問題發想：在三角形𝐴𝐴𝐵𝐵𝐶𝐶的 BC 邊上取

一點𝐷𝐷，使得三角形𝐴𝐴𝐵𝐵𝐷𝐷和三角形𝐴𝐴𝐷𝐷𝐶𝐶的內切圓相切，描述𝐷𝐷點的性

質。作者從這個問題衍生出新的問題，探討是否有可能在 BC 邊上取

n 個點將三角形𝐴𝐴𝐵𝐵𝐶𝐶分割成 n+1 個子三角形使得相鄰子三角形的內

切圓相切，如果可以，這些點該怎麼找呢？作者們針對這樣的問題

做了討論，對於任意的 n 值，給出了找尋這 n 個分割點的規則（對

於 n≤2，或是 n=3，且三角形𝐴𝐴𝐵𝐵𝐶𝐶為等腰三角形的情況，給出了確切

的答案）。對於這 n+1 個圓所具有的一些特性，也作了一些分析。論

述清楚而且精簡，得出的結論也很漂亮，是非常好的一個作品。藉

由迭代的方式來導出關係並求解當然是處理問題的一種方法，但這

樣的方式總讓人覺得過於繁複，不是那麼優美。是不是有可能可以

藉由刻畫一些性質來得出找分割點更有效、更簡單的方法？如果能

在這方面有進一步的突破，結果會更完整也更好。 
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