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摘要 

在制定的變換規則下，找出六種變換性質，探討 n 種變色龍中只有兩種變色龍的數量發

生改變，稱為基本變換。我們以 n=4 為例，列出變換次數與基本變換數碼之方程式，令第一

種變色龍的變換次數為零，以最簡單整數比求出所有變色龍的變換次數與基本變換數碼。接

著以相同的方法完成 n=5、n=6，並將結果寫成方陣。 

觀察方陣，發現其中有基本變換式的存在，即形成差成等比的基本變換數列，經由算式

推導後可得基本變換數碼的三個疊代關係式，及基本變換數碼的一般式，另外我們也發現基

本變換方陣具有對稱性，並以數學歸納法證明之。在我們了解基本變換的特性後，便可以另

一種方式完成方陣，讓填寫方陣能更快速。 

 

壹、前言 

一、研究動機 

         我們在《台灣網路科教館》找到一個題目：「一個島上有銅色、銀色、金色三種

變色龍共 62、70、68 隻；生物學家發現當兩隻不同顏色的變色龍相遇時，這兩隻會

同時變成第三種顏色。一名生物數學家研究這個現象後，斷定這 200 隻變色龍有機會

全部變成同一種顏色。結果還真的發生了！請問是怎麼變的？這個顏色是什麼？」[1]

我們發現，只要其中任意兩種變色龍的數量對 𝟑 同餘即可[2]。我們對這個數學問題非

常有興趣，想進一步深入了解。  

二、研究目的 

         (一)在制定的規則之下，發現變換的性質，利用這些性質作為本研究的方法 

         (二)尋找基本變換的特性，發現基本變換式及基本變換數碼， 並推導出基本變換數碼之 

                遞迴關係式及一般式 

         (三)將各基本變換模式寫成基本變換方陣，發現具有對稱性，並證明其對稱性 

貳、研究設備及器材 

紙、筆、電腦 

https://www.ntsec.edu.tw/LiveSupply-Content.aspx?cat=6842&a=6829&fld=&key=&isd=1&icop=10&p=1&lsid=15503
https://www.ntsec.edu.tw/LiveSupply-Content.aspx?cat=6842&a=6829&fld=&key=&isd=1&icop=10&p=1&lsid=15503
http://pisa.math.ntnu.edu.tw/attachments/article/343/lungtengmath_15th.pdf
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參、研究過程與方法 

         前述的題目還可繼續推廣至四種變色龍，當其中三隻不同顏色的變色龍相遇時，

會同時變成第四種顏色，在第 60 屆中小學科學展覽會－國小組：變色龍問題探討[3]我

們發現若其中任意三種變色龍的數量對 𝟒 同餘即可；以此類推，  𝑛 種變色龍中，若其

中任意 𝒏 − 𝟏 種變色龍的數量對 𝒏 同餘即可。因此我們想改變規則，使得題目產生一些

變化，看看能不能發現有趣的結果。 

一、規則 

假設共有 𝑛 種變色龍，分別為 1 號變色龍、 2 號變色龍、 3 號變色龍…… 𝑛 號變

色龍，簡稱 𝑀1、𝑀2、𝑀3……𝑀𝑛；規定只有在連續兩號變色龍各一隻相遇時，才會同

時變為下一號變色龍，並且可循環，稱之為變換。例如：                                以符號表

示為 ：   1𝑀1 + 1𝑀2 → 2𝑀3，1𝑀2 + 1𝑀3 → 2𝑀4，……1𝑀𝑛−1 + 1𝑀𝑛 → 2𝑀1，1𝑀𝑛 +

1𝑀1 → 2𝑀2。且不連續號碼的變色龍相遇不會產生變化。 

二、名詞定義 

(一)𝑥𝑡：第 𝑡 號變色龍 𝑀𝑡  的變換次數，即 𝑥𝑡 隻 𝑡 − 2 號變色龍 𝑀𝑡−2 與 𝑥𝑡 隻 𝑡 − 1 號變色 

龍𝑀𝑡−1 相遇，同時變為 2𝑥𝑡  隻 𝑡 號變色龍 𝑀𝑡（3 ≤ 𝑡 ≤ 𝑛），即 𝑥𝑡𝑀𝑡−2 +

𝑥𝑡𝑀𝑡−1 → 2𝑥𝑡𝑀𝑡（3 ≤ 𝑡 ≤ 𝑛），另外：𝑥1𝑀𝑛−1 + 𝑥1𝑀𝑛 → 2𝑥1𝑀1；𝑥2𝑀𝑛 +

𝑥2𝑀1 → 2𝑥2𝑀2。 

(二)基本變換：若 𝑛 種變色龍僅其中兩種產生變化且變化量最少，即 (−𝑘𝑛, 𝑘𝑛)，同時 

變換次數亦最少。例如：當 𝑛 = 3 時，若 𝑀1、𝑀2、𝑀3 的最少變化量為 

−3、0、3，此時 𝑥1 = 0，𝑥2 = 1，𝑥3 = 2 為最少變換次數。 

(三)基本變換數碼 𝒌𝒏：𝑛 種變色龍完成一種基本變換後的最少變化量。例如：當 𝑛 = 3  

時，基本變換數碼 𝑘3 = 3 為最少變化量。 

(四) 基本變換數列：數列 〈𝑎𝑛〉 中任意連續三項之關係式為 𝟐𝒂𝒕−𝟐 = 𝒂𝒕−𝟏 + 𝒂𝒕  

（𝟑 ≤ 𝒕 ≤ 𝒏），例如：〈𝑎𝑛〉：11,10,12,8,16。 

(五) 基本變換式：基本變換數列 〈𝑎𝑛〉 中任意連續三項的關係式 𝟐𝒂𝒕−𝟐 = 𝒂𝒕−𝟏 + 𝒂𝒕  

（𝟑 ≤ 𝒕 ≤ 𝒏）稱為基本變換式。 

https://twsf.ntsec.gov.tw/activity/race-1/60/pdf/NPHSF2020-080407.pdf?456
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三、性質研究 

（一）性質一：任何變換之後，總量不變 

若 𝑥𝑡 = 𝑝          (𝑝 ∈ 𝑁) 

𝑀𝑡−2 𝑀𝑡−1 𝑀𝑡 
    

−𝑝 −𝑝 +2𝑝     

（ − 𝑝） + （ − 𝑝） + 2𝑝 = 0 

（二）性質二：加法變換 

以四種變色龍為例： 

1.若第一次變換 𝑥3 = 4，𝑥4 = 7，第二次變換 𝑥1 = 3，𝑥3 = 5 

     𝑀1 𝑀2 𝑀3 𝑀4     𝑀1 𝑀2 𝑀3 𝑀4      

     −4 −4 8      6  −3 −3      

      −7 −7 14     −5 −5 10       

     −4 −11 1 14     1 −5 7 −3      

兩次變換結果疊加 

𝑀1 𝑀2 𝑀3 𝑀4 

−4 −11 1 14 

1 −5 7 −3 

−3 −16 8 11 

2.將兩次變換合併為一次 

𝑥1 = 3，𝑥3 = 9，𝑥4 = 7 

𝑀1 𝑀2 𝑀3 𝑀4 

6  −3 −3 

−9 −9 18  

 −7 −7 14 

−3 −16 8 11 

變換可疊加 
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（三）性質三：倍數變換 

以四種變色龍為例： 

1.若 𝑥3 = 2，𝑥4 = 3         

𝑀1 𝑀2 𝑀3 𝑀4 

−2 −2 4  

 −3 −3 6 

−2 −5 1 6 

2.若 𝑥3 = 2𝑝，𝑥4 = 3𝑝            (𝑝 ∈ 𝑁) 

𝑀1 𝑀2 𝑀3 𝑀4 

−2𝑝 −2𝑝 4𝑃  

 −3𝑝 −3𝑝 6𝑝 

−2𝑝 −5𝑝 𝑝 6𝑝 

若所有變換皆變為 𝑝 倍，則所有變色龍的變化量也變為 𝑝 倍。 

（四）性質四：變換的交換律 

若經過兩次變換，第一次 𝑥3 = 1，第二次 𝑥4 = 1 

 𝑀1 𝑀2 𝑀3 𝑀4 

第一次 −1 −1 2  

第二次  −1 −1 2 

  −1 −2 1 2 

將兩次變換順序互調，即第一次 𝑥4 = 1，第二次 𝑥3 = 1  
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 𝑀1 𝑀2 𝑀3 𝑀4 

第一次  −1 −1 2 

第二次 −1 −1 2  

  −1 −2 1 2 

我們發現結果相同，表示 𝑥𝑡  具有變換的交換律。 

（五）性質五：單位變換 

若所有變色龍皆變換一次，即 𝑥1 = 1，𝑥2 = 1……𝑥𝑛 = 1 

𝑀1 𝑀2 𝑀3 … 𝑀𝑛−2 𝑀𝑛−1 𝑀𝑛 

2   …  −1 −1 

−1 2     −1 

−1 −1 2     

 −1 −1 2    

   …    

   −1 −1 2  

   … −1 −1 2 

0 0 0 … 0 0 0 

結果所有變色龍數量皆不變，稱為單位變換。 

（六）性質六：最少變換 

由性質五單位變換得知，若所有變換皆增加 𝑝 (𝑝 ∈ 𝑁)，僅會增加變換次

數，不會影響各變色龍最終變量；同理，在不產生負數的情況之下，若

所有變換皆減少 𝑝，僅減少變換次數，不會影響各變色龍最終變量。因

此，我們可以將所有變換皆減少 𝑝，使得原本各變色龍的變換中，次數

最少的變為 0，此時總變換次數必最少。例： 

𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4 

 

𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4 

 

𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4 

2 3 4 5 
 

1 2 3 4  0 1 2 3 

最少變換為 𝑥1 = 0，𝑥2 = 1，𝑥3 = 2，𝑥4 = 3。 

≡ ≡ 
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肆、研究結果 

一、基本變換之研究 

              1.   𝑛 = 4 

假設其中兩種變色龍數量變化為 −𝑘4, 𝑘4，其餘皆不變，且固定 𝑀1 之變化量為

 −𝑘4，則共有三種不同的模式 

(1) 𝑀1 模式 1 

變色龍 𝑀1 𝑀2 𝑀3 𝑀4 

變化量 −𝑘4 0 0 𝑘4 

     

𝑀1 𝑀2 𝑀3 𝑀4 

2𝑥1  −𝑥1 −𝑥1 

−𝑥2 2𝑥2  −𝑥2 

−𝑥3 −𝑥3 2𝑥3  

 −𝑥4 −𝑥4 2𝑥4 

−𝑘4 0 0 𝑘4 

可得到 4 個方程式： 

2𝑥1 − 𝑥2 − 𝑥3 = −𝑘4 

2𝑥2 − 𝑥3 − 𝑥4 = 0 

2𝑥3 − 𝑥4 − 𝑥1 = 0 

2𝑥4 − 𝑥1 − 𝑥2 = 𝑘4 

 

依據最少變換性質，由於 𝑀1 減少最多，因此令 𝑥1 = 0，並將方程式寫成增廣

矩陣 
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     𝑥2   𝑥3   𝑥4  
 

[  

−1
2
0

−1

  

−1
−1
2
0

  

0
−1
−1
2

  |  

−𝑘4

0
0
𝑘4

  ] 

依據總量不變性質，第 4 列必然成立，因此可將第 4 列刪除，再將各列同乘

（ − 1） 

𝑥2  𝑥3  𝑥4 

[  
1

−2
0

  
1
1

−2
  
0
1
1
  |  

𝑘4

0
0

  ] 

由第 3 列可得 𝑥3：𝑥4 = 1：2 

代入第 2 列可得 𝑥2：𝑥3：𝑥4 = 3：2：4 

代入第 1 列可得 𝑥2：𝑥3：𝑘4 = 3：2：5 

𝑥2 , 𝑥3 , 𝑥4 , 𝑘4 皆為正整數 

可得最少變換：𝒙𝟏 = 𝟎， 𝒙𝟐 = 𝟑，𝒙𝟑 = 𝟐，𝒙𝟒 = 𝟒，此時 𝒌𝟒 = 𝟓 

我們將上列過程表格化： 

 𝑥2 𝑥3 𝑥4 

由第 3 列  1 2 

代入第 2 列 𝟑 𝟐 𝟒 

由第 1 列得到基本變換數碼    𝒌𝟒 = 𝒙𝟐 + 𝒙𝟑 = 𝟓 

(2) 𝑀1 模式 2 

變色龍 M1 M2 M3 M4 

變化量 −𝑘4 0 𝑘4 0 
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得增廣矩陣 

     𝑥2  𝑥3  𝑥4   

          

[  
1

−2
1

  
1
1
0
  

0
1

−2
  |  

𝑘4

0
0

  ] 

 

 𝑥2 𝑥3 𝑥4 

由第 3 列 2  1 

代入第 2 列 𝟐 𝟑 𝟏 

由第 1 列得到基本變換數碼    𝒌𝟒 = 𝟐 + 𝟑 = 𝟓 

(3) M1模式 3 

變色龍 𝑀1 𝑀2 𝑀3 𝑀4 

變化量 −𝑘4 𝑘4 0 0 

 
𝑥2  𝑥3  𝑥4 

 [  
1
0
1
  

1
−2
0

  
0
1

−2
  |  

𝑘4

0
0

  ] 

 

𝑥2 𝑥3 𝑥4 

 1 2 

𝟒 𝟏 𝟐 

基本變換數碼    𝒌𝟒 = 𝟒 + 𝟏 = 𝟓 

將以上三種基本變換模式之結果寫成基本變換方陣 

𝑥2 𝑥3 𝑥4 

3 2 4 

2 3 1 

4 1 2 
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   2.  𝑛 = 5 

假設其中兩種變色龍數量變化為 −𝑘5, 𝑘5 ，其餘皆不變，且固定 𝑀1 之變化量

為 −𝑘5 ，則共有四種不同的模式 

(1) 𝑀1 模式 1 

變色龍 𝑀1 𝑀2 𝑀3 𝑀4 𝑀5 

變化量 −𝑘5 0 0 0 𝑘5 

 

𝑥2   𝑥3   𝑥4  𝑥5 

[  

1
−2
0
0

  

1
1

−2
0

  

0
1
1

−2

  

0
0
1
1

  |  

𝑘5

0
0
0

  ]  

 

𝑥2 𝑥3 𝑥4 𝑥5 

  1 2 

 3 2 4 

𝟓 𝟔 𝟒 𝟖 

𝒌𝟓 = 𝟓 + 𝟔 = 𝟏𝟏 

(2) 𝑀1模式 2 

變色龍 𝑀1 𝑀2 𝑀3 𝑀4 𝑀5 

變化量 −𝑘5 0 0 𝑘5 0 

𝑥2   𝑥3  𝑥4  𝑥5          

[  

1
−2
0
1

  

1
1

−2
0

  

0
1
1
0

  

0
0
1

−2

  |  

𝑘5

0
0
0

  ]  

 

𝑥2 𝑥3 𝑥4 𝑥5 

2   1 

𝟔 𝟓 𝟕 𝟑 

𝒌𝟓 = 𝟔 + 𝟓 = 𝟏𝟏 
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(3) 𝑀1模式 3 

變色龍 𝑀1 𝑀2 𝑀3 𝑀4 𝑀5 

變化量 −𝑘5 0 𝑘5 0 0 

 

  𝑥2   𝑥3  𝑥4  𝑥5            

[  

1
−2
0
1

  

1
1
0
0

  

0
1

−2
0

  

0
0
1

−2

  |  

𝑘5

0
0
0

  ]  

 

𝑥2 𝑥3 𝑥4 𝑥5 

2   1 

4  1 2 

𝟒 𝟕 𝟏 𝟐 

𝒌𝟓 = 𝟒 + 𝟕 = 𝟏𝟏 

(4) 𝑀1模式 4 

變色龍 𝑀1 𝑀2 𝑀3 𝑀4 𝑀5 

變化量 −𝑘5 𝑘5 0 0 0 

 
x2   x3   x4   x5 

[  

1
0
0
1

  

1
−2
0
0

  

0
1

−2
0

  

0
1
1

−2

  |  

k5

0
0
0

  ]  

 

𝑥2 𝑥3 𝑥4 𝑥5 

2   1 

4  1 2 

𝟖 𝟑 𝟐 𝟒 

𝒌𝟓 = 𝟖 + 𝟑 = 𝟏𝟏 
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將以上四種基本變換模式之結果寫成基本變換方陣 

𝑥2 𝑥3 𝑥4 𝑥5 

5 6 4 8 

6 5 7 3 

4 7 1 2 

8 3 2 4 

3.  𝑛 = 6 

假設其中兩種變色龍數量變化為 −𝑘6, 𝑘6 ，其餘皆不變，且固定 𝑀1 之變化量

為 −𝑘6 ，則共有五種不同的模式 

(1) 𝑀1模式 1 

變色龍 𝑀1 𝑀2 𝑀3 𝑀4 𝑀5 𝑀6 

變化量 −𝑘6 0 0 0 0 𝑘6 

 
𝑥2   𝑥3   𝑥4   𝑥5   𝑥6  

[
 
 
 
 

  

1
−2
0
0
0

  

1
1

−2
0
0

  

0
1
1

−2
0

  

0
0
1
1

−2

  

0
0
0
1
1

  |
|  

𝑘6

0
0
0
0

  

]
 
 
 
 

  

 

  𝑥2   𝑥3   𝑥4   𝑥5   𝑥6 

   1 2 

  3 2 4 

 5 6 4 8 

𝟏𝟏 𝟏𝟎 𝟏𝟐 𝟖 𝟏𝟔 

𝒌𝟔 = 𝟏𝟏 + 𝟏𝟎 = 𝟐𝟏 
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(2) 𝑀1模式 2 

變色龍 𝑀1 𝑀2 𝑀3 𝑀4 𝑀5 𝑀6 

變化量 −𝑘6 0 0 0 𝑘6 0 

𝑥2   𝑥3   𝑥4   𝑥5  𝑥6  

[
 
 
 
 

  

1
−2
0
0
1

  

1
1

−2
0
0

  

0
1
1

−2
0

  

0
0
1
1
0

  

0
0
0
1

−2

  |
|  

𝑘6

0
0
0
0

  

]
 
 
 
 

  

 

𝑥2 𝑥3 𝑥4 𝑥5 𝑥6 

2    1 

𝟏𝟎 𝟏𝟏 𝟗 𝟏𝟑 𝟓 

𝒌𝟔 = 𝟏𝟎 + 𝟏𝟏 = 𝟐𝟏 

(3) 𝑀1模式 3 

變色龍 𝑀1 𝑀2 𝑀3 𝑀4 𝑀5 𝑀6 

變化量 −𝑘6 0 0 𝑘6 0 0 

𝑥2   𝑥3   𝑥4   𝑥5  𝑥6 

[
 
 
 
 

  

1
−2
0
0
1

  

1
1

−2
0
0

  

0
1
1
0
0

  

0
0
1

−2
0

  

0
0
0
1

−2

  |
|  

𝑘6

0
0
0
0

  

]
 
 
 
 

  

 

𝑥2 𝑥3 𝑥4 𝑥5 𝑥6 

2    1 

4   1 2 

4 3 5 1 2 

𝟏𝟐 𝟗 𝟏𝟓 𝟑 𝟔 

𝒌𝟔 = 𝟏𝟐 + 𝟗 = 𝟐𝟏 

[註]：𝑀1模式3所得到之𝑘6值與其他模式不同，原因將在「討論」中說明，此處先將求得之𝑥

值皆變為3倍，使得𝑘6 = 21 
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(4) 𝑀1模式 4 

變色龍 𝑀1 𝑀2 𝑀3 𝑀4 𝑀5 𝑀6 

變化量 −𝑘6 0 𝑘6 0 0 0 

𝑥2   𝑥3   𝑥4   𝑥5  𝑥6   

[
 
 
 
 

  

1
−2
0
0
1

  

1
1
0
0
0

  

0
1

−2
0
0

  

0
0
1

−2
0

  

0
0
1
1

−2

  |
|  

𝑘6

0
0
0
0

  

]
 
 
 
 

  

 

𝑥2 𝑥3 𝑥4 𝑥5 𝑥6 

2    1 

4   1 2 

8  3 2 4 

𝟖 𝟏𝟑 𝟑 𝟐 𝟒 

𝒌𝟔 = 𝟖 + 𝟏𝟑 = 𝟐𝟏 

(5) 𝑀1模式 5 

變色龍 𝑀1 𝑀2 𝑀3 𝑀4 𝑀5 𝑀6 

變化量 −𝑘6 𝑘6 0 0 0 0 

𝑥2   𝑥3  𝑥4   𝑥5   𝑥6 

[
 
 
 
 

  

1
0
0
0
1

  

1
−2
0
0
0

  

0
1

−2
0
0

  

0
1
1

−2
0

  

0
0
1
1

−2

  |
|  

𝑘6

0
0
0
0

  

]
 
 
 
 

  

 

𝑥2 𝑥3 𝑥4 𝑥5 𝑥6 

2    1 

4   1 2 

8  3 2 4 

𝟏𝟔 𝟓 𝟔 𝟒 𝟖 

𝒌𝟔 = 𝟏𝟔 + 𝟓 = 𝟐𝟏 
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將以上五種基本變換模式之結果寫成基本變換方陣 

𝑥2 𝑥3 𝑥4 𝑥5 𝑥6 

11 10 12 8 16 

10 11 9 13 5 

12 9 15 3 6 

8 13 3 2 4 

16 5 6 4 8 

二、基本變換方陣之研究 

1.我們觀察以上三種基本變換方陣 

𝑛 = 4 , 𝑘4 = 5 

表 1、𝑛 = 4 的基本變換方陣 

3 2 4 

2 3 1 

4 1 2 

 

𝑛 = 5 , 𝑘5 = 11 

表 2、𝑛 = 5 的基本變換方陣 

5 6 4 8 

6 5 7 3 

4 7 1 2 

8 3 2 4 

𝑛 = 6 , 𝑘6 = 21 

表 3、𝑛 = 6 的基本變換方陣 

11 10 12 8 16 

10 11 9 13 5 

12 9 15 3 6 

8 13 3 2 4 

16 5 6 4 8 
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發現具有下列特性： 

 

 

 

 

 

 

 

2.我們發現基本變換方陣各列中，連續三項多存在有基本變換式的關係，進而將 

此關係數列化。 

(1) 數列〈𝑎𝑛〉：𝟐𝒂𝒕−𝟐 = 𝒂𝒕−𝟏 + 𝒂𝒕（3 ≤ 𝑡 ≤ 𝑛） 

 ⇒ 𝑎𝑡 = 2𝑎𝑡−2 − 𝑎𝑡−1 

𝑎𝑡 − 𝑎𝑡−1 = 2𝑎𝑡−2 − 𝑎𝑡−1 − 𝑎𝑡−1 

= 2(𝑎𝑡−2 − 𝑎𝑡−1) 

= −2(𝑎𝑡−1 − 𝑎𝑡−2) 

〈𝑎𝑛〉各項滿足基本變換式，我們稱之為基本變換數列，其差成等比，令

差 𝑑𝑡−1 = 𝑎𝑡 − 𝑎𝑡−1 則 𝑑𝑡−1 = (−2)𝑑𝑡−2 

觀察數列〈𝑑𝑛〉：若首項 𝑑1 = 1，則 𝑑2 = −2，𝑑3 = 4，𝑑4 = −8 ……為公

比 𝑟 = −2 的等比數列。此數列的等比級數： 

𝑆𝑑𝑛 = 𝑎𝑛+1 − 𝑎1 =
𝑑1(1 − 𝑟𝑛)

1 − 𝑟
=

1 − (−2)𝑛

1 − (−2)
=

1 − (−2)𝑛

3
 

𝑆𝑑1 =
1 − (−2)

3
= 1 

𝑆𝑑2 =
1 − (−2)2

3
= −1 

𝑆𝑑3 =
1 − (−2)3

3
= 3 

𝑆𝑑4 =
1 − (−2)4

3
= −5  

(1)每一列從左邊第一個數字向右至黃色數字，為一差成等比的數列（公比𝒓 = −𝟐) 

(2)每一列從黃色數字向右至最後一個數字，為一差成等比的數列（公比𝒓 = −𝟐） 

(3) 𝒏 = 𝒕 時，基本變換方陣之基本變換數碼 𝒌𝒕 值為各列前 𝟐 格之和，且皆出現在 𝒏 =

𝒕 + 𝟏 時，基本變換方陣之左上角，𝒌𝟒 = 𝟓，𝒌𝟓 = 𝟏𝟏，𝒌𝟔 = 𝟐𝟏。 

(4)每一基本變換方陣，關於左上至右下之對角線對稱 
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……  

2𝑆𝑑𝑛 − 𝑆𝑑𝑛+1 =
2〔1−(−2)𝑛〕

3
−

1−(−2)𝑛+1

3
=

1+2(−2)𝑛+1

3
=

1−(−2)𝑛+2

3
= 𝑆𝑑𝑛+2  

將 𝑆𝑑𝑛 取絕對值：|𝑆𝑑1| = 1，|𝑆𝑑2| = 1，|𝑆𝑑3| = 3，|𝑆𝑑4| = 5…… 

我們發現 𝒌𝒏 = |𝑺𝒅𝒏| = |𝒂𝒏+𝟏 − 𝒂𝟏| 

由於 𝑆𝑑𝑛 =
1—(−2)𝑛

3
> 0 （𝑛 為奇數） 

𝑆𝑑𝑛 =
1−(−2)𝑛

3
< 0 （𝑛 為偶數） 

因此 2|𝑆𝑑𝑛| + |𝑆𝑑𝑛+1|=|𝑆𝑑𝑛+2| 

⇒ 𝟐𝒌𝒏 + 𝒌𝒏+𝟏 = 𝒌𝒏+𝟐 

 

 

 

 

(2) 若〈𝑑𝑛〉首項 𝑑1 = −1 ，則數列全部變號，𝑆𝑑𝑛 亦變號，但取絕對值後則

相同，故 2𝑘𝑛 + 𝑘𝑛+1 = 𝑘𝑛+2 亦成立，其中 𝑘𝑛 = |
(−1)〔1−(−2)𝑛〕

3
| = |𝑆𝑑𝑛| 

我們發現 𝑘5 = 2𝑘4 + 1，𝑘6 = 2𝑘5 − 1，因此進一步研究其規律性： 

(3) 若 𝑘𝑛+1 = 2𝑘𝑛 + 1 

則 𝑘𝑛+1 = 𝑘𝑛+2 − 𝑘𝑛+1 + 1 

𝑘𝑛+2 = 2𝑘𝑛+1 − 1 

若 𝑘𝑛+1 = 2𝑘𝑛 − 1 

則 𝑘𝑛+1 = 𝑘𝑛+2 − 𝑘𝑛+1 − 1 

𝑘𝑛+2 = 2𝑘𝑛+1 + 1 

 

 

 

基本變換數碼的第二個疊代關係式為 

ቊ
𝒌𝒏+𝟏 = 𝟐𝒌𝒏 − 𝟏（𝒏為奇數）

𝒌𝒏+𝟏 = 𝟐𝒌𝒏 + 𝟏（𝒏為偶數）
⟹ 𝒌𝒏+𝟏 = 𝟐𝒌𝒏 + (−𝟏)𝒏 

基本變換數碼 𝒌𝒏 為基本變換的最少變量，也是基本變換數列第 𝟏 項與第 𝒏 + 𝟏 項的

差：𝒌𝒏 = |𝑺𝒅𝒏| = |𝒂𝒏+𝟏 − 𝒂𝟏| 

其疊代關係式為 𝟐𝒌𝒏 + 𝒌𝒏+𝟏 = 𝒌𝒏+𝟐，其中 𝒌𝒏 = |𝑺𝒅𝒏| = |
𝟏−(−𝟐)𝒏

𝟑
| 
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(4) 由基本變換式可求得 𝑘1, 𝑘2, 𝑘3 

2𝑘𝑛 + 𝑘𝑛+1 = 𝑘𝑛+2 

2𝑘3 + 𝑘4 = 𝑘5 

2𝑘3 + 5 = 11  

⇒ 𝑘3 = 3  

2𝑘2 + 𝑘3 = 𝑘4  

2𝑘2 + 3 = 5  

⇒ 𝑘2 = 1  

2𝑘1 + 𝑘2 = 𝑘3  

2𝑘1 + 1 = 3  

⇒ 𝑘1 = 1  

因此前述之基本變換數碼的兩個疊代關係式皆適用於（1 ≤ 𝑛） 

(5) 𝑘1 + 𝑘2 = 2 

𝑘2 + 𝑘3 = 𝑘2 + 2𝑘1 + 𝑘2 

= 2(𝑘1 + 𝑘2) 

𝑘1 + 𝑘2 = 2 ……○1  

𝑘2 + 𝑘3 = 2(𝑘1 + 𝑘2) ……○2  

𝑘3 + 𝑘4 = 2(𝑘2 + 𝑘3) ……○3  

……    𝑘𝑛 + 𝑘𝑛+1 = 2(𝑘𝑛−1 + 𝑘𝑛) ……○n  

○1 到○n 左邊相乘=○1 到○n 右邊相乘，可得 𝑘𝑛 

 

(6) 𝑘𝑛+2 = 𝑘𝑛+1 + 2𝑘𝑛 

𝑥2 − 𝑥 − 2 = 0 

⇒ (𝑥 − 2)(𝑥 + 1) = 0 

⇒ 𝑥 = 2,−1 

設𝑘𝑛 = 𝛼 ∙ 2𝑛 + 𝛽 ∙ (−1)𝑛 

⇒ {
𝑘1 = 1 = 2𝛼 − 𝛽
𝑘2 = 1 = 4𝛼 + 𝛽

 

6𝛼 = 2 ⇒ 𝛼 =
1

3
 

               ⇒ 𝛽 = −
1

3
 

⇒ 𝑘𝑛 =
1

3
∙ 2𝑛 −

1

3
∙ (−1)𝑛 

 

基本變換數碼的第三個疊代關係式為 𝒌𝒏 + 𝒌𝒏+𝟏 = 𝟐𝒏 

基本變換數碼的一般式為 𝒌𝒏 =
𝟐𝒏−(−𝟏)𝒏

𝟑
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3.我們瞭解了基本變換方陣中各基本變換的特性之後，便可以另一種方式填寫出 

基本變換方陣。以 𝑛 = 6 為例，我們將填寫基本變換方陣分為幾個步驟進行： 

(1)各列中之基本變換式若碰到  𝑥1 = 0，則會剩下簡單的數字比（ − 2）：1 ， 

此時可優先填入比例，如表 4 (可參考前述之增廣矩陣)。 

表 4、優先填入比例 

   1 2 

2    1 

4   1 2 

4   1 2 

4   1 2 

 

 (2)各列中之藍色格起向右三格無基本變換式，因此藍色格為各列中之基本變 

換式斷點，基本變換數列分成左、右兩部分，由最右側數字向左填至黃色

格，此部分皆有基本變換數列關係，在避免出現非整數的情況下，先酌量放

大比例之後再向左填寫，如表 5、表 6。 

表 5、放大比例                                         表 6、向左填至黃色格 

   8 16 × 23      11 10 12 8 16 

2    1       2    1 

4   1 2       4   1 2 

8   2 4 × 2      8  3 2 4 

16   4 8 × 22      16 5 6 4 8 

  

(3)各列中由最左側數字向右填至黃色格，如下表 7、表 8，此部分皆有基本變 

換數列關係，但各列只有頭尾數字已知，填寫比較煩瑣，第 4 列有 2 個差，

𝑘2 = 1，第 3 列有 3 個差，𝑘3 = 3，第 2 列有 4 個差，𝑘4 = 5，但實際的頭

尾數字差值，第 4 列 8 − 3 = 5，第 3 列 4 − 1 = 3，第 2 列 2 − 1 = 1，在

避免出現非整數的情況下，第 4 列須將公比 (−2) 變為 5 倍，第 3 列即為

 𝑀1 模式 3，原本不需調整，但為維持對稱關係，仍將整列公比變為 3 倍，

第 2 列整列變為 5 倍，此過程稱為反向交疊。最後再以基本變換數列關係完

成方陣。 

 

模式 1 

模式 2 

模式 3 

模式 4 

模式 5 
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表 7、反向交疊                                                             表 8、向右填至黃色格 

 

11 10 12 8 16       11 10 12 8 16 

10    5 × 5      10 11 9 13 5 

12   3 6 × 3       12 9 15 3 6 

8  3 2 4 × 1      8 13 3 2 4 

16 5 6 4 8       16 5 6 4 8 

 

4. 基本變換方陣中各模式之間具有關聯性，以 𝑛 = 6 為例，𝑀1 模式 3 為 𝑀1 模式

 2 與 𝑀5 模式 1 之和 

表 9 、基本變換方陣中各模式之間的關聯性 

變色龍 𝑀1 𝑀2 𝑀3 𝑀4 𝑀5 𝑀6  變色龍 𝑀1 𝑀2 𝑀3 𝑀4 𝑀5 𝑀6  變色龍 𝑀1 𝑀2 𝑀3 𝑀4 𝑀5 𝑀6 

變化量 −𝑘6 0 0 0 𝑘6 0  變化量 0 0 0 𝑘6 −𝑘6 0  變化量 −𝑘6 0 0 𝑘6 0 0 

𝑀1 模式 2                                                𝑀5模式 1                                               𝑀1 模式 3  

依據加法變換性質 

𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4 𝑥5 𝑥6  𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4 𝑥5 𝑥6  𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4 𝑥5 𝑥6 

0 10 11 9 13 5  10 12 8 16 0 11  10 22 19 25 13 16 

𝑀1模式 2                                                 𝑀5 模式 1 

依據最少變換性質 

 𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4 𝑥5 𝑥6 

 0 12 9 15 3 6 

𝑀1模式 3 

⇒即為基本變換方陣第 3 列 

由此可知，基本變換方陣之任一列，均可由其他列，依加法變換性質以及最少

變換性質求得。我們可由上述觀點來說明基本變換方陣之對稱關係。 

5.基本變換方陣對稱關係之證明： 

𝑛 種變色龍之基本變換方陣大小為 (𝑛 − 1) ⨯ (𝑛 − 1)，令第 𝑖 列第 𝑗 行 𝑥 為 𝑥𝑖,𝑗，

 (𝑖, 𝑗 ∈  𝑁) 

 

+ = 

= 

+ = 
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表 10、𝑗 = 1 時，方陣的對稱性 

𝑥1,1 𝑥1,2 … 𝑥1,𝑟 𝑥1,𝑟+1 … 𝑥1,𝑛−2 𝑥1,𝑛−1 

𝑥2,1        

: 
: 

       

𝑥𝑟,1        

𝑥𝑟+1,1        

: 
: 

       

𝑥𝑛−2,1        

𝑥𝑛−1,1        

利用數學歸納法證明 

𝑗 = 1，如表 10 

(1) 𝑖 = 1 時，𝑥1,1 = 𝑥1,1（𝑥1,1在對稱軸上） 

(2) 𝑖 = 2 時，𝑥2,1 = 𝑥1,1 + 𝑥1,2 − 𝑥1,1 = 𝑥1,2 （𝑀1 模式 2 = 𝑀1 模式 1 + 𝑀𝑛 模式 

1 − 單位變換 𝑥1,1） 

(3) 𝑖 = 3 時， 𝑥3,1 = 𝑥2,1 + 𝑥1,3 − 𝑥1,2 = 𝑥1,3（𝑀1 模式 3 = 𝑀1 模式 2 + 𝑀𝑛−1 模

式1 − 單位變換 𝑥1,2） 

(4)若 𝑖 = 𝑟 時，𝑥𝑟,1 = 𝑥1,𝑟 成立 

則 𝑖 = 𝑟 + 1 時，𝑥𝑟+1,1 = 𝑥𝑟,1 + 𝑥1,𝑟+1 − 𝑥1,𝑟 = 𝑥1,𝑟+1 （𝑀1 模式 𝑟 + 1 = 𝑀1 模

式 𝑟 + 𝑀𝑛−𝑟+1 模式 1 − 單位變換 𝑥1,𝑟） 

故 𝑥𝑖,1 = 𝑥1,𝑖 成立（1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1，𝑖 ∈ 𝑁） 

第一行與第一列關於斜對角線對稱 

𝑗 = 2，如表 11 

(1) 𝑖 = 1 時，𝑥1,2 = 𝑥2,1（已證） 

(2) 𝑖 = 2 時，𝑥2,2 = 𝑥2,2（𝑥2,2在對稱軸上） 

(3) 𝑖 = 3 時，𝑥3,2 = 𝑥1,2 + 𝑥2,3 − 𝑥2,1 = 𝑥2,3 （𝑀1 模式 3 = 𝑀1 模式 1 + 𝑀𝑛 模式 

 2 − 單位變換 𝑥2,1） 
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(4)若 𝑖 = 𝑟 時，𝑥𝑟,2 = 𝑥2,𝑟 成立 

則 𝑖 = 𝑟 + 2 時，𝑥𝑟+2,2 = 𝑥𝑟,2 + 𝑥2,𝑟+2 − 𝑥2,𝑟 = 𝑥2,𝑟+2 （𝑀1 模式 𝑟 + 2 = 𝑀1 模

式 𝑟 + 𝑀𝑛−𝑟+1 模式 2 − 單位變換 𝑥2,𝑟） 

故 𝑥𝑖,2 = 𝑥2,𝑖 成立（1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1，𝑖 ∈ 𝑁） 

第二行與第二列關於斜對角線對稱 

表 11、𝑗 = 2 時，方陣的對稱性 

 𝑥1,2        

𝑥2,1 𝑥2,2 … 𝑥2,𝑟 𝑥2,𝑟+1 𝑥2,𝑟+2 … 𝑥2,𝑛−2 𝑥2,𝑛−1 

 : 
: 

       

 𝑥𝑟,2        

 
𝑥𝑟+1,2 

       

 𝑥𝑟+2,2        

 : 
: 

       

 𝑥𝑛−2,2        

 𝑥𝑛−1,2        

 

 

𝑗 = 𝑠，如表 12 

(1) 𝑖 = 1 …… 𝑠 時，𝑥𝑖,𝑠 = 𝑥𝑠,𝑖（已證） 

(2) 𝑖 = 𝑠 + 1 時，𝑥𝑠+1,𝑠 = 𝑥1,𝑠 + 𝑥𝑠,𝑠+1 − 𝑥𝑠,1 = 𝑥𝑠,𝑠+1 （𝑀1 模式 𝑠 + 1 = 𝑀1 模式  

1 + 𝑀𝑛 模式 𝑠 − 單位變換 𝑥𝑠,1） 

(3)若 𝑖 = 𝑟 時，𝑥𝑟,𝑠 = 𝑥𝑠,𝑟 成立 

則 𝑖 = 𝑟 + 𝑠 時，𝑥𝑟+𝑠,𝑠 = 𝑥𝑟,𝑠 + 𝑥𝑠,𝑟+𝑠 − 𝑥𝑠,𝑟 = 𝑥𝑠,𝑟+𝑠 （𝑀1 模式 𝑟 + 𝑠 = 𝑀1 模

式 𝑟 + 𝑀𝑛−𝑟+1 模式 𝑠 − 單位變換 𝑥𝑠,𝑟） 

故 𝑥𝑖,𝑠 = 𝑥𝑠,𝑖 成立（1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1，𝑖 ∈ 𝑁） 

第 𝒔 行與第 𝒔 列關於斜對角線對稱 
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表 12、𝑗 = 𝑠 時，方陣的對稱性  

    𝑥1,𝑠      

    : 
: 

     

    𝑥𝑟,𝑠      

    : 
: 

     

𝑥𝑠,1 … 𝑥𝑠,𝑟 … 𝑥𝑠,𝑠 … 𝑥𝑠,𝑟+𝑠 … 𝑥𝑠,𝑛+1 

    : 
: 

     

    𝑥𝑟+𝑠,𝑠      

    : 
: 

     

    𝑥𝑛−1,𝑠      

𝑗 = 𝑠 + 1，如表 12 

(1) 𝑖 = 1,2, … 𝑠 + 1 時，𝑥𝑖,𝑠+1 = 𝑥𝑠+1,𝑖 （已證） 

(2) 𝑖 = 𝑠 + 2 時，𝑥𝑠+2,𝑠+1 = 𝑥1,𝑠+1 + 𝑥𝑠+1,𝑠+2 − 𝑥𝑠+1,1 = 𝑥𝑠+1,𝑠+2 （𝑀1 模式 

 𝑠 + 2 = 𝑀1 模式1 + 𝑀𝑛 模式 𝑠 + 1 − 單位變換 𝑥𝑠+1,1） 

(3)若 𝑖 = 𝑟 時，𝑥𝑟,𝑠+1 = 𝑥𝑠+1,𝑟 成立 

則 𝑖 = 𝑟 + 𝑠 + 1 時，𝑥𝑟+𝑠+1,𝑠+1 = 𝑥𝑟,𝑠+1 +  𝑥𝑠+1,𝑟+𝑠+1 − 𝑥𝑠+1,𝑟 = 𝑥𝑠+1,𝑟+𝑠+1 

（𝑀1 模式 𝑟 + 𝑠 + 1 = 𝑀1 模式 𝑟 + 𝑀𝑛−𝑟+1 模式 𝑠 + 1 − 單位變換 𝑥𝑠+1,𝑟） 

故 𝑥𝑖,𝑠+1 =  𝑥𝑠+1,𝑖 成立（ 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1，𝑖 ∈ 𝑁 ） 

第 𝒔 + 𝟏 行與第 𝒔 + 𝟏 列關於斜對角線對稱 

由前所述，根據數學歸納法得 

𝑥𝑖,𝑗 = 𝑥𝑗,𝑖 （ 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1，1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 − 1，𝑖, 𝑗 ∈ 𝑁 ） 

第 𝑖 行與第 𝑖 列關於斜對角線對稱 
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伍、討論 

一、𝑛種變色龍的各基本變換模式中，僅有其中兩種變色龍數量產生變化，即 𝑀1 的變化量 

為 −𝑘𝑛，𝑀𝑖 的變化量為𝑘𝑛(𝑖 ≠ 1)，其餘變色龍數量均不變，而每一種變色龍的變化     

量僅受到牠自己及下兩個編號的變色龍變化的影響，故 𝑀𝑖 的變化量 𝑘𝑛 = 𝑥2 + 𝑥3  

(∵ 𝑥1 = 0) 

二、由 2𝑘𝑛 + 𝑘𝑛+1 = 𝑘𝑛+2 可倒推 𝑘3, 𝑘2, 𝑘1，抽象化的 𝑘1, 𝑘2，使得 𝑘𝑛 值在數學上趨於完 

整，因此 𝑘𝑛 可適用於 1 ≤ 𝑛 < ∞ 

三、在基本變換方陣中，𝑘𝑛 為各模式的最少變化量，但有例外，如 𝑛 = 6 時之 𝑀1 模式 3 應 

為： 

  𝑥2 𝑥3 𝑥4 𝑥5 𝑥6 

  4 3 5 1 2 

則 𝑘𝑛 = 4 + 3 = 7，但為了維持基本變換方陣的對稱性，仍取 𝑘𝑛 = 12 + 9 = 21，這樣的

模式稱為奇異模式。 

四、發生奇異模式的原因為，在反向交疊的過程中，基本變換數列斷點(淺藍色)左上區域， 

如表 13，各模式頭尾差由上而下為：第 2 列差 1，第 3 列差 3，第 4 列差 5，而各模式

頭尾間隔為：第 4 列 2 個差，第 3 列 3 個差，第 2 列 4 個差，為避免產生非整數，各

模式必須由下而上依序乘以 𝑘𝑛，即第 4 列× 1，第 3 列× 3，第 2 列 × 5，因此最中間的

模式 3 即出現奇異模式，這種情況也發生在所有 𝑛 為偶數時之最中間模式。 

表 13 、𝑛 = 6 時的奇異模式 

  11 10 12 8 16  

 差 1 2    1 × 5 

 差 3 4   1 2 × 3 

 差 5 8  3 2 4 × 1 

  16 5 6 4 8  

另外如 𝑛 = 9 時也有出現，如表 14，模式 3 中 (3,21) = 3，乘以 7 即可，模式 6 中

 (21,3) = 3，可不必乘，這兩種模式皆為奇異模式。也就是在反向交疊的過程中，若交

疊的兩個基本變換數碼不互質，即發生奇異模式。 
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表 14、𝑛 = 9 時的奇異模式 

   85 86 84 88 80 96 64 128  

  差 1 2       1 × 43 

  差 3 4      1 2 × 21 

  差 5 8     3 2 4 × 11 

  差 11 16    5 6 4 8 × 5 

  差 21 32   11 10 12 8 16 × 3 

  差 43 64  21 22 20 24 16 32 × 1 

   128 43 42 44 40 48 32 64  

 

五、基本變換方陣中，若沒有任何模式為奇異模式，我們稱之為「完全基本變換方陣」，例 

如 𝑛 = 3,4,5,7…；若至少有一個奇異模式出現，則稱之為「不完全基本變換方陣」。例

如 𝑛 = 6,8,9…，所有 𝑛 = 2𝑡 （𝑡 ≥ 3, 𝑡 ∈ 𝑁）時皆為「不完全基本變換方陣」。 

陸、結論 

一、在制定的規則之下，可得到六種性質。 

二、 𝑛 種變色龍的基本變換數碼 𝑘𝑛，為基本變換方陣中各模式的 𝑀1 最少變化量，其值必為 

各模式中 𝑥2 與 𝑥3 之和，且必出現在 𝑛 + 1 種變色龍之基本變換方陣之左上角。 

三、若數列〈𝑎𝑛〉滿足基本變換式，即 2𝑎𝑡−2 = 𝑎𝑡−1 + 𝑎𝑡 (3 ≤ 𝑡 ≤ 𝑛)，則〈𝑎𝑛〉稱為基本 

變換數列，此數列之任意相鄰兩項的差成等比數列〈𝑑𝑛〉，若公比為 −2，首項為 1 或

 −1，則 

(1) 𝑘𝑛+1 = 2𝑘𝑛 + (−1)𝑛     (𝑛 ∈ 𝑁) 

(2) 2𝑘𝑛 + 𝑘𝑛+1 = 𝑘𝑛+2       (𝑛 ∈ 𝑁) 

(3) 𝑘𝑛 + 𝑘𝑛+1 = 2𝑛       (𝑛 ∈ 𝑁) 

(4) kn = |Sdn| = |an+1 − a1| =
2n−(−1)n

3
     (𝑛 ∈ 𝑁) 

四、基本變換方陣右上至左下藍色對角線為各模式之基本變換數列斷點，右下區域以基本變 

換式得到，左上區域則先以反向交疊後再以基本變換式得到。 
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五、每一基本變換方陣，皆關於左上至右下之對角線對稱。利用加法變換性質及最少變換性 

質可得到模式間的關係，再以數學歸納法可證明此對稱性。 

六、基本變換數碼 𝑘𝑛，是本研究在制定的規則之下，因基本變換式的關係所產生的結果， 

它不僅是基本變換的最少變化量，同時也影響不同模式之間的關係。我們可以利用 𝑘𝑛 

更快速的填寫出基本變換方陣，而不需要再以解聯立方程式的方式得到結果。 

七、未來展望：我們在研究過程中，不斷地發現基本變換數碼的出現，因此深信，基本變換 

數碼與本篇作品有著極密切的關係。我們嘗試以我們制定的變換規則來解在臺灣網路科

教館找到的題目，發現也與基本變換數碼有關，因此希望以後有機會能繼續探討這個問

題。 
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【評語】030406 

考慮 n種變色龍並作編號，在連續兩號變色龍相遇時，才會變成下一

號變色龍，並可循環。內容的一些變換方式，想法不錯值得鼓勵，對

於任意的排列，是否均可順利完成移動，及最佳的方式如何，說明可

再詳盡些，尤其在移動最少的移動方式，可再多做著墨未來可將相鄰

的情形，做更複雜變化的探究。  
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