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變幻莫測 

 壹、摘要 
「莫比烏斯環」是由德國數學家莫比烏斯和約翰·李斯丁在 1858 年發現

的。將一般的紙環剪斷後，將其中一邊翻轉一次(翻轉 180 度)再黏合，會形成

一種單面單邊體。本研究將從莫比烏斯環的結構及特性出發，並測試不同翻轉

次數，以及不同的裁切方式所產生的影響。最後嘗試找出翻轉及裁切兩種變因

不同時的規律，進一步推論出在其他翻轉次數或是裁切方式所產生的結果。 

貳、前言 

一、研究動機 

在一次數學的幾何課中，當我們正熱烈討論不同的幾何物體間的特徵時，

了解到大多數的幾何物體是內部與外部壁壘分明的，然而卻意外的認識了這個

不分內外的形體─莫比烏斯環，做法簡單卻隱藏著豐富的趣味性，於是我們著

手蒐集相關資料，想對它有進一步的了解和研究。它究盡是什麼樣的結構呢?不

同的變因對它又會產生什麼樣的影響呢? 

二、研究目的 

  1.探討翻轉 m次的紙環之結構特色。 

  2.探討翻轉 m次的紙環，在裁切成 n等分後，紙環的裁切結果。 

  3.歸納翻轉 m次的紙環，在裁切成 n等分之規律及探討其成因。 

  4.探討翻轉 m次的紙環，在裁切成
 

 
等分後，紙環的裁切結果。 

  5.歸納翻轉 m次的紙環，在裁切成
 

 
等分之規律及探討其成因。 

 

三、文獻探討 

作品名稱\作者 研究內容 心得結論 

眾星「環」集-莫比烏斯

帶的奇幻旅程---彰化縣

106 年中小學科學展覽會 

一、把帶狀的莫比烏斯帶

變成立體的柱體,再轉成

不同的角度;剪成不同等

分,來觀察最後的結果。 

二、如果放了一隻昆蟲在

莫比烏斯帶在上面爬,它

的軌跡會如何變化。 

製作莫比烏斯環的作

法和其旋轉角度都相

當的特別，是我們從

來沒想過的，可惜這

方法在黏貼或測量方

面就沒辦法做到非常

精確。 

莫比烏斯環和相關紙環\

陳君儀、莊英鼎、吳彥霖 

一、討論莫比烏斯環的分

割方法,並對它作 2、3、

4、5、6、7、8等分分割,

再對分割後的長度、旋轉

角度、面的變化、纏繞的

結構和交點個數作分析比

較,並找出交點個數的計

算公式。 

二、歸納整理莫比烏斯環

的延伸和變形。製作了 

對實驗結果做有條理

的分析並找出規律，

內容豐富，清楚明

瞭。 

以繪圖方式呈現複雜

繁瑣的莫比烏斯環，

讓人簡單了解其結

構，這點值得我們學

習。 
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作品名稱\作者 研究內容 心得結論 

180°、翻轉二次、翻轉三

次、翻轉四次和 翻轉五

次旋轉紙環,並對其作 2、

3等分分割,分析比較分割

後紙環的長度、旋轉角

度、面的變化、纏繞的結

構和交點個數。 

莫名環環相扣-彰化縣 108

年中小學科學展覽會 

一、比較不同的莫氏環的

翻轉角度在相同的裁剪位

置，裁剪後的翻轉情形。 

二、比較相同的莫氏環翻

轉角度在不同的裁剪位

置，裁剪後的翻轉情形。 

統整了與莫比烏斯環

相關的研究，並且得

出一些不錯的結論。

我們希望藉由更深入

更廣泛的研究探討，

來獲取更進一步的研

究結果。 

參、研究設備及器材 
一、桌上型電腦、手機 

二、紀錄紙、原子筆、鉛筆 

三、製作用色紙、剪刀、膠帶、尺 

肆、研究方法 

一、了解莫比烏斯環之原理、結構特色及作法 
(一)莫比烏斯環的結構特色 

1.莫比烏斯環被視為只有一個面和一條邊的立體圖形(我們稱其為單面單邊

體)。 

單面：若我們在莫比烏斯環上找一點向前畫線，如(圖一)，最後會發現直線經

過藍色及粉紅色區域並回到原來的點。因為直線在前進的過程中，並沒

有跨越過莫比烏斯環的邊緣，所以表示藍色及粉紅色區域是接在同一個

平面上。 

單邊：若我們在莫比烏斯環的邊上找一點 A沿著邊向前進，如(圖二)，會經過

另一側的 B點並回到 A點。因為在沿著邊前進的過程中，並沒有離開莫

比烏斯環的邊緣，所以表示環的兩側是接在同一邊上。 

2.沒有上／下、內／外之分 

我們無法確切地指出哪一面是莫比烏斯環的「上面」或「下面」，亦或者說哪一

面是「外面」和「裡面」，如(圖三)，因為它只有一個面，如(圖一)。 

  
 

(圖一)莫比烏斯環--單

面體 (備註：‧為起始

點，箭頭為終點。) 

(圖二)莫比烏斯環--單邊

體 (備註：從 A點出發，

沿著邊前進，經過 B點又

回到 A點。) 

(圖二)未翻轉紙環--雙

側曲面(資料來源: 

Presentation on theme: "莫比

烏斯環"— Presentation 

transcript:6/26) 
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(二)莫比烏斯環的製作方式 

將色紙接合成長紙條，一端翻轉一次(翻轉 180°)後，再將兩端黏在一起，也可

調整其翻轉次數，讓它翻轉更多次。當我們要裁切莫比烏斯環時，則先於色紙

上畫出裁切線(間隔為 1cm)，再由接合處最右方那條線開始裁剪，直到把所有

線裁剪完為止。 

 

二、比較各種莫比烏斯環翻轉次數、裁切成 n等分之裁切結果 

(一)「翻轉一次」的紙環裁切成 n等分之結果 

裁切成 n等分 裁切結果 樣本照片 

一等分 

(未裁切) 

翻轉一次 

(沒有變化) 

 

二等分 一個翻轉四次的紙環 

 

三等分 

一個翻轉四次的紙環

+ 

一個翻轉一次的紙環 

 

四等分 二個翻轉四次的紙環 

 

五等分 

二個翻轉四次的紙環

+ 

一個翻轉一次的紙環 

 

六等分 三個翻轉四次的紙環 
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七等分 

三個翻轉四次的紙環

+ 

一個翻轉一次的紙環 

 
 

(二)「翻轉二次」的紙環裁切成 n等分之結果 

裁切成 n等分 裁切結果 樣本照片 

一等分 

(未裁切) 

翻轉二次 

(沒有變化) 

 

二等分 二個翻轉二次的紙環 

 

三等分 三個翻轉二次的紙環 

 

四等分 四個翻轉二次的紙環 

 

五等分 五個翻轉二次的紙環 
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六等分 六個翻轉二次的紙環 

 

七等分 七個翻轉二次的紙環 

 
 

(三)「翻轉三次」的紙環裁切成 n等分之結果 

裁切成 n等分 裁切結果 樣本照片 

一等分 

(未裁切) 

翻轉三次 

(沒有變化) 

 

二等分 一個翻轉八次的紙環 

 

三等分 

一個翻轉八次的紙環

+ 

一個翻轉三次的紙環 

 

四等分 二個翻轉八次的紙環 
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五等分 

二個翻轉八次的紙環

+ 

一個翻轉三次的紙環 

 

六等分 三個翻轉八次的紙環 

 

七等分 

三個翻轉八次的紙環

+ 

一個翻轉三次的紙環 

 
 

(四)「翻轉四次」的紙環裁切成 n等分之結果 

裁切成 n等分 裁切結果 樣本照片 

一等分 

(未裁切) 

翻轉四次 

(沒有變化) 

 

二等分 二個翻轉四次的紙環 

 

三等分 三個翻轉四次的紙環 
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四等分 四個翻轉四次的紙環 

 

五等分 五個翻轉四次的紙環 

 

六等分 六個翻轉四次的紙環 

 

七等分 七個翻轉四次的紙環 

 
 

(五)「翻轉五次」的紙環裁切成 n等分之結果 

裁切成 n等分 裁切結果 樣本照片 

一等分 

(未裁切) 

翻轉五次 

(沒有變化) 

 

二等分 一個翻轉十二次的紙環 
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三等分 

一個翻轉十二次的紙環

+ 

一個翻轉五次的紙環 

 

四等分 
二個翻轉十二次的紙環 

 

 

五等分 

二個翻轉十二次的紙環

+ 

一個翻轉五次的紙環 

 

六等分 三個翻轉十二次的紙環 

 

七等分 

三個翻轉十二次的紙環

+ 

一個翻轉五次的紙環 

 
 

(六)「翻轉六次」的紙環裁切成 n等分之結果 

裁切成 n等分 裁切結果 樣本照片 

一等分 

(未裁切) 

翻轉六次 

(沒有變化) 
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二等分 二個翻轉六次的紙環 

 

三等分 三個翻轉六次的紙環 

 

四等分 四個翻轉六次的紙環 

 

五等分 五個翻轉六次的紙環 

 

六等分 六個翻轉六次的紙環 

 

七等分 七個翻轉六次的紙環 
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(七)「翻轉七次」的紙環裁切成 n等分之結果 

裁切成 n等分 裁切結果 樣本照片 

一等分 

(未裁切) 

翻轉七次 

(沒有變化) 

 

二等分 一個翻轉十六次的紙環 

 

三等分 

一個翻轉十六次的紙環

+ 

一個翻轉七次的紙環 

 

四等分 二個翻轉十六次的紙環 

 

五等分 

二個翻轉十六次的紙環

+ 

一個翻轉七次的紙環 

 

六等分 三個翻轉十六次的紙環 
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七等分 

三個翻轉十六次的紙環

+ 

一個翻轉七次的紙環 

 
 

(八)「翻轉八次」的紙環裁切成 n等分之結果 

裁切成 n等分 裁切結果 樣本照片 

一等分 

(未裁切) 

翻轉八次 

(沒有變化) 

 

二等分 二個翻轉八次的紙環 

 

三等分 三個翻轉八次的紙環 

 

四等分 四個翻轉八次的紙環 

 

五等分 五個翻轉八次的紙環 
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六等分 六個翻轉八次的紙環 

 

七等分 七個翻轉八次的紙環 

 
 

三、比較各種莫比烏斯環翻轉次數，裁切成
 

 
 (P、Q 為正整數且 Q<P)等分之裁

切結果。 

透過翻轉次數與裁切成 n等分之研究，我們推測若將翻轉 m次的紙環，裁

切成
 

 
等分時，將產生以下之結果： 

1. 當翻轉偶數次時，若將紙環裁切成
 

 
等分，則形成二個維持原相同翻轉次數

的紙環，一個紙環寬變為原來的
 

 
，另一個紙環寬變為原來的

   

 
，紙環長度

亦維持不變。我們在裁切時是沿著紙環右側
 

 
處進行裁切，驗證結果如下: 

翻轉次數 裁切成
 

 
等分 裁切結果 樣本照片 

二次 
 

 
裁切 

一個翻轉二次，寬
 

 
的紙

環，長度不變。 

一個翻轉二次，寬
 

 
的紙

環，長度不變。 
 

四次 
 

 
裁切 

一個翻轉四次，寬
 

 
的紙

環，長度不變。 

一個翻轉四次，寬
 

 
的紙

環，長度不變。  

六次 
 

 
裁切 

一個翻轉六次，寬
 

 
的紙

環，長度不變。 

一個翻轉六次，寬
 

 
的紙

環，長度不變。 
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八次 
 

 
裁切 

一個翻轉八次，寬
 

 
的紙

環，長度不變。 

一個翻轉八次，寬
 

 
的紙

環，長度不變。 
 

 

2.當翻轉奇數次時，若將紙環裁切成
 

 
等分，則會形成二個紙環，一個紙環寬變

為原來的
 

 
 (若

 

 
 
 

 
)或

   

 
 (若

 

 
 
 

 
)，長度變為原來的 2倍，翻轉次數變為 2

倍+2 次。另一個紙環寬變為原來的
      

 
，長度和翻轉次數維持不變。我們在

裁切時是沿著紙環右側
 

 
處進行裁切，驗證結果如下: 

翻轉次數 裁切成
 

 
等分 裁切結果 樣本照片 

一次 
 

 
裁切 

一個翻轉四次，寬
 

 
的紙

環，長度變 2倍。 

一個翻轉一次，寬
 

 
的紙

環，長度不變。 

 

三次 
 

 
裁切 

一個翻轉八次，寬
 

 
的紙

環，長度變 2倍。 

一個翻轉三次，寬
 

 
的紙

環，長度不變。 

 

五次 
 

 
裁切 

一個翻轉十二次，寬
 

 
的

紙環，長度變 2倍。 

一個翻轉五次，寬
 

 
的紙

環，長度不變。 
 

七次 
 

 
裁切 

一個翻轉十六次，寬
 

 
的

紙環，長度變 2倍。 

一個翻轉五次，寬
 

 
的紙

環，長度不變。 
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伍、研究結果 
一、翻轉 m次裁切成 n等分 

翻轉次數 

 

裁切結果 

 

 

 

裁切成 n等分 

一次 二次 三次 四次 

未分割 一次*1 二次*1 三次*1 四次*1 

二等分 四次*1 二次*2 八次*1 四次*2 

三等分 
四次*1 

一次*1 
二次*3 

八次*1 

三次*1 
四次*3 

四等分 四次*2 二次*4 八次*2 四次*4 

五等分 
四次*2 

一次*1 
二次*5 

八次*2 

三次*1 
四次*5 

六等分 四次*3 二次*6 八次*3 四次*6 

七等分 
四次*3 

一次*1 
二次*7 

八次*3 

三次*1 
四次*7 

 

翻轉次數 

 

裁切結果 

 

 

 

裁切成 n等分 

五次 六次 七次 八次 

未分割 五次*1 六次*1 七次*1 八次*1 

二等分 十二次*1 六次*2 十六次*1 八次*2 

三等分 
十二次*1 

五次*1 
六次*3 

十六次*1 

七次*1 
八次*3 
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四等分 十二次*2 六次*4 十六次*2 八次*4 

五等分 
十二次*2 

五次*1 
六次*5 

十六次*2 

七次*1 
八次*5 

六等分 十二次*3 六次*6 十六次*3 八次*6 

七等分 
十二次*3 

五次*1 
六次*7 

十六次*3 

七次*1 
八次*7 

 

(一)從上表中發現，翻轉偶數次，如翻轉二、四、六、八次的紙環，裁切成 n

等分時會形成 n個翻轉次數維持不變的紙環。 

 

(二)翻轉奇數次，如翻轉一、三、五、七次的紙環，裁切成 n等分時: 

1.當 n 為奇數時，可裁出(n+1)/2 個紙環，其中一個紙環翻轉次數不變，其餘

(n-1)/2 個紙環則翻轉了 2倍+2 次。 

2.當 n 為偶數時，可裁出 n/2 個紙環，每一個紙環皆翻轉了 2倍+2 次。 

 

二、翻轉 m次裁切成
 

 
等分 

(一)翻轉偶數次，如翻轉二、四、六、八次的紙環，若將紙環裁切成
 

 
等分，則

會形成: 

1.一個翻轉次數不變，寬變為原來的
 

 
，長度不變的紙環。 

2.一個翻轉次數不變，寬變為原來的
   

 
，長度不變的紙環。 

(二)翻轉奇數次，如翻轉一、三、五、七次的紙環，若將紙環裁切成
 

 
等分，則

會形成: 

1.一個翻轉次數變為 2倍+2 次，寬變為原來的
 

 
 (若

 

 
 
 

 
)或

   

 
 (若

 

 
 
 

 
)，

長度變為原來 2倍的紙環。 

2.一個翻轉次數不變，寬變為原來的
      

 
，長度不變的紙環。 

陸、討論 
一、莫比烏斯環的翻轉方式 
(一)原始紙環(未翻轉之紙環) 

  
一個未經翻轉的紙環(如上圖將原始紙環中，A和 C點；B和 D點黏合)，由 2條

邊(AC 邊；BD 邊)及 2 個面(裡面和外面)組成，因此我們把它定義為雙面雙邊體

(如上圖)。 
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(二)翻轉奇數次之紙環 

  
翻轉奇數次之紙環(將紙帶的左側 AB 邊固定，右側 CD 邊翻轉奇數次，則 D點在

上方，C點在下方，再將 A和 D點；B和 C點黏合)，若： 

1.由 A 點出發，沿著邊繞完整個紙環，過程中會依序經過 C、B、D點回到 A

點，所以紙環可視為相連的一條邊。 

2.在紙環的一面畫一 P點，由 P點順著這個面前進，並在過程中不碰到邊，旋

轉數圈後又回到 P點，此時檢視紙環，會發現紙環內外兩側都被畫上線，

表示此紙環可視為相連的一個面。 

3.故翻轉奇數次之紙環為一種單面單邊體。 

 

(三)翻轉偶數次之紙環 

  
翻轉偶數次之紙環(將紙帶的左側 AB 邊固定，右側 CD 邊翻轉偶數次，則 C點仍

在上方，D點在下方，再將 A和 C點；B和 D點黏合)，若： 

1.由 A 點出發，沿著邊繞完整個紙環，會回到 A點，且過程中並沒有經過 B或

D點，所以 AC 邊和 BD 邊為不相連的兩條邊。 

2.在紙環的一面畫一 P點，由 P點順著這個面前進，並在過程中不跨過邊緣，

旋轉數圈後又回到 P點，此時檢視紙環，會發現紙環僅有一面被畫線，而

另外一面沒有畫到線，表示此紙環有兩個獨立的面。 

3.故翻轉偶數次之紙環為一個雙面雙邊體。 

 

二、莫比烏斯環的裁切軌道 
(一)翻轉奇數次之紙環 

  
(圖一) 在紙環的一端標記 A、B 點，

另一端的背面標記 C、D 點及中心的

P、Q點。 

(圖二) 把紙環翻轉奇數次並黏合，A

點接 D點、B點接 C點。 

P 

 
P 
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(圖三) 從 P 點開始的裁切方向。 (圖四) 從 P 點開始向外裁切。 

  

(圖五) 裁切經過 Q點。 (圖六) 回到 P點完成裁切。 

 

 

(圖七) 裁切完二等分的紙環。 
(圖八) 左、右手各向外翻轉一次，將

二等分的紙環樣本攤開。 

 

(二)翻轉偶數次之紙環 

  
(圖九)在紙環的一端標記 A、B點，另

一端標記 C、D點，以及中心的 P、Q

點。 

(圖十)把紙環翻轉偶數次並黏合，A

點接 D點、B點接 C點。 
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(圖十一) 從 P 點開始的裁切方向。 (圖十二) 從 P 點開始向外裁切。 

  
(圖十三) 裁切經過 Q點。 (圖十四) 回到 P點完成裁切。 

  

(圖十五) 裁切完二等分的紙環。 (圖十六)將二等分的紙環攤開。 

 

三、莫比烏斯環的裁切分析： 

在進行裁切時，我們統一先在紙環正反面畫上間隔 1公分的裁切線，黏合後每

次都從最右側開始裁切，直到所有線裁切完畢為止。 

(一)翻轉奇數次紙環裁切成 n等分之分析 

  

(圖十七) 二等分，裁切一刀。 (圖十八) 三等分，裁切一刀。 

  

(圖十九) 四等分，裁切二刀。 (圖二十) 五等分，裁切二刀。 
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(圖二十一)六等分，裁切三刀。 (圖二十二)七等分，裁切三刀。 

由上表發現，翻轉奇數次的紙環從三等分(含)開始，從最右邊的裁切線出發，

過程中會連帶的裁切到以中線為對稱軸的另一條裁切線。 

 

(二)翻轉偶數次紙環裁切成 n等分之分析 

  

(圖二十三) 二等分，裁切一刀。 (圖二十四) 三等分，裁切二刀。 

  

(圖二十五) 四等分，裁切三刀。 (圖二十六) 五等分，裁切四刀。 

  

(圖二十七) 六等分，裁切五刀。 (圖二十八)七等分，裁切六刀。 

由上表發現，翻轉偶數次的紙環不論裁切成幾等分，裁切線之間不會產生任何

影響，裁切完一條線就代表裁下一個紙環，且紙環彼此皆相扣。 

 

四、莫比烏斯環裁切成
 

 
等分之分析: 

  

(圖二十九)翻轉偶數次，裁切成
 

 
等分。

會產生一個寬度為
 

 
和另一個寬度為

 

 
的

紙環。紙環的翻轉次數和長度維持不

變。 

(圖三十)翻轉偶數次，裁切成
 

 
等分。

會產生一個寬度為
 

 
和另一個寬度為

 

 
的

紙環。紙環的翻轉次數和長度維持不

變。 
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(圖三十一)翻轉奇數次，裁切成

 

 
等分。

會產生一個寬度為
 

 
，翻轉次數變為 2 倍

+2 次，長度變為 2 倍的紙環。和另一個

寬度為
 

 
，翻轉次數和長度維持不變的紙

環。 

(圖三十二)翻轉奇數次，裁切成
 

 
等

分。會產生一個寬度為
 

 
，翻轉次數變

為 2 倍+2 次，長度變為 2 倍的紙環。和

另一個寬度為
 

 
，翻轉次數和長度維持

不變的紙環。 

翻轉 m次裁切成
 

 
等分的紙環，不論 m為偶數或奇數，若

 

 
 
 

 
其裁切結果相同

於
   

 
，如裁切成

 

 
等分時，其結果相同於裁切成

 

 
等分。 

 

柒、結論與應用 
一、在研究過程中，我們嘗試用白紙、單色色紙(雙面同色)、雙色色紙(雙面不

同色)製作紙環，最後我們使用了雙色色紙進行研究，因為較容易判斷紙環

的翻轉次數。若同色對接時，則代表翻轉了偶數次；若不同色對接時，則

代表翻轉了奇數次。 

二、翻轉奇數次之紙環在裁切成 n等分(n 為正整數): 

1.當 n 為奇數時，可裁出
   

 
個紙環。其中一個紙環翻轉次數不變，寬度變

為原來的
 

 
，長度不變。其餘

   

 
個紙環翻轉次數變為 2倍+2 次，寬度變

為原來的
 

 
，長度變成 2倍。 

2.當 n 為偶數時，可裁出
 

 
個紙環。每一個紙環翻轉次數變為 2倍+2 次，

寬度變為原來的
 

 
，長度變成 2倍。 

紙環翻轉次數中，以二等分的紙環為例，2倍表示:紙環原本翻轉奇數次，

裁切後二個紙環接成一個大紙環，翻轉次數變成 2倍。多 2次表示:裁切後

將二個紙環分別向外各翻轉一次，攤開成一個大紙環，如上(圖八)。 

三、翻轉偶數次之紙環在裁切成 n等分(n 為正整數)，會形成 n個翻轉次數不

變，寬度變為原來的
 

 
，長度不變的紙環，且環環相扣。即剪開一個紙環，

其餘紙環仍彼此相扣在一起。 
四、翻轉偶數次之紙環裁切成

 

 
等分(P、Q 為正整數且 Q<P)，會形成: 

1.一個翻轉次數不變，寬變為原來的
 

 
，長度不變的紙環。 

2.一個翻轉次數不變，寬變為原來的
   

 
，長度不變的紙環。 

五、翻轉奇數次之紙環裁切成
 

 
等分(P、Q 為正整數且 Q<P)，會形成: 

1.一個翻轉次數變為 2倍+2 次，寬變為原來的
 

 
 (若

 

 
 
 

 
)或

   

 
 (若

 

 
 

 

 
)，長度變為原來 2倍的紙環。 

2.一個翻轉次數不變，寬變為原來的
      

 
，長度不變的紙環。 
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六、莫比烏斯環之應用如:裝飾品(戒指)、機械皮帶、雲霄飛車的軌道 

   
象徵永恆的莫比烏斯

環戒指。 

(圖片來源:蝦皮購物

網) 

運用莫比烏斯環製成之

皮帶，將可延長皮帶之

使用壽命。 

(圖片來源:程教練運動

心理研究室) 

若能運用莫比烏斯環建造

成雲霄飛車的軌道，將可

大幅縮短軌道長度，節省

建造成本。 

(圖片來源:中時新聞網) 
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【評語】030405  

將一個長方形紙帶的一端旋轉 180°，與另一端相接，得出的是一個

只有一個面的曲面（Möbius strip）。本作品考慮的是將這樣的構造

方式進一步擴展（將紙帶旋轉 180°的倍數），再沿著 n 等分線裁切，

會產生什麼樣的變化這樣的問題。針對所有可能的情況作了討論，

給出了一般化的結果。問題很有趣，分析問題的方式也很恰當，值

得稱許。在說明沿著 n 等分線裁切會得出甚麼樣的結果時所使用的

方式比較像是針對定的例子說明，而不太像是一個化結論的論述，

這一點稍嫌美中不足。從作品中可以看得出來作者們其實已經掌握

了處理問題的關鍵，如果能由這些關鍵點出發，給出更清楚的論述，

作品會更完整（可以考慮將等分後所得出的每一段給予適當的編號

（含正、反面），說明連接的規則以及會得出多少種不同的軌道）。

在說明一些小的例子時，如果可以適當的將紙帶的每一等分塗上不

同顏色，應該可以讓讀者看的更為清楚。作品中對於翻轉的圈數以

及所得出的紙帶是否為 Möbius strip並沒有清楚的交代，這可能會

讓第一次接觸這個問題的讀者產生疑惑，如果能針對這些細節的部

分再稍做修正會更好。此外，由於這個問題比較沒有辦法統整出一



個系統的結果，因此較難有嚴謹的數學論證，主要都是由觀察歸納

得出，這是研究這個主題比較吃虧的地方。 
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