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摘  要 

本研究的目的在探討以90°直角展開直立的立體聖誕卡片中，做為聖誕樹的等腰三角形，底

部的中點在凸出時傾斜的原理。我們發現立體聖誕樹底部的中點傾斜的程度和等腰三角形的高度

與寬度比例有極大的關聯性。我們發現當等腰三角形的寬度固定時，若它的高度愈低，則在立體

卡片以90°直角展開站立時，底部中點凸出時會愈傾斜；相反的，若等腰三角形的高度愈高，則

底部中點凸出的角度會愈接近水平。我們推導出如何利用等腰三角形的高度與寬度計算出底部中

點凸出時上升高度的公式，以及如何裁切等腰三角形，進而做出底部呈現水平的立體聖誕樹。 

壹、研究動機 

在我們四年級時，藝術與人文老師帶著我們班去奇美博物館參觀「紙上奇蹟」的展覽，其中

有些作品是以 90°直角展開站立的立體卡片（如圖 1-1）。我們看到這些立體書和立體卡片呈現

的立體圖案時，不禁覺得好奇：為什麼書中的圖案可以如此栩栩如生呢？大約一個月後就是聖誕

節，老師讓我們做聖誕卡片應景，所以我們就想要做可以90°直角展開站立的立體聖誕樹卡片，

讓這個卡片在摺成90°直角時，卡片中間能夠呈現一棵立體凸出的聖誕樹。 

圖1-1：以 90°直角展開站立的立體卡片 

為了收集更多的資料，我們在Youtube 上找到有關「一刀剪出立體聖誕樹卡片」的示範影片

（Tao's 紙工房，2020，如圖1-2），在這支影片中是用切割與彎摺的方式做出立體聖誕樹。首先

在完全攤開的卡片中央畫一個等腰三角形對稱於卡片的中央對摺線，然後將這個等腰三角形的底

邊切割開來，接著將等腰三角形的兩個側邊用「谷線」摺，等腰三角形的中央對稱軸用「山線」
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摺起來，則當這個卡片摺成 90° 直角展開時，等腰三角形的部分就會因為受到卡片兩側的擠壓

與拉扯而凸出來，造成立體的效果。這個等腰三角形就稱作「三角立基」。 

 

 

圖 1-2：應用切割型的三角立基製作立體聖誕樹卡片，圖片取自 Tao's 紙工房 

https://www.youtube.com/watch?v=NI-MtOFar-M 

 

我們依照影片中的方法以等腰三角形實際做了立體聖誕樹卡片，所以一開始當卡片完全攤開

時，等腰三角形底部是在一條水平線上（如圖1-3），但是當我們將卡片摺成90°直角時，做為聖

誕樹的等腰三角形，底部的中點會往上翹（如圖1-4），也就是說聖誕樹的底部變成傾斜的。聖

誕樹底部的中點與左右的兩個端點不在同一個水平高度。我們也使用黏貼式的等腰三角形來做立

體聖誕樹（如圖1-5），將卡片摺成 90°直角立起來之後，都有這種情形（如圖1-6）。 

  

圖 1-3：卡片攤開時，等腰三角形底部是在一

條水平線上。 

圖1-4：卡片摺成90°直角時，做為聖誕樹的等

腰三角形底部的中點（K 點）會往上翹。 

https://www.youtube.com/watch?v=NI-MtOFar-M
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圖 1-5：用黏貼式的等腰三角形做立體聖誕

樹。 

圖1-6：卡片摺成90°直角時，做為聖誕樹的等

腰三角形底部的中點（K 點）會往上翹。 

 

我們覺得很好奇，一開始沒有意料到這個結果，也不清楚為什麼會有這種傾斜的現象，所以

就想要研究當立體卡片摺成90°直角時，凸出的三角立基底部會傾斜的原理。如果我們能夠了解

它背後的原理，便能進一步找到解決此問題的方法，如此才能在摺成90°直角的立體卡片中，呈

現一棵完美的聖誕樹。 

 

貳、研究（實驗）目的 

    一、探討等腰三角形的高度與寬度如何影響立體聖誕樹底部中點的上升高度。 

    二、探討如何使立體聖誕樹凸出時的底部呈現水平。 

    三、探討等腰三角形的底部中點在卡片開合的過程中是如何改變高度的。 

    四、探討如何裁切等腰三角形使立體聖誕樹凸出時的底部呈現水平。 

五、應用前面分析的結果製作完美的立體聖誕樹卡片。 

 

參、文獻探討與名詞定義 

我們查詢歷屆科展的作品，發現只有在第53 屆中小學科展的作品中有一個關於立體書和立

體卡片的相關研究，「POP-UP」-立體書中三角立基的研究。不過他們研究的立體書是將三角形

黏貼在兩面書頁上，當書頁完全攤開成180°時，三角形因為受到兩邊力量的拉扯而站立起來，跟

我們製作立體聖誕樹卡片的方法不同，研究目的也不同。我們製作的立體聖誕樹是當卡片完全攤

平時，三角形平貼在卡片上，當卡片摺成90°直立時，三角形才凸出來。 
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為了方便起見，我們也把做為立體聖誕樹的等腰三角形ABC 稱作「三角立基」，這個等腰三

角形是對稱於立體卡片中央的對摺線，也就是說，等腰三角形的頂點 A 和其底部 𝐵𝐶̅̅ ̅̅  的中點O

都恰好在立體卡片中央的對摺線上。而等腰三角形ABC 的左右兩個邊，𝐴𝐵̅̅ ̅̅  和 𝐴𝐶̅̅ ̅̅  等長，且對

稱於卡片中央的對摺線。同時，𝐵𝐶̅̅ ̅̅  垂直於卡片的中央對摺線，𝑂𝐵̅̅ ̅̅ = 𝑂𝐶̅̅ ̅̅ ，並與卡片的底部邊緣

平行。為統一規格且使測量結果有一致的標準，我們在製作三角立基時，是假設等腰三角形 ABC 

的底部 𝐵𝐶̅̅ ̅̅  與卡片底部的邊緣相隔距離為6 公分。接下來我們定義下列名詞（如圖3-1）： 

 

圖 3-1：三角立基的各部位名稱。 

1. 高（𝑂𝐴̅̅ ̅̅ ）：垂直於等腰三角形𝐴𝐵𝐶的底部 𝐵𝐶̅̅ ̅̅  的線段，為本研究的操縱變因。如前面

所說的，O 點為 𝐵𝐶̅̅ ̅̅  的中點。 

2. 基準線與寬（𝑂𝐵̅̅ ̅̅ ）：基準線是與卡片底部邊緣平行且相隔距離為6 公分的水平線，恰好

與卡片中央的對摺線互相垂直。等腰三角形的底部 𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 正好位於基準線上，𝑂𝐵̅̅ ̅̅ = 𝑂𝐶̅̅ ̅̅ ，

我們定義三角立基的寬為等腰三角形ABC 底部長度的二分之一，也就是 𝑂𝐵̅̅ ̅̅  或 𝑂𝐶̅̅ ̅̅  的

長度，為本研究的操縱變因。 

3. D 點、E 點、切割線：在 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 上取一點 D，我們稱 𝑂𝐷̅̅ ̅̅ 為切割線。同樣的，在𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 上取一

點 E，使 𝐴𝐸̅̅ ̅̅  和 𝐴𝐷̅̅ ̅̅  等長並對稱於中央對摺線，則 𝑂𝐸̅̅ ̅̅  也是切割線。  

4. 切割角：以O 為中心，𝑂𝐵̅̅ ̅̅ 為始邊，逆時鐘旋轉到終邊 𝑂𝐷̅̅ ̅̅ （即切割線）所形成的 

∠BOD 稱為切割角。∠COE 也是切割角，且 ∠BOD = ∠COE。當切割角為 0° 時，D 點

恰好和B 點重合，E 點恰好和C 點重合。 

5. K 點：位於三角立基的底部中點上，當卡片攤開平放時，原本是與O 點重合的，但是在

將立體卡片沿著中央對摺線摺成90°而站立起來的時侯，會隨著三角立基移動而向前凸

出來的點。 

6. 𝐷𝐺̅̅ ̅̅ 與𝐸𝐻̅̅ ̅̅ ：在立體卡片的底部邊緣取G 和 H 點，使得 𝐷𝐺̅̅ ̅̅  與 𝐸𝐻̅̅ ̅̅  恰好垂直於卡片的底

部邊緣，畫這兩條線是為了測量D 點和E 點在立體卡片直立時的垂直高度。 
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7. 高度差：當立體卡片沿著中央對摺線摺成 90°而站立起來的時侯，將K 點的垂直高度減

去 𝐷𝐺̅̅ ̅̅ （或𝐸𝐻̅̅ ̅̅ ）的長度稱為高度差，為本研究要測量的應變變因。 

 

肆、研究工具 

1. 丹迪紙、剪刀、美工刀、切割墊、膠水、雙面膠。 

2. 直尺(15 公分/30 公分)、量角器。 

3. 立體尺：因為立體尺有三角錐，可以確保其垂直在L 型測量平台上，不會因尺的置放角

度不同而影響測量結果。另外，因為立體尺0 點至尺的頂點有一段空白，我們測量結果

為1 公分，故測量K 點結果均會加1（圖4-1）。 

4. L 型測量平台(三角板\珍珠板\膠帶) （圖 4-2）：為了卡片打開的角度能固定在90 度，以

便測量三角立基的K 點的實際高度，我們試著用許多工具固定。經過改良之後，我們做

出用來測量的工具是將珍珠板黏起來呈L 形，然後把L 型珍珠板和另一塊當底座的珍珠

板黏接在一起；最後在做好的珍珠板頂端再黏一個直角三角板以L 型珍珠板由上至下確

實保持直角。 

  

圖 4-1：立體尺，0 點至尺的邊緣相距1 公分 圖4-2：測量三角立基的 K 點實際高度的 L

型測量平台。 

 

伍、研究方法、結果與討論 

一、 研究一：探討不同的等腰三角形如何影響立體聖誕樹底部中點的上升高度。 

我們在這個小節中，先做實驗探討不同等腰三角形的高度和寬度，立體聖誕樹底部中

點的上升高度有何不同。我們主要是使用一體成形的切割方式來製作聖誕卡片，輔以黏貼方

式來驗證測量結果。製作與測量方式如下：  
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（一）一體成形切割方式：（圖5-1-1） 

1. 將丹迪紙左右對摺，並畫出中央的垂直對稱軸。 

2. 沿著對稱軸，從底部往上量6 公分，設定為O 點。接下來，跟對稱軸垂直，過O

點畫出水平線。然後在水平線上，O 點左右兩邊依照預定的長度各取 B 點和C

點，要使 𝑂𝐵̅̅ ̅̅ =𝑂𝐶̅̅ ̅̅ 。 

3. 在對稱軸上依照預定的 𝑂𝐴̅̅ ̅̅  長度設定A 點，再連接 𝐴𝐵̅̅ ̅̅  與 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ ，得到等腰三角形

ABC，𝑂𝐴̅̅ ̅̅ 即為這個等腰三角形ABC 在底邊 𝐵𝐶̅̅ ̅̅  上的高。 

4. 沿著 BC̅̅̅̅  切開，再將𝑂𝐴̅̅ ̅̅ 摺成「山線」，並將 𝐴𝐵̅̅ ̅̅  與 𝐴𝐶̅̅ ̅̅  摺成「谷線」。 

5. 將卡片摺成90° 展開直立並使三角立基凸出，置於 L 型測量平台上並固定好，再

以立體尺測量K 點距離平台底部的實際高度。（圖5-1-2） 

 

 

 

圖 5-1-1：用切割方式製作三角立

基，等腰三角形 ABC 對稱於𝑂𝐴̅̅ ̅̅ 。沿

著 BC̅̅̅̅  切開，再將𝑶𝑨̅̅ ̅̅ 摺成「山線」，

並將 𝑨𝑩̅̅ ̅̅  與 𝑨𝑪̅̅ ̅̅  摺成「谷線」。 

圖 5-1-2：將卡片摺成90° 展開直立，

使三角立基凸出，置於 L 型測量平台

上並固定好，再以立體尺測量K 點距

離測量平台底部的實際高度。 

 

（二）黏貼方式（圖5-1-3） 

1. 如同切割方式的步驟1~3，在卡片上畫出對稱於中央對摺線的等腰三角形ABC。 

2. 在另一張紙上畫出相同大小的等腰三角形ABC，並在兩側邊的外圍預留一條細長的

帶區域做為黏貼處，將它剪下再黏貼至卡片上，使它與卡片上的等腰三角形重合。 

3. 將卡片摺成90° 展開直立並使黏貼的三角立基凸出，置於L 型測量平台上並固定

好，再以立體尺測量K 點距離平台底部的實際高度。（圖5-1-4） 
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圖 5-1-3：在另一張紙上畫出相同大小的等腰三

角形ABC，並在兩側邊的外圍預留一條細長的帶

區域做為黏貼處，將它剪下再黏貼至卡片上，使

它與卡片上的等腰三角形重合。 

圖 5-1-4: 將卡片摺成90° 展開直立並使黏

貼的三角立基凸出，置於L 型測量平台

上，固定好之後再以立體尺測量K 點距離

平台底部的實際高度。 

 

（三）實驗觀測結果： 

我們以實驗進行各種不同三角立基的測量，將 K 點在卡片摺成90°之後的實際高度測量

並紀錄下來，觀測結果整理成（表5-1-1）。其中OA̅̅ ̅̅ 即為等腰三角形在底邊上的高，OB̅̅ ̅̅  則

為等腰三角形底邊寬度的一半。表中每一欄的數據，左側黑色數字為使用切割方式製作的測

量結果，右側藍色數字為使用黏貼方式製作的測量結果，單位皆為公分。 

當卡片完全攤平時，K 點是和O 點重合的，也就是跟卡片底部邊緣的垂直距離為一開

始所設定的6 公分，但是從（表5-1-1）的結果可看出，當卡片摺成90°時，做為立體聖誕樹

的三角立基凸出來之後，K 點的高度都增加了。進一步我們發現： 

 

表 5-1-1 不同高度和寬度的等腰三角形做成的三角立基，底部K 點上升的情形。 

OB̅̅ ̅̅  寬 

OA̅̅ ̅̅  高 

2 公分 3 公分 4 公分 5 公分 6 公分 7 公分 

8 公分 6.5 6.4 7.3 7.0 7.9 8.0 8.6 8.7 9.5 9.2 10.5 10.6 

9 公分 6.5 6.4 7.2 6.9 7.5 7.8 8.5 8.6 9.1 9.1 10.2 10.3 

10 公分 6.5 6.4 7.1 6.8 7.6 7.6 8.3 8.5 9.0 8.8 10.0 10.1 

11 公分 6.5 6.3 6.9 6.8 7.4 7.4 8.0 8.1 8.8 8.7 9.6 9.7 

12 公分 6.5 6.2 6.8 6.7 7.3 7.5 7.7 8.0 8.6 8.6 9.5 9.5 
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1. 當等腰三角形的高OA̅̅ ̅̅ 固定時，OB̅̅ ̅̅ 越長（代表等腰三角形越寬）則K 點上升越高，

也就是立體聖誕樹的底部越傾斜。 

2. 當OB̅̅ ̅̅ 固定時（代表等腰三角形的底邊固定），若等腰三角形的高OA̅̅ ̅̅ 越小，則K 點

上升越高，也就是立體聖誕樹的底部越傾斜。 

根據以上兩點，我們可以推論，若等腰三角形 ABC 的頂角 ∠𝐁𝐀𝐂越大，則卡片摺成

90°直立時，做為立體聖誕樹的三角立基凸出來之後，K 點的高度增加越多，也就是立體聖

誕樹的底部越傾斜。相反的，若等腰三角形 ABC 的頂角 ∠𝐁𝐀𝐂越小，則卡片摺成90°直立

時，做為立體聖誕樹的三角立基凸出來之後，K 點的高度增加越少。 

二、 研究二：探討如何使立體聖誕樹凸出時的底部呈現水平。 

確認立體聖誕樹凸出時的底部會因為K 點上升而呈現傾斜的現象之後，我們開始思考

如何解決這個問題。根據前面所說的立體卡片作法，當卡片摺成90°直立時，凸出的立體聖

誕樹的底部就是 KB̅̅ ̅̅  和 KC̅̅̅̅  （如圖5-2-1）。因為在立體卡片的開合過程中，卡片上的 B 點

和 C 點相對於卡片的位置是固定不會動的，所以當K 點的高度增加之後，代表底部的 KB̅̅ ̅̅  

和 KC̅̅̅̅  便會因此而呈現傾斜的狀況。 

（一） 思考改良方法並進行實驗： 

那如果我們不要用 KB̅̅ ̅̅  和 KC̅̅̅̅ 當作立體聖誕樹的底部呢？回到切割式立體聖誕樹卡片作

法的步驟4，我們不要再沿著 BC̅̅̅̅  切開。改成先在 AB̅̅ ̅̅  和 AC̅̅̅̅  上各取一點 D 和 E，使 

∠BOD = ∠COE = 事先預定的切割角（如圖5-2-2）。注意，這時侯卡片是完全攤平的，所

以 K 點是和O 點重合的。 

  

圖 5-2-1：因為K 點上升，使得代表底部的 

KB̅̅ ̅̅  和 KC̅̅̅̅  因此而呈現傾斜的狀況。 

圖5-2-2：在 AB̅̅ ̅̅  和 AC̅̅̅̅  上各取一點 D 和 

E，使 ∠BOD = ∠COE。 
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圖 5-2-3：只要選取適當的切割角，也就是 

∠BOD 和 ∠COE ，就可以讓凸出的立體

聖誕樹的底部 KD̅̅ ̅̅  和 KE̅̅̅̅  變成水平的。 

圖5-2-4：黏貼式的三角立基也是可以用同樣

的作法。在 AB̅̅ ̅̅  和 AC̅̅̅̅  上各取一點 D 和 

E，使 ∠BKD = ∠CKE。再將三角形BKD 和

三角形CKE 裁切掉。 

 

我們改良的方法是沿著 KD̅̅ ̅̅  和 KE̅̅̅̅  切開來，使原本的等腰三角形變成「箏形」，則當

立體卡片摺成 90°直立起來的時侯，凸出的立體聖誕樹的底部就會變成 KD̅̅ ̅̅  和 KE̅̅̅̅ 了。因為

D 點和 E 點是比B 點和 C 點的位置高，所以我們只要選取適當的切割角，就可以讓凸出的

立體聖誕樹的底部就會變成水平的了（如圖5-2-3）。黏貼式的三角立基也是可以用同樣的

作法（如圖5-2-4）。所以我們接下來就針對不同的等腰三角形與不同的切割角進行實驗，

觀測K 點和D、E 兩點的垂直高度差，並將結果紀錄如下。以下皆是以切割方式製作三角立

基的測量結果，表格中的角度是代表∠BOD 和 ∠COE 的角度。 

 

表 5-2-1  𝑂𝐵̅̅ ̅̅ =2 公分時，K 點和D、E 兩點的垂直高度差（切割方式） 

角度 

𝑂𝐴 ⃡     

0 度 5 度 10 度 15 度 20 度 25 度 30 度 

8 公分 0.5 0.4 0.1 0 -0.2 -0.3 -0.4 

9 公分 0.6 0.2 0.1 0 -0.1 -0.3 -0.5 

10 公分 0.6 0.3 0.2 0 -0.2 -0.4 -0.5 

11 公分 0.5 0.2 0 -0.1 -0.2 -0.2 -0.5 

12 公分 0.5 0.1 0 -0.1 -0.3 -0.5 -0.6 
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表5-2-2  𝑂𝐵̅̅ ̅̅ =3 公分時，K 點和D、E 兩點的垂直高度差（切割方式） 

角度 

𝑂𝐴̅̅ ̅̅  

0 度 5 度 10 度 15 度 16 度 20 度 24 度 25 度 30 度 

8 公分 1.3 1.1 0.8 0.7 ── 0.5 -- 0.3 0 

9 公分 1.2 0.9 0.8 0.3 ── 0.2 0 -0.1 -0.2 

10 公分 0.9 0.9 0.7 0.3 ── 0 -- -0.4 -0.4 

11 公分 0.9 0.5 0.5 0.1 0 -0.1 -- -0.4 -0.6 

12 公分 0.8 0.6 0.4 0.1 ── -0.2 -- -0.2 -0.5 

 

表 5-2-3  𝑂𝐵̅̅ ̅̅ =4 公分時，K 點和D、E 兩點的垂直高度差（切割方式） 

角度 

𝑂𝐴̅̅ ̅̅  

0 度 5 度 10 度 15 度 20 度 25 度 30 度 

8 公分 1.9 1.3 1.1 1.1 0.5 0.4 0 

9 公分 1.5 1.2 0.8 0.6 0.3 0.1 -0.2 

10 公分 1.5 1.0 0.9 0.5 0.2 0 -0.4 

11 公分 1.4 1.0 0.8 0.4 0.1 -0.2 -0.5 

12 公分 1.3 0.7 0.5 0.3 0 -0.4 -0.8 

 

表 5-2-4  𝑂𝐵̅̅ ̅̅ =5 公分時，K 點和D、E 兩點的垂直高度差（切割方式） 

角度 

𝑂𝐴̅̅ ̅̅  

0 度 5 度 10 度 15 度 20 度 25 度 30 度 35 度 40 度 

8 公分 2.7 2.1 1.8 1.6 1.2 1 0.5 -- 0 

9 公分 2.4 2.1 1.7 1.3 0.9 0.5 0.1 0 -- 

10 公分 2.3 1.5 1.4 1.1 0.8 0.4 0 -- -- 

11 公分 2.3 1.9 1.4 1.2 0.8 0.3 0.1 -- --- 

12 公分 1.7 1.4 1 0.8 0.3 0 -0.4 -- -- 
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表5-2-5  𝑂𝐵̅̅ ̅̅ =6 公分時，K 點和D、E 兩點的垂直高度差（切割方式） 

角度 

𝑂𝐴̅̅ ̅̅  

0 度 5 度 10 度 15 度 20 度 25 度 30 度 32 度 35 度 45 度 

8 公分 3.5 3 2.4 2.4 1.7 1.5 1.2 -- -- -0.1 

9 公分 3.5 2.7 2.1 2.1 1.3 0.8 0.8 -- -- -0.1 

10 公分 3 2.6 2.1 1.6 1.4 0.9 0.4 -- -0.1  

11 公分 2.8 2.5 1.8 1.4 1 0.7 0.3 0 --  

12 公分 1.7 1.2 1.1 1 0.2 0 -0.1 -- --  

 

表 5-2-6  𝑂𝐵̅̅ ̅̅ =7 公分時，K 點和D、E 兩點的垂直高度差（切割方式） 

角度 

𝑂𝐴 ⃡     

0 度 5 度 10 

度 

15 

度 

20 

度 

25 

度 

30 

度 

35

度 

40

度 

45

度 

48

度 

51

度 

8 公分 4.4 3.8 3.5 3.8 2.4 2 1.7 -- __ __ -- -0.1 

9 公分 4.2 3.6 3 3 2 1.5 1.6 - -__ __ 0 -- 

10 公分 4.1 3.3 2.9 2.1 1.9 1.4 1.2 -- __ -0.1 -- -- 

11 公分 3.5 3.2 1.6 1.9 1.5 1.2 0.6 -- -0.1 __ __ -- 

12 公分 3.3 3 2.3 1.8 1.2 1 0.4 0.1 -- -- -- --- 

 

（二） 歸納觀測結果： 

針對寬度與高度不同組合的各種三角立基，根據上面的觀測結果，我們找到了使K 點

和D、E 兩點的垂直高度差為零（或非常接近零）所需要的切割角。同時，我們也針對這

些觀測結果歸納出下面兩個性質： 

1. 要使高度差為零，𝑶𝑨̅̅ ̅̅ 與切割角 𝐁𝐎𝐃、𝐂𝐎𝐄 的關係： 

固定 OB̅̅ ̅̅  的長度，當𝑂𝐴̅̅ ̅̅ 愈小時，BAC 就會愈大，K 點就會翹得愈高。而為

了使聖誕樹的底部能保持水平，因此D 點及E 點就要愈高，所以要使立體聖誕樹

的底部保持水平（即高度差為零）的切割角 BOD 和 COE 的角度就要愈大。 

2. 要使高度差為零，𝑶𝑩̅̅̅̅̅與切割角 𝐁𝐎𝐃、𝐂𝐎𝐄 的關係： 

固定 OA̅̅ ̅̅  的長度，當𝑂𝐵̅̅ ̅̅ 愈寬時，BAC就會愈大，K 點會翹得愈高。為了使

聖誕樹的底部能保持水平，因此D 點及E 點就要愈高，所以要使立體聖誕樹的底

部保持水平（即高度差為零）的切割角 BOD 及 COE 的角度就要愈大。 
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為了更精確的分析能使高度差為零的切割角大小和 OA̅̅ ̅̅  與 OB̅̅ ̅̅  的數量關係，我們需要

更進一步的探討下面這個問題： K 點在卡片開合的過程中是如何改變高度的？ 

三、 研究三：探討等腰三角形的底部中點在卡片開合的過程中是如何改變高度的。 

根據前面【研究一】的結果，我們發現當立體卡片摺成 90° 直立時，等腰三角形底部

中點（K 點）上升的高度大小是跟頂角 ∠BAC 的大小有關。當等腰三角形的頂角 ∠BAC 越

大時，K 點上升的高度越大；相反的，當等腰三角形的頂角 ∠BAC 越小時，K 點上升的高

度則越小。 

而頂角 ∠BAC 的大小跟 AB̅̅ ̅̅  和 AC̅̅̅̅  的傾斜程度有關，因為等腰三角形ABC 是對稱於

卡片中央的對摺線，所以當等腰三角形的頂角 ∠BAC 越大時，等腰三角形的兩側邊 AB̅̅ ̅̅  和 

AC̅̅̅̅  越接近水平（如圖5-3-1）；而當等腰三角形的頂角 ∠BAC 越小時，兩側邊 AB̅̅ ̅̅  和 AC̅̅̅̅  

越接近垂直（如圖5-3-2）。所以在立體卡片開合的過程中，會影響 K 點如何移動位置的因

素，應該與 𝐀𝐁̅̅ ̅̅  和 𝐀𝐂̅̅ ̅̅  這兩條側邊的傾斜程度有關。 

  

圖 5-3-1：當等腰三角形的頂角 ∠BAC 越大

時，兩側邊 AB̅̅ ̅̅  和 AC̅̅̅̅  越接近水平。 

圖5-3-2：當等腰三角形的頂角 ∠BAC 越小

時，兩側邊 AB̅̅ ̅̅  和 AC̅̅̅̅  越接近垂直。 

  

圖 5-3-3：將卡片的左半邊平放在桌上，卡片

的右半邊和桌面垂直，沿著 AC̅̅̅̅  的方向觀察。 

圖5-3-4：在 AC̅̅̅̅  上取 J 點，使 JO̅̅̅ 垂直AC̅̅̅̅ 。

K 點移動的軌跡恰好是一個圓，圓心為J 點，

半徑為 JO̅̅̅。而且 JO̅̅̅ = JI̅ = JK̅ 。 
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因此，我們換另一個角度觀察摺成 𝟗𝟎° 的立體卡片。先將卡片完全攤開平放在桌上，

固定卡片的左半邊不動，然後將卡片的右半邊順著中央對摺線摺起來。從一開始的攤平，到

跟卡片的左半邊垂直（如圖5-3-3），這時侯三角立基（圖中藍色的部分，由直角三角形

ABK 和直角三角形ACK 組成）會逐漸凸起來，K 點也會隨著移動。 

再繼續摺，最後使得卡片的左右兩邊重合。我們發現K 點移動的軌跡會是一個半圓弧

OKI（如圖5-3-4），這個半圓弧OKI 的圓心是J 點，半徑長是 JO̅̅̅，而且 JO̅̅̅ = JI̅ = JK̅ 。一

開始當卡片完全攤開平放時，K 點和O 點重合，當卡片左右兩邊完全摺疊閉合時，K 點會移

動到I 點，並和 I 點重合。所以直角三角形AOC、直角三角形AIC、直角三角形AKC，三者

是全等的（如圖5-3-5）。同時，OI̅̅ ̅ 垂直 AC̅̅̅̅  ，並相交於J 點。 

  

圖 5-3-5：直角三角形AOC 和直角三角形

AIC 全等，且對稱於AC̅̅̅̅ ，兩者互為鏡射。 

同時，OI̅̅ ̅ 垂直 AC̅̅̅̅  於 J 點。 

圖5-3-6：K 點在卡片左半邊的垂直投影點

恰好落在半圓弧的直徑 OI̅̅ ̅ 上。 

 

因為K 點移動的軌跡是在以J 點為圓心的半圓弧OKI 上，所以不管K 點移動到圓弧上

的哪個位置，K 點在卡片左半邊的垂直投影點，都會恰好落在通過J 點的半圓的直徑 OI̅̅ ̅ 上

（如圖5-3-6）。 

 

圖 5-3-7：當卡片摺成 90° 並直立時，K

點的高度正好就是K 點在卡片上的投影

點(M 點)到卡片底部邊緣的垂直距離，

也就是說，此時 M 點和 K 點是在同一個

水平高度。 
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這個發現告訴我們，當卡片摺成 90° 並直立時，我們在【研究一】的實驗裡觀測到的

K 點距離測量平台的高度，正好就是這時侯K 點在卡片上的投影點(稱為 M 點)，到卡片底部

邊緣的垂直距離（如圖5-3-7）。所以，只要找到這個投影點(M 點)的位置，就可以在卡片上

畫一條通過投影點(M 點)並與卡片底部邊緣平行的水平線 L（如圖 5-3-8），然後這條水平線

L 和等腰三角形的兩條側邊 AB̅̅ ̅̅ 、AC̅̅̅̅  的交點稱為D 和 E。連接 OD̅̅ ̅̅  和 OE̅̅ ̅̅  ，則∠BOD 和

∠COE 就是我們在【研究二】的實驗中所要尋找的，能讓立體聖誕樹的底部呈現水平的最佳

切割角。 

 

圖 5-3-8：畫一條通過投影點(M 點)並與卡片

底部邊緣平行的水平線 L，然後L 和等腰三

角形ABC 的兩條側邊 AB̅̅ ̅̅ 、AC̅̅̅̅  的交點稱為

D 點和E 點。連接 OD̅̅ ̅̅  和 OE̅̅ ̅̅  ，則 ∠BOD 

和 ∠COE 就是最佳切割角。 

 

四、 研究四：探討如何裁切等腰三角形使立體聖誕樹凸出時的底部呈現水平。 

接下來我們要探討的問題是，製作立體聖誕樹的卡片時，如何在知道等腰三角形的高

度和寬度的情況下，直接算出投影點的位置，並找出 D 點和 E 點，以便畫出能讓立體聖誕

樹的底部呈現水平的切割線 OD̅̅ ̅̅  和 OE̅̅ ̅̅  。 

我們繼續觀察當卡片的左半邊平放在桌面上，而卡片的右半邊垂直於桌面時，三角立

基凸出的情形（如圖5-4-1）。將K 點在卡片左半邊的垂直投影點稱為 M 點，我們發現幾個

有趣且重要的性質： 

1. 因為K 點的移動軌跡是在以J 點為圓心、並以JO̅̅̅為半徑的半圓弧上，所以B、O、

J、M、I、K 這幾個點是在同一個平面上。 

2. BO̅̅ ̅̅ = BK̅̅ ̅̅ ，JO̅̅̅ = JK̅。所以三角形BOJ 和三角形BKJ 全等，因此 ∠BOJ = ∠BKJ =

90° 

3. 當卡片摺成 90° 時（如圖5-4-1）， BO̅̅ ̅̅  和 KM̅̅̅̅̅ 平行，且都垂直於 OI̅̅ ̅ ，三角形

KMJ 也是直角三角形。 
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4. JO̅̅̅ 是直角三角形AOC 的斜邊 AC̅̅̅̅  上的高。所以 JO̅̅̅ = OC̅̅̅̅ × OA̅̅ ̅̅ ÷ AC̅̅̅̅ 。 

 

 
 

圖 5-4-1：當卡片的左半邊平放在桌面上，

且卡片的右半邊垂直於桌面時，三角立基凸

出的情形，此時 ∠BOJ = ∠BKJ = 90°。 

圖5-4-2：過K 點畫一條水平線垂直 BO̅̅ ̅̅ ，

並交 BO̅̅ ̅̅  於N 點，則 ∠BKN = ∠JKM。 

 

我們的目的就是要利用這些性質推導出 JM̅̅̅̅  的長度，如此即可計算出K 點的投影點 M

的位置，進而找出我們想要的D 點和E 點。 

首先，B、O、K、M 四個點正好在同一個平面上，且形成一個梯形，我們過K 點畫一

條水平線垂直 BO̅̅ ̅̅ ，並交 BO̅̅ ̅̅  於N 點（如圖5-4-2）。因為 ∠BKJ = ∠NKM = 90° ，所以 

∠BKN = ∠JKM。又因為 ∠KNB = 90° = ∠KMJ，所以三角形 KNB 和三角形 KMJ 相似。 

我們知道「兩個相似三角形的對應邊，邊長比值相等」，因為直角三角形KNB 和直角

三角形KMJ 相似，所以假設這兩個相似三角形的對應邊比值為 𝑘，則 

𝐾𝐵̅̅ ̅̅

𝐾𝐽̅̅ ̅
=

𝐾𝑁̅̅̅̅̅

𝐾𝑀̅̅ ̅̅ ̅
=

𝐵𝑁̅̅ ̅̅

𝐽𝑀̅̅ ̅̅
= 𝑘 

為了方便推導，我們假設 𝐵𝑂̅̅ ̅̅ = 𝐾𝐵̅̅ ̅̅ = 𝑏，𝐽𝑂̅̅ ̅ = 𝐾𝐽̅̅ ̅ = 𝑐，𝐽𝑀̅̅ ̅̅ = 𝑥，𝐵𝑁̅̅ ̅̅ = 𝑦，則可知 

𝑏 = 𝑘𝑐，𝑦 = 𝑘𝑥，且 𝐾𝑁̅̅̅̅̅ = 𝑐 + 𝑥，𝐾𝑀̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑁𝑂̅̅ ̅̅ = 𝑏 − 𝑦。 

根據畢氏定理，在直角三角形KNB 中，𝐾𝐵̅̅ ̅̅ 是斜邊，𝐾𝑁̅̅̅̅̅ 和 𝐵𝑁̅̅ ̅̅  是兩股，所以我們知

道 𝐾𝐵̅̅ ̅̅ 2 = 𝐾𝑁̅̅̅̅̅2 + 𝐵𝑁̅̅ ̅̅ 2。同樣的，在直角三角形KMJ 中，𝐾𝐽̅̅ ̅是斜邊，𝐾𝑀̅̅ ̅̅ ̅ 和 𝑀𝐽̅̅ ̅̅  是兩股，

所以有 𝐾𝐽̅̅ ̅2 = 𝐾𝑀̅̅ ̅̅ ̅2 + 𝑀𝐽̅̅ ̅̅ 2。也就是 

𝑏2 = (𝑐 + 𝑥)2 + 𝑦2 = 𝑐2 + 2𝑐𝑥 + 𝑥2 + 𝑦2, 

𝑐2 = (𝑏 − 𝑦)2 + 𝑥2 = 𝑏2 − 2𝑏𝑦 + 𝑦2 + 𝑥2. 

將上面的兩個式子相減，我們得到  

𝑏2 − 𝑐2 = 𝑐2 − 𝑏2 + 2𝑐𝑥 + 2𝑏𝑦. 
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移項並化簡上面的式子，再利用 𝑏 = 𝑘𝑐，𝑦 = 𝑘𝑥，我們得到  

𝑏2 − 𝑐2 = 𝑐𝑥 + 𝑏𝑦 = 𝑐𝑥 + 𝑏𝑘𝑥 = 𝑥(𝑐 + 𝑏𝑘) = 𝑥 (
𝑐2 + 𝑏2

𝑐
) . 

再移項，即可得到 

𝑥 =
𝑐(𝑏2 − 𝑐2)

𝑏2 + 𝑐2
 . 

因此，我們只要知道 BO̅̅ ̅̅  的長 𝑏，和直角三角形AOC 在斜邊 AC̅̅̅̅  上的高 𝑐，就可以

利用上面推導出來的公式計算出 𝑥，並且在 𝐽𝐼̅ 上找到投影點 M 點的位置。最後再用（圖

5-3-8）的方法，就可以找到D 點和E 點，以及能讓立體聖誕樹的底部呈現水平的切割線 OD̅̅ ̅̅  

和 OE̅̅ ̅̅  。 

針對各種不同的 OA̅̅ ̅̅  和 OB̅̅ ̅̅  的組合，我們先利用上面的公式計算  𝑥 ，再找出投影點

和 D 點、E 點的位置，畫出切割線 OD̅̅ ̅̅  和 OE̅̅ ̅̅  ，並實際測量所得的最佳切割角，也就是 

∠BOD 和 ∠COE 的角度，所得的結果列於下表。下表中的測量結果與我們在【研究二】中

所做的實驗結果（表5-2-1～表 5-2-6）相當一致。 

表5-4-1 利用算式找出投影點和D、E 點之後，畫出切割線，再測量切割角的大小 

     OB̅̅ ̅̅  

OA̅̅ ̅̅   

2 公分 3 公分 4 公分 5 公分 6 公分 7 公分 

8 公分 13° 22° 31° 36° 46° 53° 

9 公分 11° 20.5° 25° 33° 40° 47° 

10 公分 10° 18° 24° 29° 35° 43° 

11 公分 10° 16.5° 22° 28° 33° 38° 

12 公分 10° 14° 20° 25° 30° 34° 

 

關於前面提到的【性質4】，要如何得知直角三角形AOC 在斜邊 AC̅̅̅̅  上的高？我們可

以直接在卡片上測量 𝐽𝑂̅̅ ̅ 的長度（如圖5-4-3），也可以利用直角三角形 AOC 的面積來計

算。因為 

∆𝐴𝑂𝐶的面積 =
𝐴𝑂̅̅ ̅̅ × 𝐶𝑂̅̅ ̅̅

2
=

𝐴𝐶̅̅ ̅̅ × 𝐽𝑂̅̅ ̅

2
 ， 

所以如果 𝐴𝑂̅̅ ̅̅ = 𝑎，𝐶𝑂̅̅ ̅̅ = 𝑏，根據畢氏定理得知 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ = √𝑎2 + 𝑏2，則可算出 𝐽𝑂̅̅ ̅ 的長度：  

𝑐 =
𝑎 × 𝑏

√𝑎2 + 𝑏2
 . 

觀察（圖5-4-3），我們知道，當卡片完全攤平時，K 點和O 點重合；當卡片摺成 90° 

並直立時，K 點會上升到跟 M 點同一個水平高度。所以，如果 MP̅̅ ̅̅  垂直 CO̅̅̅̅  ，則K 點因為
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卡片彎摺而上升的高度正好就是 MP̅̅ ̅̅  的長度。那要如何計算 MP̅̅ ̅̅  的長度呢？ 

從（圖5-4-3）攤平的卡片中，我們可以發現直角三角形AOC 和直角三角形OPM 是相

似的，因為 ∠AOC = ∠OPM 而且 ∠CAO = ∠MOP。根據「相似三角形各組對應邊長的比

值相等」的原理，我們知道  

AC̅̅̅̅

CO̅̅ ̅̅
=

OM̅̅̅̅̅

MP̅̅ ̅̅
 . 

 

 

因為 AC̅̅̅̅  是直角三角形AOC 的斜邊，設 AC̅̅̅̅ = ℓ，AO̅̅ ̅̅ = 𝑎，CO̅̅̅̅ = 𝑏，則如前面所說

的，根據畢氏定理 ℓ = √𝑎2 + 𝑏2，然後再利用 OM̅̅̅̅̅ = OJ̅̅̅ + JM̅̅̅̅ = 𝑐 + 𝑥，就可以算出 

MP̅̅ ̅̅ =
𝑏 × (𝑐 + 𝑥)

ℓ
 . 

化簡上面的算式，我們得到 

𝑐 + 𝑥 = 𝑐 +
𝑐 × (𝑏2 − 𝑐2)

𝑏2 + 𝑐2
=

2 × 𝑏2 × 𝑐

𝑏2 + 𝑐2
= 2 × c ×

𝑏2

𝑏2 + 𝑐2
 . 

因為 𝑐 是直角三角形AOC 在斜邊 AC̅̅̅̅  上的高，所以根據前面的推論， ℓ × 𝑐 = 𝑎 × 𝑏，也

就是 

𝑐

𝑏
=

𝑎

ℓ
 . 

因此 

𝑏2 + 𝑐2

𝑏2
= 1 + (

𝑐

𝑏
)

2

= 1 + (
𝑎

ℓ
)

2

=
ℓ2 + 𝑎2

ℓ2
 . 

或者，也可以寫成 

𝑏2

𝑏2 + 𝑐2
=

ℓ2

ℓ2 + 𝑎2
 . 

因此， 

MP̅̅ ̅̅ =
𝑏 × (𝑐 + 𝑥)

ℓ
=

𝑏

ℓ
× 2 × c ×

𝑏2

𝑏2 + 𝑐2
=

𝑏

ℓ
× 2 × c ×

ℓ2

ℓ2 + 𝑎2
=

2 × b

ℓ
×

ℓ2 × 𝑐

ℓ2 + 𝑎2
 . 

 

圖 5-4-3：MP̅̅ ̅̅  垂直 CO̅̅̅̅  。當卡片完全攤平

時，K 點和O 點重合；當卡片摺成 90° 並

直立時，K 點會上升到跟 M 點同一個水平

高度。所以K 點上升的高度正好就是 MP̅̅ ̅̅  

的長度。 



18 
 

再利用 ℓ × 𝑐 = 𝑎 × 𝑏，以及 ℓ2 = 𝑎2 + 𝑏2 ，就可以將上式化簡，得到 

MP̅̅ ̅̅ =
2 × 𝑏

ℓ
×

𝑎 × 𝑏 × ℓ

ℓ2 + 𝑎2
=

2 × 𝑎 × 𝑏2

ℓ2 + 𝑎2
= 

2 × 𝑎 × 𝑏2

2 × 𝑎2 + 𝑏2
 . 

最後，如果我們設 
𝑎

𝑏
= 𝑟，並將上面的分子和分母同除以 𝑏2，則可得到 

MP̅̅ ̅̅ =
2

2 × 𝑟2 + 1
× 𝑎 . 

根據上面推導的結果，我們發現： 

1. 如果固定 𝑎 的值（代表等腰三角形的高 OA̅̅ ̅̅  固定），則當 𝑏 值越大（也就是 OB̅̅ ̅̅

越寬）時，比值 𝑟 就越小。因為分母越小，整個分數的比值越大，所以 MP̅̅ ̅̅  就越

大，代表 K 點會上升越高。 

2. 如果固定 𝑏 的值（代表等腰三角形的底邊固定），則當 𝑎 值越大（也就是 OA̅̅ ̅̅  

越長）時，比值 𝑟 就越大。我們可以將計算 MP̅̅ ̅̅  的公式重新整理如下： 

MP̅̅ ̅̅ =
2

2 × 𝑟2 + 1
× 𝑎 =

2 × 𝑏

2 × 𝑟2 + 1
×

𝑎

𝑏
=

2 × 𝑏

2 × 𝑟2 + 1
× 𝑟 =

2 × 𝑏

 2 × 𝑟 +
1

 𝑟  
 . 

一般常見的聖誕樹造型一定都是 𝑎 > 𝑏，也就是 𝑟 > 1。上面的算式中，如果固定

𝑏 的值，則最後一項的分子也會是固定的。當 𝑎 值越大，比值 𝑟 也會越大。我們

可以證明，若 𝑟 > 1 ，當 𝑟 越大時，最後一項的分母 2 × 𝑟 +
1

 𝑟 
 也會越大。先

假設 1 < 𝑟 < 𝑅 ，則  

(2 × R +
1

 𝑅 
) − (2 × 𝑟 +

1

 𝑟 
) = 2 × (𝑅 − 𝑟) + (

1

 𝑅 
−

1

 𝑟 
) 

= 2 × (𝑅 − 𝑟) +
𝑟 − 𝑅

 𝑅 × 𝑟 
 

= 2 × (𝑅 − 𝑟) −
𝑅 − 𝑟

 𝑅 × 𝑟 
 

因為 𝑅 × 𝑟 > 1，所以  

𝑅 − 𝑟

 𝑅 × 𝑟 
< 𝑅 − 𝑟。 

因此 

(2 × R +
1

 𝑅 
) − (2 × 𝑟 +

1

 𝑟 
) = 2 × (𝑅 − 𝑟) −

𝑅 − 𝑟

 𝑅 × 𝑟 
 

> 2 × (𝑅 − 𝑟) − (𝑅 − 𝑟) 

= 𝑅 − 𝑟 > 0 

所以，若 1 < 𝑟 < 𝑅，則 
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2 × R +
1

 𝑅 
> 2 × 𝑟 +

1

 𝑟 
 

因為分母越大，整個分數的比值越小，所以 MP̅̅ ̅̅  就越小，代表 K 點會上升的高度

越小。 

以上這兩點正好解釋了我們在【研究一】中針對觀測結果（表5-1-1）所做的推論。 

 

五、 研究五：應用前面分析的結果製作完美的立體聖誕樹卡片。 

我們應用前面分析的結果實際製作立體聖誕樹卡片，完成的作品如下：（單位：公分） 

1. 第一件作品： 

𝑂𝐴̅̅ ̅̅ = 𝑎 = 12 ， 𝑂𝐵̅̅ ̅̅ = 𝑂𝐶̅̅ ̅̅ = 𝑏 = 5 ， 

所以 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ = ℓ = 13 ， 𝑟 =
12

 5 
= 2.4 。 

利用我們研究得到的結果，計算 

𝑐 = 𝑎 × 𝑏 ÷ ℓ = 12 × 5 ÷ 13 ≈ 4.6 

𝑥 =
4.6 × (52 − 4.62)

52 + 4.62
≈ 0.4 

MP̅̅ ̅̅ =
2

2 × 2.42 + 1
× 12 ≈ 1.9 

 

2. 第二件作品： 

𝑂𝐴̅̅ ̅̅ = 𝑎 = 13 ， 𝑂𝐵̅̅ ̅̅ = 𝑂𝐶̅̅ ̅̅ = 𝑏 = 5 ， 

所以 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ = ℓ = √102 + 42 ≈ 13.9 ， 

 𝑟 =
13

 5 
= 2.6 。 

利用我們研究得到的結果，計算 

𝑐 = 𝑎 × 𝑏 ÷ ℓ = 13 × 5 ÷ 13.9 ≈ 4.7 

𝑥 =
4.7 × (52 − 4.72)

52 + 4.72
≈ 0.3 

MP̅̅ ̅̅ =
2

2 × 2.62 + 1
× 13 ≈ 1.8 
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3. 第三件作品： 

𝑂𝐴̅̅ ̅̅ = 𝑎 = 10 ， 𝑂𝐵̅̅ ̅̅ = 𝑂𝐶̅̅ ̅̅ = 𝑏 = 4 ， 

所以 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ = ℓ = √102 + 42 ≈ 10.8 ， 

 𝑟 =
10

 4 
= 2.5 。 

利用我們研究得到的結果，計算 

𝑐 = 𝑎 × 𝑏 ÷ ℓ = 10 × 4 ÷ 10.8 ≈ 3.7 

𝑥 =
3.7 × (42 − 3.72)

42 + 3.72
≈ 0.3 

MP̅̅ ̅̅ =
2

2 × 2.52 + 1
× 10 ≈ 1.5  

圖 5-5-1   我們應用前面分析的結果實際製作立體聖誕樹卡片 

 

陸、結論 

一、 研究一：探討不同的等腰三角形如何影響立體聖誕樹底部中點的上升高度。 

我們利用「切割型」和「黏貼型」兩種不同的方式，以不同高度和寬度的等腰三角

形製作各種不同的三角立基，進行實驗觀察，歸納發現： 

1. 當等腰三角形的高OA̅̅ ̅̅ 固定時，OB̅̅ ̅̅ 越長（代表等腰三角形越寬）則K 點上升越高，

也就是立體聖誕樹的底部越傾斜。 

2. 當OB̅̅ ̅̅ 固定時（代表等腰三角形的底邊固定），若等腰三角形的高OA̅̅ ̅̅ 越小，則K 點

上升越高，也就是立體聖誕樹的底部越傾斜。 

根據以上兩點，我們可以推論，若等腰三角形 ABC 的頂角 ∠𝐁𝐀𝐂越大，則卡片摺成

90°直立時，做為立體聖誕樹的三角立基凸出來之後，K 點的高度增加越多，也就是立體聖

誕樹的底部越傾斜。相反的，若等腰三角形 ABC 的頂角 ∠𝐁𝐀𝐂越小，則卡片摺成90°直立

時，做為立體聖誕樹的三角立基凸出來之後，K 點的高度增加越少。 

 

二、 研究二：探討如何使立體聖誕樹凸出時的底部呈現水平。 

我們以各種不同的角度對三角立基的底部進行裁切，使原本的等腰三角形變成「箏

形」，然後測量當立體卡片摺成 90° 並直立時，聖誕樹底部的傾斜程度。目的是要觀察各

種不同的裁切角度和底部傾斜的程度有何關聯，希望能找到可以使立體聖誕樹的底部保持水

平的最佳裁切角。我們針對這些觀測結果歸納出下面兩個性質： 

1. 要使高度差為零，𝑶𝑨̅̅ ̅̅ 與切割角 𝐁𝐎𝐃、𝐂𝐎𝐄 的關係： 
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固定 OB̅̅ ̅̅  的長度，當𝑂𝐴̅̅ ̅̅ 愈小時，BAC 就會愈大，K 點就會翹得愈高。而為了使

聖誕樹的底部能保持水平，因此D 點及E 點就要愈高，所以要使立體聖誕樹的底

部保持水平（即高度差為零）的切割角 BOD 和 COE 的角度就要愈大。 

2. 要使高度差為零，𝑶𝑩̅̅̅̅̅與切割角 𝐁𝐎𝐃、𝐂𝐎𝐄 的關係： 

固定 OA̅̅ ̅̅  的長度，當𝑂𝐵̅̅ ̅̅ 愈寬時，BAC就會愈大，K 點會翹得愈高。為了使聖誕

樹的底部能保持水平，因此D 點及E 點就要愈高，所以要使立體聖誕樹的底部保

持水平（即高度差為零）的切割角 BOD 及 COE 的角度就要愈大。 

三、 研究三：探討等腰三角形的底部中點在卡片開合的過程中是如何改變高度的。 

我們發現當卡片從完全攤平的狀態，逐漸摺成卡片兩邊互相垂直，再繼續摺成卡片兩

邊互相重合的過程中，做為三角立基的等腰三角形的左右半邊（恰好是兩個直角三角形）會

各自以等腰三角形的左右兩個側邊為中心軸進行旋轉，所以卡片底部中點（K 點）的移動軌

跡正好是一個半圓弧。因為等腰三角形的左右兩個側邊都是斜的，所以K 點才會往上改變

高度。經由這個觀察結果，我們發現，當卡片摺成左右兩邊互相垂直時，就可以利用K 點

在卡片上的「垂直投影點」，找到能讓立體聖誕樹的底部呈現水平的最佳切割角。 

 

四、 研究四：探討如何裁切等腰三角形使立體聖誕樹凸出時的底部呈現水平。 

假設做為三角立基的等腰三角形底邊上的高為 𝑎，底邊長的一半為 𝑏，而且 r =
𝑎

𝑏
 。

我們的研究推導出計算 K 點上升的高度 =
𝟐

𝟐×𝒓𝟐+𝟏
× 𝒂 。 

再者，因為等腰三角形是由兩個互相對稱且全等的直角三角形構成的，而這兩個直角

三角形的斜邊就是等腰三角形的左右兩側邊。假設左右兩側的邊長為 ℓ，則這兩個直角三角

形在斜邊上的高就是 𝑐 = a × b ÷ ℓ。我們的研究也推導出如何計算K 點在卡片上的「垂直

投影點」的公式。 這個投影點會是在等腰三角形底部的中點往左右兩側邊分別做垂直線，

再往外延伸超過左右兩側邊各  𝑥 公分的地方，而計算   𝑥 公式如下： 

𝑥 =
𝑐(𝑏2 − 𝑐2)

𝑏2 + 𝑐2
 . 

五、 研究五：應用前面分析的結果製作完美的立體聖誕樹卡片。 

最後，我們應用前面研究所得的結果，改良了原本製作立體聖誕樹卡片的方法，只要

先決定好等腰三角形的高度和底邊的長度，就能很快地計算出最佳切割線的位置。我們也實

際製作出能讓聖誕樹的底部呈現水平的立體卡片。 
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Tao's 紙工房（2020）。零難度!一刀剪出立體聖誕樹卡片。2020 年 12 月9 日，取自

https://www.youtube.com/watch?v=NI-MtOFar-M 

 

 

https://www.youtube.com/watch?v=NI-MtOFar-M


080408-評語 

【評語】080408  

1. 此作品研究立體卡片上摺紙過程中所造成的失真現象，是生

活數學探究的好問題，具實用價值。 

2. 作者針對製作打開 90 度的聖誕樹底部必須是水平，進行實

驗的觀測與歸納、並利用幾何分析與證明得到修正的方法，

進而將此結果應用於立體卡片的實作上。此作品提出方法明

確有效的解決問題，值得鼓勵。 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

作品簡報



聖誕『數』
好好玩

科別：數學科
組別：國小組



研究動機
 我們四年級時，藝術與人文老師帶著我們班去奇美博物館參觀「紙

上奇蹟」的展覽，其中有些作品是以90°直角展開站立的立體卡片。
快到聖誕節時，我們想做可以直角展開站立的立體聖誕樹卡片，所
以上網找了一些資料。

 但是我們做出的卡片，在摺成90°直角站立時，立體聖誕樹底部卻無
法呈現水平，而是傾斜往上翹的，也就是K點會比O點高。於是我們
想了解聖誕樹底部傾斜的原理，希望能加以改進，做出一棵完美的
聖誕樹。



研究目的

探討等腰三角形的高度與寬度如何影響立體聖誕樹底部中點的上升

高度。

探討如何使立體聖誕樹凸出時的底部呈現水平。

探討等腰三角形的底部中點在卡片開合的過程中是如何改變高度的。

探討如何裁切等腰三角形使立體聖誕樹凸出時的底部呈現水平。

應用前面分析的結果製作完美的立體聖誕樹卡片。



文獻探討與名詞定義

當卡片攤平時，K點和O點
是重合的，但是當卡片褶
成900直角站立時，K點會
往上升。



研究工具

 丹迪紙、剪刀、美工刀、切割墊、膠水、雙面膠、直尺(15公分

/30公分)、量角器。

 立體尺：因為立體尺有三角錐，不會因尺的置放角度不同而影

響測量結果。另外，因為立體尺0點至尺的頂點有一段空白，我

們測量結果為1公分，故測量K點結果均會加1。

 L型測量平台(三角板\珍珠板\膠帶)：為了卡片打開的角度能固
定在90°，我們將珍珠板黏起來呈L形，然後把L型珍珠板和另一
塊當底座的珍珠板黏接在一起；最後在做好的珍珠板頂端再黏
一個直角三角板以L型珍珠板由上至下確實保持直角。



研究一：探討不同的等腰三角形如何影響立體聖
誕樹底部中點（K點）的上升高度。

 當等腰三角形的高OA固定時，OB越長則K點上升越高，也就是立體聖誕樹的底部越傾斜。

 當OB固定時，若等腰三角形的高OA越小，則K點上升越高，也就是立體聖誕樹的底部越傾斜。



研究二：探討如何使立體聖誕樹凸出時的底部
呈現水平（即K點和D、E點的高度為0）。

 固定OB的長度，𝐎𝐀愈小時，BAC 就會愈大，K點就會翹得愈高，切割角BOD和COE的角度就要愈大。

 固定OA的長度，當𝐎𝐁愈寬時，BAC就會愈大，K點會翹得愈高，切割角BOD及COE的角度就要愈大。

箏
形



研究三：探討等腰三角形的底部中點（K點）
在卡片開合的過程中是如何改變高度。

我們發現當卡片從左右兩邊完全攤開的180度，褶到左右兩邊互相垂
直，再到左右兩邊完全重合時，K點會從O點移動到I點，它的軌跡剛
好是一個半圓形。這個半圓形的圓心是J點，而且K點都會正好位於OI
的正上方。



研究三：探討等腰三角形的底部中點（K點）在
卡片開合的過程中是如何改變高度。

 當卡片摺成90°時，K點的的投影點（M點）到卡片底部邊緣的垂直距離恰好就是K
點的高度，所以我們可以利用M點得到K點上升的高度。

 如果能找到M點的位置，過M點畫平行 BC的水平線L，L和等腰三角形的斜邊交於D、
E兩點，則OD和OE就是最佳切割線。



研究四：探討如何裁切等腰三角形使立體聖誕
樹凸出時的底部呈現水平（如何找到M點）。

 已知OB = 𝑏， OJ = 𝑐。設 JM = 𝑥，利用△KMJ和△KNB相似，我
們可以算出

𝒙 =
𝒄 𝒃𝟐 − 𝒄𝟐

𝒃𝟐 + 𝒄𝟐



研究四的推論： MP的長度正好是K點上升的高度。

 已知OA = 𝑎，OB = 𝑏，設𝑎 : 𝑏 =r，利用△OMP和△ACO相似，我們可以算
出：

MP =
2𝑎

2𝑟2 + 1



研究五：應用前面分析的結果製作完美的
立體聖誕樹卡片。
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