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摘要 

本研究題目源自科學研習月刊[1]，原題討論將 N 節黑白毛毛蟲依顏色分成 P 段的種類

數，可視為兩相異物的直線分段排列。 

我們的研究由直觀而規律整合進而推出通論，第一個突破點為以長條格的切割找到將 n

節分 p 段的方法數。並將這個方法數以二維的思考解決 N 節黑白毛毛蟲分成 P 段的種類

數。 

並延伸研究為兩相異物環狀分段排列，而有以下發現： 

(一) 環狀分段排列受珠數與段數最大公因數 f影響，而有非循環直線排列與循環直線排列不

同的環狀轉換模式。 

(二) 非循環直線排列需扣除循環的直線排列再轉換為環狀排列。 

(三) 循環直線排列需扣除子循環的直線排列再轉換為環狀排列。 

(四) 若 f 質因數的個數大於 2，則子循環直線排列數可用文氏圖幫忙分析。 
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壹、前言 

一、研究動機： 

學校的數學研究社中，指導老師會介紹給我們許許多多的數學遊戲，黑白毛毛蟲[1]是

其中較特別的，題目摘錄如下： 

在一個小島上，生物學家發現了一類身體有黑、白色花紋相間的毛毛蟲，並且經過仔

細觀察後，發現毛毛蟲的花紋組成，似乎是有規律的！ 

每隻毛毛蟲從頭到尾巴，恰好可以分成四個段落，且這四個段落剛好會是兩段黑色及

兩段白色。所以共可分成六種毛毛蟲，分別是： 

黑黑白白、黑白黑白、黑白白黑、白黑黑白、白黑白黑、白白黑黑 

但是相鄰的兩段如果是同色，其實看起來是一整段同樣顏色，例如“黑白白黑”的毛

毛蟲，其實只有 3段顏色，而“白白黑黑”毛毛蟲，只有 2段顏色。 

延續上述，六種毛毛蟲的顏色段數，分別是 2,4,3,3,4,2。… 

題目中提到用「顏色來分段」這種分法，引起我們的興趣，因此我們決定鎖定這個方向

作為我們的研究主題，進行科展研究。 

二、研究目的 

(一) 探討黑、白節數相同，毛毛蟲節數、段數與種類數的關係。 

(二) 探討黑、白節數不同，毛毛蟲節數、段數與種類數的關係。 

(三) 探討黑、白珠數相同，環狀分段排列珠數、段數與種類數的關係。 

(四) 探討黑、白珠數不同，環狀分段排列珠數、段數與種類數的關係。 
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三、文獻探討 

(一) 歷屆科展作品關於環狀排列的討論 

57 屆高中組「閃爍燈之循環性質研究與探討」(林柏均等[2] )提到環狀的「循環」性

質，但沒有針對環狀排列做計數的探討，引起我們由直線排列深入至環狀排列的探

討。 

(二) 王世勛 (2006)。不盡相異物的環狀排列公式[4]   

環狀排列數由不同循環節的直線排列轉換成環形排列相異物個數的集合，與我們的研

究最多相同的概念，差別在其研究在多個相異物的環狀排列，其循環節的出現受相異

物個數是否有共同因數影響；而我們的研究鎖定兩相異物「分段」排列，循環節出現

受「兩相異物個數」與「段數」是否有共同因數影響，而有不同循環排列。 

四、名詞與代號定義 

(一) 節數 ( )N ：為了區分原題「全身分的段落」與「顏色區分的

段數」，我們把身上從頭到腳分成的環節數； 

本研究中統一稱「節數」。 

(二) 段數 ( )P ：以顏色區分毛毛蟲的段落數； 

本研究中統一稱「段數」。 

節數 6N = ，段數 4P =   

 
節數 6N = ，段數 5P =   

 

(三) 種類 ( )K ：顏色排列順序不相同，我們視為不同種的毛毛蟲。 

             如毛毛蟲身上黑白節數為與為不同的 2 種毛毛蟲。 

(四) 直線排列：呈直線方式的排列，本研究中的毛毛蟲屬於直線排列。 

(五) 珠數 ( )n ：指黑珠或白珠的珠數，若黑、白珠數不同，則以m 和 n 代表黑、白珠數。 

(六) 段數 ( )p ：指黑珠或白珠分隔的段落數，環狀排列段數為偶數，故黑、白段數相同。 

(七) 環狀排列：沿著圓周排列的排列方式，本研究中的黑白珠研究屬於環狀排列。 

(八) gcd( ) =n, p f ：代表 n 和 p 的最大公因數為 f 。或簡寫為 ( , )n p f= 。 
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(九) 循環排列：指直線排列重複出現相同排列方式的排列。以 8 節分 4 段為例  

…非循環排列 

…2 個循環節的循環排列。 

(十) 循環節：循環排列重複出現相同排列的個數。以 6 黑珠 6 白珠做直線排列為例， 

  

… 2個循環節的循環排列。   

簡稱 2循環。 

  

… 3個循環節的循環排列。 

   簡稱3循環。 

(十一)子循環：每個循環節的排列中出現循環排列，則稱為該循環節出現「子循環」。 

                  12珠分成3個循環節，每個循環節的4珠排列       ， 

又出現 2個循環節的循環排列       ，則稱       為       的子循環。 

則此種出現子循環的排列，                    需視為 6 個循環節的循環

排列，是 3 個循環節的子循環。 

貳、研究過程與方法 

一、以圖示和整數分割找出黑、白節數相同毛毛蟲種類數為 

黑的分段方法數×白的分段方法數 2 。 

二、以長條格的分割解決 n 節分成 p 的種類數，完成黑白節數相同毛毛蟲種類數的一般式。 

三、將研究發現推廣至黑、白節數不同毛毛蟲種類數的求法。 

四、觀察圖示，整理10珠內黑、白珠數相同，黑、白珠的直線排線與環狀排列的關係，發

現10珠內的直線分段排列轉換環狀分段排列一般狀況與特殊狀況。 

五、觀察圖示，整理1~ 20珠找出特殊狀況的循環直線分段排列的循環節與珠數和段數的最

大公因數有關。進而整理出各種狀況的黑白節數相同的環狀分段排列數的一般式。 

六、將珠數相同的黑、白珠環狀排列推廣至黑、白珠數不同的環狀分段排列一般式。 
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圖 1-1：研究架構圖 

參、研究結果 

一、毛毛蟲黑、白節數各占一半，毛毛蟲節數、段數與毛毛蟲種類數的關係。 

(一) 2段 

1.  黑、白各佔一邊。只會出現 2種現象。 

前半部為黑()，後半部為白()。 前半部為白()，後半部為黑()。 

  

2.  故段數為 2，不管毛毛蟲的身上有幾節，其種類只有 2種。 

(二) 3段：黑的在2端，白的在中間，或白的在 2端，黑的在中間。 

黑的在 2端，白的在中間。 白的在2端，黑的在中間。 

  
1.  2種狀況剛好黑、白位置相反，故我們只要算出以黑為開始的模式思考「種類數」，

再將「種類數 2」，即可知道全部毛毛蟲有多少種。 

2.  以8節毛毛蟲為例： 

(1)  黑的佔一半即
8

4
2
= ， 4節分頭、尾兩段有 3 種分法，即4 1 3 2 2 3 1= + = + = + 。 

1 3−  2 2−  3 1−  

   

(2)  故8節分3段的種類有3 2 6 = ，6 種毛毛蟲。 
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3.  毛毛蟲的段數為3，節數多寡影響種類數的因素只有1個，即黑色分為2段的方法數，

故種類數=黑分 2段的方法數 2 。 

(三) 4 段：排列方式為黑白黑白，或白黑白黑。 

黑白黑白 白黑白黑 

  

1.  計算「黑白黑白」的種類。黑、白各分成 2段，故影響的因素黑、白都需考慮。 

2.  以8節毛毛蟲為例：黑、白各分2 段 

(1)  黑、白各佔一半，即
8

4
2
= 節， 4節分兩段，即4 1 3 2 2 3 1= + = + = + ，有3種分法。 

白     黑 1 3−  2 2−  3 1−  

1 3−     

2 2−     
3 1−     

(2)  故8節 4段的種類有 (3 3) 2 18  = ，18種毛毛蟲。 

3.  毛毛蟲的段數為 4，則節數與種類數的關係如下：  

(1)  毛毛蟲的段數為 4時，因黑、白都分為 2段，影響因子變為 2個。 

(2)  種類數= (黑分 2段的方法數)(白分 2 段的方法數) 2 。 

(四) 5 段：排列方式為黑白黑白黑，或白黑白黑白。 

黑白黑白黑 白黑白黑白 

  

1.  計算「黑白黑白黑」的種類。黑分成3段，白的分 2段。 

2.  以8節毛毛蟲為例：  

(1)  黑、白各佔一半，即
8

4
2
= ， 4 節。  

(2)  黑 4節，分3段有4 1 1 2 1 2 1 2 1 1= + + = + + = + + 。(3種方法) 

(3)  白 4節，分 2段有3種分法，即4 1 3 2 2 3 1= + = + = + 。 

   黑 1 1 2− −  1 2 1− −  2 1 1− −  

1 3−     

2 2−     

3 1−     

 (4)  故8節分5段的種類有 (3 3) 2 18  = ，18種毛毛蟲。 

白 
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3.  毛毛蟲的段數為5，節數與種類數的關係如下：  

(1)  毛毛蟲的段數為5時，影響因子變為 2個，黑3段，白2段。 

(2)  種類數＝(黑分3段的方法數) (白分 2段的方法數) 2 。 

(五) 分段方法數的思考 

影響黑、白毛毛蟲的種類數取決於黑與白不同節數分段的方法數，分段的方法數除了採

用「整數的分割」，一一列出所有的方法外，有沒有快速的方法可直接算出 n 節分成 p

段的方法數，引起我們進一步的思考。 

定理1：將 n 節分成 p 段的方法數為 1

1

n

pC −
−  。 

說明： 

1.  以長條格的分割，思考黑、白分段的方法數。 

2.  2段：以格數代表節數，選1條間隔線切割，即可將長條格切成 2段。 

節數 圖示 說明 

2  
 2格，間隔線只有1條。 

所以只有1種切割方法，即2 1 1= + 。 

3  

 3格，間隔線有2條。 

選「1」即3 1 2= + ； 

選「2」即3 2 1= + 。有2種分法。 
 

4  

 4 格，間隔線有3條。 

選「1」即4 1 3= + ； 

選「2」即4 2 2= + ； 

選「3」即4 3 1= + 。有3種分法。 

 

 

5  

 5格，間隔線有4條。 

選「1」即5 1 4= + ； 

選「2」即5 2 3= + ；  

選「3」即5 3 2= + ； 

選「4」即5 4 1= + 。有 4種分法。 

 

 

 

  故 n 節分成 2段的方法數，可看成從 1n− 條間隔線任取1條切割的方法數，即 1

1

nC − 。 

3.  3段：任選 2條間隔線切割，即可將長條格切成3段。 

節數 圖示 說明 

3   3格，間隔線只有 2條，所以只有1種切割方法。 

4  

 4格，間隔線有3條。 

選「1」、「 2」即4 1 1 2= + + ； 

選「1」、「3」即4 1 2 1= + + ； 

選「2」、「3」即4 2 1 1= + + 。有3種分法。 
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5  

 5格，間隔線有4條。 

選「1」、「 2」即5 1 1 3= + + ； 

選「1」、「3」即5 1 2 2= + + ； 

選「1」、「 4」即5 1 3 1= + + ； 

選「2」、「3」即5 2 1 2= + +  ； 

選「2」、「 4」即5 2 2 1= + + ； 

選「3」、「4」即5 3 1 1= + + ；有6 種分法。 

 

 

 

 

 

故 n 節分成3段的方法數，可視為從 1n− 條間隔線任選 2條切割的方法數，即 1

2

nC −  。 

4.  n 格長條格有 1n− 條間隔線，每切1刀就會使段數增1，切割成 p 段只要切 1p − 刀。故

將 n 格分成 p 段的方法數為從 1n− 條間隔線，任選 1p − 條切割的方法數，即 1

1

n

pC −
− 。 

5.  毛毛蟲黑或白 n 節分 p 段的方法數可視為將 n 格長條格切割成 p 段的方法數= 1

1

n

pC −
− 。 

 (六) 整理黑、白毛毛蟲節數、段數和種類數的關係 

定理 2：黑、白節數相同的 N 節毛毛蟲分成P段的種類數為
1 1

2 2

1 1
2 2

2
N N

P P
C C

− −

   − −   
   

  。 

說明： 

1.  將定理1，n 節分 p 段的方法數= 1

1

n

pC −
− ，代入毛毛蟲種類數的計算。 

2.  黑、白節數相同，直線排列只要黑、白易位，種類數就翻倍，故我們以「黑為頭」的

排列模式去思考分段方法數，再將求得的次數 2 即種類數。 

3.  毛毛蟲段數 2P = 時，黑、白各佔一端，故種類數只有2種。 

4.  毛毛蟲段數 3P = 時，影響因子為頭、尾兩端的節數，故種類數=黑分2段的方法數 2 。

節數 N= ，黑、白各佔一半，故黑的節數
2

N
= 。故種類數

1
2

2 1 2 2
N

C N
−

−=  = − 。 

5.  毛毛蟲段數 4 時，影響因子增為 2個，黑與白穿插排列， 

故種類數=黑分段的方法數白分段的方法數 2 。 

(1)  分段模式為偶數，黑、白段數相同，黑、白段數都等於
2

P
段，黑、白節數都等於

2

N

節；故種類數
1 1

2 2

1 1
2 2

2
N N

P PC C
− −

− −
=   。 

(2)  分段模式為奇數， 2P 會出現餘數1，以黑為頭、尾思考，黑比白多1，餘數可加在

黑的段數。 
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 P為奇數，令黑的段數
2

1
P 
  

= + ，白的段數
2

P 
  

= ，總段數
2 2

1
P P

P   
      

= + + = ，高斯符

號 ，解決了毛毛蟲段數 P為奇數的問題。 

 但若P為偶數，黑的段數+白的段數
2 2

1 1
P P

P   
      

= + + = + ，總段數多1。(矛盾) 

(3)  為了不影響偶數黑、白皆等於
2

P
，高斯天花板⌈ ⌉與高斯地板⌊ ⌋解決了奇數段黑、

白段數「差 1」的問題；即黑的分段模式
2

P 
  

= ，白的分段模式
2

P 
  

= 。 

  

P為奇數，
2 2

P P
P   

      
+ = ； 

例 7P = ， 7 7

2 2
4 3 7   

      
+ = + =  

P 為偶數，
2 2

P P
P   

      
+ = ， 

例 6P = ， 6 6

2 2
3 3 6   

      
+ = + =   

6.  故黑、白節數相同，段數 4 ， N 節黑白毛毛蟲分成P 段的種類數
1 1

2 2

1 1
2 2

2
N N

P P
C C

− −

   − −   
   

=   。 

7.  分別代入 2P = 與 3P = 的特殊狀況， 

(1)  以 2P = 代入，
1 1 1 1

2 2 2 2
1 1 1 12 2

1 1
2 2

2 2 1 1 2 2
N N N N

C C C C
− − − −

− −   − −   
   

  =   =   = 。  

(2)  以 3P = 代入，
1 1 1 1

2 2 2 2
2 1 1 13 3

1 1
2 2

2
2 2 ( 1) 1 2 2

N N N N
N

C C C C N
− − − −

− −   − −   
   

  =   = −   = − 。 

(3)  與前頁(六) 3.與(六) 4.節推論相符，故 2,3P = 亦適用 N 節分成P段的種類數公式。 

8.  因此黑、白節數相同的 N 節毛毛蟲分成P段的種類數
1 1

2 2

1 1
2 2

2
N N

P P
C C

− −

   − −   
   

=   。 

二、如果毛毛蟲黑、白節數不同，黑m 節、白n節毛毛蟲分成 P 段的種類數應做如何修正？ 

(一) 2段：黑、白各佔一端，故種類數只有 2 種。 

(二) 3段：影響因子為頭、尾兩端的節數。 

黑的在 2端，白的在中間。 白的在2端，黑的在中間。 

  

1.  因黑、白節數不同，黑在兩端的種類數與白在兩端種類數不同，故需分開計數。 

2.  黑m 節，分頭尾 2段方法數 1

2 1

mC −
−= ；白 n 節，分頭尾 2 段方法數 1

2 1

nC −
−= 。 

3.  黑白毛毛蟲分3段的種類數=黑分兩段的方法數+白分兩段的方法數 1 1

2 1 2 1

m nC C− −
− −= + 。 
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(三) 4段：排列方式為黑白黑白，或白黑白黑。 

黑白黑白 白黑白黑 

  

1.  黑白黑白的種類數 1 1

2 1 2 1

m nC C− −
− −=  ；白黑白黑的種類數 1 1

2 1 2 1

n mC C− −
− −=  。 

2.  故毛毛蟲分 4段的種類數 1 1 1 1 1 1

2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2m n n m m nC C C C C C− − − − − −
− − − − − −=  +  =   。 

(四) 5 段：排列方式為黑白黑白黑，或白黑白黑白。 

黑白黑白黑 白黑白黑白 

  

1.  「黑白黑白黑」的種類為黑分成3段，白的分2段，種類數 1 1

3 1 2 1

m nC C− −
− −=  ； 

「白黑白黑白」的種類為白分成 3 段，黑的分 2 段，種類數 1 1

3 1 2 1

n mC C− −
− −=  。 

2.  故黑m 節，白 n 節分5段的種類數 1 1 1 1

3 1 2 1 3 1 2 1

m n n mC C C C− − − −
− − − −=  +  。 

(五) 黑m 節、白n節毛毛蟲分成 P 段的種類數。 

定理 3：黑m 節、白 n 節毛毛蟲分成 P段的種類數為 1 1 1 1

1 1 1 1
2 2 2 2

m n n m

P P P P
C C C C− − − −

       − − − −       
       

 +  。 

說明： 

1.  由3段、4段、5段的例子，可看出毛毛蟲的種類數，因段數的奇、偶而有不同的模式。 

2.  若段數為偶數，因段數同為
2

P
段，故無論黑在頭，或白在頭，不影響種類數計算，故 

黑、白毛毛蟲種類數 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 2

2m n n m m n

P P P P P PC C C C C C− − − − − −

− − − − − −
=  +  =   。 

3.  若段數為奇數，在頭尾兩端的段數多 1 時，則因黑、白節數不同，會影響種類數計

數，故黑、白毛毛蟲種類數 1 1 1 1

1 1 1 1
2 2 2 2

m n n m

P P P P
C C C C− − − −

       − − − −       
       

=  +  。 

4.  若段數為偶數，
2 2 2

P P P
= =   

      
，故偶數段的黑、白毛毛蟲亦適用奇數種類數算法， 

即種類數 1 1 1 1

1 1 1 1
2 2 2 2

m n n m

P P P P
C C C C− − − −

       − − − −       
       

=  +  。 

5.  故將黑m 節、白 n 節毛毛蟲分成 P段的種類數 1 1 1 1

1 1 1 1
2 2 2 2

m n n m

P P P P
C C C C− − − −

       − − − −       
       

=  +  。 
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三、如果將毛毛蟲的問題轉化成黑、白珠子做環狀排列，珠子數、段數與種類數的關係會產

生什麼變化？(先以黑、白珠數相同思考) 

(一) 環狀排列的種類數計數。 

定義1：環狀排列，指黑、白珠子沿著圓周排列，因此不計較珠子排列的實際位置，只考

慮相關位置，換句話說，旋轉後結果相同就視為同一種。 

說明： 

    

圖2 1−   圖2 2−  圖2 3−  圖2 4−  

1.  圖2 1− 當目標珠   從11點鐘位置順時鐘旋轉60 至3點鐘位置，與圖2 2− 相同。故 

圖2 1− 與圖2 2− 屬於同一種環狀排列。 

2.  圖2 3− 當目標珠   從11點鐘位置順時鐘旋轉180 至5點鐘位置，與圖2 4− 相同，故 

圖 2 3− 與圖2 4− 兩者屬於同一種環狀排列。 

3.  故黑、白珠子沿著圓周排列，不計較珠子排列的實際位置，只考慮相關位置，換句話

說，旋轉後結果相同就視為同一種環狀排列。 

4.  環狀排列沒有頭、尾考量，故計算種類數時，只需考慮直線中黑為頭的排列方式做環

狀排列時因旋轉出現的變化即可。 

(二) 環狀分段排列的奇、偶數段思考 

性質1：環狀分段排列只會出現偶數段。 

說明： 

1.  圖中「｜」為直線排列轉換為環狀排列的頭、尾交接處(起始位置為11點鐘位置)。 

    

    

圖 2 5−  圖2 6−  圖2 7−  圖2 8−  
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2.  圖2 5− ：直線為 2段，環狀分段排列時，頭尾相接為不同色，故同為 2段。 

3.  圖2 6− ：直線為3段，環狀分段排列時，頭尾相接為同色，故環狀排列為2段。 

4.  圖2 7− ：直線為 4段，環狀分段排列時，頭尾相接為不同色，故同為 4段。 

5.  圖 2 8− ：直線為5段，環狀分段排列時，頭尾相接為同色，故環狀排列為4段。 

6.  黑、白珠環狀排列因頭尾銜接，所出現的段數只有偶數段，沒有奇數段。 

(三) 2段：黑、白各佔一半，黑、白珠數不論，都只會出現 1 種環狀排列的連接方式。 

    

圖2 9−  ( 4顆) 圖2 10−  ( 6 顆) 圖2 11− (8顆) 圖2 12−  (10顆) 

(四) 4段：黑、白各分2段 

1.  以8珠為例：
8

4
2
= ，4珠分2段，4 1 3 2 2 3 1= + = + = + (3種方式)。 

(1) 列出所有分段模式的組合。、、…，、、…分別代表黑、白珠的數量。 

白  黑 1 3−  2 2−  3 1−   

     
1 3−   

--- 

圖 2 13−  

--- 

圖 2 16−  

--- 

圖2 19−  

2 2−  
--- 

圖2 14−  

--- 

圖 2 17−  

--- 

圖2 20−  

圖2 13−  圖2 14−  圖2 15−  圖2 16−  圖2 17−  

    

 

3 1−   
--- 

圖2 15−  

--- 

圖 2 18−  

--- 

圖2 21−  

底色相同代表同種的環狀排列  圖2 18−  圖2 19−  圖2 20−  圖2 21−   

(2)黑珠1段＋白珠1段視為1組，若 2組相同，表示可轉換為同種的環狀排列。 

以圖 2 13− ---與圖 2 21− ---為例， 2組黑白連接方式同為「黑1白1」與

「黑3白3」。設12點鐘位置為直線轉換環狀的起始點，圖2 13− 起始點位置的順時

鐘由12點鐘位置轉到3點鐘，就與圖2 21− 相同。 

這種旋轉後結果相同，就視為同一種環狀排列(定義1 )。故圖 2 13− 與圖2 21− 轉換後

環狀排列相同。 

(3) 8珠分 4段有3 3 9 = ，9種直線排列，除了圖2 17− ， 2組黑、白珠連接方式同為2黑

2白外，其餘連接方式都兩兩相同，故9種直線排列，可轉換為5種環狀分段排列模

式。 
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2.  10珠：
10

5
2
= ，5珠分 2段， 5 1 4 2 3 3 2 4 1= + = + = + = + 。 

(1) 列出所有分段模式的組合，分析環狀排列是否同種。 

(2) 10珠 4段有黑白各有 4種分段模式，穿插組合成4 4 16 = 種直線分段模式。 

黑 
白  1 4−  2 3−  3 2−  4 1−   

   
1 4−  

--- 

圖2 22−  

--- 

圖2 26−  

--- 

圖2 29−  

--- 

圖2 25−  

2 3−  
--- 

圖2 23−  

--- 

圖2 27−  

--- 

圖2 28−  

--- 

圖2 24−  

圖2 22−  圖2 23−  圖2 24−  圖2 25−  

    

3 2−   
--- 

圖2 24−  

--- 

圖2 28−  

--- 

圖2 27−  

--- 

圖2 23−  

4 1−  
--- 

圖2 25−  

--- 

圖2 29−  

--- 

圖2 26−  

--- 

圖2 22−  圖2 26−  圖2 27−  圖2 28−  圖2 29−  

(3)由8珠分 4段說明可知，將黑珠1段＋白珠1段視為1組，若2組相同，表示可轉換為同

種的環狀排列。例：---與---轉換環狀為同種(圖2 22− )。 

---與---轉換環狀為同種(圖2 23− )。 

(4)  故10珠 4段，可找到16種連接方式兩兩相同的有8種，故共有
4 4

8
2


= 種環狀排列。 

(五) 6 段：黑、白各分3段。 

1.  8珠：
8

4
2
= ， 4珠分3段，即4 1 1 2 1 2 1 2 1 1= + + = + + = + + 。 

(1)  列出所有分段模式的組合，分析是否同種。 

白  黑 1 1 2− −   1 2 1− −   2 1 1− −   圖2 30−  圖2 31−  圖2 32−  

1 1 2− −  ----- ----- ----- 

   

1 2 1− −   ----- ----- ----- 

2 1 1− −   ----- ----- ----- 

(1) 黑+白各1段視為1組，每種連接模式有3組，3組排列經同向推移後若為相同的連接

方式，就可轉換為同種的環狀排列。 

例：-----、-----與-----，這3種黑、白珠連接模

式，經同向往前推移後，會發現為相同的連接方式，故轉換環狀排列為同種。 

由圖2 30− 可看出這3種連接方式轉換環形，只在起始點位置不同而已。 

(2)黑、白各有3種分段模式，穿插組合成3 3 9 = 種模式。6 段有3組黑、白組合。 

故轉換成環狀排列有
3 3

3
3


= 種。故8珠6 段共有

3 3
3

3


=  種環狀排列。 
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2.  10珠：
10

5
2
= ，5珠分3段，即 

5 1 1 3 1 3 1 3 1 1 1 2 2 2 2 1 2 1 2= + + = + + = + + = + + = + + = + + 。 

(1)  5珠分3段有6 種分段模式，列出所有分段模式的組合，分析是否同種。 

黑 1 1 3− −  1 3 1− −  3 1 1− −  1 2 2− −  2 2 1− −  2 1 2− −  

1 1 3− −  ----- ----- ----- ----- ----- ----- 

1 3 1− −  ----- ----- ----- ----- ----- ----- 

3 1 1− −  ----- ----- ----- ----- ----- ----- 

1 2 2− −  ----- ----- ----- ----- ----- ----- 

2 2 1− −  ----- ----- ----- ----- ----- ----- 

2 1 2− −  ----- ----- ----- ----- ----- ----- 

(2)  與8珠6 段相同，可觀察黑白各1段的3組排列，經同向推移後是否相同，就可知道

轉換成環形是否為同種。 

(3)黑、白各有6 種分段模式，穿插組合成6 6 36 = 種模式。6 段有3組黑、白組合，故 

10珠分6 段的環狀排列有
6 6

12
3


=  種。 

3.  黑、白珠分6 段有3組黑、白組合，可觀察這3組黑、白組合，經同向推移後是否為相

同的連接方式，就可知道轉換成環狀是否為同種。 

(六) 8 段：黑、白各分4段。 

1.  8珠：
8

4
2
= ，4 1 1 1 1= + + + ，黑珠＋白珠視為1組，8段有4組。每組

皆為1黑1白，故8珠分8段的環狀排列只有1種連接模式。(如圖2 33− ) 
 

圖2 33−  

2.  10珠：
10

5
2
= ，5珠分 4段，即5 1 1 1 2 1 1 2 1 1 2 1 1 2 1 1 1= + + + = + + + = + + + = + + + ( 4種)  

(1)  列出所有分段模式的組合，分析是否同種。 

  黑  1 1 1 2− − −   1 1 2 1− − −   1 2 1 1− − −   2 1 1 1− − −   

1 1 1 2− − −  ------- ------- ------- ------- 

1 1 2 1− − −  ------- ------- ------- ------- 

1 2 1 1− − −  ------- ------- ------- ------- 

2 1 1 1− − −  ------- ------- ------- ------- 

白 

白 
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(2)  10珠分8段，黑、白各有 4種分段模式，穿插組合成4 4 16 = 種模式。 

(3)  黑珠＋白珠視為1組，8段有 4組黑白組合， 4組排列推移後若相同，可視為相同的

連接方式，故10珠分8段共有
4 4

4
4


= 種環狀排列方式。(如圖2 34− ~ 圖2 37− 所示) 

    
圖2 34−   圖2 35−   圖2 36−   圖2 37−  

(七) 10段： 

1.  10珠：
10

5
2
= ，5珠分5段，即5 1 1 1 1 1= + + + + ，1 種分段方式。 

2.  黑+白珠視為1組，10段有5組，每組都為1黑+ 1白，故10珠10段只有

1 種環狀排列方式。(如圖2 38− 所示) 

圖2 38−   

 

(八) 整理2 ~ 10段環狀分段排列數的發現 

1.  環狀分段排列數，不需考慮黑、白易位會增加排列數，故轉換環狀排列前的直線排列

只需考慮因黑、白分段所穿插而成的直線排列。 

2.  2n珠分 2p 段的直線分段排列數 1 1

1 1

n n

p pC C− −
− −=  。 

3.  由2 ~10段分析的圖示可看出，將黑+白(黑、白各一段)視為1組，觀察組的推移是否

相同，就可得知該種直線排列方式經環狀轉換後是否相同。 

4.  在正常的狀況下，有幾組黑白的組合，就會出現幾組轉換後相同的環狀分段排列， 

故 2n珠分 2p 段的環狀分段排列數 1 1

1 1

1n n

p pC C
p

− −
− −=   。 

5.  但在8珠 4段卻出現了一個例外，8珠 4段( 4n = ， 2p = ) 若代入環狀分段排列數公式

4 1 4 1

2 1 2 1

1

2
C C− −

− −  ，會出現無法整除，故無法直接套用我們找到的環狀分段排列數公式。 

是否將環狀分段排列數公式修正為 1 1

1 1

1n n

p pC C
p

− −
− −

 
  

 
，就能適用所有2n珠分2p 段的環

狀分段排列數，引起我們的疑問，因此在下一節，做了進一步的討論。 
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四、10珠以內，除了8 珠4段以外，其餘的環狀排列都適用 × ×n-1 n-1

p-1 p-1

1
C C

p
，是否修正為

 
  

 

n-1 n-1

p-1 p-1

1
C C

p
，就能適用所有 2n珠分 2 p 段的情況？ 

(一) 比較10珠以內，n和 p 的關係及是否適用環狀分段公式 × ×n-1 n-1

p-1 p-1

1
C C

p
的情形。 

1.  當 2p = (分 2段)或 n p= (珠數與段數相同)，其環狀排列方式都等於1，故不列入分析。 

2.  ( , ) (3,2)n p = 、 (5,2) 、 (4,3) 、 (5,3)、 (5,4) 適用環狀分段公式 1 1

1 1

1n n

p pC C
p

− −
− −  。 

( , ) (4,2)n p = 不適用環狀分段公式 1 1

1 1

1n n

p pC C
p

− −
− −  。 

3.  比較兩者的差異，前者 ( , )n p 關係為互質，即 ( , ) 1n p = ；後者為 ( , ) (4,2) 2 1n p = =  ，

( , )n p 有公因數。當 ( , ) 1n p = 時，不會出現循環排列，故環狀分段數 1 1

1 1

1n n

p pC C
p

− −
− −=   。 

4.  我們依此整理出定理 4。 

定理4：當 ( , ) 1n p = ， 2n珠分2p 段的環狀分段排列數為 1 1

1 1

1n n

p pC C
p

− −
− −  。 

5.  當 ( , ) 1n p  時，直線的分段模式會出現循環節的分段模式。 

(1)  如 ( , ) (4,2) 2n p = = ，4 1 3 3 1 2 2= + = + = + (有3種將4珠分2段的模式) 

1 3+ 與3 1+ ， 2段的組合由不同珠數所組成，故屬於非循環分段模式，所有和非循

環分段模式連接而成的直線排列方式都是非循環的直線排列，都會出現 p 個轉換環

狀排列後同種的直線排列，故非循環的直線排列轉換成環狀需
1

p
 。 

(2)  2 2+ ， 2段的組合由相同元素組成，我們可以把它視為同數組合，也可將它看作 2

個循環節的分段模式，同數組合只會出現 1 種直線排列，故轉換成環狀也只有 1 種。 

6.  循環模式的直線排列轉換成環狀模式需另做處理，無法直接套用 1 1

1 1

1n n

p pC C
p

− −
− −  公式， 

應如何修正？我們擴大我們的觀察至 20珠。 
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(二) 整理12珠 ~ 20珠分 2 p 段，即n = 6 ~ 10分 p 段循環排列的環狀轉換模式 

1. gcd( )n, p = f ，且 f 為質數 

(6,4) 2=   6 1 2 1 2= + + +  

2 1 2 1= + + +  

 

分段模式為 2個循環節的組合。 

6 2 3 = (每個循環節的值)，4 2 2 = (每個循環節段數) 

3 1

2 1 2C −
− = ，有 2種直線分段模式。 

轉換成環狀 3 1 3 1

2 1 2 1

1

2
C C− −

− −=   。 

(8,6) 2=   

 

8 1 1 2 1 1 2= + + + + +  

1 2 1 1 2 1= + + + + +  

2 1 1 2 1 1= + + + + +    

分段模式為 2個循環節的組合。 

8 2 4 = (每循環節的值)，6 2 3 = (每循環節段數) 

4 1 3

3 1 2 3C C−
− = = ，有 3 種直線分段模式。 

轉換成環狀 4 1 4 1

3 1 3 1

1

3
C C− −

− −=   。 

(9,6) 3=   9 1 2 1 2 1 2= + + + + +  

2 1 2 1 2 1= + + + + +   

 

分段模式為3個循環節的組合。 

9 3 3 = (每循環節的值)，6 3 2 = (每循環節段數) 

3 1 2

2 1 1 2C C−
− = = ，有 2 種直線分段模式。 

轉換成環狀 3 1 3 1

2 1 2 1

1

2
C C− −

− −=   。 

(10,4) 2=   10 2 3 2 3= + + +  

3 2 3 2= + + +  

1 4 1 4= + + +  

4 1 4 1= + + +   

分段模式為 2個循環節的組合。 

10 2 5 = (每循環節的值)， 4 2 2 = (每循環節段數) 

5 1 4

2 1 1 4C C−
− = = ，有4種直線分段模式。 

轉換成環狀 5 1 5 1

2 1 2 1

1

2
C C− −

− −=   。 

(10,6) 2=   10 1 1 3 1 1 3= + + + + +  

1 3 1 1 3 1= + + + + +  

3 1 1 3 1 1= + + + + +  

1 2 2 1 2 2= + + + + +  

2 2 1 2 2 1= + + + + +  

2 1 2 2 1 2= + + + + +  

分段模式為 2個循環節的組合。 

10 2 5 = (每循環節的值)，6 2 3 = (每循環節段數) 

5 1 4

3 1 2 6C C−
− = = ，有6 種直線分段模式。 

轉換成環狀 5 1 5 1

3 1 3 1

1

3
C C− −

− −=   。 

(1) ( , )n p f= ， f 為質數，故循環分段模式只有「 f 循環」一種。 

(2)  f 為 n 的因數， f 可等分 n 為 f 個，故 f 循環每循環節的值為
n

f
；  

f 為 p 的因數， p 可等分為 f 個循環節，每循環節為
p

f
段。 
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(3)  循環的直線分段模式可想成將
n

f
珠分成

p

f
段的方法，故循環的直線分段模式

1

1

n

f

p

f

C
−

−
= 。 

循環的直線排列數
1 1

1 1

n n

f f

p p

f f

C C
− −

− −
=  ，會出現

p

f
個轉換環狀排列後同種的直線排列，故轉

換成環狀排列數

2
1

1

n

f

p

f

f
C

p

−

−

 
=  
 
 

。 

(4)除循環的直線排列外，其餘的直線的分段模式都是 

將 n 珠分成 p 段，即非循環直線分段排列數

2
1

1 2

1
1

( )

n

n f

p p

f

C C
−

−
−

−

 
= −  

 
 

， 

轉換成環狀分段排列數

2
1

1 2

1
1

1
( )

n

n f

p p

f

C C
p

−
−
−

−

   = −    
   

。依此我們得到定理5。 

定理5 ： ( , )n p f= 且 f 為質數， 

2n珠分 2p 段的環狀分段排列數為

2 2
1 1

1 2

1
1 1

1
( )

n n

n f f

p p p

f f

f
C C C

p p

− −
−
−

− −

     −  +        
     

。  

2. ( )n, p = f ， f 為質數，且 f = p。 

( , )n p p=   (6,2) 2=   (6,3) 3=   (8,2) 2=   (9,3) 3=   (10,2) 2=   (10,5) 5=   

分段模式 6 3 3= +  6 2 2 2= + +   8 4 4= +   9 3 3 3= + +   10 5 5= +   10 2 2 2 2 2= + + + +   

(1) p 為質數，故只會出現1種循環的分段模式。 

例 (8,2) 2= ，會出現 2個循環節的分段模式，即8 4 4= + 。 

  (9,3) 3= ，會出現3個循環節的分段模式，即9 3 3 3= + + 。 

(2) f 是n 的因數， f 可等分n 值為 f 個，故 f 循環每循環節的值為
n

f
；  

f p= ， p 等分為 f 個循環節，每循環節為 1
p p

f p
= = 段。 

換句話說， f 個循環節中，每個循環節只出現1個
n

f
，故循環的分段模式為同數組合。 

(3)  同數組合的分段模式只有1種直線排列，故轉換成環狀也是1種。 
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(4)  扣除同數組合的模式後，其餘的「非循環的分段模式」都是 

將 n 值分成 p 段，轉換成環狀排列為 1 1

1 1

1
( 1)n n

p pC C
p

− −
− − −  。 

(5)  故環狀分段排列數為 1 1

1 1

1
( 1) 1n n

p pC C
p

− −
− − −  + 。依此我們得到定理5.1。 

 定理5.1： ( , )n p f= ， f 為質數，且 f p= ，則 

2n珠分 2p 段的環狀分段排列數為 1 1

1 1

1
( 1) 1n n

p pC C
p

− −
− − −  + 。 

(6) 定理5.1為定理5的特例，兩者循環分段模式都只有 f 個循環節，因 f p= ， f 個循環

節中，每個循環節只出現1個
n

f
，故循環的分段模式為同數組合。 

故( , )n p f= ， f 為質數，且 f p= ，亦可套用定理5的模式求得環狀分段排列數。 

3.  ( )n, p = f ，f 為合數， f 的因數中只有1個質因數𝒇𝟏。 

(1)  在 20珠的分段模式只出現在16珠8段 ( 8n = ， 4p = )，故以這個狀況觀察。 

(2)  ( , ) (8,4) 4n p = = ， 4的因數有1、2、4，因數 2和4都會出現循環排列。 

 4個循環節

模式 

8 2 2 2 2= + + +   

 

8 4 2 = (每循環節的值)，4 4 1 = (每循環節的段數) 

2 1 2 1

1 1 1 1 1C C− −
− − = ，有1種組合模式(直線排列)。 

轉換成環狀 1= 。 

 2個循環節

模式 

8 1 3 1 3= + + +  

3 1 3 1= + + +  

22 22= + + +  

8 2 4 =  (每循環節的值)，4 2 2 = (每循環節的段數) 

4 1

2 1 3C −
− = ，有3種直線分段模式。 

2是4的因數，其中1種分段模式與 4個循環節模式相

同，故直線分段排列數需扣除4個循環節模式的直線

排列 4 1 4 1

2 1 2 1 1C C− −
− −=  − 。 

轉換成環狀 4 1 4 1

2 1 2 1

1
( 1)

2
C C− −

− −=  −  。 

(3)  因數1屬於非循環，非循環需扣除循環的直線排列再進行環狀轉換，因為4循環模式

為 2 循環模式的子循環，故非循環部分的環狀排列 8 1 8 1 4 1 4 1

4 1 4 1 2 1 2 1

1
( )

4
C C C C− − − −

− − − −=  −   。 

(4)  ( , ) (8,4) 4n p = = ，環狀分段排列數 ( ) ( ) 
2 2

8 1 4 1

4 1 2 1

1

4
C C− −

− −= −  ( ) 
2

4 1

2 1

1
1

2
C −

−+ −  1+ 。 
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定理6 ： ( , )n p f= ， f 為合數， f 的因數中只有 1 個質因數
1f 。 

則 2n珠分 2p 段的環狀分段排列數為 

( ) 1

1

2
12

1

1
1

1
n

fn

p p

f

C C
p

−
−
−

−

   
−    

   

1 2

1 2

2 2
1 1

1

1 1

n n

f f

p p

f f

f
C C

p

− −

− −

     + −        
     

 

2

2

2 2
1 1

2

1 1

n n

f f

p p

f f

f
C C

p

− −

− −

     + −       
    

2
1

1

n

f

p

f

f
C

p

−

−

 
+  
 
 

。 

說明： 

1.  ( , )n p f= ， f 為合數， f 的因數中只有 1 個質因數
1f (如圖)。 

f 的因數有 1、
1f 、

2f 與 f ，故循環排列包括 f 循環，
1f 循環與

2f 循環的分段模式。 

2.  f 的因數都等於質因數
1f 的 k 次方，如圖

1f 為質數，則 2

2 1( )f f= ， 3

1( )f f= ， 

故 f 循環是
2f 和

1f 循環的「子循環」，
2f 循環是

1f 循環的「子循環」， 

循環排列數需扣除最大子循環再進行環狀分段排列數的轉換。 

(1) f 循環的分段模式
1

1

n

f

p

f

C
−

−
= ，即每循環節的值

n

f
= ，每循環節的段數

p

f
= ， 

直線排列數
1 1

1 1

n n

f f

p p

f f

C C
− −

− −
=  ，故環狀分段排列數

2
1

1

n

f

p

f

f
C

p

−

−

 
=  
 
 

。 

(2)  
2f 循環分段模式 2

2

1

1

n

f

p

f

C
−

−
= ；直線排列數 2 2

2 2

1 1

1 1

n n

f f

p p

f f

C C
− −

− −
=  ； f 循環是

2f 循環的「子循

環」，
2f 循環作環狀轉換時，需先扣除 f 循環直線分段排列數再進行環狀轉換。 

即
2f 循環的環狀分段排列數 2

2

2 2
1 1

2

1 1

n n

f f

p p

f f

f
C C

p

− −

− −

     = −       
    

。 

(3)  1f 循環分段模式 1

1

1

1

n

f

p

f

C
−

−
= ；直線排列數 1 1

1 1

1 1

1 1

n n

f f

p p

f f

C C
− −

− −
=  ； 2f 循環是 1f 循環的最大子循

環，
1f 循環作環狀轉換時，需先扣除

2f 循環直線分段排列數再進行環狀轉換。 

即 1f 循環的環狀分段排列數 1 2

1 2

2 2
1 1

1

1 1

n n

f f

p p

f f

f
C C

p

− −

− −

     = −        
     

。 
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(4)  非循環排列數需扣除循環排列數再進行環狀轉換，因 f 循環與
2f 循環是

1f 循環的

「子循環」，故非循環直線排列進行環狀轉換時，只需扣除
1f 循環的直線排列即可。 

非循環環狀分段排列數 ( ) 1

1

2
12

1

1
1

1
n

fn

p p

f

C C
p

−
−
−

−

   = −    
   

。 

3. ( , )n p f= ， f 為合數， f 的因數中只有 1 個質因數
1f 。 

則 2n珠分 2p 段的環狀分段排列數 

＝非循環環狀分段排列數＋
1f 循環、

2f 循環和 f 循環環狀分段排列數。 

( ) 1

1

2
12

1

1
1

1
n

fn

p p

f

C C
p

−
−
−

−

   = −    
   

1 2

1 2

2 2
1 1

1

1 1

n n

f f

p p

f f

f
C C

p

− −

− −

     + −        
     

2

2

2 2
1 1

2

1 1

n n

f f

p p

f f

f
C C

p

− −

− −

     + −       
    

2
1

1

n

f

p

f

f
C

p

−

−

 
+  
 
 

。 

(三) ( , ) =n p f ， f 的因數中有 2 個質因數
jf 與

kf 。 

定理7： ( , )n p f= ，
j kf f f=  ，且

jf 與
kf 為 2 個相異質數。 

則 2n珠分 2p 段的環狀分段排列數為 

        ( )
2 2 2

1 1 12
1

1
1 1 1

1
j k

j k

n n n

f fn f

p p p p

f f f

C C C C
p

− − −
−
−

− − −

          − + −               

 

2 2
1 1

1 1

j

j

n n

f jf

p p

f f

f
C C

p

− −

− −

     
 + −         

2 2
1 1

1 1

k

k

n n

f f k
p p

f f

f
C C

p

− −

− −

     + −       
    

2
1

1
+

n

f

p

f

f
C

p

−

−

 
 

 
 

。 

說明： 

1.  若 ( , )n p f= ，
j kf f f=  ，且

jf 與
kf 為 2 個相異質數。 f 的因數由大到小依序為 f 、

jf 、
kf 和 1。 

以 18n = ， 12p = 為例。(18,12) 6= ，6 2 3=  ，2與3為質數，6 的因數有6 、3、2、1。 

2.  則循環分段模式有 f 個循環節、
jf 個和 kf 個循環節模式。每個循環排列的分段模式需

注意子循環直線分段排列數的扣除。 

jf 和 kf 是 f 的因數，所以 f 循環是
jf 循環的子循環，也是 kf 循環的子循環。 
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(1) (18,12) 6= 的循環分段模式有6 個循環節、3個循環節和2個循環節模式。 

(2) 6 個循環節模式：每循環節的值 18 6 3=  = ，每個循環節的段數 12 6 2=  = 。 

18 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 ...= + + + + + + + + + + + =   

直線分段模式有
18

1
26

12 1
1

6

2C C
−

−
= = (種)。轉換成環狀 2 6

2 2
12

=  = 。 

(3) 3個循環節模式：每循環節的值 18 3 6=  = ，每個循環節的段數 12 3 4=  = 。 

18 1 1 1 3 1 1 1 3 1 1 1 3 ...= + + + + + + + + + + + = (3個循環節模式) 

  1 2 1 2 1 2 ..1 2 1 2 1 2 .+ + += + + + + + + + + = (子循環6 個循環節模式) 

直線分段模式有
18

1
53

12 3
1

3

10C C
−

−
= = (種)，6 個循環節是3個循環節分段模式的子循環，轉

換環形時須先扣除6 個循環節的直線排列數，故循環排列數 22 3
(10 ) 24

12
2−=  = 。 

(4) 2個循環節模式：每循環節的值 18 2 9=  = ，每循環節的段數 12 2 6=  = 。 

24 1 1 1 1 1 4 1 1 1 1 1 4 ...= + + + + + + + + + + + = ( 2個循環節模式) 

  1 2 1 2 1 2 ..1 2 1 2 1 2 .+ + += + + + + + + + + = (子循環6 個循環節模式) 

直線分段模式有
18

1
82

12 5
1

2

56C C
−

−
= = (種)，6 個循環節是2個循環節分段模式的子循環，轉

換環形時須先扣除6 個循環節的直線排列數，故轉換成環狀排 22 2
(56 ) 522

12
2 =−=  。 

3.  非循環排列數需扣除循環排列數再進行環狀轉換， f 的因數有 2 個質因數
jf 與

kf ，故 

循環的直線排列數，需扣除
jf 與

kf 循環的直線排列數的聯集。 

18n = ， 12p = 的直線分段模式為 18 1 17

12 1 11 12376C C−
− = = 。 

非循環直線分段排列需扣除 2循環與3循環直線分段排列數的聯集， 

即{ 2循環＋3循環－6 循環}，再進行環狀轉換。 

故非循環模式直線排列 ( )
2 22

18 1818
1 112

18 1 3 62
12 1 12 12 12

1 1 1
3 2 6

1
12763512

12
C C C C

− −−−
−

− − −

       
 = − + −  =     
        

。 

4. ( , )n p f= ，
j kf f f=  ，且

jf 與 kf 為 2 個相異質因數。 

則 2n珠分 2p 段的環狀分段排列數＝「 2n珠分2p 段直線分段排列－
jf 與 kf 直線分段

排列的聯集所轉換的環狀排列」的非循環排列，和
jf 、

kf 和 f 循環排列，轉換的環狀

分段排列數的和。 



23 
 

5.故2n珠分 2p 段的環狀分段排列數＝ 

( )
2 2 2

1 1 12
1

1
1 1 1

1
j k

j k

n n n

f fn f

p p p p

f f f

C C C C
p

− − −
−
−

− − −

          = − + −               

2 2
1 1

1 1

j

j

n n

f jf

p p

f f

f
C C

p

− −

− −

     
 + −         

2 2
1 1

1 1

k

k

n n

f f k
p p

f f

f
C C

p

− −

− −

     + −       
    

2
1

1
+

n

f

p

f

f
C

p

−

−

 
 

 
 

。 

36珠分24段( 18n = ， 12p = )環狀排列方法數 

( )
2 22

18 1818
1 112

18 1 3 62
12 1 12 12 12

1 1 1
3 2 6

1

12
C C C C

− −−−
−

− − −

       
 = − + −      
        

22
1818

11
62

12 12
1 1

2 6

2

12
C C

−−

− −

    + −    
     

 

2 2
18 18

1 1
3 6

12 12
1 1

3 6

3

12
C C

− −

− −

     + −     
     

2
18

1
6

12
1

6

6

12
C

−

−

 
 

 
12764060= 。 

五、黑珠、白珠數目不同( m 個黑珠，n個白珠)，環狀分段排列數公式應如何修正？ 

(一) 循環模式直線分段排列的條件 

1.  循環模式直線分段排列的條件有2： 

(1) 每循環節黑珠、白珠的值相等。 (2) 每循環節的段數相等。 

2.  當黑、白珠等量時， ( , )n p f= ，同時滿足了循環模式直線排列的2個條件：  

(1) f 為 n 的因數，故 f 能等分 n 為 f 個
n

f
，即每循環節的黑珠＝白珠＝

n

f
。 

(2) f 為 p 的因數，故 f 能等分 p 為 f 個
p

f
，即每循環節黑珠的段數＝白珠的段數＝

p

f
。 

3.  由於黑、白珠的環狀分段排列只會出現偶數段，故黑珠的段數＝白珠的段數，換句話

說段數不會因黑、白珠珠數不同而改變。 

4.  故當黑、白珠不等量時，出現「 f 個循環節」的直線分段模式，需滿足3個條件： 

(1) m 個黑珠能等分為 f 個，即每循環節黑珠的值為
m

f
。 

(2) n 個白珠能等分為 f 個，即每循環節白珠的值為
n

f
。 

(3) p 段能等分為 f 個，即每循環節的段數同為
p

f
段。 

5.  換句話說m 、 n 、 p 需同時能被 f 整除，才會出現 f 個循環節的直線排列。 

故當黑、白珠不等量時，循環模式直線分段排列的條件為 ( , , )m n p f= ( 1)f  。 
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(二) 黑珠、白珠數目不同，直線分段排列數 

1.  環狀分段排列為偶數段(性質1)，分 2p 段的環狀分段排列，黑、白各分 p 段，黑、白

珠穿插排列，直線排列數＝( m 個黑珠分 p 段的排列數)×( n 個白珠分 p 段的排列數)。 

故直線分段排列數 1 1

1 1

m n

p pC C− −
− −=  。 

2.  循環排列受 ( , , )m n p f= ， f 性質的影響，而有不同循環節的分段模式。可套用黑、白

珠數相同，因 f 值的性質，而產生的不同循環節模式。 

(三) 黑珠、白珠數目不同，環狀分段排列數整理如下： 

定理8 ： ( , , )m n p f= ， 1f = ，則 ( )m n+ 珠分 2p 段環狀排列數為 1 1

1 1

1m n

p pC C
p

− −
− −  。  

說明： 

根據定理4，當珠數與段數的最大公因數 1f = ，不會出現循環分段模式， 

故環狀分段排列數＝直線分段排列數
1

p
 。 

定理8.1： ( , , )m n p f= ，且 f 為質數，則 ( )m n+ 珠分2p 段環狀排列數為 

1 1 1 1
1 1

1 1
1 1 1 1

1
m n m n

m n f f f f

p p p p p p

f f f f

f
C C C C C C

p p

− − − −
− −
− −

− − − −

 
 −   +   

 
 

。 

說明： 

1.  根據定理5 ，當珠數與段數的最大公因數 f 為質數，循環分段模式只會出現 f 個循環

節的模式，故環狀分段排列數＝非循環和 f 循環兩者的環狀分段排列數的和。 

2.  非循環分段排列數需扣除 f 循環直線分段排列數再進行環狀轉換。 

定理8.2： ( , , )m n p f= ， f 為合數， f 的因數中只有 1 個質因數
1f ，  

則 ( )m n+ 珠分 2p 段環狀排列數為 

         1 1 1 1 2 2

1 1 1 1 2 2

1 1 1 1 1 1
1 1 1
1 1

1 1 1 1 1 1

1
m n m n m n

f f f f f fm n

p p p p p p p p

f f f f f f

f
C C C C C C C C

p p

− − − − − −
− −
− −

− − − − − −

   
 −   +  −     

   
   

。 

2 2

2 2

1 1 1 1 1 1
2

1 1 1 1 1 1

m n m n m n

f f f f f f

p p p p p p

f f f f f f

f f
C C C C C C

p p

− − − − − −

− − − − − −

 
+  −   +   
 
 

。 

說明： 
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1.  根據定理6 ， f 的因數都等於質因數
1f 的 k 次方，如圖

1f 為質數，則 2

2 1( )f f= ，

3

1( )f f= ，故 f 循環是
2f 和

1f 循環的「子循環」，
2f 循環是

1f 循環的「子循環」。 

循環分段排列數需扣除最大子循環再進行環狀分段排列數的轉換。 

2.  非循環分段排列數則扣除
1f 循環的直線分段排列數再進行環狀轉換。 

定理8.3： ( , , )m n p f= ，
j kf f f=  ，且

jf 與
kf 為 2 個相異質數。 

則(m＋n)珠分 2p 段環狀排列數 

1 1 1 1 1 1
1 1

1 1
1 1 1 1 1 1

1
j j k k

j j k k

m n m n m n

f f f fm n f f

p p p p p p p p

f f f f f f

C C C C C C C C
p

− − − − − −
− −
− −

− − − − − −

   
  −  +  −   
    

 

1 1 1 1

1 1 1 1

j j

j j

m n m n

f f jf f

p p p p

f f f f

f
C C C C

p

− − − −

− − − −

 
 +  −  
 
 

1 1 1 1

1 1 1 1

k k

k k

m n m n

f f f f k
p p p p

f f f f

f
C C C C

p

− − − −

− − − −

 
+  −   
 
 

1 1

1 1

m n

f f

p p

f f

f
C C

p

− −

− −
+   。 

說明：  

根據定理7，當 f 的因數包含 2 個相異質因數
jf 與

kf 時，與其他狀況最大的差異在於 

非循環直線分段排列數需扣除的循環分段直線排列數為「
jf 與

kf 循環直線分段排列數的

聯集」，再進行環狀分段排列數的轉換。 

(四) 黑、白珠數相同是黑珠、白珠數目不同的特例，故黑、白珠數相同環狀分段排列數亦

可由黑珠、白珠數目不同的環狀分段排列數公式求得。 

肆、討論 

一、環狀分段排列公式的整合 

(一) 與「不盡相異物的環狀排列公式」[3]同為將不產生子循環的直線排列數轉換為環狀排

列，故我們套用該文獻中的定理六公式，整理出推論1。 

推論1： ( , , )m n p f= ， f 的因數由小到大依序為 1 2, ,... kf f f ，不同循環節的直線排列所成

的集合依序為 1 2, ,..., kS S S ，則m n+ 珠分 2p 段的環狀分段排列數為
1

k
i i

i

f S

p=


 。 

說明： 
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1.  黑、白珠的環狀分段排列數因珠數( m 與 n )與段數 p 的最大公因數 f 的性質，而有非循

環和各種循環分段模式。 

2.  每一個 f 的因數
if ，都對應一種

if 個循環節的分段模式，若 1if = ，則分段模式為非循

環模式。 

3.  每種直線分段排列數的集合
iS ，進行環狀轉換時，都需將直線排列數 if

p
 ，即 iS × if

p
。 

4.  故m n+ 珠分 2p 段的環狀分段排列數可以
1

k
i i

i

f S

p=


 表示。 

5.  以 18m = ， 12n = ， 6p =  為例 

(1)  (18,12,6) 6= ，6 的因數由小到大依序為1,2,3,6。 

(2) 1if = ，m 直線分段模式為 18 1 17

6 1 5 6188C C−
− = = ； n 直線分段模式為 12 1 11

6 1 5 462C C−
− = = 。 

2if = ，m 直線分段模式為
18

1
82

6 2
1

2

28C C
−

−
= = ； n 直線分段模式為

12
1

52
6 2

1
2

10C C
−

−
= = 。 

3if = ，m 直線分段模式為
18

1
53

6 1
1

3

5C C
−

−
= = ； n 直線分段模式為

12
1

33
6 1

1
3

3C C
−

−
= = 。 

6if = ，m 直線分段模式為
18

1
26

6 0
1

6

1C C
−

−
= = ； n 直線分段模式為

12
1

16
6 0

1
6

1C C
−

−
= = 。 

(3) 1if = ，為非循環排列； 1S = 6188 462 (28 10 5 3 1) 2858562 −  +  − = ； 

轉換成環狀排列
1

2858562 476427
6

=  = 。 

2if = ，為 2個循環節模式的排列。 2S (28 10 1 1) 279=  −  = ； 

轉換成環狀排列
2

(28 10 1 1) 93
6

=  −   = 。 

3if = ，為3個循環節模式的排列。 3S (5 3 1 1) 14=  −  = ； 

轉換成環狀排列
3

(5 3 1 1) 7
6

=  −   = 。 

6if = ，為6 個循環節模式的排列。 6S 1 1 1=  = ； 

轉換成環狀排列
6

1 1 1
6

=   = 。 
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(4)  環狀排列＝
1

k
i i

i

f S

p=


 ＝ 1 2 3 6

1 2 3 6
S S S S

p p p p
 +  +  +   

            
1 2858562 2 279 3 14 6 1

476528
6 6 6 6

   
= + + + = 。 

二、與「不盡相異物的環狀排列公式」的差異[3]  

(一) 文獻討論 k 類物品，每類依序有
1 2, ,..., kx x x 個，

1 2( , ,..., )=kx x x d ，最大公因數d 值決定

不同循環節個數的循環排列。最大公因數的產生為 k 類物品的不同個數。 

(二) 本作品最大公因數「 f 」的產生除了不同物品的相異個數( m 與 n )，還加入與物品不

同性質的「段數 p 」這個元素。 

(三) 將段數 p 與相異物m 、 n ，兩種不同性質的元素取其最大公因數，解決了環狀分段排

列數最關鍵的循環數列的發現，是我們的創舉，也是本研究最值得自豪的地方。 

伍、結論 

一、黑白毛毛蟲的種類數是以顏色區隔做段落數的依據，計數毛毛蟲的種類數，所以第一個

要解決的就是找到「n節分 p 段」的方法數。 

我們以長條格從間隔線做切割的思考，順利找到了 n 節分 p 段的方法數為 1

1

n

pC −
− 。 

二、黑白毛毛蟲的段落因黑白相間的顏色變化而產生，故方法數的計數可將「n節分 p 段的

方法數」以二維的思考求得分段的種類數。 

三、黑白毛毛蟲受黑白節數多寡與段數奇、偶的影響，而有不同的分段種類數。 

(一) 我們提出了高斯天花板   和高斯地板   解決段數奇、偶的差異。 

(二) m 節黑色和 n 節白色所組成的毛毛蟲，種類數為 -1 -1 -1 -1

-1 -1 -1 -1
2 2 2 2

m n n m

P P P P
C C C C

       
       
       

 +  。 

(三) m n+ 節毛毛蟲分段的種類數公式亦適用黑、白節數相同毛毛蟲的種類數。 

 



28 
 

四、m 個黑珠，n個白珠，分成 2 p 段的環狀排列，因黑珠、白珠的「珠數」與「段數」的

公因數，而有不同循環節個數的循環排列。 

(一) 若 ( , , )m n p f= ， 1f = ，不會出現循環分段模式，故 ( )m n+ 珠分2p 段環狀排列數為

1 1

1 1

1m n

p pC C
p

− −
− −  。 

(二) 若 ( , , )m n p f= ，且 f 為質數，會出現 f 循環模式，非循環模式需先扣除循環模式的直

線排列再進行轉換，故 ( )m n+ 珠分 2p 段環狀排列數為 

1 1 1 1
1 1

1 1
1 1 1 1

1
m n m n

m n f f f f

p p p p p p

f f f f

f
C C C C C C

p p

− − − −
− −
− −

− − − −

 
 −   +   

 
 

。 

(三) 若 ( , , )m n p f= ， f 為合數， f 的因數中只有 1 個質因數
1f   

則 ( )m n+ 珠分 2p 段環狀排列數為

1 1 1 1 2 2

1 1 1 1 2 2

1 1 1 1 1 1
1 1 1
1 1

1 1 1 1 1 1

1
m n m n m n

f f f f f fm n

p p p p p p p p

f f f f f f

f
C C C C C C C C

p p

− − − − − −
− −
− −

− − − − − −

   
 −   +  −     

   
   

 

2 2

2 2

1 1 1 1 1 1
2

1 1 1 1 1 1

m n m n m n

f f f f f f

p p p p p p

f f f f f f

f f
C C C C C C

p p

− − − − − −

− − − − − −

 
+  −   +   
 
 

。 

(四) ( , , )m n p f= ，
j kf f f=  ，且

jf 與
kf 為 2 個相異質數。 

則(m＋n)珠分 2p 段環狀排列數為 

1 1 1 1 1 1
1 1

1 1
1 1 1 1 1 1

1
j j k k

j j k k

m n m n m n

f f f fm n f f

p p p p p p p p

f f f f f f

C C C C C C C C
p

− − − − − −
− −
− −

− − − − − −

   
  −  +  −   
    

 

1 1 1 1

1 1 1 1

j j

j j

m n m n

f f jf f

p p p p

f f f f

f
C C C C

p

− − − −

− − − −

 
 +  −  
 
 

1 1 1 1

1 1 1 1

k k

k k

m n m n

f f f f k
p p p p

f f f f

f
C C C C

p

− − − −

− − − −

 
+  −   
 
 

1 1

1 1

m n

f f

p p

f f

f
C C

p

− −

− −
+   。 

(五) f 的質因數個數增加時，文氏圖 ) (Venn diagram 可幫助我們釐清「非循環的直線分段排

列數」與每個「循環的直線分段排列數」該扣除的直線分段排列數。 

(六) 環狀分段排列的整合 

( , , )m n p f= ， f 的因數由小到大依序為 1 2, ,... kf f f ，不同循環節的直線分段排列集合依

序為
1 2, ,..., kS S S ，則m n+ 珠分 2p 段環狀排列數為

1

k
i i

i

f S

p=


 。 

(七) 黑、白珠數不同的環狀分段排列數公式亦適用黑、白珠數相同的環狀分段排列數。 
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陸、未來展望 

一、多色的直線分段排列與環狀分段排列 

(一) 目前我們的研究止於毛毛蟲顏色為黑、白 2色的研究，但我們曾對增加毛毛蟲的顏色

為 3色加以探討。我們發現： 

1.  3色的直線分段排列，無法直接套用 2色的直線分段排列。 

(1) 2色的直線分段排列數＝(黑分段的方法數)(白分段的方法數) 2。 

(2) 3色的直線分段排列數(第3色為紅色為例) 

≠(黑分段的方法數)(白分段的方法數) (紅分段的方法數)3。 

2.  以分6 段為例，兩色是黑、白相間，6 為偶數，故黑的段數＝白的段數＝3；顏色排列

只會出現黑、白易位，故只要將(黑分3段的方法數)(白分3段的方法數)2，就可以

得到種類數，顏色排列只要簡單的「2」就解決。 

3.  若顏色增為3色，3色分6 段。

6 3 2 1 3 1 2 2 1 3 2 3 1 1 3 2 1 2 3 2 2 2= + + = + + = + + = + + = + + = + + = + + ，就有7 種顏色分

段排列模式。 

6 3 2 1= + + ，3色分段模式的意思是「黑的分3段，白的分2段，紅的1段」，我們先需

找出黑3段，白 2段，紅1段的顏色排列有幾種方式。 

4.我們以樹狀圖找出黑3段，白 2段，紅1段有 10 種。 

(1) 黑、白、紅易位，又有6 種變化，即 

黑3、白 2、紅1，黑3、白1、紅2， 

白3、黑 2、紅1，白3、紅1、黑2， 

紅3、黑 2、白1，紅3、白1、黑2共6 種。 

(2)每種顏色變化都有10種顏色排列模式， 

故顏色排列模式有60 種，每種顏色分段模式， 

再依節數分3段、 2段、1段去求種類數。 

圖 4-1：黑 3段，白 2段，紅 1段 

顏色排列樹狀圖 
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(3)以黑、白、紅節數相同的15節毛毛蟲為例，6 3 2 1= + + 顏色分段模式，每種顏色分

段模式有因節數的分段模式又有 5 1 5 1 5 1

3 1 2 1 1 1 24C − − −
− − −  =C C 變化， 

故種類數＝ ( )5 1 5 1 5 1

3 1 2 1 1 1 60 1440C − − −
− − −   =C C 。 

(4)  6 2 2 2= + + 用樹狀圖畫出共有 30 種黑、白、紅的顏色排列模式，加上節數分段的

變化，種類數 ( )5 1 5 1 5 1

2 1 2 1 2 1 30 1920C C C− − −
− − −=    = 。 

(5)  故黑、白、紅節數相同的15節毛毛蟲分6 段的種類數 1440 1920 3360= + = 。 

(二) 若增加毛毛蟲的顏色為3色以上要先解決顏色的分段排列，再解決節數的分段排列。 

我們受限於時間和目前的能力，卡關在顏色的變化需以樹狀圖一一畫出，無法整理出

一個具體而簡單的公式來解決，相信突破了這點，3色以上的直線分段排列與環狀排

列，應可以 2色的研究為基礎繼續深入探討。 

(三) 所以多色的直線分段排列與環狀分段排列，應該是個有趣而迷人的問題，值得深入探

討。 

柒、參考資料 

[1]  游森棚 (2021)。森棚教官的數學題－黑白毛毛蟲。科學研習期刊第60 卷第3期。 

[2]  林柏均、曾愷威、潘祈睿 (2017)。閃爍燈之循環性質研究與探討。全國中小學第57 屆

科展高中組數學科作品。取自 https://twsf.ntsec.gov.tw/activity/race-1/57/pdf/050409.pdf 

[3]  王世勛、李陽明 (2006)。不盡相異物的環狀排列。科學教育月刊第292 ,29-38。 

https://twsf.ntsec.gov.tw/activity/race-1/57/pdf/050409.pdf
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探討兩種相異物排列的組合問題，以節數、段數與種類的探討

為主軸，由相同節數直線排列，到相異節數直線排列，再到環狀排

列。作者循序漸進，觀察少量例子之後找出計算模式，進而修正為

一般式，再整合出環狀分段排列數的公式。作者以巧妙的圖示清晰

呈現想法與做法，輔以例子具體說明，條理井然，論證嚴謹，深富

研究精神。 
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黑白有段



研究過程

題目源自森棚教官的數學題－黑白毛毛蟲

每隻毛毛蟲從頭到尾巴，恰好可以分成兩段黑

色及兩段白色。

但是相鄰的兩段如果是同色，其實看起來是一

整段同樣顏色，例如“黑白白黑”的毛毛蟲，

其實只有3段顏色，而“白白黑黑”毛毛蟲，
只有2段顏色。

題目中提到用「顏色來分段」這種分法，引起

我們的興趣，因此我們決定鎖定這個方向作為

我們的研究主題，進行科展研究。…

研究動機

圖1：研究架構圖

1



1. 節數(𝑵)：毛毛蟲身上從頭到腳分成的環節數。

2. 段數(𝑷)：以顏色區分毛毛蟲的段落數(同色相鄰為同段)。

3. 循環排列：直線排列方式出現循環式相同的排列。以8珠分4段為例

…非循環排列

…2個循環節排列，簡稱2循環。

4. 子循環：16珠分8段，若排列方式為

 依排列方式，可分成2個循環節排列，

但每個循環節中出現循環排列，那我們就需把

 的黑、白珠排列視為4個循環節模式。

我們稱4循環的分段模式是２循環的子循環。
2

圖2：毛毛蟲段數與節數



3

𝒏節分𝒑段的方法數為 𝑪𝒑−𝟏
𝒏−𝟏

1. 黑、白毛毛蟲，黑與白穿插排列，故種類數=黑分段的方法數×白分段的方法數× 2。

2. 偶數段黑、白各
𝑃

2
段，奇數段以黑在兩端思考，即黑為

𝑃

2
段，白為

𝑃

2
段。

以長條格分割思考𝒏節分𝒑段的方法數

黑、白節數相同的𝑵節毛毛蟲分成𝑷段的種類數

定理 1

黑、白節數相同的𝑵節毛毛蟲分𝑷段的種類數為2倍的𝑪 𝑷

𝟐
−𝟏

𝑵

𝟐
−𝟏

× 𝑪 𝑷

𝟐
−𝟏

𝑵

𝟐
−𝟏

。定理 2

圖3：4格切2段 圖4：4格切3段

表1-1：黑3段白2段 (黑在頭、尾) 表1-2：黑2段白3段(白在頭、尾)



(一) 毛毛蟲種類數，若段數為奇數，無法如節數相同毛毛蟲，以黑在頭的模式2求得總類數。

(二)總類數=黑在頭尾的種類數+白在頭尾的種類數= 𝐶 𝑃

2
−1

𝑚−1 × 𝐶 𝑃

2
−1

𝑛−1 + 𝐶 𝑃

2
−1

𝑛−1 × 𝐶 𝑃

2
−1

𝑚−1 。

𝑃為奇數，
𝑃

2
+

𝑃

2
= 𝑃。

例𝑃 = 7，
7

2
+

7

2
= 4 + 3 = 7。

𝑃為偶數，
𝑃

2
+

𝑃

2
= 𝑃。

例𝑃 = 6，
6

2
+

6

2
= 3 + 3 = 6。

4

表3：段數奇、偶與高斯符號

以高斯天花板 與高斯地板 解決奇、偶段數的差異

黑白節數不同，毛毛蟲分𝑷段的種類數

黑m節、白n節毛毛蟲分𝑷段的種類數為 𝑪 𝑷

𝟐
−𝟏

𝒎−𝟏 × 𝑪 𝑷

𝟐
−𝟏

𝒏−𝟏 + 𝑪 𝑷

𝟐
−𝟏

𝒏−𝟏
𝑪 𝑷

𝟐
−𝟏

𝒎−𝟏
定理 3

表4-1：黑4節白3節分5段(黑在頭、尾) 表4-2：黑4節白3節分5段(白在頭、尾)



圖5 圖6 圖7 圖8

圖6：直線為3段，頭、尾同色，
故轉換為環狀段數由3轉為2。

圖8 ：直線為5段，頭、尾同色，
故轉換為環狀段數由5轉為4。

故環狀分段排列只會出現偶數段。

5

白 黑 1-1-2 1-2-1 2-1-1 圖 9 圖 10 圖 11
1-1-2 ----- ----- -----

1-2-1 ----- ----- -----

2-1-1 ----- ----- -----

1.  每一種直線排列由3組(黑＋白)的段落組成，3組(黑＋白)段落，經過推移可產生3種直線排列。

2.  3種直線排列若轉換成環狀排列，屬於同種。故環狀排列數=直線排列數÷ 3 =
3×3

3
=3。

表5：8珠分6段直線排列與環狀排列(黑、白各4珠)

環狀分段排列只會出現偶數段。性質 1

𝟐𝒏珠分𝟐𝒑段的環狀分段排列數

當(n,p)=1，2n珠分2p段的環狀排列數為 ∁𝒑−𝟏
𝒏−𝟏 × ∁𝒑−𝟏

𝒏−𝟏 ×
𝟏

𝒑
。定理 4



當(n,p)=f， f 為質數；2n珠分2p段的環狀排列數為

∁𝒑−𝟏
𝒏−𝟏 𝟐

− ∁𝒑
𝒇
−𝟏

𝒏

𝒇
−𝟏

𝟐

×
𝟏

𝒑
+ ∁𝒑

𝒇
−𝟏

𝒏

𝒇
−𝟏

𝟐

×
𝒇

𝒑
。

1.以(6,4)=2為例，6和4都能被2整除，故會出現2個循環節的分段模式。

即6=1+2+1+2=2+1+2+1；每個循環節的值= 6 ÷ 2 = 3，

每個循環節有 4 ÷ 2 = 2段。故循環的分段模式= C2−1
3−1=2。

2. 𝑛, 𝑝 = 𝑓，𝑓為質數，會出現一種𝑓個循環節的循環分段模式。

3. 𝑓是𝑛和𝑝的因數，𝑓可等分𝑛和𝑝，即每循環節的值為𝑛 ÷ 𝑓 =
𝑛

𝑓
；每循環節有𝑝 ÷ 𝑓 =

𝑝

𝑓
段，

循環的直線分段模式可想成將
𝑛

𝑓
珠分成

𝑝

𝑓
段段的方法，即分段模式為𝐶𝑝

𝑓
−1

𝑛

𝑓
−1
。

4. 𝑓循環的直線排列數為𝐶𝑝
𝑓
−1

𝑛

𝑓
−1
× 𝐶𝑝

𝑓
−1

𝑛

𝑓
−1
，會出現

𝑝

𝑓
個轉換環狀排列後為同種

的直線排列，故轉換成環狀排列數為𝐶𝑝
𝑓
−1

𝑛

𝑓
−1
× 𝐶𝑝

𝑓
−1

𝑛

𝑓
−1
×

𝑓

𝑝
。

5. 非循環排列需扣除循環排列的直線數再進行環狀轉換。 6

定理 5

圖 17：𝑓為質數

圖 16：𝑛 = 6，𝑝 = 4



1. 𝑛, 𝑝 = 𝑓，𝑓為合數， f 的因數中只有1個質因數𝑓1，

則每個循環的分段模式都是𝑓1的k次方。

2. 每種循環的直線排列，都是另一個循環排列的子循環。

3. 轉換成環狀排列數前直線排列數可直接扣除最大的子循環再進行

環狀排列數的轉換。

4.  以(16,8)=8為例，分段模式有非循環和2、4、8個循環節分段模式。
分段模式包括16=1+1+1+1+1+1+1+9=... (非循環)
=1+1+1+5+1+1+1+5=…(2個循環節)
=1+3+1+3+1+3+1+3=…(4個循環) 
=2+2+2+2+2+2+2+2。(8個循環節分段模式) 7

定理 6

圖 20：𝑓 只有1質因數

圖 21：𝑛 = 16，𝑝 = 8

當(n,p)=f，f為合數， f的因數中只有1個質因數，則2n珠分2p段的環狀排列數為

∁𝒑−𝟏
𝒏−𝟏 𝟐

− ∁ 𝒑

𝒇𝟏
−𝟏

𝒏

𝒇𝟏
−𝟏

𝟐

×
𝟏

𝒑
+ ∁ 𝒑

𝒇𝟏
−𝟏

𝒏

𝒇𝟏
−𝟏

𝟐

− ∁ 𝒑

𝒇𝟐
−𝟏

𝒏

𝒇𝟐
−𝟏

𝟐

×
𝒇𝟏

𝒑
＋ ∁ 𝒑

𝒇𝟐
−𝟏

𝒏

𝒇𝟐
−𝟏

𝟐

− ∁𝒑
𝒇
−𝟏

𝒏

𝒇
−𝟏

𝟐

×
𝒇𝟐

𝒑

＋ ∁𝒑
𝒇
−𝟏

𝒏

𝒇
−𝟏

𝟐

×
𝒇

𝒑
。



當(n,p)=f，f為合數， f的因數中有2個質因數，則2n珠分2p段的環狀排列數為

∁𝒑−𝟏
𝒏−𝟏 𝟐

− ∁𝒑

𝒇𝒋
−𝟏

𝒏

𝒇𝒋
−𝟏

𝟐

+ ∁ 𝒑

𝒇𝒌
−𝟏

𝒏

𝒇𝒌
−𝟏

𝟐

− ∁𝒑
𝒇
−𝟏

𝒏

𝒇
−𝟏

𝟐

×
𝟏

𝒑
+ ∁𝒑

𝒇𝒋
−𝟏

𝒏

𝒇𝒋
−𝟏

𝟐

− ∁𝒑
𝒇
−𝟏

𝒏

𝒇
−𝟏

𝟐

×
𝒇𝒋

𝒑

+ ∁ 𝒑

𝒇𝒌
−𝟏

𝒏

𝒇𝒌
−𝟏

𝟐

− ∁𝒑
𝒇
−𝟏

𝒏

𝒇
−𝟏

𝟐

×
𝒇𝒌

𝒑
+ ∁𝒑

𝒇
−𝟏

𝒏

𝒇
−𝟏

𝟐

×
𝒇

𝒑
。

8

1. 𝑛, 𝑝 = 𝑓，𝑓有𝑓𝑗、𝑓𝑘，2個質因數。轉換成環狀排列，直線排列數

的扣除較複雜。

2. 非循環排列需扣除2質因數直線排列數的聯集。

3. 𝑓𝑗與𝑓𝑘循環節模式，都需扣除子循環𝑓循環的直線排列再轉換為環狀。

定理 7

黑、白珠數不同的環狀分段排列數

(一) 當黑、白珠不等量時，出現「𝑓個循環節」的分段模式則需滿足3個條件：

(1) 𝑚個黑珠能等分為𝑚

𝑓
個。(2)𝑛個白珠能等分為𝑛

𝑓
個。(3)𝑝段能等分為𝑝

𝑓
個。

(二) 故當黑、白珠不等量時，循環模式的直線分段排列條件為 𝒎,𝒏, 𝒑 = 𝒇。

圖 22：𝑓有2個質因數



1. 若(𝒎, 𝒏, 𝒑)＝1，則環狀分段排列數為∁𝒑−𝟏
𝒎−𝟏 × ∁𝒑−𝟏

𝒏−𝟏 ×
𝟏

𝒑
。

2. 若(𝒎, 𝒏, 𝒑)＝𝒇，且𝒇為質數，則環狀分段排列數為

∁𝒑−𝟏
𝒎−𝟏 × ∁𝒑−𝟏

𝒏−𝟏 − ∁𝒑
𝒇
−𝟏

𝒎

𝒇
−𝟏

× ∁𝒑
𝒇
−𝟏

𝒏

𝒇
−𝟏

×
𝟏

𝒑
+ ∁𝒑

𝒇
−𝟏

𝒎

𝒇
−𝟏

× ∁𝒑
𝒇
−𝟏

𝒏

𝒇
−𝟏

×
𝒇

𝒑
。

3.   若 𝒎,𝒏, 𝒑 = 𝒇，𝒇為合數，且𝒇的因數只有1個質因數，則環狀分段排列數為

∁𝒑−𝟏
𝒎−𝟏 × ∁𝒑−𝟏

𝒏−𝟏 − ∁ 𝒑

𝒇𝟐
−𝟏

𝒎

𝒇𝟐
−𝟏

× ∁ 𝒑

𝒇𝟐
−𝟏

𝒏

𝒇𝟐
−𝟏

×
𝟏

𝒑
+ ∁ 𝒑

𝒇𝟐
−𝟏

𝒎

𝒇𝟐
−𝟏

× ∁ 𝒑

𝒇𝟐
−𝟏

𝒏

𝒇𝟐
−𝟏

− ∁ 𝒑

𝒇𝟏
−𝟏

𝒎

𝒇𝟏
−𝟏

× ∁ 𝒑

𝒇𝟏
−𝟏

𝒏

𝒇𝟏
−𝟏

×
𝒇𝟐

𝒑

+ ∁ 𝒑

𝒇𝟏
−𝟏

𝒎

𝒇𝟏
−𝟏

× ∁ 𝒑

𝒇𝟏
−𝟏

𝒏

𝒇𝟏
−𝟏

− ∁𝒑
𝒇
−𝟏

𝒎

𝒇
−𝟏

× ∁𝒑
𝒇
−𝟏

𝒏

𝒇
−𝟏

×
𝒇𝟏

𝒑
+∁𝒑

𝒇
−𝟏

𝒎

𝒇
−𝟏

× ∁𝒑
𝒇
−𝟏

𝒏

𝒇
−𝟏

×
𝒇

𝒑
。

4.   若(𝒎, 𝒏, 𝒑)＝𝒇，𝒇為合數，且𝒇有𝟐個質因數，則環狀分段排列數為

∁𝒑−𝟏
𝒎−𝟏 × ∁𝒑−𝟏

𝒏−𝟏 − ∁ 𝒑

𝒇𝟐
−𝟏

𝒎

𝒇𝟐
−𝟏

× ∁ 𝒑

𝒇𝟐
−𝟏

𝒏

𝒇𝟐
−𝟏

+ ∁ 𝒑

𝒇𝟏
−𝟏

𝒎

𝒇𝟏
−𝟏

× ∁ 𝒑

𝒇𝟏
−𝟏

𝒏

𝒇𝟏
−𝟏

− ∁𝒑
𝒇
−𝟏

𝒎

𝒇
−𝟏

× ∁𝒑
𝒇
−𝟏

𝒏

𝒇
−𝟏

×
𝟏

𝒑

+ ∁ 𝒑

𝒇𝟐
−𝟏

𝒎

𝒇𝟐
−𝟏

× ∁ 𝒑

𝒇𝟐
−𝟏

𝒏

𝒇𝟐
−𝟏

− ∁𝒑
𝒇
−𝟏

𝒎

𝒇
−𝟏

× ∁𝒑
𝒇
−𝟏

𝒏

𝒇
−𝟏

×
𝒇𝟐

𝒑
+ ∁ 𝒑

𝒇𝟏
−𝟏

𝒎

𝒇𝟏
−𝟏

× ∁ 𝒑

𝒇𝟏
−𝟏

𝒏

𝒇𝟏
−𝟏

− ∁𝒑
𝒇
−𝟏

𝒎

𝒇
−𝟏

× ∁𝒑
𝒇
−𝟏

𝒏

𝒇
−𝟏

×
𝒇𝟏

𝒑
+ ∁𝒑

𝒇
−𝟏

𝒎

𝒇
−𝟏

× ∁𝒑
𝒇
−𝟏

𝒏

𝒇
−𝟏

×
𝒇

𝒑
。

m個黑珠n個白珠，分2p段的環狀分段排列數
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定理 8 系列

圖 23：𝐹為質因數

圖 24：1質因數

圖 25：2質因數



若將非循環模式視為「1」個循環節模式，則環狀分段排列數由𝑓1, 𝑓2, … 𝑓𝑘個分段模式的直線排列數

集合所轉換而成。

環狀分段排列數公式整合

一、長條格切割思考，幫助我們順利找到將𝒏節分𝒑段的方法數。

二、𝑵節毛毛蟲分𝑷段的種類數＝∁ 𝑷

𝟐
−𝟏

𝒎−𝟏 × 𝑪 𝑷

𝟐
−𝟏

𝒏−𝟏 + ∁ 𝑷

𝟐
−𝟏

𝒏−𝟏 × 𝑪 𝑷

𝟐
−𝟏

𝒎−𝟏 。

三、gcd(𝒎,𝒏, 𝒑) = 𝒇，𝒇的值決定循環節個數的循環排列。

四、文氏圖可幫助我們釐清「非循環」與「循環」直線分段排列數該扣除的子循環直線分段排列數。

五、𝒈𝒄𝒅(珠數、段數) = 𝒇， 𝒇的因數由小到大依序為𝒇𝟏 ,𝒇𝟐,…,𝒇𝒌，不同循環節排列

所成的集合依序為𝑺𝟏 ,𝑺𝟐,…,𝑺𝒌，則環狀分段排列數為 。 10

推論 1 𝒎,𝒏, 𝒑 = 𝒇，𝒇的因數由小到大依序為𝒇𝟏, 𝒇𝟐, … 𝒇𝒌，不同循環直線排列所成的集合，依序

為𝑺𝟏, 𝑺𝟐, … , 𝑺𝒌，則𝒎+ 𝒏珠分𝟐𝒑段的環狀排列數為 。

𝒊=𝟏

𝒌
𝒇𝒊 × 𝑺𝒊

𝒑



𝒊=𝟏

𝒌
𝒇𝒊 × 𝑺𝒊

𝒑



(一)  3色以上的直線分段排列，無法直接套用2色的方法求種類數。以單純的節數相同狀況為例，
種類數=(黑分段方法數)× (白分段方法數)×2，「 ×2」就是處理黑、白易位的顏色變化。

(二) 以3色分6段為例，就會出現6=3+2+1 =2+2+2，就有7種顏色排列模式。
所謂的6=3+2+1 ，是指分成6段的顏色是由黑3、白2、紅1段或黑3、白1、紅2段、…，等6種
顏色組合，每種顏色組合又因顏色排列順序不同，又有10種變化。

(三) 處理好顏色的變化，才能進入節數分段模式的處理，我們卡關在顏色的變化需以樹狀圖一一畫
出，相信突破了這點，3色以上的直線分段排列與環狀排列，應是值得繼續深入探討的好題材。

[1]  游森棚(2021) 。森棚教官的數學題－黑白毛毛蟲。科學研習月刊第60卷第3期。

[2]  林柏均等(2018)。閃爍燈之循環性質研究與探討。第57屆全國科展高中組。

[3] 王世勛、李陽明(2006) 。不盡相異物的環狀排列。科學教育月刊292,29-38。 11

多色的直線分段排列與環狀分段排列
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