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摘要 

從一個網路小遊戲出發，應用我們學習過的四則運算將題目加以改編。依據其課稅方

式，找出不同大小的矩形城鎮、不同的進入與離開地點，稅額最大值之最佳解。首先，我們

觀察並歸納行走路徑與稅額關係，提出九大性質並加以說明理由。接著，依據路徑與稅額關

係之性質找出最大稅額走法之最佳解。我們將路徑分為三階段，分段求取特定位置稅額之規

律，有效降低尋求規律的複雜度。我們也比較了正方形、長方形城鎮、順向、逆向行走之稅

額規律差異並分析其原因。最後針對該研究提出未來發展的方向與建議。 

壹、 前言 

一、研究動機 

有一次，我們在「遊戲學校」的網站上看到一個有趣的問題。題目是說： 

背包客進入一個方格棋盤狀的小鎮時，根據小鎮的規定每移動一格均需課稅。如圖 1-

2，背包客從 A 處進入，B 處離開。移動方式可以上下左右四個方向移動，但路線不得重複

經過。起始從 0 元開始計算。其課稅的方式如下(如圖 1-1)： 

 向右移動一格，現有稅額增加 2 元；  向上移動一格，現有稅額乘以 2； 

 向左移動一格，現有稅額減少 2 元；  向下移動一格，現有稅額除以 2。 

 
 

圖 1-1 圖 1-2 

以圖 1-2 為例：背包客從 A 進入後，先向右移動兩格經過位置①，稅金增加為 4 元；接下

來向下移動三格經過位置②，稅金變成4 ÷ 2 ÷ 2 ÷ 2 = 0.5；再往左移動一格經過位置③，

稅金變成-1.5；往上移動一格經過位置④，稅金變成-3；向右移動三格經過位置⑤，稅金變

為 3 元，最後向下移動兩格抵達 B 時，稅金剩下 0.75 元。 

這遊戲我們覺得很有趣，也跟我們學過的四則運算有關。試玩了一陣子之後，心想： 
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(一) 怎樣的走法可以收到最大的稅金？ 

(二) 從「A 往 B 移動」與「從 B 往 A 移動」是否有不同的最大值？ 

(三) 課到的稅金與移動的方式是否均有其規律性？ 

想到這裡就覺得問題相當有挑戰性，因此，就在好奇心的驅使之下，想以這個問題當

作今年的科展的題目。 

 

二、研究目的 

(一)、在𝑛𝑛 × 𝑛𝑛的正方形城鎮中，探討行走路徑與課稅額的關係 

(二)、在𝑛𝑛 × 𝑛𝑛的正方形城鎮中，從 A 到 B 順向行走時，探討課稅額最大值之最佳解 

(三)、在𝑛𝑛 × 𝑚𝑚的長方形城鎮中，從 A 到 B 順向行走時，探討課稅額最大值之最佳解 

(四)、在𝑛𝑛 × 𝑚𝑚的長方形城鎮中，從 B 到 A 逆向行走時，探討課稅額最大值之最佳解 

 

貳、研究設備與器材 

方格紙、電腦、計算機 

 

參、研究過程與方法 

一、研究架構圖 
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二、名詞解釋與符號定義 

(一) 在𝑛𝑛 × 𝑚𝑚的城鎮棋盤格中，共有 n 列、m 行。其中 n

與 m，是指城鎮大小的線條數。如圖 3-1，城鎮大小

為12 × 15。 

(二) 順向行走：從 A 藍色點處進入，從 B 橘紅色點離開

的走法。 

(三) 逆向行走：從 B 橘紅色點進入，從 A 藍色點離開的走法。 

(四) 中心圈：在行走路徑中，若依稅額最大值走法，隨著逆時針螺旋狀且由外而內到最

內圈圍成的正方形或長方形區域稱為中心圈。如圖 3-1 中綠色網底部分。 

(五) 右外轉折點：在中心圈右上方的行走路徑中，其方向為向上，接著再向左的轉折處

稱為右外轉折點，其位置以 C 表示。 

(六) 𝑺𝑺𝒏𝒏×𝒎𝒎、𝑹𝑹𝑺𝑺𝒏𝒏×𝒎𝒎：分別為經過計算後所得順向行走與逆向行走至終點的稅額最大值。 

(七) 𝑺𝑺𝒏𝒏×𝒎𝒎(𝑲𝑲)、𝑹𝑹𝑺𝑺𝒏𝒏×𝒎𝒎(𝑲𝑲)：分別為依稅額最大值走法，順向由 A 到位置 K 或逆向由 B

到位置 K 的稅額。 

 

肆、研究結果 

研究一：在𝒏𝒏 × 𝒏𝒏的正方形城鎮中，探討行走路徑與課稅額的關係 

    一開始，我們實際試走，發現背包客的課稅額若要為最大值時，與其行走路徑有一定的

關係。以下為我們發現並歸納出的一些性質： 

性質一：在行走路徑中，若逆時針方向繞圈，則稅額會增加；反之，若順時針繞圈，則稅

額會減少。 

理由：假設行走到城鎮中位置 I(不一定為起點 A)的稅額為 W。接下來繞行一圈回到位置 I： 

1.逆時針繞圈時，所經過的運算為除以 a、加 a、乘以 a、減 a。 

則最後的稅額為(W ÷ 2𝑎𝑎 + 2𝑎𝑎) × 2𝑎𝑎 − 2𝑎𝑎 = 𝑊𝑊 + 2𝑎𝑎(2𝑎𝑎 − 1) > 𝑊𝑊。 

2.順時針繞圈時，所經過的運算為加 a、除以 a、減 a、乘以 a。 

a a

a

aI

J K

L

圖 3-1 
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則最後的稅額為((W + 2𝑎𝑎) ÷ 2𝑎𝑎 − 2𝑎𝑎) × 2𝑎𝑎 = 𝑊𝑊 + 2𝑎𝑎(1 − 2𝑎𝑎) < 𝑊𝑊。 

由 1.、2.知：逆時針方向繞圈的稅額會增加；順時針方向繞圈的稅額會減少。 

舉例：以7 × 7的城鎮為例，從起點出發， 

逆時針繞一圈回到起點，稅額為(0 ÷ 26 + 2 × 6) × 26 − 2 × 6 = 756， 

順時針繞一圈回到起點，稅額為(2 × 6 ÷ 26 − 2 × 6) × 26 = −756。 

性質二：在行走路徑中，若逆時針方向繞的圈越大，則增加的稅額也越大。 

理由：由性質一知：若從位置 J 出發，在逆時針方向繞圈時，最後稅額為((W + 2𝑎𝑎) × 2𝑎𝑎 −

2𝑎𝑎) ÷ 2𝑎𝑎 = 𝑊𝑊 + 2𝑎𝑎(1 − 1
2𝑎𝑎

)。因 a 越大稅額越大，即繞圈越大，增加的稅額也越大。 

舉例：我們以7 × 7的城鎮為例，走法均為從起點 A 逆時針方向繞圈至終點 B。 

 

性質三：在逆時針行走路徑中，若繞圈的位置越靠左下方，其稅額越大。 

理由：  

1. 繞圈位置下方優於上方 

設𝐶𝐶𝐶𝐶���� = 1，𝐶𝐶𝐺𝐺���� = 𝑡𝑡，且繞圈大小為邊長 k 的正方形，則 A→B 的稅額 

S = ((2(1 + k) × 2𝑘𝑘 − 2𝑘𝑘) ÷ 2𝑘𝑘+𝑡𝑡 + 2(𝑛𝑛 − 1) =
2𝑘𝑘 + (2𝑘𝑘 − 1)𝑘𝑘

2𝑘𝑘+𝑡𝑡−1
+ 2(𝑛𝑛 − 1) 

因為 t 越小，則 S 越大，所以繞圈位置下方優於上方。 

2. 繞圈位置左方優於右方 

設𝐶𝐶𝐶𝐶���� = 𝑡𝑡，𝐶𝐶𝐺𝐺���� = 1，且繞圈大小為邊長 k 的正方形，則 A→B 的稅額 

S = ((2(t + k) × 2𝑘𝑘 − 2𝑘𝑘) ÷ 2𝑘𝑘+1 + 2(𝑛𝑛 − 𝑡𝑡) = 2𝑛𝑛 − 𝑡𝑡 −
𝑘𝑘

2𝑘𝑘
 

因為 t 越小，則 S 越大，所以繞圈位置左方優於右方。 

  由 1.、2.知：繞圈的位置越靠左下方，其稅額越大。 

舉例：以7 × 7的城鎮，逆時針方向繞4 × 4大小的圈。 

n-1

k

k

n-t

t k
k

1
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性質四：在順向行走逆時針繞圈路徑中，若繞圈後回到最左側(第一行)，之後再向下行走

時，則稅額會增加。 

理由：設圖(a)、圖(b)中 A→B 的稅額分別為𝑆𝑆1、𝑆𝑆2   因為 

𝑆𝑆1 = �(2(1 + 𝑘𝑘) × 2𝑘𝑘 − 2𝑘𝑘) ÷ 2𝑘𝑘+1 + 2(𝑛𝑛 − 1)� = �2𝑛𝑛 + 𝑘𝑘 −
𝑘𝑘

2𝑘𝑘
� − 1 

𝑆𝑆2 = �(2 ÷ 2𝑛𝑛−1 + 2𝑘𝑘) × 2𝑘𝑘 − 2(𝑘𝑘 + 1)� ÷ 2𝑘𝑘+1 + 2𝑛𝑛 = �2𝑛𝑛 + 𝑘𝑘 −
𝑘𝑘

2𝑘𝑘
� −

2𝑛𝑛−𝑘𝑘−1 − 1
2𝑛𝑛−1

> 𝑆𝑆1 

所以 繞圈後的路徑回到最左側(第一行)，之後再向下行走的稅額會增加。 

 

性質五：在逆時針行走路徑中，若繞的圈數越多，則稅額增加越多。 

 

性質六：在逆時針行走路徑中，若螺旋式繞行的圈數一定時，則由外而內繞行的稅額較由

內而外繞行的稅額大。 

理由：在逆向走法中，我們觀察，當𝑛𝑛 = 9時，設由內而外繞行的稅額為𝑆𝑆1；由外而內繞行的
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稅額為𝑆𝑆2，則 

𝑆𝑆1 = (−10 × 24 + 2 × 25 − 4 × 23 + 6 × 26 − 8 × 22 + 10 × 27 − 12 × 21 + 14 × 28) − 14 

𝑆𝑆2 = (−16 × 21 + 14 × 28 − 12 × 22 + 10 × 27 − 8 × 23 + 6 × 26 − 4 × 24 + 2 × 25) − 8 

因為  𝑆𝑆2 − 𝑆𝑆1 = 6 × 24 − 4(21 + 22 + 23) + 6 = 46 > 0      所以  𝑆𝑆2 > 𝑆𝑆1  

即   由外而內繞行的稅額較由內而外繞行的稅額大。  

因此，在逆向走法，當 n 為奇數時，設由內而外繞行稅額為𝑆𝑆1；由外而內繞行稅額為𝑆𝑆2，則 

因為  𝑆𝑆2 − 𝑆𝑆1 = (𝑛𝑛 − 3) × 2
𝑛𝑛−1
2 − 4 �21 + 22 + ⋯+ 2

𝑛𝑛−3
2 � + (𝑛𝑛 − 3) 

                             = (𝑛𝑛 − 7) × 2
𝑛𝑛−1
2 + 𝑛𝑛 + 5 > 0    (𝑛𝑛 ≥ 5)      

所以𝑆𝑆2 > 𝑆𝑆1，即由外而內繞行較由內而外繞行的稅額大。同理，n 為偶數及順向行走亦同。 

舉例：以8 × 8 城鎮順向行走、9 × 9 城鎮逆向行走為例 

    

S8×8 = 20.125 S8×8 = 21.1484375 RS9×9 = 5050 RS9×9 = 5096 

性質七：在逆時針行走路徑中，若繞圈進入中心圈的方向為向左進入，則稅額較大。 

理由：在進入中心圈的方向，我們分為以下四種情形： 

情形 1： 
向左進入中心圈 

情形 2： 
向上進入中心圈 

情形 3： 
向右進入中心圈 

情形 4： 
向下進入中心圈 

    

1. 在𝑛𝑛 × 𝑛𝑛的城鎮中，當𝑛𝑛為奇數時，發現四種情形只在位置 P 到 Q 的路徑是不同(藍色路徑)，
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其餘路徑皆相同。因此我們只要計算四種情形在位置 P 到 Q 的稅額，即了解之間的關係。 

2. 假設在位置 P(設稅額為 W)到位置 Q 的路徑下，其稅額為分別為𝑆𝑆1、𝑆𝑆2、𝑆𝑆3、𝑆𝑆4，並令𝐶𝐶𝐺𝐺���� =

𝑡𝑡(≥ 5)， 𝐾𝐾𝐾𝐾���� = 𝐹𝐹𝐺𝐺���� = 𝑡𝑡 − 1，則： 

【情形 1】𝑆𝑆1 = ����𝑊𝑊
8

+ 6� × 4 − 4� ÷ 2 + 2� × 4 − 2(𝑡𝑡 − 1)� ÷ 2 = 𝑊𝑊
2
− 𝑡𝑡 + 25 

【情形 2】𝑆𝑆2 = ����𝑊𝑊
8

+ 4� × 4 − 2� ÷ 2 + 4� × 4 − 2𝑡𝑡� ÷ 2 = 𝑊𝑊
2
− 𝑡𝑡 + 22 < 𝑆𝑆1 

【情形 3】𝑆𝑆3 = ����𝑊𝑊
4

+ 4� × 2 − 2� ÷ 4 + 4� × 8 − 2𝑡𝑡� ÷ 2 = 𝑊𝑊
2
− 𝑡𝑡 + 22 < 𝑆𝑆1 

【情形 4】𝑆𝑆4 = ���𝑊𝑊
8

+ 6� × 8 − 4� ÷ 4 + 2� × 2 − 2(𝑡𝑡 − 1) = 𝑊𝑊
2
− 2𝑡𝑡 + 28 < 𝑆𝑆1 

由以上四種情形知：當繞圈進入中心圈的方向為向左進入，則稅額較大。同理𝑛𝑛為偶數亦同 
舉例： 

 

性質八：在逆時針行走路徑中，在同一行(列)的兩位置中，若以ㄇ字型(及其對稱型)繞

行，其稅額比直線行走時大。 

理由：假設在位置 L 的稅額為 W，則直線行走，即 L→K 的稅額𝑆𝑆1 = 𝑊𝑊
2𝑎𝑎

 

而ㄇ字型繞行，即 L→I→J→K 的稅額𝑆𝑆2 = 𝑊𝑊−2𝑎𝑎
2𝑎𝑎

+ 2𝑎𝑎 = 𝑊𝑊
2𝑎𝑎

+ 2𝑎𝑎(1 − 1
2𝑎𝑎

) > 𝑆𝑆1 

即  ㄇ字型繞行，其稅額比直線行走時大。   同理，其對稱型亦同。 

    

a a

a

aI

J K

L

a a

a

aI

J K

L

a a

a

aI

J K

L

a a

a

aI

J K

L
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性質九：在長方形的行走路徑中，若從一頂點行走至對角頂點，則逆時針方向的稅額較順時

針方向的稅額大。 

理由：若為 I→K，假設在位置 I 的稅額為 W，則 

順時針行走，即 I→L→K 的稅額𝑆𝑆1 = 𝑊𝑊+2𝑎𝑎
2𝑏𝑏

= 𝑊𝑊
2𝑏𝑏

+ 2𝑎𝑎
2𝑏𝑏

 

逆時針行走，即 I→J→K 的稅額𝑆𝑆2 = 𝑊𝑊
2𝑏𝑏

+ 2𝑎𝑎 > 𝑆𝑆1 

即逆時針方向的稅額較順時針方向的稅額大。   同理，其對稱型亦同。 

    

𝐼𝐼 → 𝐾𝐾 𝐿𝐿 → 𝐽𝐽  𝐾𝐾 → 𝐼𝐼 𝐽𝐽 → 𝐿𝐿 

發現 

在性質九中，當𝑊𝑊 = 0，且 𝑎𝑎固定時，若𝑏𝑏越大，則𝑆𝑆2 − 𝑆𝑆1越大(兩路徑之稅額差距越大)。 

即順向走法中，起步先向下行走越多格後再向右一格，其稅額會越大。 

舉例： 9 × 9順向行走(性質九)與10 × 10逆向行走(性質八)的城鎮。 

 

研究二、在𝒏𝒏 × 𝒏𝒏的正方形城鎮中，從 A 到 B 順向行走時，探討課稅額最大值之最佳解 

我們應用研究一的性質找出稅額最大值及行走路徑的最佳解，整理成表 4-1、4-2。 

表 4-1  𝑛𝑛 = 2～16稅額最大值 

n × n 2 × 2 3 × 3 4 × 4 5 × 5 6 × 6 

S𝑛𝑛×𝑛𝑛 2 4 7 10.625 14.375 
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表 4-2   𝑛𝑛 = 2～16稅額最大值之行走路徑 

     

𝟐𝟐 × 𝟐𝟐 𝟑𝟑 × 𝟑𝟑 𝟒𝟒 × 𝟒𝟒 𝟓𝟓 × 𝟓𝟓 𝟔𝟔 × 𝟔𝟔 

     

𝟕𝟕 × 𝟕𝟕 𝟖𝟖 × 𝟖𝟖 𝟗𝟗 × 𝟗𝟗 𝟏𝟏𝟏𝟏 × 𝟏𝟏𝟏𝟏 𝟏𝟏𝟏𝟏 × 𝟏𝟏𝟏𝟏 

     

𝟏𝟏𝟐𝟐 × 𝟏𝟏𝟐𝟐 𝟏𝟏𝟑𝟑 × 𝟏𝟏𝟑𝟑 𝟏𝟏𝟒𝟒 × 𝟏𝟏𝟒𝟒 𝟏𝟏𝟓𝟓 × 𝟏𝟏𝟓𝟓 𝟏𝟏𝟔𝟔 × 𝟏𝟏𝟔𝟔 

 順向路徑之名詞定義  

為了方便描述與說明，因此，一開始我們先定義順向行走路徑中使用到的名詞以及特定位置： 

1. 右外轉折點：在中心圈右上方的行走路徑中，其方向為向

上，接著再向左的轉折處稱為右外轉折點，以 C 表示。如

圖 4-1 中黃底標示的位置𝐶𝐶1、𝐶𝐶2、𝐶𝐶3… 。 

2. 中心圈轉折點：經過最後一個右外轉折點後，路徑由位置 I

向左進入中心圈。之後離開中心圈後的第一個轉折處稱為

中心圈轉折點，以 J 標示。如圖 4-1 的紫色方塊處。 

3. 中心圈外框：行經最後一個右外轉折點後，繼續往中心圈繞行之路徑所形成的範圍，如圖

4-1 粉紅網底部分。                                           

n × n 7 × 7 8 × 8 9 × 9 10 × 10 11 × 11 

S𝑛𝑛×𝑛𝑛 18.40625 22.046875 26.0078125 30.0078125 33.978515625 

n × n 12 × 12 13 × 13 14 ×14 15 ×15 16 ×16 

S𝑛𝑛×𝑛𝑛 37.990234375 41.97998046875 45.990234375 49.9864501953125 53.9932861328125 

圖 4-1 
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仔細觀察稅額計算與行走路徑，我們將分為三個階段來討論稅額最大值。 

第一階段：起點至最後一個右外轉折點，也就是 A→𝐶𝐶𝑝𝑝(p 為右外轉折點的數量)，圖 4-1

中綠色路徑所標示。 

第二階段：最後一個轉折點至中心轉折點，也就是𝐶𝐶𝑝𝑝→I→J，圖 4-1 中藍色路徑所標示。 

第三階段：中心圈轉折點至終點，也就是 J→B，圖 4-1 中紅色路徑所標示。 

 第一階段  起點 A 開始 → 最後一個右外轉折點 𝐂𝐂𝒑𝒑  

 行走路徑規律  

我們尋求從起點出發到最後一個右外轉折點的稅額，首先要先尋求起步下降的格數

（如圖 4-1 左上角深綠色路段），設為 d，以及右外轉折點的數量，設為 p。我們依據不同邊

長數的正方形列表整理 d、值。 

表 4-3  𝑛𝑛 = 2~16行走路徑之起步下降格數與右外轉折點數量 

n 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 

d 0 0 0 0 1 1 2 2 3 3 4 4 

p 1 1 1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 

由表 4-3 中，我們歸納出規律 2-1、2-2。 

規律 2-1：在𝑛𝑛 × 𝑛𝑛城鎮中順向行走，若依稅額最大值走法，設起始下降格數為 d，則 

當 n 為奇數時，𝑑𝑑 = (𝑛𝑛 − 7) ÷ 2，；當 n 為偶數時，d= (𝑛𝑛 − 8) ÷ 2 ，𝑛𝑛 ≥ 7 

規律 2-2：在𝑛𝑛 × 𝑛𝑛城鎮中順向行走，設右外轉折點共有 p 個，若依稅額最大值走法，則 

當 n 為奇數時，𝑝𝑝 = (𝑛𝑛 − 5) ÷ 2，；當 n 為偶數時，𝑝𝑝 = (𝑛𝑛 − 6) ÷ 2 ，𝑛𝑛 ≥ 7 

 右外轉折點 𝐂𝐂𝒌𝒌 之稅額  

1. 我們尋求位置C1第一個右外轉折點也就是𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑛𝑛（𝐶𝐶1）的稅額公式。 

一開始，我們列出 n=7～12 時，位置𝐶𝐶1第一個右外轉折點的稅額 

n 為奇數 n 為偶數 

𝑆𝑆9×9(𝐶𝐶1) = (2 ÷ 2𝟔𝟔 + 2 × 𝟕𝟕) × 2𝟕𝟕 𝑆𝑆10×10(𝐶𝐶1) = (2 ÷ 2𝟕𝟕 + 2 × 𝟖𝟖) × 2𝟖𝟖 

𝑆𝑆11×11(𝐶𝐶1) = (2 ÷ 2𝟕𝟕 + 2 × 𝟗𝟗) × 2𝟗𝟗 𝑆𝑆12×12(𝐶𝐶1) = (2 ÷ 2𝟖𝟖 + 2 × 𝟏𝟏𝟏𝟏) × 2𝟏𝟏𝟏𝟏 

𝑆𝑆13×13(𝐶𝐶1) = (2 ÷ 2𝟖𝟖 + 2 × 𝟏𝟏𝟏𝟏) × 2𝟏𝟏𝟏𝟏 𝑆𝑆14×14(𝐶𝐶1) = (2 ÷ 2𝟗𝟗 + 2 × 𝟏𝟏𝟐𝟐) × 2𝟏𝟏𝟐𝟐 
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由以上各式，我們歸納出： 

(1) 當 n 為奇數時， 

𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑛𝑛(𝐶𝐶1) = �2 ÷ 2
𝒏𝒏+𝟑𝟑
𝟐𝟐 + 2 × (𝒏𝒏 − 𝟐𝟐)� × 2𝒏𝒏−𝟐𝟐 = 𝟐𝟐

𝒏𝒏−𝟓𝟓
𝟐𝟐 + (𝒏𝒏 − 𝟐𝟐) × 𝟐𝟐𝒏𝒏−𝟏𝟏 − − − − − −< 𝑨𝑨𝟏𝟏 > 

(2) 當𝑛𝑛為偶數時， 

𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑛𝑛(𝐶𝐶1) = �2 ÷ 2
𝒏𝒏+𝟒𝟒
𝟐𝟐 + 2 × (𝒏𝒏 − 𝟐𝟐)� × 2𝒏𝒏−𝟐𝟐 = 𝟐𝟐

𝒏𝒏−𝟔𝟔
𝟐𝟐 + (𝒏𝒏 − 𝟐𝟐) × 𝟐𝟐𝒏𝒏−𝟏𝟏 − − − − − −< 𝑩𝑩𝟏𝟏 > 

2. 接著用< 𝑨𝑨𝟏𝟏 > 、 < 𝑩𝑩𝟏𝟏 >繼續推導出位置𝐶𝐶2、𝐶𝐶3、𝐶𝐶4右外轉折點的稅額。 

(1) 當 n 為奇數 

𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑛𝑛(𝐶𝐶2) = ��(𝑨𝑨𝟏𝟏 − 2 × (𝑛𝑛 − 2)) ÷ 2
𝑛𝑛−7
2 + 2� ÷ 2

𝑛𝑛+1
2 + 2 × (𝑛𝑛 − 4)� × 2𝑛𝑛−4 

 = 𝟐𝟐 × 𝟐𝟐
𝒏𝒏−𝟕𝟕
𝟐𝟐 + (𝟑𝟑𝒏𝒏 − 𝟖𝟖) × 𝟐𝟐𝒏𝒏−𝟑𝟑 − (𝒏𝒏 − 𝟐𝟐) −−−−−−−−−−−−−−< 𝑨𝑨𝟐𝟐 > 

𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑛𝑛(𝐶𝐶3) = ��(𝑨𝑨𝟐𝟐 − 𝟐𝟐 × (𝒏𝒏 − 𝟒𝟒)) ÷ 𝟐𝟐
𝒏𝒏−𝟗𝟗
𝟐𝟐 + 𝟐𝟐� ÷ 𝟐𝟐

𝒏𝒏−𝟏𝟏
𝟐𝟐 + 𝟐𝟐 × (𝒏𝒏 − 𝟔𝟔)� × 𝟐𝟐𝒏𝒏−𝟔𝟔 

= 3 × 𝟐𝟐
𝒏𝒏−𝟗𝟗
𝟐𝟐 + (𝟕𝟕𝒏𝒏 − 𝟐𝟐𝟐𝟐) × 𝟐𝟐𝒏𝒏−𝟓𝟓 − 𝟑𝟑𝒏𝒏−𝟏𝟏𝟏𝟏

𝟐𝟐
− − − − − −−−−−−−−−−< 𝑨𝑨𝟑𝟑 >  

𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑛𝑛(𝐶𝐶4) = ��(𝑨𝑨𝟑𝟑 − 𝟐𝟐 × (𝒏𝒏 − 𝟔𝟔)) ÷ 𝟐𝟐
𝒏𝒏−𝟏𝟏𝟏𝟏
𝟐𝟐 + 𝟐𝟐� ÷ 𝟐𝟐

𝒏𝒏−𝟑𝟑
𝟐𝟐 + 𝟐𝟐 × (𝒏𝒏 − 𝟖𝟖)� × 𝟐𝟐𝒏𝒏−𝟖𝟖 

= 𝟒𝟒 × 𝟐𝟐
𝒏𝒏−𝟏𝟏𝟏𝟏
𝟐𝟐 + (𝟏𝟏𝟓𝟓𝒏𝒏 − 𝟓𝟓𝟐𝟐) × 𝟐𝟐𝒏𝒏−𝟕𝟕 − 𝟕𝟕𝒏𝒏−𝟑𝟑𝟒𝟒

𝟐𝟐𝟐𝟐
− − − − − −−−−−−−−−< 𝑨𝑨𝟒𝟒 >  

(2) 當 n 為偶數 

𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑛𝑛(𝐶𝐶2) = ��[𝑩𝑩𝟏𝟏 − 2 × (𝑛𝑛 − 2)] ÷ 2
𝑛𝑛−8
2 + 2� ÷ 2

𝑛𝑛+2
2 + 2 × (𝑛𝑛 − 4)� × 2𝑛𝑛−4 

= 𝟐𝟐 × 𝟐𝟐
𝒏𝒏−𝟖𝟖
𝟐𝟐 + (𝟑𝟑𝒏𝒏 − 𝟖𝟖) × 𝟐𝟐𝒏𝒏−𝟑𝟑 − (𝒏𝒏 − 𝟐𝟐) −−−−−−−−−−−−−−< 𝑩𝑩𝟐𝟐 > 

𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑛𝑛(𝐶𝐶3) = ��(𝑩𝑩𝟐𝟐 − 𝟐𝟐 × (𝒏𝒏 − 𝟒𝟒)) ÷ 𝟐𝟐
𝒏𝒏−𝟏𝟏𝟏𝟏
𝟐𝟐 + 𝟐𝟐� ÷ 𝟐𝟐

𝒏𝒏
𝟐𝟐 + 𝟐𝟐 × (𝒏𝒏 − 𝟔𝟔)� × 𝟐𝟐𝒏𝒏−𝟔𝟔 

= 𝟑𝟑 × 𝟐𝟐
𝒏𝒏−𝟏𝟏𝟏𝟏
𝟐𝟐 + (𝟕𝟕𝒏𝒏 − 𝟐𝟐𝟐𝟐) × 𝟐𝟐𝒏𝒏−𝟓𝟓 − 𝟑𝟑𝒏𝒏−𝟏𝟏𝟏𝟏

𝟐𝟐
− − − − − −−−−−−−−−< 𝑩𝑩𝟑𝟑 >  

𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑛𝑛(𝐶𝐶4) = ��(𝑩𝑩𝟑𝟑 − 𝟐𝟐 × (𝒏𝒏 − 𝟔𝟔)) ÷ 𝟐𝟐
𝒏𝒏−𝟏𝟏𝟐𝟐
𝟐𝟐 + 𝟐𝟐� ÷ 𝟐𝟐

𝒏𝒏−𝟒𝟒
𝟐𝟐 + 𝟐𝟐 × (𝒏𝒏 − 𝟖𝟖)� × 𝟐𝟐𝒏𝒏−𝟖𝟖 

 = 𝟒𝟒 × 𝟐𝟐
𝒏𝒏−𝟏𝟏𝟐𝟐
𝟐𝟐 + (𝟏𝟏𝟓𝟓𝒏𝒏 − 𝟓𝟓𝟐𝟐) × 𝟐𝟐𝒏𝒏−𝟕𝟕 − 𝟕𝟕𝒏𝒏−𝟑𝟑𝟒𝟒

𝟐𝟐𝟐𝟐
− − − −− −−−−−−−−< 𝑩𝑩𝟒𝟒 >  

我們將 A1、A2、A3、A4 及 B1、B2、B3、B4 各式整理成表 4-4，並為了方便觀察規
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律，我們分成❶、❷、❸三部份來表示。 

表 4-4  正方形城鎮𝑛𝑛 × 𝑛𝑛右外轉折點稅額規律 

 
❶                                    

+         ❷         −      ❸ 
n 為奇數 n 為偶數 

𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑛𝑛(𝐶𝐶1) 2
𝑛𝑛−5
2   2

𝑛𝑛−6
2   (𝑛𝑛 − 𝟐𝟐) × 2𝑛𝑛−1  

𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑛𝑛(𝐶𝐶2) 2 × 2
𝑛𝑛−7
2   2 × 2

𝑛𝑛−8
2  (𝟑𝟑𝑛𝑛 − 𝟖𝟖) × 2𝑛𝑛−3 

𝑛𝑛 − 2
20

 

𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑛𝑛(𝐶𝐶3) 3 × 2
𝑛𝑛−9
2   3 × 2

𝑛𝑛−10
2   (𝟕𝟕𝑛𝑛 − 𝟐𝟐𝟐𝟐) × 2𝑛𝑛−5 

𝟑𝟑𝑛𝑛 − 𝟏𝟏𝟏𝟏
21

 

𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑛𝑛(𝐶𝐶4) 4 × 2
𝑛𝑛−11
2   4 × 2

𝑛𝑛−12
2  (𝟏𝟏𝟓𝟓𝑛𝑛 − 𝟓𝟓𝟐𝟐) × 2𝑛𝑛−7 

𝟕𝟕𝑛𝑛 − 34
22

 

接下來我們來看各部分的規律。 

第❶部分的規律  

很明顯，第 k 個右外轉折點，當 k 為奇數，𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑛𝑛(𝐶𝐶𝑘𝑘) 之❶為𝑘𝑘 × 2
𝑛𝑛−(2𝑘𝑘+3)

2 ； 

當 k 為偶數， 𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑛𝑛(𝐶𝐶𝑘𝑘) 之❶為𝑘𝑘 × 2
𝑛𝑛−(2𝑘𝑘+4)

2 。 

第❷部分的規律  

   因為  𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑛𝑛(𝐶𝐶1) 之❷為 (𝑛𝑛 − 𝟐𝟐) × 2𝑛𝑛−𝟏𝟏 = [(2𝟏𝟏 − 1)𝑛𝑛 − 𝟐𝟐] × 2𝑛𝑛−𝟏𝟏 

𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑛𝑛(𝐶𝐶2)之 ❷為 (3𝑛𝑛 − 𝟖𝟖) × 2𝑛𝑛−𝟑𝟑 = [(2𝟐𝟐 − 1)𝑛𝑛 − 𝟖𝟖] × 2𝑛𝑛−𝟑𝟑 

𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑛𝑛(𝐶𝐶3) 之❷為 (𝟕𝟕𝑛𝑛 − 𝟐𝟐𝟐𝟐) × 2𝑛𝑛−𝟓𝟓 = [(2𝟑𝟑 − 1)𝑛𝑛 − 𝟐𝟐𝟐𝟐] × 2𝑛𝑛−𝟓𝟓 

𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑛𝑛(𝐶𝐶4) 之❷為 (𝟏𝟏𝟓𝟓𝑛𝑛 − 𝟓𝟓𝟐𝟐) × 2𝑛𝑛−𝟕𝟕 = [(2𝟒𝟒 − 1)𝑛𝑛 − 𝟓𝟓𝟐𝟐] × 2𝑛𝑛−𝟕𝟕 

所以 第 k 個右外轉折點， 𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑛𝑛(𝐶𝐶𝑘𝑘) 之❷為 �(2𝒌𝒌 − 1)𝑛𝑛 − 𝒕𝒕� × 2𝑛𝑛−(2𝑘𝑘−1) 

其中，𝒕𝒕 的規律，我們再將數字進行分解： 

𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑛𝑛(𝐶𝐶1)，  𝑡𝑡 = 2 = 23 − 6 ；       𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑛𝑛(𝐶𝐶3)， 𝑡𝑡 = 22 = 25 − 10； 

𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑛𝑛(𝐶𝐶2)， 𝑡𝑡 = 8 = 24 − 8；     𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑛𝑛(𝐶𝐶4)， 𝑡𝑡 = 52 = 26 − 12 

所以 第 k 個右外轉折點 𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑛𝑛(𝐶𝐶𝑘𝑘)，其 𝒕𝒕 = 2𝑘𝑘+2 − 2 × (𝑘𝑘 + 2) 

第❸部分的規律   

𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑛𝑛(𝐶𝐶2) 之❸ 為 (𝑛𝑛 − 2) =
(𝟐𝟐𝟏𝟏 − 𝟏𝟏)𝑛𝑛 − 𝟐𝟐

2𝟏𝟏
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𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑛𝑛(𝐶𝐶3)之❸ 為 
𝟑𝟑𝑛𝑛 − 𝟏𝟏𝟏𝟏

2𝟏𝟏
=

(𝟐𝟐𝟐𝟐 − 𝟏𝟏)𝑛𝑛 − 𝟏𝟏𝟏𝟏
2𝟏𝟏

 

𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑛𝑛(𝐶𝐶4) 之❸ 為 
𝟕𝟕𝑛𝑛 − 𝟑𝟑𝟒𝟒

2𝟐𝟐
=

(𝟐𝟐𝟑𝟑 − 𝟏𝟏)𝑛𝑛 − 𝟑𝟑𝟒𝟒
2𝟐𝟐

 

所以 第 k 個右外轉折點， 𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑛𝑛(𝐶𝐶𝑘𝑘)之 ❸ 為 �𝟐𝟐𝒌𝒌−𝟏𝟏−𝟏𝟏�𝑛𝑛−𝒖𝒖
2𝒌𝒌−𝟐𝟐

 ，𝑘𝑘 ≥ 2 

其中，𝒖𝒖 的規律，我們再將數字進行分解 

𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑛𝑛(𝐶𝐶2)，u = 2 = 22 × 2 − 23 + 2； 

𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑛𝑛(𝐶𝐶3)，u = 10 = 23 × 3 − 24 + 2； 

𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑛𝑛(𝐶𝐶4)，u = 34 = 24 × 4 − 25 + 2 

所以 第 k 個右外轉折點 𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑛𝑛(𝐶𝐶𝑘𝑘)，其 𝒖𝒖 = 2𝑘𝑘 × 𝑘𝑘 − 2𝑘𝑘+1 + 2 

由以上右外轉折點稅額的規律推導中，我們可以得出結論二-1。 

結論二-1：在 𝑛𝑛 × 𝑛𝑛 城鎮順向行走中，若依稅額最大值走法，右外轉折點之稅額規律 

當 n 為奇數時，𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑛𝑛(𝐶𝐶𝑘𝑘) 

= 𝑘𝑘 × 2
𝑛𝑛−(2𝑘𝑘+3)

2 + ��2𝒌𝒌 − 1�𝑛𝑛 − 𝒕𝒕� × 2𝑛𝑛−(2𝑘𝑘−1) −
�𝟐𝟐𝒌𝒌−𝟏𝟏 − 𝟏𝟏�𝑛𝑛 − 𝒖𝒖

2𝒌𝒌−𝟐𝟐
    ，2 ≤ 𝑘𝑘 ≤

𝑛𝑛 − 5
2

 

當 n 為偶數時，𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑛𝑛(𝐶𝐶𝑘𝑘) 

= 𝑘𝑘 × 2
𝑛𝑛−(2𝑘𝑘+4)

2 + ��2𝒌𝒌 − 1�𝑛𝑛 − 𝒕𝒕� × 2𝑛𝑛−(2𝑘𝑘−1) −
�𝟐𝟐𝒌𝒌−𝟏𝟏 − 𝟏𝟏�𝑛𝑛 − 𝒖𝒖

2𝒌𝒌−𝟐𝟐
     ，2 ≤ 𝑘𝑘 ≤

𝑛𝑛 − 6
2

 

其中，𝒕𝒕 = 2𝑘𝑘+2 − 2 × (𝑘𝑘 + 2)    𝒖𝒖 = 2𝑘𝑘 × 𝑘𝑘 − 2𝑘𝑘+1 + 2 

  第二階段 最後一個右外轉折點𝑪𝑪𝒑𝒑 → 中心圈轉折點 J   

  行走路徑規律  

在正方形城鎮中，當 n 為奇數時，行走路徑形成的中心圈大小為

2 × 2，中心圈外框為5 × 5的正方形（圖 4-2 粉紅網底區域）；當 n

為偶數時，行走路徑形成的中心圈為3 × 3，中心圈外框為6 × 6的正

方形（圖 4-3 粉紅網底區域）。 

在行走中，我們也發現，不同的中心圈大小，位置 J 與 I 的稅額呈

現特定關係：當中心圈為2 × 2時， 

𝑺𝑺𝒏𝒏×𝒏𝒏(𝑱𝑱) = �
𝑺𝑺𝒏𝒏×𝒏𝒏(𝑰𝑰) − 2 × 2

2
+ 2� × 4 = 2 × 𝑺𝑺𝒏𝒏×𝒏𝒏(𝑰𝑰) 

圖 4-2 

圖 4-3 
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當中心圈為3 × 3時， 

𝑺𝑺𝒏𝒏×𝒏𝒏(𝑱𝑱) = �
𝑺𝑺𝒏𝒏×𝒏𝒏(𝑰𝑰)− 2 × 3

22
+ 2 × 2� × 23 = 2 × 𝑺𝑺𝒏𝒏×𝒏𝒏(𝑰𝑰) + 20 

規律 2-3  在𝑛𝑛 × 𝑛𝑛 城鎮中順向行走，若依稅額最大值走法，經過最後一個右外轉折點後 

當 n 為奇數，會形成2 × 2 的中心圈；5 × 5正方形的中心圈外框 

當 n 為偶數，會形成3 × 3 的中心圈；6 × 6正方形的中心圈外框 

規律 2-4  在𝑛𝑛 × 𝑛𝑛 城鎮中順向行走，若依稅額最大值走法，𝑺𝑺𝒏𝒏×𝒏𝒏(𝑱𝑱)與𝑺𝑺𝒏𝒏×𝒏𝒏(𝑰𝑰)之關係 

      當 n 為奇數，𝑺𝑺𝒏𝒏×𝒏𝒏(𝑱𝑱) = 𝟐𝟐 × 𝑺𝑺𝒏𝒏×𝒏𝒏(𝑰𝑰)； 當 n 為偶數，𝑺𝑺𝒏𝒏×𝒏𝒏(𝑱𝑱) = 𝟐𝟐 × 𝑺𝑺𝒏𝒏×𝒏𝒏(𝑰𝑰) + 𝟐𝟐𝟏𝟏 

    中心圈轉折點 J 之稅額  

應用規律 2-2，我們找出右外轉折點的數量；規律 2-3、2-4、得知最後一個右外轉折點

到中心圈轉折點的行走規律。因此，我們可以得出中心圈轉折點之稅額公式。 

1. 當 n 為奇數時  

𝑺𝑺𝒏𝒏×𝒏𝒏(𝑱𝑱) = ��𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑛𝑛 �𝐶𝐶𝑛𝑛−5
2
� − 2 × 4� ÷ 24 + 2 × 3� × 23 =

𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑛𝑛 �𝐶𝐶𝑛𝑛−5
2
�

2
+ 44 

2. 當 n 為偶數時 

𝑺𝑺𝒏𝒏×𝒏𝒏(𝑱𝑱) = ��𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑛𝑛 �𝐶𝐶𝑛𝑛−6
2
� − 2 × 5� ÷ 25 + 2 × 4� × 24 + 20 =

𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑛𝑛 �𝐶𝐶𝑛𝑛−6
2
�

2
+ 143 

結論二-2： 在𝑛𝑛 × 𝑛𝑛 城鎮中順向行走，若依稅額最大值走法，中心圈轉折點之稅額規律 

當 n 為奇數，𝑺𝑺𝒏𝒏×𝒏𝒏(𝑱𝑱) =
𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑛𝑛�𝐶𝐶𝑛𝑛−5

2
�

2
+ 44；當 n 為偶數， 𝑺𝑺𝒏𝒏×𝒏𝒏(𝑱𝑱) =

𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑛𝑛�𝐶𝐶𝑛𝑛−6
2
�

2
+ 143 

 第三階段    中心圈轉折點 J → 終點 B   

 行走路徑規律  

第三階段的行走方式為從中心圈轉折點 J 往左走到底，之

後往下到底再往右抵達終點，如圖 4-4 紅色路徑。往左移動與往

下移動的格數從圖中可以發現，與右外轉折點的數量也有關聯，

於是我們得出規律 2-5、2-6。 

規律 2-5：在𝑛𝑛 × 𝑛𝑛 城鎮中順向行走，稅額最大值之走法，中心圈轉折點往左移動規律 

圖 4-4 
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         當 n 為奇數時，往左移動
𝑛𝑛+1
2

格；當𝑛𝑛為偶數，往左移動
𝑛𝑛+2
2

格。 

規律 2-6：中心圈轉折點往左移動到底後往下移動格數， 

         當 n 為奇數時，往下移動
𝑛𝑛+3
2

格；當𝑛𝑛為偶數，往下移動
𝑛𝑛+4
2

格 

    終點 B 之稅額   

因此，我們可以根據規律 2-5、2-6 推導得到結論二-3。 

結論二-3： 在𝑛𝑛 × 𝑛𝑛的正方形城鎮中，若依稅額最大值走法，終點 B 之稅額規律 

當 n 為奇數時，𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑛𝑛 = �𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑛𝑛(𝐽𝐽) − 2 × 𝑛𝑛+1
2
� ÷ 2

𝑛𝑛+3
2 + 2 × (𝑛𝑛 − 1)，𝑛𝑛 ≥ 7 

當 n 為偶數時，𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑛𝑛 = �𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑛𝑛(𝐽𝐽) − 2 × 𝑛𝑛+2
2
� ÷ 2

𝑛𝑛+4
2 + 2 × (𝑛𝑛 − 1)，𝑛𝑛 ≥ 8 

 

研究三：在𝒏𝒏 × 𝒎𝒎的長方形城鎮中，從 A 到 B 順向行走時，探討課稅額最大值之最佳解 

接著我們思考，若城鎮改成長方形時，走法及稅額規律是否會產生變化。 

探討長方形城鎮時，因為橫向走法是關係到加減 2；而縱向走法是關係到乘除 2。因此，

橫向延伸與縱向延伸的長方形我們分開探討，是否對稅額最大值有不同的影響。 

應用研究一所發現的行走性質，在長方形城鎮中，我們發現走法與正方形相似，同樣需

要逆時針繞大圈、繞多圈、由外而內螺旋繞圈、向左進入中心圈、維持逆時針走法等。在路

徑中，我們發現同樣有右外轉折點、中心圈轉折點。與正方形城鎮唯一的不同點是，行經最

後一個右外轉折點後，中心圈與中心圈外框，皆從正方形轉變為長方形。 

    
9 × 16 10 × 16 12 × 15 13 × 15 

    

16 × 8 10 × 7 13 × 11 15 × 12 
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我們選出幾個不同類型的長方形城鎮分析走法。發現：長方形城鎮的短邊，會直接影響

路徑中的起步下降格數、轉折點數量、中心圈，以及中心圈外框。 

例如：1. 9 × 16為例，右外轉折點數量與中心圈走法與9 × 9相似，僅做了橫向延伸，中心圈

從2 × 2變化成2 × 9。同理，10 × 16同10 × 10、12 × 15同12 × 12，以此類推。 

2. 16 × 8 為例，右外轉折點數量與中心圈走法與 8 × 8相似，僅做了縱向延伸，以及

中心圈從3 × 3變化成11 × 3。同理，10 × 7同7 × 7、13 × 11同11 × 11、15 × 12

同12 × 12。 

因此，在𝑛𝑛 × 𝑚𝑚的城鎮中，若是橫向延伸，即𝑛𝑛 ≤ 𝑚𝑚，則走法、下降格數、轉折點數、

中心圈部分，都與𝑛𝑛 × 𝑛𝑛相同；若是縱向延伸，即𝑚𝑚 < 𝑛𝑛，則與𝑚𝑚 × 𝑚𝑚相同。 

    長方形的規律尋求，我們同正方形一樣，分為三階段進行。 

  第一階段    起點 A → 最後一個右外轉折點 𝑪𝑪𝒑𝒑     

     行走路徑規律  

 從前面的走法探討我們得知，長方形城鎮中，起步之下降格數與右外轉折點數量都與短

邊長有關。因此，我們得到規律 3-1、3-2。 

規律 3-1：在𝑛𝑛 × 𝑚𝑚的城鎮中，設𝛼𝛼 = 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑛𝑛{𝑚𝑚,𝑛𝑛}，設起步下降格數為 d，若依稅額最大值走

法，則  當α為奇數時，𝑑𝑑 = (α − 7) ÷ 2，α ≥ 7，當α為偶數時，𝑑𝑑 = (α − 8) ÷ 2，α ≥ 8 

規律 3-2：在𝑛𝑛 × 𝑚𝑚的城鎮中，設𝛼𝛼 = 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑛𝑛{𝑚𝑚,𝑛𝑛}，設右外轉折點數量為 p，若依稅額最大值

走法，則當α為奇數時，𝑝𝑝 = (α − 5) ÷ 2，α ≥ 7，當α為偶數時，𝑝𝑝 = (α − 6) ÷ 2，α ≥ 8 

      右外轉折點𝑪𝑪𝒌𝒌之稅額   

我們先尋求位置𝐶𝐶1第一個右外轉折點也就是𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑚𝑚（𝐶𝐶1）的稅額公式。 

一開始，我們列出𝑛𝑛 = 7～13、𝑚𝑚 = 10～14時，位置𝐶𝐶1第一個右外轉折點的稅額 

 (n，m)=(奇，偶) (n，m)=(偶，奇) 

𝑛𝑛 < 𝑚𝑚 

𝑆𝑆9×10(𝐶𝐶1) = 2𝟐𝟐 + (𝟏𝟏𝟏𝟏 − 2) × 2𝟖𝟖  𝑆𝑆10×11(𝐶𝐶1) = 2𝟐𝟐 + (𝟏𝟏𝟏𝟏 − 2) × 2𝟗𝟗 

𝑆𝑆9×12(𝐶𝐶1) = 2𝟐𝟐 + (𝟏𝟏𝟐𝟐 − 2) × 2𝟖𝟖   𝑆𝑆10×13(𝐶𝐶1) = 2𝟐𝟐 + (𝟏𝟏𝟑𝟑 − 2) × 2𝟗𝟗 

(n，m)=(奇，奇) (n，m)=(偶，偶) 

𝑆𝑆9×11(𝐶𝐶1) = 2𝟐𝟐 + (𝟏𝟏𝟏𝟏 − 2) × 2𝟖𝟖 𝑆𝑆10×12(𝐶𝐶1) = 2𝟐𝟐 + (𝟏𝟏𝟐𝟐 − 2) × 2𝟗𝟗 
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𝑆𝑆9×13(𝐶𝐶1) = 2𝟐𝟐 + (𝟏𝟏𝟑𝟑 − 2) × 2𝟖𝟖  𝑆𝑆10×14(𝐶𝐶1) = 2𝟐𝟐 + (𝟏𝟏𝟒𝟒 − 2) × 2𝟗𝟗 

 (n，m)=(奇，偶) (n，m)=(偶，奇) 

𝑚𝑚 < 𝑛𝑛 

𝑆𝑆11×10(𝐶𝐶1) = 2𝟐𝟐 + (𝟏𝟏𝟏𝟏 − 2) × 2𝟏𝟏𝟏𝟏 𝑆𝑆10×9(𝐶𝐶1) = 2𝟐𝟐 + (𝟗𝟗 − 2) × 2𝟗𝟗 

𝑆𝑆13×10(𝐶𝐶1) = 2𝟐𝟐 + (𝟏𝟏𝟏𝟏 − 2) × 2𝟏𝟏𝟐𝟐 𝑆𝑆12×9(𝐶𝐶1) = 2𝟐𝟐 + (𝟗𝟗 − 2) × 2𝟏𝟏𝟏𝟏 

(n，m)=(偶，偶) (n，m)=(奇，奇) 

𝑆𝑆12×10(𝐶𝐶1) = 2𝟐𝟐 + (𝟏𝟏𝟏𝟏 − 2) × 2𝟏𝟏𝟏𝟏 𝑆𝑆11×9(𝐶𝐶1) = 2𝟐𝟐 + (𝟗𝟗 − 2) × 2𝟏𝟏𝟏𝟏 

𝑆𝑆14×10(𝐶𝐶1) = 2𝟐𝟐 + (𝟏𝟏𝟏𝟏 − 2) × 2𝟏𝟏𝟑𝟑 𝑆𝑆13×9(𝐶𝐶1) = 2𝟐𝟐 + (𝟗𝟗 − 2) × 2𝟏𝟏𝟐𝟐 

由以上各式，我們歸納出： 

1. 當𝑛𝑛 < 𝑚𝑚時，𝑛𝑛為奇數，𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑚𝑚(𝐶𝐶1) = 2
𝑛𝑛−5
2 + (𝑚𝑚− 2) × 2𝑛𝑛−1 

𝑛𝑛為偶數，𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑚𝑚(𝐶𝐶1) = 2
𝑛𝑛−6
2 + (𝑚𝑚− 2) × 2𝑛𝑛−1 

2.當𝑚𝑚 < 𝑛𝑛時，𝑚𝑚為奇數，𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑚𝑚(𝐶𝐶1) = 2
𝑚𝑚−5
2 + (𝑚𝑚− 2) × 2𝑛𝑛−1 

𝑚𝑚為偶數，𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑚𝑚(𝐶𝐶1) = 2
𝑚𝑚−6
2 + (𝑚𝑚 − 2) × 2𝑛𝑛−1 

為了方便描述與說明，我們假設𝛼𝛼 = 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑛𝑛{𝑚𝑚,𝑛𝑛}，則： 

1. 第一個右外轉折點，也就是𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑚𝑚(𝐶𝐶1)之規律。 

(1) 當𝛼𝛼為奇數，𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑚𝑚(𝐶𝐶1) = 2
𝛼𝛼−5
2 + (𝑚𝑚 − 2) × 2𝑛𝑛−1 

(2) 當𝛼𝛼為偶數，𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑚𝑚(𝐶𝐶1) = 2
𝛼𝛼−6
2 + (𝑚𝑚 − 2) × 2𝑛𝑛−1 

同樣的，透過𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑚𝑚(𝐶𝐶1)繼續推導𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑚𝑚(𝐶𝐶2)、𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑚𝑚(𝐶𝐶3)、

𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑚𝑚(𝐶𝐶4)的規律 

2. 第二個右外轉折點，也就是𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑚𝑚(𝐶𝐶2)之規律。 

(1) 當𝛼𝛼為奇數，𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑚𝑚(𝐶𝐶2) = 2 × 2
𝛼𝛼−7
2 + (3𝑚𝑚 − 8) × 2𝑛𝑛−3 − (𝑚𝑚− 2)  

(2) 當𝛼𝛼為偶數，𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑚𝑚(𝐶𝐶2) = 2 × 2
𝛼𝛼−8
2 + (3𝑚𝑚 − 8) × 2𝑛𝑛−3 − (𝑚𝑚 − 2)  

3. 第三個右外轉折點，也就是𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑚𝑚(𝐶𝐶3)之規律。 

(1) 當𝛼𝛼為奇數，𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑚𝑚(𝐶𝐶3) = 3 × 2
𝛼𝛼−9
2 + (7𝑚𝑚 − 22) × 2𝑛𝑛−5 − 3𝑚𝑚−10

2
  

圖 4-5  
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(2) 當𝛼𝛼為偶數，𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑚𝑚(𝐶𝐶3) = 3 × 2
𝛼𝛼−10
2 + (7𝑚𝑚 − 22) × 2𝑛𝑛−5 − 3𝑚𝑚−10

2
  

4. 第四個右外轉折點，也就是𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑚𝑚(𝐶𝐶4)之規律。 

(1) 當𝛼𝛼為奇數，𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑚𝑚(𝐶𝐶4) = 4 × 2
𝛼𝛼−11
2 + (15𝑚𝑚 − 52) × 2𝑛𝑛−7 − 7𝑚𝑚−34

22
  

(2) 當𝛼𝛼為偶數，𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑚𝑚(𝐶𝐶4) = 4 × 2
𝛼𝛼−12
2 + (15𝑚𝑚 − 52) × 2𝑛𝑛−7 − 7𝑚𝑚−34

22
  

從以上推導，我們整理成表 4-5，發現與正方形的表 4-4 相似。 

表 4-5 長方形城鎮𝑛𝑛 × 𝑚𝑚右外轉折點規律 

 
❶                                    

+         ❷         −      ❸ 
n 為奇數 n 為偶數 

𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑚𝑚(𝐶𝐶1) 2
𝛼𝛼−5
2   2

𝛼𝛼−6
2  (𝑚𝑚− 𝟐𝟐) × 2𝑛𝑛−1  

𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑚𝑚(𝐶𝐶2) 2 × 2
𝛼𝛼−7
2   2 × 2

𝛼𝛼−8
2  (𝟑𝟑𝑚𝑚 − 𝟖𝟖) × 2𝑛𝑛−3 

𝑚𝑚 − 𝟐𝟐
20

 

𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑚𝑚(𝐶𝐶3) 3 × 2
𝛼𝛼−9
2   3 × 2

𝛼𝛼−10
2  (𝟕𝟕𝑚𝑚 − 𝟐𝟐𝟐𝟐) × 2𝑛𝑛−5 

𝟑𝟑𝑚𝑚 − 𝟏𝟏𝟏𝟏
21

 

𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑚𝑚(𝐶𝐶4) 4 × 2
𝛼𝛼−11
2   4 × 2

𝛼𝛼−12
2  (𝟏𝟏𝟓𝟓𝑚𝑚 − 𝟓𝟓𝟐𝟐) × 2𝑛𝑛−7 

𝟕𝟕𝑚𝑚 − 𝟑𝟑𝟒𝟒
22

 

我們再歸納，第 k 個右外轉折點時𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑚𝑚(𝐶𝐶𝑘𝑘)之規律。 

結論三-1：在n × m城鎮中順向行走，設α = min{m, n}，若依稅額最大值走法至第 k 個右

外轉折點，則： 

    當α為奇數時， 

Sn×m(Ck) = k × 2
α−(2k+3)

2 + ��2k − 1�m − 𝐭𝐭� × 2n−(2k−1) − �2k−1−1�m−𝐮𝐮
2k−2

 ，2 ≤ k ≤ α−5
2

           

    當α為偶數時， 

    Sn×m(Ck) = k × 2
α−(2k+4)

2 + ��2k − 1�m − 𝐭𝐭� × 2n−(2k−1) − �2k−1−1�m−𝐮𝐮
2k−2

 ，2 ≤ k ≤ α−6
2

  

其中  t = 2k+2 − 2 × (k + 2)    𝐮𝐮 = 2k × k − 2k+1 + 2 

發現 

在結論三-1 中，當n = m 時，即為在正方形城鎮第 k 個右外轉折點的稅額規律，其結果
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與結論二-1 相同。 

 第二階段   最後一個右外轉折點𝐂𝐂𝒑𝒑 →中心圈轉折點 J  

   行走路徑規律  

長方形走法中，與正方形最大的不同在於，逆時針

向內繞行形成的中心圈以及中心圈外框均產生變化。而這

個變化也將影響最後一個右外轉折點與中心圈轉折點稅

額的關係。因此，在長方形時，我們需要仔細探討中心圈

與中心圈外框的長寬規律。 

在實際走的過程中發現，中心圈變化的規律首先要看在𝑛𝑛 × 𝑚𝑚時，𝑛𝑛與𝑚𝑚的大小關係。例

如：  

在9 × 16中，中心圈為2 × (2 + 16 − 9) = 2 × 9，中心圈外框為為5 × 12， 

12 × 15中，中心圈為3 ×(3 + 15 − 12) = 3 × 6，中心圈外框為6 × 9。 

10 × 7中，中心圈為(2 + 10 − 7) × 2 = 5 × 2，中心圈外框為8 × 5。 

15 × 12中，中心圈為(3 + 15 − 12) × 3 = 6 × 3，中心圈外框為9 × 6。 

因此，根據以上的分析，我們可以歸納出規律 3-3 

規律 3-3：在𝑛𝑛 × 𝑚𝑚的城鎮中，若依稅額最大值走法，經過最後一個右外轉折點後， 

1. 當𝑛𝑛 ≤ 𝑚𝑚，𝑛𝑛為奇數，中心圈為2 × (2 + 𝑚𝑚 − 𝑛𝑛)，中心圈外框為5 × (5 + 𝑚𝑚− 𝑛𝑛)。 

             𝑛𝑛為偶數，中心圈為3 × (3 + 𝑚𝑚 − 𝑛𝑛)，中心圈外框為6 × (6 + 𝑚𝑚− 𝑛𝑛)。 

 2. 當𝑚𝑚 < 𝑛𝑛，𝑚𝑚為奇數，中心圈為(2 + 𝑛𝑛 −𝑚𝑚) × 2，中心圈外框為(5 + 𝑛𝑛 −𝑚𝑚) × 5。 

             𝑚𝑚為偶數，中心圈為(3 + 𝑛𝑛 −𝑚𝑚) × 3，中心圈外框為(6 + 𝑛𝑛 −𝑚𝑚) × 6。 

  

  中心圈轉折點 J 之稅額  

在𝑛𝑛 × 𝑛𝑛的正方形城鎮中，若固定 n 的奇偶性，則中心圈是固定(2 × 2、3 × 3)，所以不

管 n 多大，第二階段稅額的改變方式也同樣是固定的；但在𝑛𝑛 × 𝑚𝑚的長方形中，由於𝑛𝑛 ≠

𝑚𝑚，即使 n、m 的奇偶性固定，由規律 3-3 知，其中心圈與中心圈外框也是變動的，造成此

階段稅額的改變方式與不同的 n、m 有關。以下為至中心圈轉折點稅額𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑚𝑚(J)的推導： 

圖 4-6  
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1. 當𝑛𝑛 ≤ 𝑚𝑚且𝑛𝑛為奇數時， 

𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑚𝑚(J) = �����𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑚𝑚(𝐶𝐶𝑛𝑛−5
2

) − 2 × (𝑚𝑚 − 𝑛𝑛 + 4)� ÷ 24 + 2 × (𝑚𝑚− 𝑛𝑛 + 3)� × 22� − 2(m−

n + 2)� ÷ 2 + 2(m − n + 1)� × 22 =
𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑚𝑚�𝐶𝐶𝑛𝑛−5

2
�

2
+ (𝑚𝑚− 𝑛𝑛) × 19 + 44  

2. 當𝑛𝑛 ≤ 𝑚𝑚且𝑛𝑛為偶數時， 

𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑚𝑚(J) = �����𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑚𝑚 �𝐶𝐶𝑛𝑛−6
2
� − 2 × (𝑚𝑚− 𝑛𝑛 + 5)� ÷ 25 + 2 × (𝑚𝑚− 𝑛𝑛 + 4)� × 23� −

2(m − n + 3)� ÷ 22 + 2(m − n + 2)� × 23 =
𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑚𝑚�𝐶𝐶𝑛𝑛−6

2
�

2
+ (𝑚𝑚− 𝑛𝑛) × 43 + 143  

3. 當m < n 且 m 為奇數時， 

𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑚𝑚(J) = �����𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑚𝑚 �𝐶𝐶𝑚𝑚−5
2
� − 2 × 4� ÷ 2𝑛𝑛−𝑚𝑚+4 + 2 × 3� × 2𝑛𝑛−𝑚𝑚+3� − 2 × 2� ÷ 2𝑛𝑛−𝑚𝑚+1 +

2� × 2𝑛𝑛−𝑚𝑚+2 =
𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑚𝑚�𝐶𝐶𝑚𝑚−5

2
�

2
+ 7 × 2𝑛𝑛−𝑚𝑚+3 − 12  

4. 當𝑚𝑚 < 𝑛𝑛且𝑚𝑚為偶數時， 

𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑚𝑚(J) = �����𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑚𝑚 �𝐶𝐶𝑚𝑚−6
2
� − 2 × 5� ÷ 2𝑛𝑛−𝑚𝑚+5 + 2 × 4� × 2𝑛𝑛−𝑚𝑚+4� − 2 × 3� ÷ 2𝑛𝑛−𝑚𝑚+2 +

2 × 2� × 2𝑛𝑛−𝑚𝑚+3 =
𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑚𝑚�𝐶𝐶𝑚𝑚−6

2
�

2
+ 5 × 2𝑛𝑛−𝑚𝑚+5 − 17  

因此，我們可以得到結論三-2 

結論三-2：在 𝑛𝑛 × 𝑚𝑚 的城鎮中順向行走，若依稅額最大值走法，則 

1. 當𝑛𝑛 ≤ 𝑚𝑚且𝑛𝑛為奇數時，𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑚𝑚(J) =
𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑚𝑚�𝐶𝐶𝑛𝑛−5

2
�

2
+ (𝑚𝑚− 𝑛𝑛) × 19 + 44 

2. 當𝑛𝑛 ≤ 𝑚𝑚且𝑛𝑛為偶數時，𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑚𝑚(J) =
𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑚𝑚�𝐶𝐶𝑛𝑛−6

2
�

2
+ (𝑚𝑚− 𝑛𝑛) × 43 + 143 

3. 當𝑚𝑚 < 𝑛𝑛且𝑚𝑚為奇數時，𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑚𝑚(J) =
𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑚𝑚�𝐶𝐶𝑚𝑚−5

2
�

2
+ 7 × 2𝑛𝑛−𝑚𝑚+3 − 12 
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4. 當𝑚𝑚 < 𝑛𝑛且𝑚𝑚為偶數時，𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑚𝑚(J) =
𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑚𝑚�𝐶𝐶𝑚𝑚−6

2
�

2
+ 5 × 2𝑛𝑛−𝑚𝑚+5 − 17 

 

 第三階段    中心圈轉折點 J → 終點 B  

 行走路徑規律  

第三階段從中心圈轉折點往左到底、往下到底後往右抵達終

點。移動規律與正方形城鎮相同，可以以轉折點數量來尋求。 

 

規律 3-4：在𝑛𝑛 × 𝑚𝑚的城鎮中，設𝛼𝛼 = 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑛𝑛{𝑚𝑚,𝑛𝑛}，從中心轉折點到終點的移動規律 

         當𝛼𝛼為奇數時，往右移動 2𝑚𝑚−𝛼𝛼+1
2

 格；當𝛼𝛼為偶數，往右移動 2𝑚𝑚−𝛼𝛼+2
2

 格。 

規律 3-5：在𝑛𝑛 × 𝑚𝑚的城鎮中，設𝛼𝛼 = 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑛𝑛{𝑚𝑚,𝑛𝑛}，中心圈轉折點往左移動到底後往下移動 

         格數，當𝛼𝛼為奇數時，往下移動 2n−𝛼𝛼+3
2

 格；當𝛼𝛼為偶數，往下移動 2n−𝛼𝛼+4
2

 格 

   

   終點 B 之稅額  

從結論三-2、規律 3-4、3-5，我們可以得到終點稅額最大值的公式。 

結論三-3：在 𝑛𝑛 × 𝑚𝑚 的城鎮中順向行走，若依據稅額最大值走法，則 

1. 當𝑛𝑛 ≤ 𝑚𝑚且𝑛𝑛為奇數 

𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑚𝑚 = [𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑚𝑚(𝐽𝐽) − (2𝑚𝑚 − 𝑛𝑛 + 1)] ÷ 2
𝑛𝑛+3
2 + 2 × (𝑚𝑚− 1)    ,𝑛𝑛 ≥ 7，  

2. 當𝑛𝑛 ≤ 𝑚𝑚且𝑛𝑛為偶數  

𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑚𝑚 = [𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑚𝑚(𝐽𝐽) − (2𝑚𝑚 − 𝑛𝑛 + 2)] ÷ 2
𝑛𝑛+4
2 + 2 × (𝑚𝑚 − 1)   ,𝑛𝑛 ≥ 8 

3. 當𝑚𝑚 < 𝑛𝑛且𝑚𝑚為奇數 

𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑚𝑚 = [𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑚𝑚(𝐽𝐽) − (𝑚𝑚 + 1)] ÷ 2
2𝑛𝑛−𝑚𝑚+3

2 + 2 × (𝑚𝑚 − 1)   ,𝑚𝑚 ≥ 7 

4. 當𝑚𝑚 < 𝑛𝑛且𝑚𝑚為偶數  

𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑚𝑚 = [𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑚𝑚(𝐽𝐽) − (𝑚𝑚 + 1)] ÷ 2
2𝑛𝑛−𝑚𝑚+4

2 + 2 × (𝑚𝑚 − 1)   ,𝑚𝑚 ≥ 8 

圖 4-7 
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研究四：在𝒏𝒏 × 𝒎𝒎的長方形城鎮中，從 B 到 A 逆向行走時，探討課稅額最大值之最佳解 

接著我們思考，如果將出入口對調，即從 B 到 A 行走時，稅額大小會有如何的變化

呢？沒想到實際試做了之後，如表 4-6，發現驚人的結果！ 

表 4-6  長方形城鎮𝑛𝑛 × 𝑚𝑚逆向行走之稅額 

𝑛𝑛 × 𝑚𝑚 4 × 4 4 × 5 4 × 6 4 × 7 5 × 4 6 × 4 7 × 4 

RS𝑛𝑛×𝑚𝑚 16 26 36 46 48 112 240 

𝑛𝑛 × 𝑚𝑚 5 × 5 5 × 6 5 × 7 5 × 8 6 × 5 7 × 5 8 × 5 

RS𝑛𝑛×𝑚𝑚 78 112 146 180 190 414 862 

𝑛𝑛 × 𝑚𝑚 6 × 6 6 × 7 6 × 8 6 × 9 7 × 6 8 × 6 9 × 6 

RS𝑛𝑛×𝑚𝑚 272 354 436 518 592 1232 2512 

𝑛𝑛 × 𝑚𝑚 7 × 7 7 × 8 7 × 9 7 × 10 8 × 7 9 × 7 10 × 7 

RS𝑛𝑛×𝑚𝑚 778 972 1166 1360 1642 3370 6826 

𝑛𝑛 × 𝑚𝑚 8 × 8 8 × 9 8 × 10 8 × 11 9 × 8 10 × 8 11 × 8 

RS𝑛𝑛×𝑚𝑚 2060 2478 2896 3314 4236 8588 17292 

𝑛𝑛 × 𝑚𝑚 9 × 9 9 × 10 9 × 11 9 × 12 10 × 9 11 × 9 12× 9 

RS𝑛𝑛×𝑚𝑚 5118 6016 6914 7812 10430 21054 42301 

𝑛𝑛 × 𝑚𝑚 10 × 10 10 × 11 10 × 12 10 × 13 11 × 10 12 × 10 13 × 10 

RS𝑛𝑛×𝑚𝑚 12288 14146 16004 17862 24832 49920 100096 

從研究一的性質探討以及順向走法的經驗我們得知：逆時針、繞大圈、繞多圈、從外而

內可以獲得最大的稅額。在逆向行走時，我們也遵循同樣的走法，並定義在逆向走法時的名

詞與特定位置。如圖 4-8。 

 逆向路徑之名詞定義  

1. 右外轉折點：與順向行走相同，行走路徑中右外角之轉折點，以 C 表示其為置。 

2. 實際轉折點：在逆向走法中，若依稅額最大值走法，位於進入中心圈之前的轉折處稱為

實際轉折點，其位置我們以 T 表示。 

3. 虛擬轉折點：在逆向走法路徑中，經實際轉折點後往上一格處，為虛擬轉折點，位置以

V 表示。這邊需特別注意的是，逆向行走依最大稅額路徑，經實際轉折點後並未經過虛

擬轉折點，但行經實際轉折點後若再往上一格來到虛擬轉折點，其稅額與右外轉折點有

相同的規律存在。因此，我們將虛擬轉折點視為最後一個右外轉折點計算。  
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4. 中心圈交點：逆向行走中，進入中心圈與離開

中心圈之交點，稱為中心圈交點，位置以 Q 表

示。 

同樣的，我們分三階段來探討： 

第一階段：起點 B 至實際轉折點 T (紫色路線) 

第二階段：實際轉折點 T 至中心圈交點 Q  

         (藍色路線) 

第三階段：中心圈交點 Q 至終點 A (紅色路線) 

 第一階段   起點 B → 實際轉折點 T  

 行走路徑規律  

逆向行走時，我們應用性質八，從 B 出發後先往上到第一個轉折點後，進行第一段向左

移動後(如圖 4-8 右上方路徑中深紫色路段)，再往下一格，後續第二段的向左移動。第一段

的向左移動可以讓我們在抵達最左方的負值較小，有助於終點稅額的增加。這一段向左移動

的距離，我們發現與長方形的短邊，也與右外轉折點數量(包含虛擬轉折點)有關。因此，我

們將第一段向左移動格數設為 f，右外轉折點數量設為 q，整理如下表。 

表 4-7 長方形城鎮𝑛𝑛 × 𝑚𝑚逆向行走之第一段向左移動格數與右外轉折點數量 

短邊長 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 

f 1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6 

q 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6 7 7 

從表 4-7 中我們可以歸納出在逆向行走中，右外角第一段向左移動格數的規律。 

規律 4-1：在 𝑛𝑛 × 𝑚𝑚 的逆向走法中，設α = 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑛𝑛�𝑚𝑚，𝑛𝑛�，若依稅額最大值走法，則 

當α為奇數時，𝑓𝑓 = (α − 3) ÷ 2， α > 4  

當α為偶數時，𝑓𝑓 = (α − 4) ÷ 2， α > 4 

規律 4-2：在 𝑛𝑛 × 𝑚𝑚 的逆向走法中，設α = 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑛𝑛�𝑚𝑚，𝑛𝑛�，若依稅額最大值走法，則 

當α為奇數時，𝑞𝑞 = (α − 1) ÷ 2， α > 4  

當α為偶數時，𝑞𝑞 = (α − 2) ÷ 2， α > 4 

圖 4-8 
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   右外轉折點 𝑪𝑪𝒌𝒌 之稅額  

從 B 出發，起始稅額為 0，因此，抵達第一個右外轉折點𝐶𝐶1的稅額仍保持 0。因第一個

右外轉折點𝐶𝐶1的稅額仍保持 0，所以我們先尋求位置𝐶𝐶2第二個右外轉折點的稅額公式，也就是

𝑅𝑅𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑚𝑚（𝐶𝐶2）。一開始，我們列出 n=7～14、m=8～12 時，位置𝐶𝐶2第二個右外轉折點的稅額。 

 (n，m)=(奇，偶) (n，m)=(偶，奇) 

𝑛𝑛 ≤ 𝑚𝑚 

𝑅𝑅𝑆𝑆7×8(𝐶𝐶2) = −2 − 10 + 6 × 26 𝑅𝑅𝑆𝑆8×9(𝐶𝐶2) = −2 − 12 + 7 × 27 

𝑅𝑅𝑆𝑆7×10(𝐶𝐶2) = −2 − 14 + 8 × 26 𝑅𝑅𝑆𝑆8×11(𝐶𝐶2) = −2 − 16 + 9 × 27 

(n，m)=(奇，奇) (n，m)=(偶，偶) 

𝑅𝑅𝑆𝑆7×7(𝐶𝐶2) = −2 − 8 + 5 × 26 𝑅𝑅𝑆𝑆8×8(𝐶𝐶2) = −2 − 10 + 6 × 27 

𝑅𝑅𝑆𝑆7×9(𝐶𝐶2) = −2 − 12 + 7 × 26 𝑅𝑅𝑆𝑆8×10(𝐶𝐶2) = −2 − 14 + 8 × 27 

 (n，m)=(奇，偶) (n，m)=(偶，奇) 

𝑚𝑚 < 𝑛𝑛 

𝑅𝑅𝑆𝑆11×10(𝐶𝐶2) = −3 − 12 + 8 × 210 𝑅𝑅𝑆𝑆12×9(𝐶𝐶2) = −3 − 10 + 7 × 211 

𝑅𝑅𝑆𝑆13×10(𝐶𝐶2) = −3 − 12 + 8 × 212 𝑅𝑅𝑆𝑆14×9(𝐶𝐶2) = −3 − 10 + 7 × 213 

(n，m)=(奇，奇) (n，m)=(偶，偶) 

𝑅𝑅𝑆𝑆11×9(𝐶𝐶2) = −3 − 10 + 7 × 210 𝑅𝑅𝑆𝑆12×10(𝐶𝐶2) = −3 − 12 + 8 × 211 

𝑅𝑅𝑆𝑆13×9(𝐶𝐶2) = −3 − 10 + 7 × 212 𝑅𝑅𝑆𝑆14×10(𝐶𝐶2) = −3 − 12 + 8 × 213 

由以上各式，我們可以歸納出以下四種情形： 

1. 當𝑛𝑛 ≤ 𝑚𝑚且 n 為奇數 

𝑅𝑅𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑚𝑚(𝐶𝐶2) = −
𝑛𝑛 − 3

2
− (2𝑚𝑚 − 𝑛𝑛 + 1) + (𝑚𝑚− 2) × 2𝑛𝑛−1 =

1 + 𝑛𝑛 − 4𝑚𝑚
2

+ (𝑚𝑚 − 2) × 2𝑛𝑛−1 

2. 當𝑛𝑛 ≤ 𝑚𝑚且 n 為偶數 

𝑅𝑅𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑚𝑚(𝐶𝐶2) = −
𝑛𝑛 − 4

2
− (2𝑚𝑚 − 𝑛𝑛 + 2) + (𝑚𝑚− 2) × 2𝑛𝑛−1 =

𝑛𝑛 − 4𝑚𝑚
2

+ (𝑚𝑚− 2) × 2𝑛𝑛−1 

3. 當𝑚𝑚 < 𝑛𝑛且 m 為奇數 

𝑅𝑅𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑚𝑚(𝐶𝐶2) = −
𝑚𝑚 − 3

2
− (𝑚𝑚 + 1) + (𝑚𝑚− 2) × 2𝑛𝑛−1 =

1 − 3𝑚𝑚
2

+ (𝑚𝑚− 2) × 2𝑛𝑛−1 

4. 當𝑚𝑚 < 𝑛𝑛且 m 為偶數 
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𝑅𝑅𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑚𝑚(𝐶𝐶2) = −
𝑚𝑚 − 4

2
− (𝑚𝑚 + 2) + (𝑚𝑚− 2) × 2𝑛𝑛−1 =

−3𝑚𝑚
2

+ (𝑚𝑚− 2) × 2𝑛𝑛−1 

完成𝑅𝑅𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑚𝑚(𝐶𝐶2)的規律，同樣的，我們透過𝑅𝑅𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑚𝑚(𝐶𝐶2)繼續推導𝑅𝑅𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑚𝑚(𝐶𝐶3)、

R𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑚𝑚(𝐶𝐶4)、𝑅𝑅𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑚𝑚(𝐶𝐶5)的規律。為了方便描述與說明，我們假設𝛼𝛼 = 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑛𝑛{𝑚𝑚,𝑛𝑛}，則： 

 

從以上的公式，我們再歸納第 k 個右外轉折點𝑅𝑅𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑚𝑚(𝐶𝐶𝑘𝑘)之規律。 

結論四-1：在𝑛𝑛 × 𝑚𝑚的逆向行走中，若依稅額最大值走法至第 k 個右外轉折點，則： 

1. 當𝑛𝑛 ≤ 𝑚𝑚，且 n 為奇數， 

𝑅𝑅𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑚𝑚(𝐶𝐶𝑘𝑘) = 𝒗𝒗+(2𝑘𝑘−1−1)×𝑛𝑛−4×(2𝑘𝑘−1−1)𝑚𝑚
2𝑘𝑘−1

+ [(2𝑘𝑘−1 − 1) × 𝑚𝑚 − 𝒕𝒕] × 2𝑛𝑛−2𝑘𝑘+3，2 ≤ 𝑘𝑘 ≤ n−1
2

  

2. 當𝑛𝑛 ≤ 𝑚𝑚，且 n 為偶數， 

𝑅𝑅𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑚𝑚(𝐶𝐶𝑘𝑘) = 𝒓𝒓+(2𝑘𝑘−1−1)×𝑛𝑛−4×(2𝑘𝑘−1−1)𝑚𝑚
2𝑘𝑘−1

+ [(2𝑘𝑘−1 − 1) × 𝑚𝑚 − 𝒕𝒕] × 2𝑛𝑛−2𝑘𝑘+3，2 ≤ 𝑘𝑘 ≤ n−2
2

  

3. 當𝑚𝑚 < 𝑛𝑛，且 m 為奇數  
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𝑅𝑅𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑚𝑚(𝐶𝐶𝑘𝑘) = 𝒗𝒗−3×(2𝑘𝑘−1−1)𝑚𝑚
2𝑘𝑘−1

+ [(2𝑘𝑘−1 − 1) × 𝑚𝑚 − 𝒕𝒕] × 2𝑛𝑛−2𝑘𝑘+3，2 ≤ 𝑘𝑘 ≤ m−1
2

   

4. 當𝑚𝑚 < 𝑛𝑛，且 m 為偶數 

𝑅𝑅𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑚𝑚(𝐶𝐶𝑘𝑘) = 𝒓𝒓−3×(2𝑘𝑘−1−1)𝑚𝑚
2𝑘𝑘−1

+ [(2𝑘𝑘−1 − 1) × 𝑚𝑚 − 𝒕𝒕] × 2𝑛𝑛−2𝑘𝑘+3，2 ≤ 𝑘𝑘 ≤ m−2
2

 

其中    𝒗𝒗 = (6𝑘𝑘 − 17) × 2𝑘𝑘−1 + 11 , 𝒓𝒓 = (3𝑘𝑘 − 9) × 2𝑘𝑘 + 12, 𝒕𝒕 = 2𝑘𝑘+1 − 2 × (𝑘𝑘 + 1)   

 第二階段   實際轉折點 T → 中心圈交點 Q  

 行走路徑規律  

在這個階段，我們應用結論四-1，求出最後一個右外轉折點，即虛擬轉折點的稅額。

行走時，我們並未實際經過虛擬轉折點，而是在虛擬轉折點下方的實際轉折點即轉彎進入中

心圈。從路徑中我們又可輕易發現，虛擬轉折點與實際轉折點有特定關係存在，即 

𝑅𝑅𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑚𝑚(𝑉𝑉) = 2 × 𝑅𝑅𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑚𝑚(𝑇𝑇)。我們可以應用虛擬轉折點與實際轉折點特定的稅額關係幫助在

我們第二階段的稅額計算。 

在逆向走法中，其中心圈的大小與順向走法長方形相同，都會留下產生變化的中心圈 

規律 4-3：在𝑛𝑛 × 𝑚𝑚的逆向行走中，若依稅額最大值走法，則實際轉折點 T 與虛擬轉折點

V 的稅額關係：𝑅𝑅𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑚𝑚(T) = 𝑅𝑅𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑚𝑚�𝐶𝐶𝑞𝑞�
2

= 𝑅𝑅𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑚𝑚(V)
2

 

規律 4-4：在𝑛𝑛 × 𝑚𝑚的逆向走法中，若依稅額最大值走法，則 

1. 當𝑛𝑛 ≤ 𝑚𝑚，𝑛𝑛為奇數，中心圈為2 × (2 + 𝑚𝑚 − 𝑛𝑛)的長方形。 

                𝑛𝑛為偶數，中心圈為3 × (3 + 𝑚𝑚 − 𝑛𝑛)的長方形。 

    2. 當m < n，𝑚𝑚為奇數，中心圈為(𝑛𝑛 −𝑚𝑚 + 2) × 2的長方形。 

                𝑚𝑚為偶數，中心圈為(𝑛𝑛 −𝑚𝑚 + 3) × 3的長方形。 

  中心圈交點 Q 之稅額  

根據規律 4-3、4-4，我們即可推導中心圈交點 Q 的稅額，並分為以下四種情形： 

1. 當𝑛𝑛 ≤ 𝑚𝑚且 n 為奇數   

𝑅𝑅𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑚𝑚(Q) = ��
𝑅𝑅𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑚𝑚(V)

2
− 2 × (𝑚𝑚− 𝑛𝑛 + 2)� ÷ 2 + 2 × (𝑚𝑚− 𝑛𝑛 + 1)� × 2 
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=
𝑅𝑅𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑚𝑚(V)

2
+ 2𝑚𝑚 − 2𝑛𝑛 

2. 當𝑛𝑛 ≤ 𝑚𝑚且 n 為偶數 

𝑅𝑅𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑚𝑚(Q) = ��
𝑅𝑅𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑚𝑚(V)

2
− 2 × (𝑚𝑚− 𝑛𝑛 + 3)� ÷ 4 + 2 × (𝑚𝑚− 𝑛𝑛 + 2)� × 4 

=
𝑅𝑅𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑚𝑚(V)

2
+ 6𝑚𝑚 − 6𝑛𝑛 + 10 

3. 當𝑚𝑚 < 𝑛𝑛且 m 為奇數 

𝑅𝑅𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑚𝑚(Q) = ��
𝑅𝑅𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑚𝑚(V)

2
− 4� ÷ 2𝑛𝑛−𝑚𝑚+1 + 2� × 2𝑛𝑛−𝑚𝑚+1 =

𝑅𝑅𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑚𝑚(𝑉𝑉)
2

+ 2𝑛𝑛−𝑚𝑚+2 − 4 

4. 當𝑚𝑚 < 𝑛𝑛且 m 為偶數 

𝑅𝑅𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑚𝑚(Q) = ��
𝑅𝑅𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑚𝑚(V)

2
− 6� ÷ 2𝑛𝑛−𝑚𝑚+2 + 4� × 2𝑛𝑛−𝑚𝑚+2 =

𝑅𝑅𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑚𝑚(𝑉𝑉)
2

+ 2𝑛𝑛−𝑚𝑚+4 − 6 

因此我們得到結論四-2。 

結論四-2：在𝑛𝑛 × 𝑚𝑚的逆向行走中，若依稅額最大值走法，則 

1. 當𝑛𝑛 ≤ 𝑚𝑚且 n 為奇數，則𝑅𝑅𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑚𝑚(Q) = 𝑅𝑅𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑚𝑚(V)
2

+ 2𝑚𝑚 − 2𝑛𝑛 

2. 當𝑛𝑛 ≤ 𝑚𝑚且 n 為偶數，則𝑅𝑅𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑚𝑚(Q) = 𝑅𝑅𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑚𝑚(V)
2

+ 6𝑚𝑚 − 6𝑛𝑛 + 10 

3. 當𝑚𝑚 < 𝑛𝑛且m 為奇數，則𝑅𝑅𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑚𝑚(Q) = 𝑅𝑅𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑚𝑚(V)
2

+ 2𝑛𝑛−𝑚𝑚+2 − 4 

4. 當𝑚𝑚 < 𝑛𝑛且m 為偶數，則𝑅𝑅𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑚𝑚(Q) = 𝑅𝑅𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑚𝑚(V)
2

+ 2𝑛𝑛−𝑚𝑚+4 − 6 

 第三階段   中心圈交點 Q → 終點 A  

 行走路徑規律  

最後，我們推導終點 A 的稅額。從圖 4-8 我們發現，從中心圈交點的路線為往上到底

後，再往左抵達終點 A。往上的格數恰好為轉折點數量，往左的格數也與轉折點數量有關。 

規律 4-5：在𝑛𝑛 × 𝑚𝑚的逆向行走中，設 α = 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑛𝑛�𝑚𝑚，𝑛𝑛�，依稅額最大值走法， 

  當𝛼𝛼為奇數時，往上移動 𝛼𝛼−1
2

格；當𝛼𝛼為偶數，往上移動 𝛼𝛼−2
2

格。 

  當𝛼𝛼為奇數時，往左移動 2𝑚𝑚−𝛼𝛼−1
2

格；當𝛼𝛼為偶數，往左移動 2𝑚𝑚−𝛼𝛼
2

格。 
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  終點 A 之稅額  

結合結論四-2、規律 4-5，我們推導出終點稅額的規律。 

結論四-3：在𝑛𝑛 × 𝑚𝑚的逆向行走中，若依稅額最大值走法，則 

1. 當𝑛𝑛 ≤m 且 n 為奇數，𝑅𝑅𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑚𝑚 = 𝑅𝑅𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑚𝑚(Q) × 2
𝑛𝑛−1
2 − (2𝑚𝑚 − 𝑛𝑛 − 1) 

2. 當𝑛𝑛 ≤m 且 n 為偶數，𝑅𝑅𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑚𝑚 = 𝑅𝑅𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑚𝑚(Q) × 2
𝑛𝑛−2
2 − (2𝑚𝑚 − 𝑛𝑛) 

3. 當𝑚𝑚 < 𝑛𝑛且m 為奇數，𝑅𝑅𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑚𝑚 = 𝑅𝑅𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑚𝑚(Q) × 2
𝑚𝑚−1
2 − (𝑚𝑚− 1) 

4. 當𝑚𝑚 < 𝑛𝑛且m 為偶數，𝑅𝑅𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑚𝑚 = 𝑅𝑅𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑚𝑚(Q) × 2
𝑚𝑚−2
2 − 𝑚𝑚 

 

伍、討論與結論 

一、順向行走與逆向行走終點稅額的差異 

研究中我們發現，逆向行走最終的稅額較順向行走的為大。從行走路徑分析，順向

逆向均有逆時針繞圈、繞大圈、多圈、

由外而內繞中心圈等走法。在抵達終點

前倒數第二步，順向為往下移動；逆向

路徑則是往上。可以解釋，逆向行走稅

額大於順向稅額之原因。 

 

二、順向稅額公式中，右外轉折點之稅額公式， 𝑺𝑺𝒏𝒏×𝒏𝒏(𝑪𝑪𝒌𝒌)與𝑺𝑺𝒏𝒏×𝒎𝒎(𝑪𝑪𝒌𝒌)差異 

從結論二-1 與結論三-1 比對，兩個公式相當接近。 

 
❷、❸部分隨著城鎮從𝑛𝑛 × 𝑛𝑛正方形轉變為𝑛𝑛 × 𝑚𝑚長方形，因 n 影響乘除 2 的次數，

圖 5-1  圖 5-2  
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m 則影響加減 2 的次數。可以理解 2 的次方數部分隨著 n 變化；其餘則隨著 m 變化。但

❶在 2 的指數上，卻視 n、m 大小而有變化。 

若我們將稅額的計算分開，單獨看圖 5-1 中紫色❶段

的稅額。從順向行走路徑中我們發現，到𝐶𝐶1時，上升較下

降多了一段，恰好等於起步下降格數。根據規律 2-1、3-1

我們得知，起步下降與長方形的短邊有關。可以解釋，在

順向行走右外轉折點稅額的規律中，長方形公式 

𝑛𝑛 < 𝑚𝑚與𝑚𝑚 < 𝑛𝑛兩者的差異所在。 

 

三、逆向稅額公式中，右外轉折點之稅額公式，𝐑𝐑𝑺𝑺𝒏𝒏×𝒎𝒎(𝑪𝑪𝒌𝒌)在𝒏𝒏 ≤ 𝒎𝒎 與 𝒎𝒎 < 𝒏𝒏之差異探討 

在逆向最後一個右外轉折點的稅額公式，即結論四-1，我們發現 n、m 同為奇數時， 

當𝑛𝑛 ≤ 𝑚𝑚，𝑅𝑅𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑚𝑚(𝐶𝐶𝑘𝑘) = 

𝑣𝑣+(2𝑘𝑘−1−1)×𝑛𝑛−4×(2𝑘𝑘−1−1)𝑚𝑚
2𝑘𝑘−1

+ [(2𝑘𝑘−1 − 1) × 𝑚𝑚 − 𝑡𝑡] × 2𝑛𝑛−2𝑘𝑘+3，2 ≤ 𝑘𝑘 ≤ n−1
2

  

   當𝑚𝑚 < 𝑛𝑛時，𝑅𝑅𝑆𝑆𝑛𝑛×𝑚𝑚(𝐶𝐶𝑘𝑘) = 𝑣𝑣−3×(2𝑘𝑘−1−1)𝑚𝑚
2𝑘𝑘−1

+ [(2𝑘𝑘−1 − 1) × 𝑚𝑚 − 𝑡𝑡] × 2𝑛𝑛−2𝑘𝑘+3，2 ≤ 𝑘𝑘 ≤ m−1
2

 

兩個僅在紅色標示部分有差異。從走法中我們得

知，逆向的向左移格數與長方形的短邊有關，當𝑛𝑛 ≤ 𝑚𝑚

時，向左移動格數與 n 有關；當𝑚𝑚 < 𝑛𝑛時向左移動格數

與 m 有關。可以解釋兩者之間的差異所在。 

在深入探討發現，兩者公式相差了
(2𝑘𝑘−1−1) ×(𝑛𝑛−𝑚𝑚)

2𝑘𝑘−1
。

可見，縱向延伸的長方形逆向最終稅額會大於橫向延伸

的長方形，也與我們實際操作的結果相符(表 4-6)。 

我們將稅額拆解成兩部分，造成差異的僅與深藍色路段有關，因此，轉折點稅額的

計算我們單看深藍色段造成的差異。當𝑛𝑛 ≤ 𝑚𝑚時，圖中❷部分到𝐶𝐶2的稅額是
1+𝑛𝑛−4m

2
，當

𝑚𝑚 < 𝑛𝑛時，❷部分到𝐶𝐶2的稅額是
1−3𝑚𝑚
2

；兩者相差
𝑛𝑛−𝑚𝑚
2

。𝑛𝑛 ≤ 𝑚𝑚時，❸到𝐶𝐶3的稅額是

圖 5-3  

圖 5-4 
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7+𝑛𝑛−4m
2

，當𝑚𝑚 < 𝑛𝑛時，❸到𝐶𝐶3的稅額是
7−3𝑚𝑚
2

，兩者也相差
𝑛𝑛−𝑚𝑚
2

。我們發現，若單獨看每

一圈每一段行走的稅額，到右外轉折點均相差
𝑛𝑛−𝑚𝑚
2

。 

但❷的稅額到𝐶𝐶3後，因位置下降一格，因此差額會變成
𝑛𝑛−𝑚𝑚
22

，因此，到𝐶𝐶𝑘𝑘處，差額會變

成
𝑛𝑛−𝑚𝑚
2𝑘𝑘−1

。❸段的差異來到𝐶𝐶4為
𝑛𝑛−𝑚𝑚
22

，到𝐶𝐶𝑘𝑘差異則為
𝑛𝑛−𝑚𝑚
2𝑘𝑘−2

；❹段的差異在𝐶𝐶𝑘𝑘處則為
𝑛𝑛−𝑚𝑚
2𝑘𝑘−3

，則  

段在𝐶𝐶𝑘𝑘的差異則為
𝑛𝑛−𝑚𝑚

2𝑘𝑘−(𝑘𝑘−1)。我們將𝐶𝐶2、𝐶𝐶3、𝐶𝐶4 … …𝐶𝐶𝑘𝑘差異加總： 

𝑛𝑛 −𝑚𝑚
2𝑘𝑘−1

+
𝑛𝑛 −𝑚𝑚
2𝑘𝑘−2

+
𝑛𝑛 −𝑚𝑚
2𝑘𝑘−3

+ ⋯+
𝑛𝑛 −𝑚𝑚

2𝑘𝑘−(𝑘𝑘−1) 

=
1 × (𝑛𝑛 −𝑚𝑚)

2𝑘𝑘−1
+

2 × (𝑛𝑛 −𝑚𝑚)
2𝑘𝑘−1

+
22 × (𝑛𝑛 −𝑚𝑚)

2𝑘𝑘−1
+ ⋯+

2𝑘𝑘−2 × (𝑛𝑛 −𝑚𝑚)
2𝑘𝑘−1

=
(1 + 21 + 22 + 23 + ⋯+ 2𝑘𝑘−2) × (𝑛𝑛 −𝑚𝑚)

2𝑘𝑘−1
=

(2𝑘𝑘−1 − 1) × (𝑛𝑛 −𝑚𝑚)
2𝑘𝑘−1

 

與我們從結論四-1 公式觀察的結果相符。也意外讓我們發現另一個尋求規律的方法。 

 

四、我們從研究中發現了九項行走與稅額的性質、應用其性質找出了在正方形與長方形城鎮

中，順向以及逆向走法的稅額最大值之最佳解。利用路徑中的規律，將過程分為三階

段，提出每一個階段的路徑規律與稅額最大值公式，有效降低了問題的複雜度。 

 

陸、未來發展 

一、針對這個問題，我們覺得非常有挑戰性。未來還可以繼續探討，如果加減乘除的數字變

成 3、4、5…，那走法跟稅額的規律是否會有其他變化？ 

二、我們也嘗試，在計算稅額過程中，要求要全程保持整數狀態，更是大大提昇問題的複雜

度。若合併更改運算數字，也是未來可以考慮延伸的研究問題。 

 

柒、參考文獻資料 

一、遊戲學校網站   

二、邱韋齊(2018)。堆集遊戲解法之探討。第 58 屆全國科展 



080402-評語 

【評語】080402  

1. 該研究為作者接觸有趣的網路遊戲引發研究興趣，對於矩形

棋盤格中行走路徑的最大值進行研究，透過觀察局部特例，

擬定三個階段得到最大化路徑的策略。路徑地圖從正方形到

長方形並考慮反路徑問題最後都能得到最佳的解，該研究路

徑求解過程有趣且分析路徑完整度高。 

2. 該研究方法初期能計算出實際稅額來比較路徑的優勢，透過

四則運算計算得到最大值走法，當圖形變大時，分類路徑的

規律逐步計算出稅額，研究步驟分明有序。 

3.  作者賦予路徑問題一個稅收的模型，頗富創意。能用小學生

可上手的手法處理路徑優化問題，很有發展性。



 

 

 

 

 

 

 

 

 

作品簡報



課稅小鎮─
稅額最大值走法之

最佳解探討

國小組 數學科



研究動機
背包客從A處進入、B處離開小鎮，行走過程中，移動

每一格都必須按照小鎮規定課稅。

舉例： 0 + 2 × 2 ÷ 23 − 2 × 2 + 2 × 3 ÷ 22= 0.75

如何走出最大值稅額？ 稅額是否有規律？ 圖1：課稅方式及示例

研究目的與架構

城鎮大小：𝒏 ×𝒎
順向行走：A → B

逆向行走：B → A

𝑺𝒏×𝒎：順向終點稅額
𝑹𝑺𝒏×𝒎：逆向終點稅額
𝑺𝒏×𝒎(𝑲)：A → K 稅額
𝑹𝑺𝒏×𝒎(𝑲)：B → K 稅額

名詞解釋
符號定義

2

圖2：城鎮大小與
起終點位置



研究一：在正方形城鎮中，探討行走路徑與稅額的關係

性質一
逆時針繞圈，稅額會增加

性質二
繞圈越大，增加稅額也越大

性質三 順向繞圈靠左下方、
逆向繞圈靠右下，其稅額越大

性質四 順向行走繞圈後回到最
左側稅額會增加

性質五
繞圈數越多，稅額增加越多

性質六 繞行圈數固定，由外而內
較由內而外繞行的稅額大

性質七 繞圈時，向左進入
中心圈，則稅額較大

性質八 逆時針ㄇ字型(及對
稱型)繞行稅額比直線行走大

性質九 矩形走至對角頂點，
逆時針行走較順時針方向的稅額大

3



第一階段路徑 第二階段路徑 第三階段路徑

研究二：在正方形城鎮中，從A到B順向行走，課稅額最大值

中心圈轉折點 J

中心圈外框

中心圈

右外轉折點 𝑪𝒌

順向路徑重要名詞

4

起
步
下
降
格

圖3：正方形城鎮順向行走稅額最大值之行走路徑

將路徑依規律
分為三階段：

一、A → 𝐂𝒑

二、 𝐂𝒑 → J

三、 J → B



結論二-1：在 𝑛 × 𝑛城鎮順向行走中，右外轉折點之稅額規律

當n為奇數，𝑆𝑛×𝑛 𝐶𝑘 = 𝑘 × 2
𝑛− 2𝑘+3

2 + 2𝑘 − 1 𝑛 − 𝒕 × 2𝑛− 2𝑘−1 −
2𝑘−1−1 𝑛−𝒖

2𝑘−2
，2 ≤ 𝑘 ≤

𝑛−5

2

當n為偶數，𝑆𝑛×𝑛 𝐶𝑘 = 𝑘 × 2
𝑛− 2𝑘+4

2 + 2𝒌 − 1 𝑛 − 𝒕 × 2𝑛− 2𝑘−1 −
𝟐𝒌−𝟏−𝟏 𝑛−𝒖

2𝒌−𝟐
，2 ≤ 𝑘 ≤

𝑛−6

2

其中，𝒕 = 2𝑘+2 − 2 × (𝑘 + 2) 𝒖 = 2𝑘 × 𝑘 − 2𝑘+1 + 2

第一階段 起點A → 最後一個右外轉折點 𝐂𝒑

圖4：正方形順向第一階段路徑

5

表1：正方形順向右外轉折點公式



結論二-3：在𝑛 × 𝑛的正方形城鎮中，終點B之稅額規律

當n為奇數，S𝑛×𝑛 = S𝑛×𝑛 J − 2 ×
𝑛+1

2
÷ 2

𝑛+3

2 + 2 × 𝑛 − 1 ，𝑛 ≥ 7；

當n為偶數，𝑆𝑛×𝑛 = 𝑆𝑛×𝑛 J − 2 ×
𝑛+2

2
÷ 2

𝑛+4

2 + 2 × 𝑛 − 1 ，𝑛 ≥ 8
圖7：正方形順向第三階段路徑

第二階段 最後一個右外轉折點𝑪𝒑 → 中心圈轉折點 J

結論二-2：在𝑛 × 𝑛城鎮中順向行走，中心圈轉折點之稅額規律

當n為奇數，𝑺𝒏×𝒏 𝑱 =
𝑆𝑛×𝑛 𝐶𝑛−5

2

2
+ 44； 當n為偶數， 𝑺𝒏×𝒏 𝑱 =

𝑆𝑛×𝑛 𝐶𝑛−6
2

2
+ 143

圖5：𝑛 × 𝑛(n為奇數)中心圈及外框

第三階段 中心圈轉折點 J → 終點 B

6

圖6： 𝑛 × 𝑛(n為偶數)中心圈及外框



結論三-1：在𝑛 ×𝑚城鎮中順向行走，設α = min m, n ，第 k 個右外轉折點之稅額規律

當α為奇數， S𝑛×𝑚 C𝑘 = 𝑘 × 2
𝛼− 2𝑘+3

2 + 2𝑘 − 1 𝑚 − 𝒕 × 2𝑛− 2𝑘−1 −
2𝑘−1−1 𝑚−𝒖

2𝑘−2
，2 ≤ 𝑘 ≤

𝛼−5

2

當α為偶數， S𝑛×𝑚 C𝑘 = 𝑘 × 2
𝛼− 2𝑘+4

2 + 2𝑘 − 1 𝑚 − 𝒕 × 2𝑛− 2𝑘−1 −
2𝑘−1−1 𝑚−𝒖

2𝑘−2
，2 ≤ 𝑘 ≤

𝛼−6

2

其中 𝐭 = 2𝑘+2 − 2 × (𝑘 + 2) 𝐮 = 2𝑘 × 𝑘 − 2𝑘+1 + 2

圖9：長正方形順向第一階段路徑

研究三：在長方形城鎮中，從A到B順向行走，課稅額最大值

路徑相似，僅在中心圈大小，中心圈外框產生變化。
行走規律均與長方形的短邊有關。

與正方形城鎮
路徑之差異點

發現

第一階段 起點A → 最後一個右外轉折點 𝐂𝒑

7

圖8：長方形順向路徑



結論三-2：在 𝒏 ×𝒎的城鎮中順向行走，中心圈轉折點之稅額規律

當𝑛 ≤ 𝑚，𝑛為奇數，𝑆𝑛×𝑚 J =
𝑆𝑛×𝑚 𝐶𝑝

2
+ 𝑚 − 𝑛 × 19 + 44 , 𝑛 ≥ 7

𝑛為偶數，𝑆𝑛×𝑚 J =
𝑆𝑛×𝑚 𝐶𝑝

2
+ 𝑚 − 𝑛 × 43 + 143 , 𝑛 ≥ 8

當𝑚 < 𝑛，𝑚為奇數，𝑆𝑛×𝑚 J =
𝑆𝑛×𝑚 𝐶𝑝

2
+ 7 × 2𝑛−𝑚+3 − 12 ,𝑚 ≥ 7

𝑚為偶數，𝑆𝑛×𝑚 J =
𝑆𝑛×𝑚 𝐶𝒑

2
+ 5 × 2𝑛−𝑚+5 − 17 ,𝑚 ≥ 8

結論三-3：在 𝒏 ×𝒎的城鎮中順向行走，終點之稅額規律

當𝑛 ≤ 𝑚，𝑛為奇數，𝑆𝑛×𝑚 = 𝑆𝑛×𝑚 𝐽 − 2𝑚 − 𝑛 + 1 ÷ 2
𝑛+3

2 + 2 × 𝑚 − 1 , 𝑛 ≥ 7

𝑛為偶數， 𝑆𝑛×𝑚 = 𝑆𝑛×𝑚 𝐽 − 2𝑚 − 𝑛 + 2 ÷ 2
𝑛+4

2 + 2 × 𝑚 − 1 , 𝑛 ≥ 8

當𝑚 < 𝑛，𝑚為奇數，𝑆𝑛×𝑚 = 𝑆𝑛×𝑚 𝐽 − 𝑚 + 1 ÷ 2
2𝑛−𝑚+3

2 + 2 × 𝑚 − 1 ,𝑚 ≥ 7

𝑚為偶數，𝑆𝑛×𝑚 = 𝑆𝑛×𝑚 𝐽 − 𝑚 + 1 ÷ 2
2𝑛−𝑚+4

2 + 2 × 𝑚 − 1 ,𝑚 ≥ 8

圖10：長方形順向第二、三階段路徑

第二階段 最後一個右外轉折點𝑪𝒑 → 中心圈轉折點 J

第三階段 中心圈轉折點 J → 終點 B

8



研究四：在長方形城鎮中，從B到A逆向行走時，課稅額最大值

實際轉折點 T

逆向路徑重要名詞

中心圈交點 Q

結論四-1：在𝒏 ×𝒎的逆向行走中，第k個右外轉折點之稅額規律

當𝑛 ≤ 𝑚，n為奇數，𝑅𝑆𝑛×𝑚 𝐶𝑘 =
𝒗+(2𝑘−1−1)×𝑛−4×(2𝑘−1−1)𝑚

2𝑘−1
+ (2𝑘−1 − 1) ×𝑚 − 𝒕 × 2𝑛−2𝑘+3，2 ≤ 𝑘 ≤

𝑛−1

2

n為偶數，𝑅𝑆𝑛×𝑚 𝐶𝑘 =
𝒓+(2𝑘−1−1)×𝑛−4×(2𝑘−1−1)𝑚

2𝑘−1
+ (2𝑘−1 − 1) × 𝑚 − 𝒕 × 2𝑛−2𝑘+3，2 ≤ 𝑘 ≤

𝑛−2

2

當𝑚 < 𝑛，m為奇數，𝑅𝑆𝑛×𝑚 𝐶𝑘 =
𝒗−3×(2𝑘−1−1)𝑚

2𝑘−1
+ (2𝑘−1 − 1) ×𝑚 − 𝒕 × 2𝑛−2𝑘+3，2 ≤ 𝑘 ≤

𝑚−1

2

m為偶數，𝑅𝑆𝑛×𝑚 𝐶𝑘 =
𝒓−3×(2𝑘−1−1)𝑚

2𝑘−1
+ (2𝑘−1 − 1) × 𝑚 − 𝒕 × 2𝑛−2𝑘+3，2 ≤ 𝑘 ≤

m−2

2

其中 𝒗 = 6𝑘 − 17 × 2𝑘−1 + 11 , 𝒓 = 3𝑘 − 9 × 2𝑘 + 12, 𝒕 = 2𝑘+1 − 2 × (𝑘 + 1)

右
外
轉
折
點

圖11：長方形城鎮逆向行走稅額最大值之行走路徑

虛擬轉折點 V

第一階段 起點 B → 實際轉折點 T
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結論四-2：在𝒏 ×𝒎的逆向行走中，中心圈交點Q之稅額

當𝑛 ≤ 𝑚，n為奇數，則𝑅𝑆𝑛×𝑚 Q =
𝑅𝑆𝑛×𝑚 V

2
+ 2𝑚 − 2𝑛；

n為偶數，則𝑅𝑆𝑛×𝑚 Q =
𝑅𝑆𝑛×𝑚 V

2
+ 6𝑚 − 6𝑛 + 10

當𝑚 < 𝑛，m為奇數，則𝑅𝑆𝑛×𝑚 Q =
𝑅𝑆𝑛×𝑚 V

2
+ 2𝑛−𝑚+2 − 4；

m為偶數，則𝑅𝑆𝑛×𝑚 Q =
𝑅𝑆𝑛×𝑚 V

2
+ 2𝑛−𝑚+4 − 6

圖12：長方形逆向第二階段路徑

圖13：長方形逆向第三階段路徑

結論四-3：在𝒏 ×𝒎的逆向行走中，終點A之稅額

當𝑛 ≤ 𝑚，n為奇數，𝑅𝑆𝑛×𝑚 = 𝑅𝑆𝑛×𝑚 Q × 2
𝑛−1

2 − (2𝑚 − 𝑛 − 1)，

n為偶數，𝑅𝑆𝑛×𝑚 = 𝑅𝑆𝑛×𝑚 Q × 2
𝑛−2

2 − (2𝑚 − 𝑛)

當𝑚 < 𝑛，m為奇數，𝑅𝑆𝑛×𝑚 = 𝑅𝑆𝑛×𝑚 Q × 2
𝑚−1

2 − (𝑚 − 1)，

m為偶數，𝑅𝑆𝑛×𝑚 = 𝑅𝑆𝑛×𝑚 Q × 2
𝑚−2

2 −𝑚

第二階段 實際轉折點Ｔ→ 中心圈交點 Q 

第三階段 中心圈交點 Q → 終點 A
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一、順向行走與逆向行走終點稅額的差異，逆向終點稅額較順向為大

順向行走時，長方形城鎮橫向延伸的終點稅額會大於縱向延伸的終點稅額

逆向行走時，長方形城鎮縱向延伸的終點稅額會大於橫向延伸的終點稅額

二、順向稅額公式中，𝑆𝑛×𝑛(𝐶𝑘)與𝑆𝑛×𝑚(𝐶𝑘)差異

討論

11

圖14：長方形縱向延伸與橫向延伸，順向與逆向之終點稅額之比較

圖15：順向行走分段稅額分析圖

13x11
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結論與未來發展
一、研究中，我們提出了行走與稅額間關係之九項性質，應用找出順、逆向行走最大稅額之路徑。

將路徑將過程分為三階段，先歸納行走規律，再提出每一階段稅額最大值公式。

最後深入分析比較公式的差異，提出原因。

二、全程保持稅額整數，合併更改運算數字，路徑改為立體空間，也是未來可以延伸的研究方向。

三、逆向稅額公式中，𝑅𝑆𝑛×𝑚(𝐶𝑘)在𝑛 ≤ 𝑚與𝑚 < 𝑛之差異探討

(一) 𝑛 ≤ 𝑚，𝑛為奇數，𝑅𝑆𝑛×𝑚 𝐶𝑘 =
𝒗+(2𝑘−1−1)×𝑛−4×(2𝑘−1−1)𝑚

2𝑘−1

𝑚 < 𝑛，𝑚為奇數，𝑅𝑆𝑛×𝑚 𝐶𝑘 =
𝒗−3×(2𝑘−1−1)𝑚

2𝑘−1

(二) 兩者公式相差了
(2𝑘−1−1) ×(𝑛−𝑚)

2𝑘−1

𝑛−𝑚

2𝑘−1
+

𝑛−𝑚

2𝑘−2
+

𝑛−𝑚

2𝑘−3
+⋯+

𝑛−𝑚

2𝑘− 𝑘−1 =
(2𝑘−1−1)× 𝑛−𝑚

2𝑘−1
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圖16：逆向行走分段稅額分析圖
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