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摘要 

        非負整數的各位數字重新排列後，由⼤到⼩減去由⼩到⼤的運算稱為Kaprekar運算。若

原數和結果相等，則此數為Kaprekar常數。在此條件下，Kaprekar變換最終定會進入循環(包

含循環節為1的情形)。本研究探討Kaprekar常數與循環的結構。 

        結果如下: 

(1)⼆進位分為五類，得到⼆進位常數的形式和規律。 

(2)我們定義了 來討論三進位的變換形式，得到能判斷其結構和循環節及數量的規則。 

(3) 在任何有理數區間中必有任意的 -循環點，其中 是任意正整數。  

(4)關於四進位，我們發現將任意非負整數運算四次後必符合某⼀形式，且其結果可類比於

部份三進位的情形，進⼀步可得到所有四進位數的結果。 

壹、前⾔ 

⼀、研究動機 

        將非負整數的各位數字重新排列後，由⼤到⼩排列減去由⼩到⼤排列的運算稱為

Kaprekar變換。像數字213，各位數字由⼤⽽⼩與由⼩⽽⼤分別是321與123，兩數相減得

198。如此計算下去213 → 198 → 792 → 693 → 594 → 495。對於所有的非負整數，經過

Kaprekar變換後會有兩種結果:得到Kaprekar常數或是進入Kaprekar循環。 

        因此，我們想要探討⼆、三、四、五進位Kaprekar變換的結果。例如：求進位數z經

Kaprekar變換後的⼀般式、討論⼆、三、四、五進位的Kaprekar變換形式，並找出其性質。 

⼆、研究⽬的 

（⼀）探討⼆進位數 經Kaprekar運算後的⼀般式，並求出其 、 、 。 

（⼆）探討三進位數 經Kaprekar運算後的⼀般式，並求出其 、 、 。 

（三）探討 函數的軌跡及性質並找出其與三進位數在Kaprekar變換仍為正規數的充要 

 件。 

（四）探討四進位數 經Kaprekar運算後的⼀般式，並求出其 、 、 。 

（五）探討五進位數 經Kaprekar運算後的⼀般式。 

g(x)

g(x) n n

z d(z) K(z) ℓ(z)

z d(z) K(z) ℓ(z)

g(x)

z d(z) K(z) ℓ(z)

z
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貳、研究設備與器材 

⼀、筆、紙、excel。 

參、研究過程 

⼀、定義、數學符號及已知研究成果 

        進位數 ， ，其中 是⼩於B的非負整數，且

。為了表⽰的⽅便，⼜將上式記為  。 

【定義1-1】：集合 。 

，數字 是 的重新排列，且 ，

 

【定義1-2】：集合 。 

【定義1-3】：Kaprekar循環、Kaprekar軌跡 

（1） ，稱為Kaprekar變換。     

          ， 。 

（2）若 ，則稱 為Kaprekar常數。 

（3）若 ，非負整數 和正整數 使得 

 ， 

          當 ，則稱為Kaprekar循環。 

（4）集合  稱為 的 Kaprekar軌跡。 

例如：（1） ，  

 （2）  

 （3） ，  

因為 只有有限個元素，所以任何 必滿⾜上⾯（2）、（3）情形之⼀。 

為了更進⼀步探討Kaprekar變換之結構，我們關⼼下⾯兩個問題： 

（1）哪些數是Kaprekar常數，哪些不是？ 

（2）若 不是Kaprekar常數，則使得 是Kaprekar循環數的最⼩非負整數 為何？此時 

B z z = a1 × Bn−1 + a2 × Bn−2 + … + an ai

1 ≤ i ≤ n z = (a1a2⋯an)B

Z(B, n) = {z |z = (a1a2…an)B ,0 ≤ ai ≤ B − 1, 1 ≤ i ≤ n}

z = (c1c2⋯cn)B c1, c2, ⋯, cn a1, a2, ⋯, an c1 ≥ c2 ≥ ⋯ ≥ cn

z = (cncn−1⋯c1)B

Z(B, n) = {z |z ∈ Z(B, n)}

T(B,n)(z) = z − z k

Tk
(B,n)(z) = T(B,n)(Tk−1

(B,n)(z)) = (T(B,n) ∘ T(B,n) ∘ ⋯ ∘ T(B,n))(z) k > 1

T(B,n)(z) = z z

z ∈ Z(B, n) d ℓ

z → T(B,n)(z) → T 2
(B,n)(z) → ⋯ → T d

(B,n)(z) → ⋯ → T d+ℓ
(B,n)(z)

T d
(B,n)(z) = T d+ℓ

(B,n)(z)

{Tk
(B,n)(z)}k∈N z

T(10,3)(123) = 321 − 123 = 198 T 2
(10,3)(123) = T(10,3)(198) = 792

T(10,4)(6174) = 7641 − 1467 = 6174

81 → 63 → 27 → 45 → 09 → 81 T(10,2)(81) = T1+5
(10,2)(81) = 63

Z(B, n) z ∈ Z(B, n)

z T d
(B,n)(z) d
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          的循環長度是什麼？ 

因此我們定義： 

【定義1-4】： 

 存在 使得  

  

  

【定義1-5】： 

（1）若 ， ，則 為Kaprekar常數。 

（2）若 ， ， 且 ， ， ，為無 

          聊情形。 

（3）定義 為 中所有非無聊情形下出現的Kaprekar循環的數量（含 的情 

          形）；定義 ，其中 表⽰所有非無聊情形的 

          循環長 。 

（4）若 且 時稱此時的 為嚴格的Kaprekar常數，且此時的 是嚴 

          格的數對。（註：此處定義我們參考延⽤[4]中的定義⽅式。） 

例如：（1） ， ， ， 。 

 （2） ， ， ， 。 

 （3）若 ， ，則參考[4]中的資料有， ， 

  ， ， 。    

  ， 

  ， ， 。 

  兩個循環，且 分別為1和2，則 ， 。 

 （4）若 ， ，則參考[4]中的資料有 

  ， ， ， 。 

  ⼀個循環，且 為1， 

  則 ， ， 為嚴格的數對。 

d(z) := min{d ≥ 0 ∣ ℓ > 1 T d
(B,n)(z) = T d+ℓ

(B,n)(z)}

K(z) := T d(z)
(B,n)(z)

ℓ(z) := min{ℓ ≥ 1 ∣ Tℓ
(B,n)(K(z)) = K(z)}

ℓ(z) = 1 T(B,n)(K(z)) = K(z) K(z)

z = (aa⋯a)B 0 ≤ a ≤ B − 1 T(B,n)(z) = 0 d(z) = 1 K(z) = 0 ℓ(z) = 1

N(B, n) Z(B, n) ℓ(z) = 1

ℓ(B, n) = (ℓ1, ℓ2, ⋯, ℓN(B,n)) ℓ1, ℓ2, ⋯, ℓN(B,n)

ℓ(z)

ℓ(z) = 1 N(B, n) = 1 K(z) (B, n)

6174 → 6174 d(6174) = 0 K(6174) = 6174 ℓ(6174) = 1

222 → 0 → 0 d(222) = 1 K(222) = 0 ℓ(222) = 1

B = 4 n = 4 (3021)4 → (3021)4

d((3021)4) = 1 K((3021)4) = (3021)4 ℓ((3021)4) = 1

(1332)4 → (2022)4 → (1332)4

d((1332)4) = 0 K((1332)4) = (1332)4 ℓ((1332)4) = 2

ℓ(z) N(4,4) = 2 ℓ(4,4) = (1,2)

B = 10 n = 3

495 → 495 d(495) = 0 K(495) = 495 ℓ(495) = 1

ℓ(z)

N(10,3) = 1 ℓ(10,3) = 1 (10,3)

3



【定義1-6】： 

若 ，對任⼀ 都有 ， ，稱 為正規數，否則為非

正規數。即 表⽰成 進位數時數字 都會出現。 

若不存在任意正整數 使 為非正規數，則稱 為嚴格正規數。 

【定義1-7】： 

（1） 為非負整數， ，  

       （ 是 的⼦集，其中 ， ）。 

（2）投影 ，  

         ，其中 是 中值為 的個數。 

例如： ， ， ， 。 

【定義1-8】： 

， ，（ 的定義如定義1-7） 

例如 ，以 表⽰可寫成 。 

【定義1-9】： 

若 ，則有 ，使得 ，令 

存在 使得  

 

 

若 ， ， 。 

【性質1】： 

（1） 為⼀對⼀映成。 

（2） ， 是正規數的充要條件為 。 

例如： 則 ， 是正規數。 

【定義1-10】： 

（1） 。 

（2） ， ，顯然 ， 。 

【性質2】： 

（1） 則 ， 。 

z = (a1a2⋯an)B j ∈ {0,...,B − 1} ai = j 1 ≤ i ≤ n z

z B 0,⋯, B − 1

m T m
(b,n)(z) z

ZB = {[t1, . . . , tB] ∣ ti 1 ≤ i ≤ B} Z+
B = {[t1, . . . tB] ∣ ti > 0,1 ≤ i ≤ B}

Z+
B ZB ti > 0 1 ≤ i ≤ B

PB : Z(B, n) ⟶ ZB z = (a1a2…an)B ∈ Z(B, n)

PB(z) = [n1, …, nB] ni a1, …, an B − i

z1 = (1739412)10 z2 = (12011)3 P10(z1) = [1,0,1,0,0,1,1,1,2,0] P3(z2) = [1,3,1]

T̃ : Z+
n ⟶ Zn T̃ (P(z)) = P(T (z)) Z+

n , Zn

T ((1023)3) = (1221)3 T̃ T̃ ([1,2,1]) = [2,2,0]

w ∈ Z +
3 z ∈ Z(3,n) P3(z) = w

d̃ = min{d > 0 | ℓ > 1 T̃ d(w) = T̃ d+ℓ(w)}

K̃ = T̃ dF(w)

ℓ̃ = min{ℓ ≥ 1 ∣ T̃ d+ℓ(w) = T̃ d(w)}

d(z) = d̃ P3(K(z)) = K̃ ℓ(z) = ℓ̃

PB : Z(B, n) ⟶ ZB

z ∈ Z(B, n) z PB(z) ∈ Z+
B

z = (12011)3 P3(z) = [1,3,1] z

T(B,n)(z) = T(B,n)(z)

Tk
(B,n)(z) = T(B,n)(Tk−1

(B,n)(z)) k > 1 Tk
(B,n)(z) = Tk

(B,n)(z) = Tk
(B,n)(z ) k > 1

z ∈ Z(B, n) Tk
(B,n)(z) = Tk

(B,n)(z ) k > 0
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（2） 。 

（3）若 ， 則 ，反之亦然。 

證明：（1）、（2）是明顯的，（3）是因為 

 ，故（3）成立。 

例如： ，   

        

⽬前查閱已知⽂獻的結果如下（[4] Atsushi Yamagami）（下表中 為進位， 為位數） 

 

Tk
(B,n)(z) = Tk

(B,n)(z )

1 ≤ k1 < k2 Tk1
(B,n)(z) = Tk2

(B,n)(z) Tk1
(B,n)(z) = Tk2

(B,n)(z)

{
Tk−1

(B,n)(T(B,n)(z)) = Tk−1
(B,n)(T(B,n)(z)) k > 1

T(B,n)(Tℓ
(B,n)(z)) = T(B,n)(Tℓ

(B,n)(z)) ℓ ≥ 0

T 2
(3,4)((2021)3) = T 2

(3,4)((2210)3) = (1221)3 T 2
(3,4)((2021)3) = T 2

(3,4)((2021)3) = (2211)3

T 2
(3,4)((1221)3) = ((2021)3) = T 4

(3,4)((2021)3) ⇔ T 2
(3,4)((2021)3) = (2211)3 = T 4

(3,4)((2021)3)

b n

5
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⼆、2進位的Kaprekar變換的情形 

 在2進位的情形我們得到與[4]相同的結果，當然[4]中也討論了⼀ 些2進位以外的內

容，但⽅法上我們與[4]是完全不同的。 

 考慮正規⼆位數 ， ，其中 。 

可以分成（1）～（5）的情形。 

（1）若 且 ，則  
                               b-1     a-b   b-1 

（2）若 且 ，則  
                            a 

（3）若 （ 為偶數），則   
                                                  a-1     a 

（4）若 且 ，則  
                                 a-1     b-a   a-1 

（5）若 且 ，則  
                         b 

上述（1）、（2）、（3）皆滿⾜  
                      a      b 

      （4）、（5）皆符合 ，且將（4）、（5）運算後 
               b      a 

  符合  

【引理2-1】：當 ， 是正規數 
                     a      b 

（1）若 ， ，則  
             b-1     a-b   b-1 

（2）若 ， ，則  
                 a 

（3）若 ， 為偶數，則  
                      a-1    a 

（4）若 ， ，則  
                a-1     b-a   a-1 

z ∈ Z(2,n) P2(z) = [a, b] n = a + b

a > b b > 1 T(2,n)(z) = T(2,n)(z ) = (1⋯101⋯10⋯01)2

a > b b = 1 T(2,n)(z) = T(2,n)(z ) = (01⋯1)2

a = b =
n
2

n T(2,n)(z) = T(2,n)(z ) = (1⋯10⋯01)2

a < b a > 1 T(2,n)(z) = T(2,n)(z ) = (1⋯101⋯10⋯01)2

a < b a = 1 T(2,n)(z) = T(2,n)(z ) = (01⋯1)2

T(2,n)(z ) = z = (1⋯10⋯0)2

T(2,n)(z ) = (1⋯10⋯0)2

z → T(2,n)(z) → T 2
(2,n)(z) T(2,n)(z) = T 2

(2,n)(z) = T3
(2,n)(z) = ⋯

z ∈ Z(2,n) z = (1⋯10⋯0)2 = (2a − 1)2b

b > 1 a > b T(2,n)(z) = (1⋯101⋯10⋯01)2 = (2a − 1)(2n−a − 1)

a = n − 1 n > 2 T(2,n)(z) = (01⋯1)2 = 2n−1 − 1

a =
n
2

n T(2,n)(z) = (1⋯10⋯01)2 = (2a − 1)(2a − 1)

a <
n
2

a > 1 T(2,n)(z) = (1⋯101⋯10⋯01)2 = (2n−a − 1)(2a − 1)
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（5）若 ， ，則  
                        a 

【定理2-1】：2進位數 ， ，正整數 ， ，則 

， ，  

三、3進位及函數  

 本節我們定義名詞及介紹⼀些後⾯使⽤的3進位的Kaprekar變換性質。 

考慮3進位的Kaprekar變換。當 ，且 是正規數時， 

， ，其中 為正整數且 。 
             a      b      c 

經由直接計算，可得以下性質： 

【引理3-1】： 

當 ， 是正規數。 
               a      b      c 

（1）若 ，則  
               c     b-1   a-b-c   b     c-1 

（2）若 ，則  
            c   a-c-1 c+b-a  a-c   c-1 

（3）若 ，則  
        c-1       b    c-1 

（4）若 ，則  
            a   c-a-1 a+b-c  c-a   a-1 

（5）若 ，則  
                a     b-1   c-b-a   b    a-1 

將引理3-1以變換 表⽰，可以寫成下列引理3-2 

【引理3-2】： 

 

a = 1 a <
n
2

T(2,n)(z) = (01⋯1)2 = 2n−1 − 1

z ∈ Z(2,n) z = (2a − 1)2b a , b a + b = n

d(z) = 1 ℓ(z) = 1 K(z) = T(2,n)(z) =

(1⋯101⋯10⋯01)2 a > b
(1⋯101⋯10⋯01)2 b > a
(1⋯10⋯01)2 a = b = n

2

(01⋯1)2 a = 1 or b = 1

g(x)

B = 3 z ∈ Z(3,n)

z = (2⋯21⋯10⋯0)3 P3(z) = [a , b, c] a , b, c n = a + b + c

z ∈ Z(3,n) z = (2⋯21⋯10⋯0)3

a ≥ b + c T(3,n)(z) = (2⋯21⋯102⋯21⋯10⋯01)3

c < a < b + c T(3,n)(z) = (2⋯21⋯102⋯21⋯10⋯01)3

c = a T(3,n)(z) = (2⋯212⋯20⋯01)3

a < c < a + b T(3,n)(z) = (2⋯21⋯102⋯21⋯10⋯01)3

c ≥ a + b T(3,n)(z) = (2⋯21⋯102⋯21⋯10⋯01)3

T̃

T̃ [a , b, c] =

[a − b,2b, c] a ≥ b + c
[b + 2c − a ,2(a − c), c] c < a < b + c
[a + b − 1,2,a − 1] a = c
[b + 2a − c,2(c − a), a] a < c < a + b
[c − b,2b, a] a + b ≤ c

8

b − 1

a − 1

b − 1

b − a

a − b

a

n − 1

a − 1

a − 1



由引理3-2，直接可得 

【引理3-3】：若 ， 且 ，則有 

（1）  且 。 

（2）若  則 。 

（3） 。 

 3進位的Kaprekar變換的情形，最後的結果有兩個部份：⼀個是得到3進位Kaprekar常

數的形式、正規的3進位Kaprekar數x 的 的形式。為了分析上的便利我們引進

了並定義在正有理數上的函數g(x)，利⽤此函數可以計算3進位的Kaprekar變換，並且在不能

使⽤連續性及中間質性質的情形下，我們也得到了函數g(x)的⼀些結果。事實上， 也⽤

於分析4進位Kaprekar變換的情形。 

【定義3-1】： 

（1）若 為正有理數，定義 。 

（2）若 為實數，定義 ，我們也稱 是函數g的延拓。 

（3）若 為實數，定義 ，  

【定義3-2】： 

（1） 數列< >，滿⾜ ， ， ， ， 。 

（2）數列< >，滿⾜ 。 

（3）區間列 ，  

 。 

（4）區間列 ， ， 。 

實際計算便可得 ， ， ， ， ， ， ， 

[a , b, c] ∈ Z +
3 a + b + c = n T̃ [a , b, c] = [a′ , b′ , c′ ]

a′ + b′ + c′ = n a′ ≥ c′ 

a ≠ c a′ , b′ , c′ > 0

T̃ [a , b, c] = T̃ [c, b, a]

d(z), K(z), l(z)

g(x)

x g(x) =
x − 1

2 x ≥ 1
1 − x

2x 0 < x < 1

x ḡ(x) =
x − 1

2 x ≥ 1
1 − x

2x 0 < x < 1
ḡ

x φ(x) =
1
x − 1

2
ϕ(x) =

x − 1
2

αn α1 = 1 α2 = 1 α2n+1 = 2α2n + 1 α2n = 2α2n−1 − 1 n ≥ 1

βn βk =
αk

αk+1
, k ≥ 1

{Jk}∞
k=1 J1 = (0,

1
3

) , J2 = (β3,1) , ⋯,

J2m−1 = (β2m−2, β2m) , J2m = (β2m+1, β2m−1) , m > 1

{Ik}∞
k=1 Ik = (2k − 1,2k+1 − 1) k ≥ 1

α1 = 1 α2 = 1 α3 = 3 α4 = 5 α5 = 11 α6 = 21 ⋯
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因此 ， ， ， ， ， 

， ， ， ， 

， ， ，  

【定義3-3】：集合  稱為x的 g-軌跡 

【引理3-4】：z是正規數且  

（1）若 則 是正規數。 

（2）若  屬於 ，則必有正整數m，使得  不為嚴格 

          正規數。 

【定義3-5】： 為正有理數，則 

存在 使得  

 

， 是正有理數且若 ，即稱 是 的k-循環

點(數)。若 ，則 是 的k-週期點(數)。 

由底下引理，藉由函數 的⾏為，我們可以知道變換 的⾏為，再求得 、 及 的

值。 

【引理3-4】：若 ， ，  

（1）若 則  

（2）  

（3） ， ，  

証明：（1）直接由 的定義可得。 

 （2） 令 。將分成（1） 及 （2） 討論。 

                       若 即 ，由 的定義知 

β1 = 1 β2 =
1
3

β3 =
3
5

β4 =
5

11
⋯

J1 = (0,
1
3

) J2 = (
3
5

,1) J3 = (
1
3

,
5
11

) ⋯

I1 = (1,3) I1 = (3,7) I1 = (7,15) ⋯

{gk(x)}k∈N

P(z) = [a , b, c]

|a − c |
b

≠ 0 T (z)

|a − c |
b

{2k − 1 ∣ k ≥ 1} ∪ {βk ∣ k ∈ N} T m(z)

x

dg(x) := min{d ≥ 0 ∣ l > 1 gd(x) = gd+ℓ(x)}

Kg(x) := gd(x)(x)

ℓg(x) := min{ℓ ≥ 1 ∣ gℓ(Kg(x)) = Kg(x)} x ℓ(x) = k x g(x)

dg(x) = 0 x g(x)

g(x) T̃ d(z) K(z) ℓ(z)

[a′ , b′ , c′ ] = T̃ [a , b, c] a ≠ c a , b, c ∈ N

|a − c |
b

≠ 1 a′ > c′ 

a′ − c′ 
b′ 

= g(
|a − c |

b
)

a′ =
g( |a − c |

b )

1 + g( |a − c |
b )

( |a − c | + b) b′ =
1

1 + g( |a − c |
b )

( |a − c | + b) c′ = min{a , c}

T̃ [a , b, c]

x =
|a − c |

b
, x′ =

a′ − c′ 
b′ 

x > 1 x < 1

x > 1 a − c > b T̃
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            若 即 ，同樣由 的定義知 

             

 （3）因  故必為  或 ，由引理3-3知， 時與 結果⼀致。 

           故僅需要考慮的  情形。由 的定義， ，再由 

             ， 得  ， 

           令 ，則  

                      因此 ， ，得証。 

註： ，則  ，故 ，因此 。 

接下來我們討論函數 的性質。 

【引理3-5】： 

（1）若 是不為1的正實數，則 。 

（2）  ， ， 。 

（3） ， 為非負整數。 

（4） ，為⼀對⼀映成。 

（5） ，為⼀對⼀映成。 

由引理3-2，函數g(x)的映射滿⾜ ， 

，因此可得 

若正有理數 ， 是正整數進⼀步考慮 如下： 

 

x′ =
a′ − c′ 

b′ 
=

a − b − c
2b

=
a − c − b

2b
=

a − c
b − 1

2
=

x − 1
2

= g(x)

x < 1 a < b + c T̃

x′ =
a′ − c′ 

b′ 
=

b + 2c − a − c
2(a − c)

=
b − (a − c)

2(a − c)
=

b
a − c − 1

2
=

1
x − 1

2
= g(x)

a ≠ c a > c a < c a > c a < c

a > c T̃ c′ = c

a + b + c = a′ + b′ + c′ a − c + b = a′ − c′ + b′ 

x =
|a − c |

b
, x′ =

a′ − c′ 
b′ 

(a′ − c′ ) : b′ = x′ : 1

(a′ − c′ ) =
x′ 

1 + x′ 
(a − c + b) b′ =

1
1 + x′ 

(a − c + b)

x =
|a − c |

b
≠ 1 g(x) ≠ 0 a′ > c′ [a′ , b′ , c′ ] ∈ Z +

3

g(x)

x ḡ(x) = ḡ(
1
x

)

ḡ(βi+1) = βi i = 1,2,⋯ ḡ(β1) = 0

ḡ(2k+1 − 1) = 2k − 1 k

ḡ : Ik+1 → Ik

ḡ : Jk+1 → Jk

⋯ → 2k − 1 → (2k−1 − 1) → ⋯ → 3 → 1 → 0

⋯ → βk → βk−1⋯ → β1 =
1
3

→ 1 → 0

x =
p
q

p, q g(x)

g(
p
q

) =

p − q
2q p > q

q − p
2p p < q

11



再以 表⽰ 則有以下結果。 

【引理3-6】： 是互質的正整數，若  = ，則 

（1）  整除 。 

（2）若令 ，  ，   

         或者  ，  。 

【定義3-6】：若 ，P為奇數，s為非負整數 

（1） 為正整數   

（2） 為正整數   

（3）  

由引理3-6，我們可求得 和 ，再由 與變換 的關係，將可得 、 及 的

值。 

【定理3-1】： 

， 是互質的正整數，若 ， 為奇數，s為非負整數，則  且

。 

證明：証明過程中我們會⽤到下列事實： 

 （1）  是正整數， ，  且  

  ，則 。 

 （2） 令 ，因為  整除 為了⽅便我們選取 

             。  

            由引理 5-5，（1）  ，   

            或者（2）  ，  。 

            若（1） 成立   ，  ，  為正整數， 

   ，則   ，   或 

               ，   

            前者可得   ，   ；後者可 

            得   ，   。 

p1

q1
g(

p
q

)

p, q
p1

q1
g(

p
q

)

(p1 + q1) (p + q)

P = p + q p1 ≡ 2p modP q1 ≡ 2q modP

p1 ≡ − 2p modP q1 ≡ − 2q modP

p + q = 2sP

or 2+(P ) = min{r ∣ 2r ≡ 1 modP}

or 2−(P ) = min{r ∣ 2r ≡ − 1 modP}

or 2(P ) = min{or 2−(P ), or 2+(P )}

dg(x) ℓg(x) g(x) T̃ d(z) K(z) ℓ(z)

x =
p
q

p, q p + q = 2sP P dg(x) ≤ s + 1

ℓg(x) = or 2(P )

a , b, c, d a + b = c + d a ≡ c mod (a + b)

b ≡ d mod (a + b) a = c, b = d
pk

qk
= gk(

p
q

), k ≥ 1 (pk + qk) (p + q)

(pk + qk) = (p + q), k ≥ 1

pk ≡ 2kp mod(p + q) qk ≡ 2kq mod(p + q)

pk ≡ − 2kp mod(p + q) qk ≡ − 2kq mod(p + q)

ps ≡ 2sp mod(p + q) qs ≡ 2sq mod(p + q) r

2r ≡ 1 modP ps+r ≡ 2s+rp mod(p + q) qs+r ≡ 2r+sq mod(p + q)

ps+r ≡ − 2s+rp mod(p + q) qs+r ≡ − 2r+sq mod(p + q)

ps+r ≡ 2sp ≡ ps mod(p + q) qs+r ≡ 2sq ≡ qs mod(p + q)

ps+r ≡ − 2sp ≡ − ps mod(p + q) qs+r ≡ − 2sq ≡ − qs mod(p + q)
12



            因為 ＝ ，因此， 。 

            類似地若(1) 成立，且  為正整數  ，⼀樣會得到 。 

            若(2)成立，與(1)類似的推論可得 。 

【引理3-7】： 

 （1） 必為  的形式，其中 為整數。 

 （2） 。 

證明：（1） 因為(a) 當 時， ，(b) 當 時， 。 

            直接計算可知 與  和 皆為  的形式， 

            由數學歸納法可推得： 必為  的形式。 

 （2） 因 ，由數學歸納法可推得 。 

【引理3-8】： 

      是正實數，且x是 的週期點，則 是正有理數。 

證明：由引理3-7，不妨令  ，其中 為整數。 

 若 是  的k-週期點，  的解即為 的解。 

 ⼜ 是 之⼀根，因此  的解必為有理數。 

【引理3-9】：若正實數x是 的k週期點， ，(即 )的充要條件為數列 

 中必有⼀數在0與1之間，且必有⼀數⼤於1。 

 接下來我們介紹如何利⽤ 的性質，將n週期點，構造出更多n-循環點。 

若 為正有理數，將 分成 與 情形討論： 

時， ， ； 

時， ，  

底下引理中我們構造 的 -週期點。 

(pk + qk) (p + q), k ≥ 1
ps+r

qs+r
=

ps

qs

r 2r ≡ − 1 modP
ps+r

qs+r
=

ps

qs

ps+r

qs+r
=

ps

qs

ḡk(x)
A x + B
Cx + D

A, B, C, D

ḡk(−1) = − 1

0 < x < 1 ḡ(x) = φ(x) x > 1 ḡ(x) = ϕ(x)

φk(x), ϕl(x) φk(x)(ϕl(x)) ϕl(x)(φk(x))
A x + B
Cx + D

ḡk(x)
A x + B
Cx + D

φ(−1) = ϕ(−1) = − 1

x ḡ x

ḡk(x) =
A x + B
Cx + D

A, B, C, D

x > 0 ḡ ḡk(x) = x Cx2 + (D − A)x − B = 0

−1 Cx2 + (D − A)x − B = 0 ḡk(x) = x

ḡ k > 1 ḡk(x) = x

{x, ḡ(x), ⋯, ḡk−1(x)}

g(x)

x g(x) x > 1 0 < x < 1

x > 1 g(x) = ϕ(x) ϕ : Ik+1 → Ik → ⋯ → (0,1)

0 < x < 1 g(x) = φ(x) φ : Jk+1 → Jk → ⋯ → (β3,1) → (0,
1
3

)

g(x) n
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【引理3-10】： 如定義3-2 

（1）  是  的 n-週期點。 

（2） ， ， 。 是  的 -循環點。 

（3） ，是  的 (m+k-1)-週期點。 

證明：（1）若 ， ，且 時， 

            ，則 ， 

            ， 。 

 （2）若 ， ， ，且 時， 

                       ， 。 

 （3）若 ， ， ， 

            且 時，

 

             

            ， 。 

【定義3-7】： 

（1）令 正數  或有正整數 使 ， 

 正數  或有正整數 使 。 

（2）令 正數  或有正整數 使 ， 

 正數  或有正整數 使 。 

（3）依（1）（2）可以定義集合 ， 

 令 正數  有正整數 滿⾜ 或 。 

（4） 對於任何正有理數的⼦集合 ，我們定義集合 ，並定義 

αk, βk, k ≥ 1

x =
1
2n

g(x)

x = 2d − 1 +
2d

2ℓ
d(x) = {d − ℓ + 1 d > ℓ − 1

0 d ≤ ℓ − 1 ℓ(x) = ℓ x g(x) n

x = βk −
(−1)k

2m+1αk+2
g(x)

x < 1 g(x), g2(x), ⋯, gn−1(x) > 1 gn(x) = x

x →
1 − x

2x
→ ⋯ →

1 − (2n − 1)x
2nx

= x gn(x) =
1 − (2n − 1)x

2nx
= x

2nx2 + (2n − 1)x − 1 = 0 x =
1
2n

x > 1 gd(x) < 1 x, g(x), g2(x), ⋯, gd−1(x) > 1 gd+ℓ(x) = gd(x)

x →
x − 1

2
→ ⋯ →

x + 1 − 2d

2d
= gd(x) =

1
2ℓ

x = 2d − 1 +
2d

2ℓ

x > 1 x, g(x), g2(x), ⋯, gm−1(x) > 1 g(x)m, gm+1(x), ⋯, gm+k−1(x) > 1

gm+k(x) = x

x →
1 − x

2x
→

3x − 1
2(1 − x)

→
3 − 5x

2(3x − 1)
→

5 − 11x
2(5x − 3)

→ ⋯ →
αk − αk+1x

2(αk x − αk−1)
→ ⋯ →

1
2m

(
αk − αk+1x

2(αk x − αk−1)
+ 1) − 1 = x

(2m+1αk)x2 + (2m+2αk−2 + αk+1 − 2αk)x − ((2m+1 − 2)αk−1 + αk) = 0

(x + 1)((2m+1αk)x − ((2m+1 − 2)αk−1 + αk)) = 0 x = βk −
(−1)k

2m+1αk+2

S1 = {s ∣ s ∈ S k s ∈ φ−k(S )}

S11 = {s ∣ s ∈ S k s ∈ φ−k(S1)}

S2 = {s ∣ s ∈ S k s ∈ φ−k(S11)}

S21 = {s ∣ s ∈ S k s ∈ φ−k(S2)}

S1, S11, S2, S21, …

S̃ = {s ∣ k s ∈ Sk s ∈ Sk1}

S ℑ(S ) = S̃
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     ① ，當S為所有 形成的集合時。 

     ② ，當S為所有 形成的集合時。（ ） 

     ③ ，當S為所有 形成的集合時。 

由引理3-10中的 n-週期點，透過定義3-7，我們可以在區間列 及 ， 中構造密密⿇⿇

的 n-循環點。 

【引理3-7】：區間 定義如定義3-2 

（1）任意正整數  存在數列  ，滿⾜ ， ，且 

           ， 。 

（2）任意正整數 ，存在 ， ，使得 ，  且 ， 

          。 

證明：（1） 令 S為所有 形成的集合，考慮定義3-7中取 ， 

                       ， 即為所求。 

            （2） 令 S為所有 形成的集合，考慮定義3-7中 及 ，以及下列事實(i)(ii) 

  (i) 時， ，因此若數列 且  

       則對任何給定的正整數 ，  

  (ii)  時， ，因此若數列 且 ，對任何 

       給定的正整數 ，  

       可得証。 

因為 ： ，所以有些數最後是無法以  繼續運算下去，對應於Kaprekar變

換 ，就是  的非正規數。所以我們須要區別哪些數 ，使所有正整數 ，都滿⾜ 為正規

數。哪些數 ，存在正整數 ，使得 不為正規數。我們有下列相關的結果。 

ℑ0 = S̃ 2k − 1, βk

ℑ1 = S̃
1
2n

ℑ(2d − 1 +
2d

2ℓ
) ⊆ ℑ1

ℑ2 = S̃ βk −
(−1)k

2m+1αk+2

Ik Jk k ∈ N

Jk

n {xk
n}k∈N, {ym

n }m∈N xk
n ∈ Jk ym

n ∈ (2m − 1,2m+1 − 1)

ℓ(xk
n ) = n ℓ(ym

n ) = n

n {sk
n}∞

n=1 {tm
n }∞

n=1 ℓ(sk
n ) = n ℓ(tm

n ) = n lim
n→∞

sk
n = βk

lim
n→∞

tm
n = 2m − 1

1
2n

xk
n = φ−k({

1
2n

})

yk
n = ϕ−k({

1
2n

})

1
2n

S1 S11

0 ≤ y ≤
1
3

18
25

≤ |D(φ−1)(y) | ≤ 2 {xn} ⊆ S

|xn − xm | → 0 k |φ−k(xn) − φ−k(xm) | → 0

y > 1 D(ϕ−1)(y) = 2 {xn} ⊆ S |xn − xm | → 0

k |φ−k(xn) − φ−k(xm) | → 0

g(x) ⋯ → 1 → 0 → ∞ g

T T z m T m(z)

z m T m(z)
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【引理3-8】： 

      z是正規數且 ，則對任何正整數m， 是嚴格正規數的充要條件為：

 不屬於 。 

證明：由 的定義，若 ，則存在正整數列 使得 ，其中h是由 

           的合，故 。因此，若 ，則存在正整 

           數 使得 ，故 的Kaprekar軌跡包含有非正規數。 

          反之，若 是正規數且 的Kaprekar軌跡包含有非正規數，則存在最⼩的正整數 ，使 

          得 是正規數，但 不是正規數(若 ，規定 ) 。設 

          ，則有 ，因此  

根據 的性質及其變換 的關係，得 、 及 的結果如下列定理3-2。 

【定理3-2】： 且 ， 

（1）若 是 的k-循環點 ，則 。 

（2） ，的充要條件是 ， 

          因此 ， ， ， 
                                   c      k-1       k       k      c-1 

          或 ， ， 或 ， ， 
                                 k-1       k       k                                                c            c-1 

          或 。 

（3）若 不屬於 且 ，其中 為非負整數 為正奇數 ，則 

            

証明：（1）因為  ，設 ，若 ，由引理3-8的証明過程，存在正 

                      整數 ，使得 ， ， ，⼜由 ， 

                      可得 。 

 （2） 由 只有唯⼀解 ，模仿引理3-8的証明可得。 

P(z) = [a , b, c] T m(z)

|a − c |
b

ℑ0

ℑ x ∈ ℑ(x0) k1, k2, k3, ⋯, kl x = h(x0)

φ−k1, ϕ−k2, ⋯, ϕ−kl gk1+k2+⋯+kl(x) = x0
|a − c |

b
∈ ℑ0

m g( |a − c |
b ) ∈ {βk} ∪ {2k − 1} z

z z m

T m−1(z) T m(z) m = 1 T m−1(z) = z

P(T m−1(z)) = [A, B, C ]
|A − C |

B
= 1

|a − c |
b

∈ ℑ({1}) ⊆ ℑ0

g(x) T d(z) K(z) ℓ(z)

z ∈ Z(3,n) P(z) = [a , b, c]

pk g(x)
|a − c |

b
∈ ℑ({pk}) ℓ(z) = k

ℓ(z) = 1
|a − c |

b
∈ ℑ({

1
2

})

K(z) = (2…21…102…21…10…01)3 k > 1 c > 1

K(z) = (21…102…21…11)3 k > 1 K(z) = (2…20210…01)3 c > 1

K(z) = (20211)3

|a − c |
b

ℑ0 |a − c | + b = 2sP s P

ℓ(z) = or 2(P )

ℓg(pk) = k dg(pk) = s x ∈ ℑ({pk})

m gm(x) = pk dg(x) = s + m ℓg(x) = k ℓ(z) = ℓg( |a − c |
b )

ℓ(z) = k

g(x) = x x =
1
2
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 （3） 由定理3-1及模仿引理3-8的証明可得。 

例如：（1） ， 

                       ， 的 Kaprekar軌跡如下   

                        

                                

 （2） ，  

                       的 Kaprekar軌跡如下 

                        

                        

                       多的⽰例我們以excel做了⼀個演算法進⾏測試各值為 

            

    定理3-2基本上已回答了3進位的正規Kaprekar數的循環長度 ，也可以計算 ，及

Kaprekar常數，對於非正規的3進位Kaprekar數，在[1]的⽂章中有仔細的計算。因此3進位的

Kaprekar數不論正規與否都是可解決的。接下來我們關⼼ 的⾏為。 

     ⾸先，因為Kaprekar數必定是Kaprekar常數或循環，⽽每⼀個正有理數數x對應Kaprekar

數，若正有理數數 不屬於 ，則x必是 的k-循環點(數)。 

【引理3-9】： 

任何 ， （ -週期點）間必存在 （不妨設 ）滿⾜

， ，因此，對於任何正整數 ，必有n-循環點 。 

 由引理3-10中的 n-週期點，我們可以進⼀步把3-2的結果推屏⾄區間列區間列 及 ，

各處構造密密⿇⿇的 n-循環點。即任意正整數 ，任⼀正有理數的區間內必有 -循環

點。 

【定理3-3】：若 是正有理數，  

（1）若有 ，使得 ，則區間 中必有任意的 n-循環 

           點，其中 是任意正整數。 

（2） 若有 ，使得 ，則區間 中必有任意的 n-循環點，其中 是任意正 

           整數。 

z = (211111211111120111111)3, P(z) = [3,17,1], Or 2(19) = 9

ℓ(z) = 9 P(z)

[3,17,1] → [16,4,1] → [12,8,1] → [4,16,1] → [14,6,1] → [8,12,1] → [6,14,1] →

[10,10,1] → [2,18,1] → [18,2,1] → [16,4,1] → ⋯

P(z) = [14,27,3], Or 2(19) = 9 ℓ(z) = 9

P(z)

[14,27,3] → [1922,3] → [9,32,3] → [29,12,3] → [17,24,3] → [13,28,3] →

[21,20,3] → [5,36,3] → [37,4,3] → [33,8,3] → [25,16,3] → [9,32,3] → ⋯

P(z) = [a , b, c], p = a − c, q = b, p + q = 2 × 19, 22 × 19, 23 × 19

ℓ(z) d(z)

g(x)

x ℑ0 g(x)

1
2n1

1
2n2

n1, n2 x ∈ (
1

2n1
,

1
2n2

) n2 < n1

f n1+1(x) = x0 x0 ∈ (2n2 − 1,∞) n xn ∈ (
1

2n1
,

1
2n2

)

Ik Jk

k ∈ N n n

y1, y2 y1 < y2

x ∈ {βk}k∈N ∪ {2k − 1}k∈N y1 < x < y2 (y1, y2)

n

x ∈ ℑ0 y1 < x < y2 (y1, y2) n
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（3） ，若存在某⼀正整數 使得 或 成  

           立，則區間 中必有任意的 n-循環點，其中 是任意正整數。 

（4） 若存在某⼀正整數 使得 或 成立，則區間 

           中必有任意的 n-循環點，其中 是任意正整數。 

（3）（4）中條件   ( )可換成 

    ( ( )，其中 。 

四、4進位 

 ， ，令 ，根據[1]，將

配對得到⼀組和為2（ ），許多組和為3（ ），⼀組和為4

（ ），剩餘⼀些數字3（可能為0個）。設其中(3,0)有A組、(2,1)有B組、(2,0)和(1,1)

選其中⼀組、(3,1)和(2,2)選其中⼀組，另外還有 個不成對的3 。 

可將上表中的4類重新表⽰，可知 必為以下3種形式之⼀ 

 

因此，我們定義 

【定義4-1】： 

若 ，若有非負整數 使得， 或 或 ， 

y1, y2 ∈ (0,
1
3

) m gm(y1) < 1 < gm(y2) gm(y2) < 1 < gm(y1)

(y1, y2) n

m gm(y1) < 1 < gm(y2) gm(y2) < 1 < gm(y1)

(y1, y2) n

gm(y1) < 1 < gm(y2) gm(y2) < 1 < gm(y1)

gm(y1) < x < gm(y2) gm(y2) < x < gm(y1) x ∈ ℑ0

z ∈ Z(4,n) z = (3⋯32⋯21⋯10⋯0) T (z) = (a1, a2, ⋯, an)

a1, a2, ⋯, an (2,0)(1,1) (3,0)(2,1)

(2,2)(3,1)

x (x ≥ 0)

P4(T(4,n)(z))

P4(T(4,n)(z)) =
I [a , b, b, c] a ≥ c
II [a , b, b + 3,c] a > c
III [a , b + 3,b, c] a ≥ c − 1

z ∈ Z(4,n) a , b, c P4(z) = [a , b, b, c] [a , b, b + 3,c] [a , b + 3,b, c]
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即依序稱z為第I,II,III類數分別針對 

（1） ，  

（2） ，  

（3） ，  

直接計算可得下列結果，證明置於附錄1 

【定理4-1】：令 且 皆為正規數，則計算 可得⼀般式如下 

 

 

 

我們將每種情況由上到下依序編號，計算其結果的類型，得到的流程圖置於附錄2。 

【性質4-1】： 

令 且 皆為正規數則有 

（1）若z為第I類且 ，則 為第I類（若 ，則 為第II類） 

P4(z) = [a , b, b, c] a ≥ c

P4(z) = [a , b, b + 3,c] a > c

P4(z) = [a , b + 3,b, c] a ≥ c − 1

z1 = P4(T(4,n)(z)) z, z1 T̃ (z1)

T̃4[a , b, b, c] =

[a , b, b, c] a − c < b
[a , b − 1,b + 2,c − 1] a − c = b
[2b + 2c − a , a − c, a − c, c] b < a − c ≤ 2b
[a − 2b,2b,2b, c] a − c ≥ 2b

T̃4[a , b, b + 3,c] =

[a − 2b − 3,2b + 3,2b + 3,c] 2b + 3 ≤ a − c
[2b + 2c + 3 − a , a − c, a − c, c] b + 3 < a − c ≤ 2b + 3
[b + c, b + 2,b + 5,c − 1] a − c = b + 3
[a − 3,b + 3,b + 3,c] b < a − c < b + 3,3 ≤ a − c
[2c + 3 − a , b + a − c, b + a − c, c] b < a − c < b + 3,a − c < 3
[a − 3,b + 3,b + 3,c] b = a − c, b ≥ 3
[c + 3 − b,2b,2b, c] b = a − c ≤ 3
[a − 3,b + 3,b + 3,c] 3 ≤ a − c < b
[2c + 3 − a , b + a − c, b + a − c, c] 0 < a − c ≤ 3,a − c < b

T̃4[a , b + 3,b, c] =

[a − 2b − 3,2b + 3,2b + 3,c] 2b + 3 ≤ a − c
[2b + 2c + 3 − a , a − c, a − c, c] b + 3 ≤ a − c ≤ 2b + 3
[2b + 2c + 3 − a , a − c, a − c, c] b < a − c ≤ b + 3
[a + 3,b − 1,b + 2,c − 1] b = a − c
[a + 3,b, b, c] 0 ≤ a − c < b
[a + 2,b + 1,b + 1,a] a − c = − 1

z1 = P4(T(4,n)(z)) z, z1

a − c ≠ b z1 a − c = b z1
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（2）若z為第II類且 ，則 為第I類（若 ，則 為第II類） 

（3）若z為第III類且 ，則 為第I類（若 ，則 為第II類） 

因此若考慮 ，並令 屬於正規數，i=1,2,3，則

為第I,II,III類。在 不為第I類的 的情況下，則 必為第I類。 

【引理4-1】：若 ， 且滿⾜  

 

若 且 ，令 ，則 為正整數 與

為正整數 間必有⼀對⼀映成的對應關係 ，滿⾜ ，且

。 

下⼀引理我們將 與 互相對應，其中 ，因此 的⾏為就可以

⽤ 來描述，進⼀步即可解決4進位的問題。 

【引理4-2】： 且滿⾜ ，令 ，分成三種情形考慮 

（1） ，可知 。 

（2） ，則 ，即 。 

（3） 且 ，則 ，即 或 。 

證明：（1）、（2）可由引理4-1得知。 

 （3）因 ，故令 必滿⾜（2）， 

           若令  

           必為情形（1）或（2），因此 或 。 

【引理4-3】： 

令 ，滿⾜ ，則 ，且  依下列情形，可得 、 如下： 

a − c ≠ b + 3 z1 a − c = b + 3 z1

a − c ≠ b z1 a − c = b z1

z → T(4,n)(z) → T 2
(4,n)(z) → T3

(4,n)(z) zi = T i
(4,n)(z) z1

z2 a − c = b z3

z ∈ Z 4
3 z = [a , b, b, c] a − c ≠ b

T̃4[a , b, b, c] =
[a , b, b, c] a − c < b
[2b + 2c − a , a − c, a − c, c] b < a − c ≤ 2b
[a − 2b,2b,2b, c] a − c ≥ 2b

z = [a , b, b, c] a − c ≠ b w = [a ,2b, c] Z 4
3 = {[a , b, b, c] |a , b, c }

{[a , b, c] |a , b, c } ψ ψ (z) = w

ψ (F4(z)) = F3(w)

[a , b, b, c] [a , b′ , c] b′ = 2b T̃4[a , b, b, c]

T̃3[a , b′ , c]

z = [a , b, b, c] a − c ≠ b x =
a − c

2b

0 ≤ x <
1
2

T̃ (z) = z

1
2

< x ≤ 1 0 ≤ g(x) <
1
2

T̃ 2(z) = T̃ (z)

x ∈ (2k − 1,2k+1 − 1) k ≥ 1 gk(x) < 1 T̃k+1(z) = T̃k(z) T̃k+2(z) = T̃k+1(z)

gk(x) < 1(gk−1(x) > 1) xk = gk(x) ⇒ xk

zi = T̃ i(z) = [ai, bi, bi, ci] ⇒ xk =
ai − ci

2bi

xk T̃k+1(z) = T̃k(z) T̃k+2(z) = T̃k+1(z)

z ∈ Z 4
3

a − c
2b

≠
1
2

ℓ(z) = 1
a − c

2b
d(z) K(z)
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（1） 時，  。 

（2） 時，  。 

（3） ， 為正整數，  。 

（4） ， 為正整數，  。 

上述(1)~(4)中皆可得 為    的形式。 
                                                                          c       a-c  b-a+c-1     a-c    b-a+c   c-1 

【引理4-4】： 

令 ，滿⾜ 時， ，且 ， ， 。 

證明： ，此時 為第II類， 

 令 ，則 ， 

 因此 ，且 。 

當 ，存在m使得 為非正規數時的情況置於附錄3。 

【定理4-2】： 

令 且 皆為正規數時，必存在m使得 為下列2種情況之⼀。 

（1） ，為Kaprekar常數。 
     c       a-c  b-a+c-1     a-c    b-a+c   c-1 

（2）進入下列循環之⼀種： 

           (i)  
 

 (ii)  
 

           (iii)  
 

 (iv)  
 

 (v) ，此時 ， 。 

a − c
2b

<
1
2

d(z̄ ) = 1

1
2

<
a − c

2b
< 1 d(z̄ ) = 2

2k − 1 ≤
a − c

2b
< 3 ⋅ 2k−1 − 1 k d(z̄ ) = k

3 ⋅ 2k−1 − 1 <
a − c

2b
≤ 2k+1 − 1 k d(z̄ ) = k + 1

K(z) (3⋯ 32⋯ 2 1⋯ 1 0 3⋯ 3 1⋯ 1 0⋯ 0 1 )4

z ∈ Z 4
3

a − c
2b

=
1
2

F2(z) ∈ Z 4
3 d(z) = 2 ℓ(z) = 1 K(z) = F2(z)

T̃ [a , b, b, c] = [a , b − 1,b + 2,c − 1] [a , b − 1,b + 2,c − 1]

[a , b − 1,b + 2,c − 1] = [a1, b1, b1 + 3,c1] b1 < a1 − c1 < b1 + 3,3 ≤ a1 − c1

T̃ 2(z) ∈ Z 4
3 T̃3(z) = T̃ 2(z)

z ∈ Z 4
3 T̃ m(z)

z1 = P4(T(4,n)(z)) z, z1 T m
(4,n)(z)

(3⋯ 32⋯ 2 1⋯ 1 0 3⋯ 3 1⋯ 1 0⋯ 0 1 )4

[3,1,1,0] → [1,3,0,1]

[2,7,4,1] → [5,4,4,1] → [5,3,6,0]

[1,6,3,1] → [4,3,3,1] → [4,2,5,0]

[2,4,1,1] → [5,0,3,0] → [2,3,3,0]

[b + 1,b, b,1] → [b + 1,b − 1,b + 2,0] → [b − 2,b + 3,b,1] b > 2 c = 1
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五、5進位 

 ， ，將 經過卡布⾥卡運算後，得到

。根據[1]，將 配對得到⼀組和為3（ ），許多組和

為4（ ），⼀組和為5（ ），剩餘⼀些數字4（可能為0個）。設其中(3,1)有

A組、(2,2)有B組、(3,0)和(2,1)選其中⼀組、(3,2)和(4,1)選其中⼀組，另外還有 個不成對的4

。 

可將上表中的4類重新表⽰，可知 必為以下3種形式之⼀ 

 

因此我們定義 

【定義7-1】：若 ，若有非負整數 使得 

或 或  

即依序稱z為第I,II,III類數分別針對 

（1） ，  

（2） ，  

（3） ，  

我們將每種情況由上到下依序編號，計算其結果的類型，得到的流程圖置於附錄4。 

z ∈ Z(5,n) z = (4⋯43⋯32⋯21⋯10⋯0) z

T (z) = (a1, a2, ⋯, an) a1, a2, ⋯, an (3,0)(2,1)

(3,1)(2,2) (3,2)(4,1)

x

(x ≥ 0)

P5(T(5,n)(z))

P5(T(5,n)(z)) =
I [a , b,2d , b, c] a ≥ c
II [a , b,2d , b + 2,c] a > c
III [a , b + 2,2d + 1,b, c] a ≥ c − 1

z ∈ Z(5,n) a , b, c, d

P5(z) = [a , b,2d , b, c] [a , b,2d , b + 2,c] [a , b + 2,2d + 1,b, c]

P5(z) = [a , b,2d , b, c] a ≥ c

P5(z) = [a , b,2d , b + 2,c] a > c

P5(z) = [a , b + 2,2d + 1,b, c] a ≥ c − 1
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【定理5-1】： 

令 且 皆為正規數則有 

計算 可得⼀般式如下 

 

 

 

 

肆、結論 

（⼀）關於2進位的Kaprekar變換最後的結果為定理2-1，此結果與[4]中的主要定理0.1是⼀致 

 的。定理2-1中 ， 為[4]中定理0.1的 ，⽽ 即Mersenne數。 

 [4]的定理0.1也計算了N(2,n)，事實上由定理2-1也很容易得到，因為在2進位的情形複 

 雜度不⾼所以我們没有去探究N(2,n)。另外[4]也有另⼀個主要結果是任何進位的2位 

z1 = P5(T(5,n)(z)) z, z1

P5(T(5,n)(z))

P5(T(5,n)(z)) =
I [a , b,2d , b, c] a ≥ c
II [a , b,2d , b + 2,c] a > c
III [a , b + 2,2d + 1,b, c] a ≥ c − 1

T̃5[a , b,2d , b, c] =

[a − 2b − 2d ,2d ,4d ,2b, c] 2b + 2d ≤ a − 3
[2c + 2b + 2d − a , a − c − 2d ,4d , a − c − 2d , c] b + 2d < a − c ≤ 2b + 2d
[b + c, b,4d − 1,b + 2,c − 1] a − c = b + 2d
[a − 2d ,2b + 2d + c − a ,2a − 2c − 2b,2b + 2d + c − a , c] b < a − c ≤ b + 2d ,2d − a + c ≤ 0
[2c + 2d − a ,2b,2a − 2c − 2b,2b, c] b < a − c < b + 2d ,2d − a + c ≥ 0
[a − 2d , b + 2d ,0,b + 2d , c] a − c = b ≥ 2d
[c + 2d − b,2b,0,2b, c] a − c = b ≤ 2d
[2c + 2d − a ,2a − 2c,2b − 2a + 2c,2a − 2c, c] a − c < b, a − c ≤ 2d
[a − 2d , a − c + 2d ,2b − 2a + 2c, a − c + 2d , c] a − c < b, a − c ≥ 2d

T̃5[a , b,2d , b + 2,c] =

[a − 2b − 2d − 2,2b + 2,4d ,2b + 2,c] 2b + 2d + 2 ≤ a − c
[2b + 2c + 2d − a + 2,a − c − 2d ,4d , a − c − 2d , c] b + 2d + 2 < a − c < 2b + 2d + 2
[c + b, b + 2,4d − 1,b + 4,c − 1] a − c = b + 2d + 2
[a − 2d − 2,2b + 2d + c + 4 − a ,2a − 2c − 2b − 4,2b + 2d + c + 4,c] b + 2 ≤ a − c < b + 2d + 2,,2d − a + c + 2 ≤ 0,
[2c + 2d + 2 − a ,2b + 2,2a − 2c − 2b − 4,2b + 2,c] b + 2 ≤ a − c < b + 2d + 2,2d − a + c ≥ 0
[2d + 2c − a + 2,2a − 2c − 2,2b − 2a + 2c + 4,2a − 2c − 2,c] 2 < a − c < b + 2,a − c ≤ 2d + 2
[a − 2 − 2d ,2d + a − c,2b − 2a + 2c + 4,2d + a − c, c] 2d + 2 < a − c < b + 2
[c + 2d ,2,2b − 1,4,c − 1] a − c = 2
[2d + c − 1,2,2b,2,c] a − c = 1

T̃5[a , b + 2,2d + 1,b, c] =

[a − 2b − 2d − 3,2b + 2,4d + 2,2b + 2,c] 2b + 2d + 3 ≤ a − c
[2b + 2c + 2d + 1 − a + 2,a − c − 2d − 1,4d + 2,a − c − 2d − 1,c] b + 2d + 1 < a − c ≤ 2b + 2d + 3
[c + b + 2,b,4d + 1,b + 2,c − 1] a − c = b + 2d + 2
[a − 2d + 1,2b + 2d + c + 1 − a ,2a − 2c − 2b,2b + 2d + c − a + 1,c] b ≤ a − c < b + 2d + 1,2d − a + c − 1 ≤ 0
[2c + 2d − a − 1,2b + 2,2a − 2c − 2b,2b + 2,c] b ≤ a − c < b + 2d + 1,2d − a + c ≥ 0
[2c − a + 2d − 1,2a − 2c + 2,2b − 2a + 2c,2a − 2c + 2,c] 0 ≤ a − c ≤ b, a − c ≤ 2d + 1
[a − 2d + 1,a − c + 2d + 1,2b − 2a + 2c, a − c + 2d + 1,c] 0 ≤ a − c ≤ b, a − c ≥ 2d + 1
[a + 2d ,2,2b,2,a] 0 ≤ a − c ≤ b, a − c ≤ 2d + 1

z = (2a − 1)2b b, a k1, k2 2a − 1
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 數Kaprekar變換，⽽本⽂研究的重⼼則放在任何位數的情形上。 

（⼆）關於3進位的Kaprekar變換，最終結果是定理3-2。我們得到了所有正規數 的 及循 

 環長度 的公式。另外也求得了3進位的Kaprekar常數以及 的Kaprekar軌跡皆為正規 

 數的充要條件。若是把 ⾃然地延拓⾄ 第⼀步當然是先考慮週期點會不會在 

 上，所以定理3-1得到了 上的週期點就是 上的那⼀些。接下來通過引理3- 

 10、定義3-7構造⽅法我們可以在每個⼩區間 甚⾄ 任兩點間都可 

 以找到任何n-循環點。最後則得到任何兩正有理數，若存在⼀個m使得此兩有理數在 

 映射的值之間包含有 的任⼀點，則此兩有理數間都可以找到任何n-循環點。當 

 然在這裡最完整的性質是希望任何兩正有理數間都有。 

（三）對於4進位的情形，我們發現任何正規4進位數經過數次運算皆會變換為 ，  

 且當 不為Kaprekar常數時本質上可以化約成 的情形，除了附錄3 

 中幾種會進入循環的非正規情況，所有的正規4進位數經數次Kaprekar運算後最終皆 

 會成為Kaprekar常數。 

（四）對於5進位的情形，我們得到正規數5進位的運算⼀般式以及流程圖，對於其是否也有 

 類似3、4進位的結果，則留到⽇後完成。 
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z d(z)

ℓ(z) z

g(x) ḡ(x)

ḡ(x) ḡ(x) g(x)

Jk, (2k − 1,2k+1 − 1) ℑ0

T m ℑ0

[a , b, b, c]

F4[a , b, b, c] F3[a , b, c]
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附錄1 

第I類： ，其中 ，且令 ： 

：若 ，則 ，此為Kaprekar常數，且 。 

：若 ，則 ，且 。 

：若 ，則 ，且 。 

：若 ，則 ，且 。 

第II類： ，其中 ： 

：若 ，則 。 

：若 ，則 。 

：若 ，則 。 

：若 ， ，則 。 

：若 ， （此時 ， ）， 

 則 ，代入 ， ， 

 即 。 

：若 ， ，則 。 

：若 ，則 。 

：若 ，則 。 

：若 ， ，則  

第III類： ，其中 ： 

：若 ，則 。 

：若 ，則 。 

：若 ，則 。 

：若 ，則， 。 

：若 ，則 。 

：若 ，則 。 

z4 : [A, B, B, C ] A ≥ C x =
A − C

2B

I(1) B > A − C P4(T(4,n)(z)) = [A, B, B, C ] 0 < x <
1
2

I(2) B = A − C P4(T(4,n)(z)) = [A, B − 1,B + 2,C − 1] x =
1
2

I(3) B < A − C ≤ 2B P4(T(4,n)(z)) = [2B + 2C − A, A − C, A − C, C ]
1
2

< x ≤ 1

I(4) A − C ≥ 2B P4(T(4,n)(z)) = [A − 2B,2B,2B, C ] x ≥ 1

z4 : [A, B, B + 3,C ] A > C

II(1) 2B + 3 ≤ A − C P4(T(4,n)(z)) = [A − 2B − 3,2B + 3,2B + 3,C ]

II(2) B + 3 < A − C ≤ 2B + 3 P4(T(4,n)(z)) = [2B + 2C + 3 − A, A − C, A − C, C ]

II(3) A − C = B + 3 P4(T(4,n)(z)) = [B + C, B + 2,B + 5,C − 1]

II(4) B < A − C < B + 3 3 ≤ A − C P4(T(4,n)(z)) = [A − 3,B + 3,B + 3,C ]

II(5) B < A − C < B + 3 A − C < 3 B = 1 A − C = 2

P4(T(4,n)(z)) = [2C + 3 − A, B + A − C, B + A − C, C ] B = 1 A − C = 2

[C + 2,1,1,C ] → [C + 1,3,3,C ]

II(6) B = A − C B ≥ 3 P4(T(4,n)(z)) = [A − 3,B + 3,B + 3,C ]

II(7) B = A − C ≤ 3 P4(T(4,n)(z)) = [C + 3 − B,2B,2B, C ]

II(8) 3 ≤ A − C < B P4(T(4,n)(z)) = [A − 3,B + 3,B + 3,C ]

II(9) 0 < A − C ≤ 3 B > A − C P4(T(4,n)(z)) = [2C + 3 − A, B + A − C, B + A − C, C ]

z4 = [A, B + 3,B, C ] A ≥ C − 1

III(1) 2B + 3 ≤ A − C P4(T(4,n)(z)) = [A − 2B − 3,2B + 3,2B + 3,C ]

III(2) B + 3 ≤ A − C ≤ 2B + 3 P4(T(4,n)(z)) = [2B + 2C + 3 − A, A − C, A − C, C ]

III(3) B < A − C ≤ B + 3 P4(T(4,n)(z)) = [2B + 2C + 3 − A, A − C, A − C, C ]

III(4) B = A − C P4(T(4,n)(z)) = [A + 3,B − 1,B + 2,C − 1]

III(5) 0 ≤ A − C < B P4(T(4,n)(z)) = [A + 3,B, B, C ]

III(6) A − C = − 1 P4(T(4,n)(z)) = [A + 2,B + 1,B + 1,A]
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附錄3 

 

（1） ，  

 

（2） ，  

 

（3） ，  

 

（4） ，  

 

（5） ，  

 

 

（1） ，  

 

（2） ，  

 

（3） ，  

 

（4） ，  

 

Ib(a − c = b)

b = 2 c = 1

[3,2,2,1] → [3,1,4,0] → [0,5,2,1] → [2,4,1,0] → [3,3,0,1] → [2,2,2,1]

b > 2 c = 1

[b + 1,b, b,1] → [b + 1,b − 1,b + 2,0] → [b − 2,b + 3,b,1]

b = 1 c = 2

[3,1,1,2] → [3,0,3,1] → [2,1,4,0] → [1,4,1,1] → [4,1,1,1] → [2,2,2,1]

b = 1 c > 2

[c + 1,1,1,c] → [c + 1,0,3,c − 1] → [c,1,4,c − 2] → [c − 1,3,3,c − 2]

b = 1 c = 1

[2,1,1,1] → [2,0,3,0] → [1,3,1,0] → [3,1,1,0] → [1,3,0,1]

IIc(a − c = b + 3)

c = 1 b > 2

[b + 4,b, b + 3,1] → [b + 1,b + 2,b + 5,0] → [b − 2,b + 6,b + 3,1] → [b + 1,b + 3,b + 3,1]

c = 1 b = 2

[6,2,5,1] → [3,4,7,0] → [0,8,5,1] → [2,7,4,1] → [5,4,4,1] → [5,3,6,0]

c = 1 b = 1

[5,1,4,1] → [2,3,6,0] → [1,6,3,1] → [4,3,3,1] → [4,2,5,0]

c > 1 b ≥ 2

[a , b, b + 3,c] → [b + c, b + 2,b + 5,c − 1] → [b + c − 3,b + 5,b + 5,c − 1]
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（5） ，  

 

 

（1） ，  

 

（2） ，  

 

（3） ，  

 

（4） ，  

 

（5） ，  

 

（6） ，  

 

（7） ，  

 

c > 1 b = 1

[c + 4,1,4,c] → [c + 1,3,6c − 1] → [c,5,5,c − 1]

IIId(a − c = b)

b = 1 c = 1

[2,4,1,1] → [5,0,3,0] → [2,3,3,0]

b = 1 c = 2

[3,4,1,2] → [6,0,3,1] → [3,2,5,0] → [0,6,3,1] → [2,5,2,1] → [5,2,2,1] → [1,4,4,1]

b = 1 c > 2

[c + 1,4,1,c] → [c + 4,0,3,c − 1] → [c + 1,2,5,c − 2] → [c − 2,5,5,c − 2]

b = 2 c > 1

[c + 2,5,2,c] → [c + 5,1,4,c − 1] → [c,5,5,c − 1]

b = 2 c = 1

[3,5,2,1] → [6,1,4,0] → [1,6,3,1] → [4,3,3,1] → [4,2,5,0]

b ≥ 3 c > 1

[b + c, b + 3,b, c] → [b + c + 3,b − 1,b + 2,c − 1] → [b + c − 4,b + 4,b + 4,c − 1]

b ≥ 3 c = 1

[b + 1,b + 3,b,1] → [b + 4,b − 1,b + 2,0] → [b − 3,b + 5,b + 2,1] → [b, b + 2,b + 2,1]
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050409-評語 

【評語】050409  

本作品承續 2022 國際科展的作品，繼續推廣 Kaprekar 

transformation 的性質。作者們的最新結果在 5 進位上，但是新

增的 5 進位結果，只有 Theorem 5-1，計算並歸納出一般的 5 進

位 n 位數，在經過一次 Kaprekar transformation，並投影後，各

個數字(4,3,2,1,0)出現的次數公式。此部份需要硬算並細心歸納。本

作品真正的數學工作在 3 進位上。作者引進一個 g 函數，利用其

性質分析 n 週期點，並加以構造出 n-循環點。若無法以 g 函數加

以運算到最後的，都是非正規數。因此作者主要的結果均聚焦在正

規數上，意即 0~4 所有數字均有出現的狀況。接下來的 Lemma 

3-8，Theorem 3-2，Theorem 3-3 都是相當重要的主要結果。得到

3 進位 Kaprekar 常數的形式，以及正規的 3 進位 Kaprekar 數 x 的

d(z) (起始循環位置),K(z) (Kaprekar 循環數),l(z) (循環節長度) 的

公式。而這個重要的 g 函數技巧，也拿來分析一些 4 進位 

Kaprekar 的特殊結果。 本作品在 2 進位上的結果，能夠以不同

的思路做出和 Yamagami 2018 Journal of Number Theory 上的

一個主要結果相當，算是相當不錯。三進位的技巧，開創性很高，

對高中生來說，應該有相當的難度。本作品盡管就數學結果來看不

錯，但是在呈現部分相當凌亂，部分定義與符號不清，特別在重要

的 \tilde T 函數的定義上，沒有寫好，是需要改進加強之處。
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2、3、4、5進位Kaprekar
變換的性質

數學科



問題介紹
Kaprekar變換

將非負整數的各位數字重新排列後，由

大到小排列減去由小到大排列的運算稱

為Kaprekar變換

例如

:

研究目的

: 研究及探討2、3、4、5進位數經卡布里卡運後的一般式，並求出其d(z) 、K(z)、 l(z) 2



研究方法
Kaprekar變換

3



三進位

二進位

4



研究過程

三進位

5



6

三進位



週期點與循環點的製造

定義

7



三進位

8



研究過程

四進位

9



研究過程

四進位

10



研究過程

五進位

11



結論

我們找到二、三、四進位Kaprekar變換的一般式，也找到他們的T(z) 、K(z) 及l(z) 。

對於三進位數，我們發現g(x)函數的軌跡和性質。

四進位部分，我們研究出它的運算架構，也找出其和三進位數x的關聯性。

最後，五進位數我們找到它的一般式，並且將其分類。其餘結果將留到日後完成。
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