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  摘要 

  此研究利用複數、向量及三角形的重心公式，去找出多邊形的重心性質與計算公式，並

探討以任意三角形三邊作出之各種相似多邊形，連接對應頂點或重心後，所構成之三角形的

重心與原三角形重心的關係；再討論以此任意三角形三邊作出之正 n邊形，連接相近的頂點

（異於原三角形）與兩正 n邊形的邊構成之三角形，其邊上依固定比例作出的點相連後的三

角形之重心以及其重心相連三角形之重心，兩者與原三角形重心的關係；最後再用不同的切

三塊方式，處理連接各區塊重心所得的三角形，其重心相連三角形之重心與原三角形重心的

關係。 

壹、 前言 

一、 研究動機 

  上專題課時，老師讓我們自行閱讀歷屆科展的參賽作品，尋找有興趣的主題，並從中尋

找靈感。當閱讀到第 60屆中小學科學展覽會的「當拿破崙形不『正』作不『直』時」[1] 這

篇作品時，我們對他們研究的議題產生了興趣，因此決定了研究的方向。我們先從任意三角

形延伸出的正多邊形開始研究，嘗試以不同的連接方式，試著作出新多邊形的重心，觀察其

與原三角形重心的關係，發現似乎有一些一致的結果，決定深入研究。 

二、研究目的 

（一）找出任意多邊形重心的性質。 

（二）找出任意多邊形重心的計算公式。 

（三）找出以任意三角形三邊作出之各種相似多邊形，連接對應頂點、重心所構成之三

角形的重心與原三角形重心的關係。 

（四）找出以任意三角形三邊作出之正 n邊形，連接相近的頂點（異於原三角形）與兩

正 n邊形的邊構成之三角形，其邊上依固定比例作出的點相連後的三角形之重心

以及其重心相連三角形之重心，兩者與原三角形重心的關係。 

（五）找出以任意三角形三邊作出之正 n邊形，切三塊後，連接各區塊重心所得的三角

形，其重心相連三角形之重心與原三角形重心的關係。  

三、文獻回顧 

  呂昱賢 [1] 作品中提到從正三角形、直角三角形到任意三角形，將其三邊向外或向內作

相似三角形，重心連線得到的三角形重心與原三角形相同。我們參考了他的想法，經過基本

的作法測試後，進一步深入探討以不同的切割方式所形成的三角形或多邊形的重心相連三角

形的重心，是否也與原三角形重心共點？ 
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  在王哲麒、翁士傑 [2] 作品中提到尋找多邊形重心的方式，將四邊形切割為兩組三角形

跟三角形（如圖一），若 1 2 3 4, , ,G G G G 分別為 , , ,ABC ADC ABD BCD    之重心，則 1 2G G 與

3 4G G 之交點G即為此四邊形之重心；將五邊形切割為兩組三角形跟四邊形（如圖二），若

1 2 3 4, , ,G G G G 分別為四邊形 , , ,ABCD ADE ABC  四邊形 ACDE之重心，則 1 2G G 與 3 4G G 之交

點G即為此五邊形之重心。 

但由於此作品未提到尋找 n邊形重心的證明方式，因此我們又參考鄭元博 [3] 作品中：

將任意 n邊形切割為兩組三角形跟 ( 1)n − 邊形，若 1 2 3 4, , ,G G G G 分別為 1 2 3,A A A  ( 1)n − 邊形

1 3 4 1 1, ,n n nA A A A A A A− ( 1)n − 邊形 1 2 1nA A A − 之重心，則 1 2G G 與 3 4G G 之交點G即為此 n邊形

之重心，確認無論是凹多邊形，還是凸多邊形，皆可用此方法畫出，我們將利用他們的切割

方法找出重心。但文中亦提到多邊形的均值點與重心不同，沒辦法用計算多邊形均值點的方

式來計算多邊形重心，因此我們需要解決該如何計算多邊形重心。 

  在林冠柏、顏嘉誼、原凱文 [4] 作品中利用面積交換找出面積平分處及利用槓桿原理來

找重心，此方法在凹、凸多邊形中均適用，但判斷式未完全確認。我們從他們的想法延伸，

思考重心跟面積的關係，研究多邊形重心具有甚麼性質，再從性質推出該如何計算多邊形的

重心，並利用重心的計算方式，去證明我們經過 GGB測試出來的現象是否真的一定成立。 

  本文中，僅討論凹多邊形及凸四邊形，暫時不討論形狀破壞的情形，沿用「幾何明珠」

[5] 內的符號使用，我們以 ABCS 表示 ABC 的面積；而自己定義：以 kiG 表示將 n邊形自頂點

1A向 3 1, , nA A − 開始連接對角線所切割出的第 i個 k 邊形的重心。 

貳、 研究設備及器材 

白紙數疊、筆、電腦、平板、GGB繪圖軟件。 

參、 研究方法或過程 

一、研究方法 

圖一                                                圖二 
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決定主題→閱讀相關文章→配合 GGB進行測試→以不同方法進行繪製→分類並猜測結果→

搜尋相關資料→推導一般式並證明→歸納整理→推廣並延伸→結論。 

二、研究過程 

我們由前人的研究 [2][3] 已知 n邊形的重心如何尋找，且這些多邊形的重心坐標並不一

定為頂點的均值點，那麼到底多邊形的重心有甚麼性質？而我們該如何直接利用已知的重心

或頂點去計算出來呢？我們先從四邊形著手，有了以下的發現： 

引理 1-1： 

連接四邊形的對角線，將其切割為兩個三角形時，「四邊形的重心到兩三角形重心之距離

比值」和「兩三角形面積比值的倒數」相等。 

證明： 

如圖，作任意四邊形 ABCD，連接對角線，將其作兩組切割，得到「 ABC 跟 ACD 」以及

「 DAB 跟 DBC 」，其中 31 32 3 4 41, , , ,G G G G G 分別為 , , , ,ABC ACD DAB DBC    四邊形

ABCD的重心。 

通過點 ,D B作平行 AC 的直線 1 2,L L ，再通過點 A作平行 BD的直線 3L ，其中 1L 與 3L 交於F

點， 2L 與 3L 交於E點。 

(1)令 31 32 3 4, , , , , , ,A B C D G G G G 的複數表示法為 1 2 3 4 31 32 3 4, , , , , , ,z z z z w w w w ， 

則由三角形的重心公式可知： 

1 2 3 1 3 4 2 3 41 2 4
31 32 3 4, , ,

3 3 3 3
z z z z z z z z zz z z

w w w w
+ + + + + ++ +

= = = = ， 

而由 1 3 4 1 2 3 4 2
32 31 3 3 3

z z z z z z z z
w w

+ + + + −
− = − = ，可得 31 32

1
3

G G BD= ， 

同理， 3 4
1
3

G G AC= ， 

故 31 32 //G G BD且 3 4 //G G AC ，則 31 32 3//G G L 且 3 4 1 2// //G G L L ； 
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又由 1 2 3 2 3 4 1 4
31 4 3 3 3

z z z z z z z z
w w

+ + + + −
− = − = ，可得 4 31

1
3

G G DA= ， 

同理， 4 32
1
3

G G BA= ， 

故 4 31 //G G DA且 4 32 //G G BA。 

而向量兩兩平行時，其夾角會相同，因此 4 41 31=G G G DFA  且 4 31 41=G G G DAF  ， 

由 AA相似，可得 4 31 41G G G DAF  ，故 41 4

41 31

G G FD

G G FA
= ； 

同理可得： 4 32 41G G G BAE  ，故 41 32

41 4

G G EA

G G EB
= ； 

又四邊形DFEB為平行四邊形，故FD EB= ， 

因此 41 32 41 32 41 4

41 31 41 4 41 31

G G G G G G EA FD EA

G G G G G G EB FA FA
=  =  = 。 

(2)因 1L 平行 AC ， CDA 與 CFA 的高同為 1L 到 AC 的距離，又底邊同為 AC ， 

所以 ACD ACFS S = ， 

同理， ABC AECS S = ， 

而 ACF 與 AEC 的高皆為點C到 3L 的距離，因此 ABC AEC

ACD ACF

S S EA

S S FA

 

 

= = 。 

由(1)(2)可得， 41 32

41 31

ABC

ACD

G G S

SG G





= 。 

即：連接四邊形的對角線，將其切割為兩個三角形時，「四邊形的重心到兩三角形重心之距

離比值」和「兩三角形面積比值的倒數」相等。       ▊ 

進一步研究五邊形，有了以下的發現： 

引理 1-2： 

連接五邊形的一條對角線，將其切割為一個三角形跟一個四邊形時，「五邊形重心到三角

形重心與五邊形重心到四邊形重心之距離的比值」和「四邊形面積與三角形面積的比值」

相等。 

證明： 
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如圖，作任意五邊形 ABCDE，連接對角線，將其作兩組切割，得到「 ABC 跟四邊形

ACDE」以及「 ADE 跟四邊形 ABCD」，其中 31 32 33 41 42 51, , , , ,G G G G G G 分別為

, ,ABC ACD  ,ADE 四邊形 , ,ABCD ACDE 五邊形 ABCDE的重心。 

(1)由梅內勞斯定理我們知： 

   33 42 32 31 41 51

42 32 31 41 51 33

1G G G G G G

G G G G G G
  = 。 

(2)由引理 1-1我們知：四邊形 ABCD中， 41 32

41 31

ABC

ACD

G G S

SG G





= ，  

故 32 31 32 41 41 31

31 41 31 41

ABC ACD ABCD

ACD ACD

G G G G G G S S S

S SG G G G

 

 

+ +
= = = ， 

         而四邊形 ACDE中， 42 33

42 32

ACD

ADE

G G S

SG G





= 。 

將(2)代入(1)可得： 41 51

51 33

1ACD ABCD

ADE ACD

S S G G

S S G G



 

  = ， 

 則 51 41

51 33

ADE

ABCD

G G S

SG G

= ， 

即 51 33

51 41

ABCD

ADE

G G S

SG G 

= 。  

即：連接五邊形的一條對角線，將其切割為一個三角形跟一個四邊形時，「五邊形重心到三

角形重心與五邊形重心到四邊形重心之距離的比值」和「四邊形面積與三角形面積的比值」

相等。              ▊ 

有了引理 1-1及引理 1-2的發現，我們猜測：連接 n邊形的一條對角線，將其切割為一個三

角形跟一個 ( 1)n − 邊形時，「 n邊形重心到三角形重心與 n邊形重心到 ( 1)n − 邊形重心之距離

的比值」和「 ( 1)n − 邊形面積與三角形面積的比值」相等，並用數學歸納法證明： 
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定理 1： 

對任意正整數 4n  ，連接 n邊形的一條對角線，將其切割為一個三角形跟一個 ( 1)n − 邊形

時，「 n邊形重心到三角形重心與 n邊形重心到 ( 1)n − 邊形重心之距離的比值」和「 ( 1)n −

邊形面積與三角形面積的比值」相等。 

證明： 

(1)當 4n = 時，由引理 1-1得：連接四邊形的對角線，將其切割為兩個三角形時，「四邊形

的重心到兩三角形重心之距離比值」和「兩三角形面積比值的倒數」相等，故原命題成

立。 

當 5n = 時，由引理 1-2得：連接五邊形的一條對角線，將其切割為一個三角形跟一個四

邊形時，「五邊形重心到三角形重心與五邊形重心到四邊形重心之距離的比值」和「四

邊形面積與三角形面積的比值」相等，故原命題亦成立。 

(2)設 n k= 時原命題成立（ 5k  ），即連接 k 邊形的一條對角線，將其切割為一個三角形跟

一個 ( 1)k − 邊形時，「 k 邊形重心到三角形重心與 k 邊形重心到 ( 1)k − 邊形重心之距離的

比值」和「 ( 1)k − 邊形面積與三角形面積的比值」相等， 

則 1n k= + 時： 

如圖，作任意 ( 1)k + 邊形 1 2 1kA A A + ，連接對角線，將其作兩組切割，得到「 1 2 3A A A 跟 k

邊形 1 3 4 1kA A A A + 」以及「 1 1k kA A A + 跟 k 邊形 1 2 kA A A 」， 

其中 31 3, 1 1,1 1 2 1,1, , , , ,k k k k kG G G G G G− − + 為 1 2 3 1 1, ,k kA A A A A A +  ( 1)k − 邊形 1 3 4 ,kA A A A k 邊形

1 2 1 3 4 1, ,k kA A A A A A A + ( 1)k + 邊形 1 2 1kA A A + 的重心。 

(i)  由梅內勞斯定理可知：
3, 1 2 1,1 31 1 1,1

2 1,1 31 1 1,1 3, 1

1k k k k k

k k k k k

G G G G G G

G G G G G G

− − +

− + −

  = 。 

(ii) 將 ( 1)k + 邊形 1 2 1kA A A + 切割成 1 2 3A A A 跟 k 邊形 1 3 4 1kA A A A + 時， 

「 k 邊形 1 3 4 1kA A A A + 的重心 2kG 到三角形 1 1k kA A A + 重心 3, 1kG − 與 k 邊形 1 3 4 1kA A A A +
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的重心 2kG 到 ( 1)k − 邊形 1 3 4 kA A A A 的重心 1,1kG − 之距離的比值」和「 ( 1)k − 邊形

1 3 4 kA A A A 與三角形 1 1k kA A A + 面積的比值」相等，即 1 3 4

1 1

2 3, 1

2 1,1

k

k k

A A A Ak k

A A Ak k

SG G

SG G
+

−

−

= 。 

(iii) 將 ( 1)k + 邊形 1 2 1kA A A + 切割成 1 1k kA A A + 跟 k 邊形 1 2 kA A A 時， 

 「 k 邊形 1 2 kA A A 的重心 1kG 到三角形 1 2 3A A A 重心 31G 與 k 邊形 1 2 kA A A 的重心 1kG

到 ( 1)k − 邊形 1 3 4 kA A A A 的重心 1,1kG − 之距離的比值」和「 ( 1)k − 邊形 1 3 4 kA A A A 面

積與三角形 1 2 3A A A 面積的比值」相等，即 1 3 4

1 2 3

1 31

1 1,1

kA A A Ak

A A Ak k

SG G

SG G −

= ， 

因此 1 2 3 1 3 4 1 2

1 3 4 1 3 4

1,1 31 1,1 1 1 31

31 1 31 1

k k

k k

A A A A A A A A A Ak k k k

A A A A A A A Ak k

S S SG G G G G G

S SG G G G

− − ++
= = = 。 

由(i)(ii)(iii)可得 1 3 4 1 2

1 1 1 3 4

1 1,1

1,1 3, 1

1k k

k k k

A A A A A A A k k

A A A A A A A k k

S S G G

S S G G
+

+

 + −

  = ， 

      則 1 1

1 2

1,1 1

1,1 3, 1

k k

k

A A Ak k

A A Ak k

SG G

SG G

++

+ −

= ，即 1 2

1 1

1,1 3, 1

1,1 1

k

k k

A A Ak k

A A Ak k

SG G

SG G
+

+ −

+

= ， 

因此，連接 ( 1)k + 邊形的一條對角線，將其切割為一個三角形跟一個 k 邊形時，

「 ( 1)k + 邊形重心到三角形重心與 ( 1)k + 邊形重心到 k 邊形重心之距離的比值」和「 k

邊形面積與三角形面積的比值」相等，故原命題成立。 

由(1)(2)及數學歸納法得： 

對任意正整數 4n  ，連接 n邊形的一條對角線，將其切割為一個三角形跟一個 ( 1)n − 邊形

時，「 n邊形重心到三角形重心與 n邊形重心到 ( 1)n − 邊形重心之距離的比值」和「 ( 1)n − 邊

形面積與三角形面積的比值」相等。         ▊ 

而有了定理 1的結論，我們甚至可以推廣到任意形狀的切割情形，去驗證多邊形的重心性質

與物理所學的槓桿原理相符，如下： 

定理 2： 

連接 n邊形相異邊上的任兩點（頂點亦可），將其切割為兩多邊形，則「 n邊形重心到兩

多邊形重心之距離比值」和「兩多邊形面積比值的倒數」相等。 

證明： 
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不失一般性，作任意 n邊形 1 2 nA A A ，連接在 1k kA A + （其中 1,2, , 1k n= − ）及 1 nA A 邊上的

任兩點 1 2,B B ，將 n邊形 1 2 nA A A 切割為多邊形 1 1 2kA A B B 及 1 2 1k nA A B B+ （如圖一），再

連接 1, nB A （若 1 2 1k nA A B B+ 為三角形，則連接 2, kB A ，由於證明方法相同，因此不失一般性

可假設 1 2 1k nA A B B+ 至少為四邊形），將多邊形 1 2 1k nA A B B+ 切割為 2 1 nB B A 及多邊形

1 1k nA A B+ （如圖二），其中 1 2, ,G G G 分別為多邊形 1 2 1 1 2 1 2 1, ,n k k nA A A A A B B A A B B+ 的重

心， 3 4 5, ,G G G 分別為 2 1 ,nB B A 多邊形 1 1 1 1 2,k n k nA A B A A B A B+ 的重心（如圖三）。 

(1)由梅內勞斯定理可知 1 5 3 4 2

5 3 4 2 1

1G G G G G G

G G G G GG
  = 。 

(2)由定理 1我們可知 1 1 2

2 1

5 3

5 1

k

n

A A B B

B B A

SG G

SG G 

= ，且 1 1

2 1

2 3

2 4

k n

n

A A B

B B A

SG G

G G S

+



= ， 

          即 2 1

1 1 2

1 5

5 3

n

k

B B A

A A B B

SG G

SG G

= ，且 1 2 1

2 1

3 4 3 2 2 4

4 2 4 2

k n

n

A A B B

B B A

SG G G G G G

SG G G G

+



+
= = 。 

將(2)代入(1)可得： 2 1 1 2 1

1 1 2 2 1

2

1

1n k n

k n

B B A A A B B

A A B B B B A

S S G G

S S GG

+



  = ，則 1 1 2

1 2 1

2

1

k

k n

A A B B

A A B B

SG G

SGG
+

= 。 

即：連接 n邊形相異邊上的任兩點（頂點亦可），將其切割為兩多邊形，則「 n邊形重心到

兩多邊形重心之距離比值」和「兩多邊形面積比值的倒數」相等。     ▊ 

而有了以上發現，我們開始計算多邊形的重心，先從四邊形的重心開始計算： 

引理 3-1： 

作任意四邊形 ABCD，令 41G 為四邊形 ABCD的重心。 

若 41, , , ,A B C D G 的複數表示法為 1 2 3 4 41, , , ,z z z z w ，則此四邊形重心的複數表示法為 

  1 3 42 4
41 3 3

ABC

ABCD

S z z zz z
w

S

 + +−
=  + 。 

證明：  

圖一                                              圖二                                             圖三 
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如圖，令 31 32,G G 分別為 ,ABC ACD  的重心，且其複數表示法為 31 32,w w 。 

已知 1 2 3 1 3 4
31 32,

3 3
z z z z z z

w w
+ + + +

= = ， 

由引理 1-1知 41 32

41 31

ABC

ACD

G G S

SG G





= ， 

再以向量的分點公式計算， 

  41 31 32+
ABC ACD

ABC ACD ABC ACD

S S
w w w

S S S S

 

   

= +
+

 

31 32= 1ABC ABC

ABCD ABCD

S S
w w

S S

 
 

+ − 
 

 

1 2 3 1 3 41
3 3

ABC ABC

ABCD ABCD

S z z z S z z z

S S

 
 + + + +

=  + −  
 

 

1 3 42 4

3 3
ABC

ABCD

S z z zz z

S

 + +−
=  + 。         ▊ 

進一步計算五邊形的重心： 

引理 3-2： 

作任意五邊形 ABCDE，令 51G 為五邊形 ABCDE的重心。 

若 51, , , , ,A B C D E G 的複數表示法為 1 2 3 4 5 51, , , , ,z z z z z w ，則此五邊形重心的複數表示法為 

  3 5 1 4 52 4
51 3 3 3

ABC ABCD

ABCDE ABCDE

S S z z z z zz z
w

S S

 − + +−
=  +  + 。 

證明：  

如圖，令 33 41,G G 分別為 ,ADE 四邊形 ABCD的重心，且其複數表示法為 33 41,w w 。 

已知 1 4 5
33 3

z z z
w

+ +
= ， 

由引理 3-1可知 

  1 3 42 4
41 3 3

ABC

ABCD

S z z zz z
w

S

 + +−
=  + ， 

又由定理 1知 51 33

51 41

ABCD

ADE

G G S

SG G 

= ， 

再以向量的分點公式計算， 
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  51 41 33+
ABCD ADE

ABCD ADE ABCD ADE

S S
w w w

S S S S



 

= +
+

 

41 331ABCD ABCD

ABCDE ABCDE

S S
w w

S S

 
= + − 

 
 

1 3 4 1 4 52 4 1
3 3 3

ABCD ABC ABCD

ABCDE ABCD ABCDE

S S z z z S z z zz z

S S S


   + + + +−

=  + + −    
   

 

3 5 1 4 52 4

3 3 3
ABC ABCD

ABCDE ABCDE

S S z z z z zz z

S S

 − + +−
=  +  + 。       ▊ 

有了引理 3-1及引理 3-2的發現，觀察規律後，我們猜測：任意多邊形的重心皆可由頂點及

面積比值計算而得，並用數學歸納法證明之，證明如下： 

定理 3： 

作任意 n邊形 1 2 3 nA A A A ，令 1nG 為 n邊形 1 2 3 nA A A A 的重心。若 1 2 1, , , ,n nA A A G 的複數表

示法為 1 2 1, , , ,n nz z z w ，則對所有正整數 4n  ，此 n邊形重心的複數表示法為 

  1 2 3 1 2 3 4 1 2 1

1 2 1 2 1 2

3 5 2 1 12 4
1 3 3 3 3

n

n n n

A A A A A A A A A A n n n n
n

A A A A A A A A A

S S Sz z z z z z zz z
w

S S S

− − −− − + +−
=  +  + +  + 。 

證明： 

(1)當 4n = 時，由引理 3-1可得四邊形重心的複數表示法為 1 2 3

1 2 3 4

2 4 1 3 4
41 3 3

A A A

A A A A

S z z z z z
w

S

 − + +
=  + ，

故原式成立。 

(2)設 n k= 時原式成立， 

即 k 邊形重心的複數表示法 

  1 2 3 1 2 3 4 1 2 1

1 2 1 2 1 2

2 4 3 5 2 1 1
1 3 3 3 3

k

k k k

A A A A A A A A A A k k k k
k

A A A A A A A A A

S S Sz z z z z z z z z
w

S S S

− − −− − − + +
=  +  + +  + ， 

則 1n k= + 時： 

  已知 1 1
3, 1 3

k k
k

z z z
w +

−
+ +

= ， 

  由定理 1知 1 2

1 1

1,1 3, 1

1,1 1

k

k k

A A Ak k

A A Ak k

SG G

SG G
+

+ −

+

= ， 

  再以向量的分點公式計算， 

  ( 1)k + 邊形的重心的複數表示法 

   



11 

1 2 1 1

1 2 1 1 1 2 1 1

1,1 1 3, 1
k k k

k k k k k k

A A A A A A

k k k

A A A A A A A A A A A A

S S
w w w

S S S S

+

+ +



+ −
 

= +
+ +

 

     1 2 1 2

1 2 1 1 2 1

1 3, 11k k

k k

A A A A A A

k k

A A A A A A

S S
w w

S S
+ +

−

 
= + − 

 
 

 

      1 2 1 2 3 1 2 3 4 1 2 1

1 2 1 1 2 1 2 1 2

2 4 3 5 2 1 1

3 3 3 3
k k

k k k k

A A A A A A A A A A A A A k k k k

A A A A A A A A A A A A

S S S Sz z z z z z z z z

S S S S

−

+

 − −
 − − − + +

=  +  + +  + 
 
 

 

      1 2

1 2 1

1 11
3

k

k

A A A k k

A A A

S z z z

S
+

+
  + +

+ −  
 
 

 

      1 2 3 1 2 3 4 1 2

1 2 1 1 2 1 1 2 1

2 4 3 5 1 1 1 1

3 3 3 3
k

k k k

A A A A A A A A A A k k k k

A A A A A A A A A

S S Sz z z z z z z z z

S S S
+ + +

 − + +− − − + +
=  +  + +  + ， 

  故原式成立。 

由(1)(2)及數學歸納法得： 

對所有正整數 4n  ， n邊形重心的複數表示法為 

  1 2 3 1 2 3 4 1 2 1

1 2 1 2 1 2

2 4 3 5 2 1 1
1 3 3 3 3

n

n n n

A A A A A A A A A A n n n n
n

A A A A A A A A A

S S Sz z z z z z z z z
w

S S S

− − −− − − + +
=  +  + +  + 。   ▊ 

作任意 0 0 0A B C ，分別以 0 0 0, ,A B C 為中心，將 0 0 0, ,B C A 伸縮 kt 倍，並旋轉 k 角 ( 0 )  ，得 ,kA

,k kB C 。 

為了後面的證明方便，我們定義： 

(1)如圖一，選取「 0 0 0 0 0 0, ,A B B C C A 」及「分別以 0 0 0, ,A B C 為中心，將 0 0 0, ,B C A 各自伸縮旋轉

後的另一點」，分別連接，得 0 0 0 0 0 0, ,k k kA B A B C B C A C   ，由於此類三角形與原三角形共

用一邊，我們將此三個三角形稱為「同一組的相鄰三角形」。 

圖一                                             圖二                                             圖三 
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(2)如圖二，選取「 0 0 0, ,A B C 」及「分別以 0 0 0, ,A B C 為中心，將 0 0 0, ,B C A 各自伸縮旋轉後的另

兩點」，分別連接，得 0 1 0 1 0 1, ,k k k k k kA A A B B B C C C+ + +   ，由於此類三角形與原三角形共用一

點，我們將此三個三角形稱為「同一組的相分三角形」。 

(3)如圖三，分別以 0 0 0, ,A B C 為中心，將 0 0 0, ,B C A 各自伸縮旋轉後的另三點分別連接，得

1 2,k k kA A A+ + 1 2 1 2,k k k k k kB B B C C C+ + + +  ，由於此種三角形不直接使用原三角形的邊及頂點，

我們將此三個三角形稱為「同一組的相離三角形」。 

(4)由三個三角形的重心連接而成的三角形，我們稱為「重心相連三角形」。 

(5)由三個相似三角形對應頂點連接而成的三角形，我們稱為「頂點相連三角形」。 

關於這些三角形，我們有以下結論： 

引理 4-1： 

(1)同一組的相鄰三角形相似。 

(2)同一組的相分三角形相似。 

(3)同一組的相離三角形相似。 

證明：  

作任意 0 0 0A B C ，分別以 0 0 0, ,A B C 為中心，將 0 0 0, ,B C A 伸縮 kt 倍，並旋轉 k 角 ( 0 )  ，得 ,kA

,k kB C 。 

(1)同一組的相鄰三角形 0 0 0 0 0 0, ,k k kA B A B C B C A C   中， 

由於 0 0

0 0 0 0

k k
k

A A B B
t

A B B C
= = ，因此 0 0 0

0 0 0

k

k

A A A B

B B B C
= ，又 0 0 0 0k k kA A B B B C  = = ， 

故由 SAS相似，可得 0 0 0 0k kA B A B C B  。 

同理可證： 0 0 0 0 0 0, ,k k kA B A B C B C A C   相似，即同一組的相鄰三角形相似。 

(2)同一組的相分三角形 0 1 0 1 0 1, ,k k k k k kA A A B B B C C C+ + +   中， 

由於 0 0

0 0 0 0

k k
k

A A B B
t

A B B C
= = ，且 0 1 0 1

1
0 0 0 0

k k
k

A A B B
t

A B B C

+ +
+= = ，則 0 1 0 1 1

0 0

k k k

kk k

A A B B t

tA A B B

+ + += = ， 

因此 0 1 0

0 1 0

k k

k k

A A A A

B B B B

+

+

= ，又 0 1 0 1 1k k k k k kA A A B B B  + + + = = − ， 

故由 SAS相似，可得 0 1 0 1k k k kA A A B B B+ +  。 

同理可證： 0 1 0 1 0 1, ,k k k k k kA A A B B B C C C+ + +   相似，即同一組的相分三角形相似。 

(3)同一組的相離三角形 1 2 1 2 1 2, ,k k k k k k k k kA A A B B B C C C+ + + + + +   中， 
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 將三個三角形的頂點分別與 0 0 0, ,A B C 連接，可得 0 1 0 1 0 +1, ,k k k k k kA A A B B B C C C+ +   及 0 1 2,k kA A A+ +

0 1 2 0 1 2,k k k kB B B C C C+ + + +  兩組相分三角形， 

而由(2)同一組的相分三角形相似可知： 

  1 0 1

1 0 1

k k k

k k k

A A A A

B B B B

+ +

+ +

= 及 1 0 1 0k k k kA A A B B B + + = = ， 

  且 2 1 0 1

2 1 0 1

k k k

k k k

A A A A

B B B B

+ + +

+ + +

= 及 2 1 0 2 1 0k k k kA A A B B B + + + + = = ， 

因此 1 2 1

1 2 1

k k k k

k k k k

A A A A

B B B B

+ + +

+ + +

= ，且 2 1 2 1k k k k k kA A A B B B  + + + + = = + ， 

故由 SAS相似，可得 1 2 1 2k k k k k kA A A B B B+ + + +  。  

同理可證： 1 2 1 2 1 2, ,k k k k k k k k kA A A B B B C C C+ + + + + +   相似，即同一組的相離三角形相似。  ▊ 

引理 4-2： 

(1)由同一組相鄰三角形所作出的頂點相連三角形，其重心與原三角形的重心相同。 

(2)由同一組相鄰三角形所作出的重心相連三角形，其重心與原三角形的重心相同。 

(3)由同一組相分三角形所作出的重心相連三角形，其重心與原三角形的重心相同。 

(4)由同一組相離三角形所作出的重心相連三角形，其重心與原三角形的重心相同。 

證明： 

不失一般性，令 0 0 0, , , , ,k k kA B C A B C 的複數表示法為 1 2 1 2 00, , , , ,k k kz z z z z ， 

則 1 1 (cos sin )k k k kz z t i =  + ， 

 2 2 1 1( ) (cos sin )k k k kz z z t i z = −  + + ， 

    0 2 2(0 ) (cos sin )k k k kz z t i z = −  + + ，而 0 0 0A B C 的重心之複數表示法為 1 2

3
z z+

。 

 (1) k k kA B C 的重心之複數表示法為 

   1 2 0

3
k k kz z z+ +  

   
( )1 2 1 2 1 2(cos sin ) ( ) ( )

3
k k kt i z z z z z z + + − + − + +

=  

   1 2

3
z z+

= ， 

     故 k k kA B C 的重心與 0 0 0A B C 的重心相同。 

  即由同一組相鄰三角形所作出的頂點相連三角形，其重心與原三角形的重心相同。 
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(2) 0 0 kA B A 的重心之複數表示法為 

   1 1
11

0
3

kz z
w

+ +
= ， 

0 0 kB C B 的重心之複數表示法為 

   1 2 2
12 3

kz z z
w

+ +
= ， 

0 0 kC A C 的重心之複數表示法為 

   2 0
13

0
3

kz z
w

+ +
= ， 

則此三個相鄰三角形的重心相連三角形的重心之複數表示法為 

   11 12 13 1 2 1 2 02 2 ( )
3 9

k k kw w w z z z z z+ + + + + +
= ， 

  又由(1)知 1 2 0 1 2

3 3
k k kz z z z z+ + +

= ，即 1 2 0 1 2k k kz z z z z+ + = + ， 

      則 11 12 13 1 2 1 23 3
3 9 3

w w w z z z z+ + + +
= = 。 

    故由同一組相鄰三角形所作出的重心相連三角形，其重心與原三角形的重心相同。 

(3) 0 1k kA A A + 的重心之複數表示法為 

   1 1, 1
21

0
3

k kz z
w

++ +
= ， 

0 1k kB B B + 的重心之複數表示法為 

   1 2 2, 1
22 3

k kz z z
w

++ +
= ， 

0 1k kC C C + 的重心之複數表示法為 

   2 0 0, 1
23 3

k kz z z
w

++ +
= ， 

則此三個相分三角形的重心相連三角形的重心之複數表示法為 

   1 2 1 2 0 1, 1 2, 1 0, 121 22 23 ( ) ( )
3 9

k k k k k kz z z z z z z zw w w + + ++ + + + + + ++ +
= ， 

   又由(1)同一組相鄰三角形所作出的頂點相連三角形，其重心與 0 0 0A B C 的重心相同， 

   故 1 2 0 1 2

3 3
k k kz z z z z+ + +

= ，即 1 2 0 1 2k k kz z z z z+ + = + ， 

   同理： 1, 1 2, 1 0, 1 1 2k k kz z z z z+ + ++ + = + ，則 21 22 23 1 2 1 23 3
3 9 3

w w w z z z z+ + + +
= = 。 
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    故由同一組相分三角形所作出的重心相連三角形，其重心與原三角形的重心相同。 

 (4) 1 2k k kA A A+ + 的重心之複數表示法為 

   1 1, 1 1, 2
31 3

k k kz z z
w

+ ++ +
= ， 

1 2k k kB B B+ + 的重心之複數表示法為 

   2 2, 1 2, 2
32 3

k k kz z z
w

+ ++ +
= ， 

1 2k k kC C C+ + 的重心之複數表示法為 

   0 0, 1 0, 2
33 3

k k kz z z
w

+ ++ +
= ， 

則此三個相離三角形的重心相連三角形的重心之複數表示法為 

  1 2 0 1, 1 2, 1 0, 1 1, 2 2, 2 0, 231 32 33 ( ) ( ) ( )
3 9

k k k k k k k k kz z z z z z z z zw w w + + + + + ++ + + + + + + ++ +
= ， 

  又由(1)同一組相鄰三角形所作出的頂點相連三角形，其重心與原三角形的重心相同， 

  故 1 2 0 1 2

3 3
k k kz z z z z+ + +

= ，即 1 2 0 1 2k k kz z z z z+ + = + ， 

  同理： 1, 1 2, 1 0, 1 1 2k k kz z z z z+ + ++ + = + ， 1, 2 2, 2 0, 2 1 2k k kz z z z z+ + ++ + = + ， 

  則 31 32 33 1 2 1 23 3
3 9 3

w w w z z z z+ + + +
= = 。 

    故由同一組相離三角形所作出的重心相連三角形，其重心與原三角形的重心相同。  ▊ 

有了這些三角形之結論，我們進而討論多邊形的狀況： 

作任意 0 0 0A B C ，分別以 0 0 0, ,A B C 為中心，將 0 0 0, ,B C A 伸縮 kt 倍，並旋轉 k 角 ( 0 )  ，得 ,kA

,k kB C 。 

圖一                                             圖二                                             圖三 
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與相鄰、相分、相離三角形的定義方式類似，我們定義：  

(1)如圖一，選取「 0 0 0 0 0 0, ,A B B C C A 」及「分別以 0 0 0, ,A B C 為中心，將 0 0 0, ,B C A 各自伸縮旋轉

後的另 ( 2)n− 個點」，分別連接，得 n邊形 0 0 1 2 2 0 0 1 2 2 0 0 1 2 2, ,n n nA B A A A B C B B B C A C C C− − −  

，由於此類 n邊形與原三角形共用一邊，將此三個 n邊形稱為「同一組的相鄰 n邊形」。 

(2)如圖二，選取「 0 0 0, ,A B C 」及「分別以 0 0 0, ,A B C 為中心，將 0 0 0, ,B C A 各自伸縮旋轉後的另

( 1)n − 個點」，分別連接，得 n邊形 0 1 2 1 0 1 2 1 0 1 2 1, ,n n nA A A A B B B B C C C C− − − ，由於此類 n

邊形與原三角形共用一點，將此三個 n邊形稱為「同一組的相分 n邊形」。 

(3)如圖三，分別以 0 0 0, ,A B C 為中心，將 0 0 0, ,B C A 各自伸縮旋轉後的另 n個點分別連接，得 n

邊形 1 2 1 2 1 2, ,n n nA A A B B B C C C ，由於此種 n邊形不直接使用原三角形的邊及頂點，將

此三個 n邊形稱為「同一組的相離 n邊形」。 

有了引理 4-1及 4-2的發現，我們猜測：「同一組的相鄰多邊形仍是相似形」且「同一組的

相鄰多邊形的重心相連三角形，其重心與原三角形的重心相同」，而相分、相離的狀況亦有

相同結論，證明如下： 

定理 4-1： 

(1)同一組的相鄰多邊形相似。 

(2)同一組的相分多邊形相似。 

(3)同一組的相離多邊形相似。 

證明： 

作任意 0 0 0A B C ，分別以 0 0 0, ,A B C 為中心，將 0 0 0, ,B C A 伸縮 kt 倍，並旋轉 k 角 ( 0 )  ，得 ,kA

,k kB C ，其中 1,2, , 2k n= − 。 

(1)同一組的相鄰 n邊形 0 0 1 2 2 0 0 1 2 2 0 0 1 2 2, ,n n nA B A A A B C B B B C A C C C− − − 中，連接所有經過

0 0 0, ,A B C 的對角線，可得一組相鄰三角形 0 0 1 0 0 1 0 0 1, ,A B A B C B C A C   ，及 ( 3)n− 組相分三角

形 0 1 0 1 0 1, ,k k k k k kA A A B B B C C C+ + +   ，其中 1,2, , 3k n= − ， 

而由引理 4-1：同一組的相鄰三角形相似，而同一組的相分三角形亦相似， 

因此由這些三角形組合而成的 n邊形之對應邊均成比例且對應角相等， 

則 0 0 1 2 2 0 0 1 2 2 0 0 1 2 2, ,n n nA B A A A B C B B B C A C C C− − − 三個 n邊形相似，即同一組的相鄰多邊

形相似。 

(2)同一組的相分 n邊形 0 1 2 1 0 1 2 1 0 1 2 1, ,n n nA A A A B B B B C C C C− − − 中，連接所有經過 0 0 0, ,A B C 的 
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 對角線，可得 ( 2)n − 組相分三角形 0 1 0 1 0 1, ,k k k k k kA A A B B B C C C+ + +   ，其中 1,2, , 2k n= − ，

而由引理 4-1：同一組的相分三角形相似， 

因此由這些三角形組合而成的 n邊形之對應邊均成比例且對應角相等， 

則 0 1 2 1 0 1 2 1 0 1 2 1, ,n n nA A A A B B B B C C C C− − − 三個 n邊形相似，即同一組的相分多邊形相似。 

(3)同一組的相離 n邊形 1 2 1 2 1 2, ,n n nA A A B B B C C C 中，連接過 1 1 1, ,A B C 的對角線，可得

( 2)n − 組相離三角形 1 1 2 1 1 2 1 1 2, ,k k k k k kA A A B B B C C C+ + + + + +   ，其中 1,2, , 2k n= − ， 

而由引理 4-1：同一組的相離三角形相似， 

因此由這些三角形組合而成的 n邊形之對應邊均成比例且對應角相等， 

則 1 2 1 2 1 2, ,n n nA A A B B B C C C 三個 n邊形相似，即同一組的相離多邊形相似。   ▊ 

定理 4-2： 

(1)由同一組的相鄰多邊形所作出的重心相連三角形，其重心與原三角形的重心相同。 

(2)由同一組的相分多邊形所作出的重心相連三角形，其重心與原三角形的重心相同。 

(3)由同一組的相離多邊形所作出的重心相連三角形，其重心與原三角形的重心相同。 

證明： 

不失一般性，令 0 0 0, , , , ,k k kA B C A B C 的複數表示法為 1 2 1 2 00, , , , ,k k kz z z z z ， 

則 1 1 (cos sin )k k k kz z t i =  + ， 

 2 2 1 1( ) (cos sin )k k k kz z z t i z = −  + + ， 

    0 2 2(0 ) (cos sin )k k k kz z t i z = −  + + ， 

而 0 0 0A B C 的重心之複數表示法為 1 2

3
z z+

。 

(1)由定理 4-1我們知同一組的相鄰 n邊形相似， 

 故 0 0 1 0 0 1 0 0 1

0 0 1 2 0 0 1 2 0 0 1 2

=k k k

n n n

A B A A B C B B C A C C

A B A A B C B B C A C C

S S S

S S S
− − −

= ， 

 其中 1,2, 3k n= − ， 

 而由定理 3： 

 n邊形 0 0 1 2nA B A A − 的重心之複數表示法為 

   0 0 1

0 0 1 2

1 12
11 3

n

A B A

A B A A

S z z
w

S
−

 −
=  +  

      0 0 1 0 0 1 3

0 0 1 2 0 0 1 2

1, 1 1, 1 1, 4 1, 2 1, 3 1, 20
3 3 3

k n

n n

A B A A A B A Ak k n n n n

A B A A A B A A

S Sz z z z z z

S S

−

− −

− + − − − −− − + +
+  + +  + ， 



18 

 n邊形 0 0 1 2nB C B B − 的重心之複數表示法為 

   0 0 1 0 0 1

0 0 1 2 0 0 1 2

2, 1 2, 12 22
12 3 3

k

n n

A B A A B A A k k

A B A A A B A A

S S z zz z
w

S S
− −

 − +−−
=  + +  +  

      0 0 1 3

0 0 1 2

2, 4 2, 2 1 2, 3 2, 2

3 3
n

n

A B A A n n n n

A B A A

S z z z z z

S

−

−

− − − −− + +
+  + ， 

 n邊形 0 0 1 2nC A C C − 的重心之複數表示法為 

   0 0 1 0 0 1

0 0 1 2 0 0 1 2

0, 1 0, 102
13

0
3 3

k

n n

A B A A B A A k k

A B A A A B A A

S S z zz
w

S S
− −

 − +−−
=  + +  +  

      0 0 1 3

0 0 1 2

0, 4 0, 2 2 0, 3 0, 2

3 3
n

n

A B A A n n n n

A B A A

S z z z z z

S

−

−

− − − −− + +
+  + ， 

 則此三個相鄰 n邊形的重心相連三角形之重心其複數表示法為 

   
( )( )

0 0 1

0 0 1 2

1 2 12 22 0211 12 13
0

3 9
n

A B A

A B A A

S z z z z zw w w

S
−

 + + − + ++ +
= +


 

          
( )( )0 0 1

0 0 1 2

1, 1 2, 1 0, 1 1, 1 2, 1 0, 1

9
k

n

A B A A k k k k k k

A B A A

S z z z z z z

S
−

− − − + + ++ + − + +
+ +


 

          
( )( )0 0 1 3

0 0 1 2

1, 4 2, 4 0, 4 1, 2 2, 2 0, 2

9
n

n

A B A A n n n n n n

A B A A

S z z z z z z

S

−

−

− − − − − −+ + − + +
+


 

          
( ) ( ) ( )1 2 1, 3 2, 3 0, 3 1, 2 2, 2 0, 20

9
n n n n n nz z z z z z z z− − − − − −+ + + + + + + +

+ ， 

 又由引理 4-2    

   由同一組相鄰三角形所作出的頂點相連三角形，其重心與 0 0 0A B C 的重心相同， 

   故 12 22 02 1 2

3 3
z z z z z+ + +

= ，即 12 22 02 1 2z z z z z+ + = + ， 

   同理： 1, 1 2, 1 0, 1 1 2k k kz z z z z− − −+ + = + ， 1, 1 2, 1 0, 1 1 2k k kz z z z z+ + ++ + = + ， 

      1, 4 2, 4 0, 4 1 2n n nz z z z z− − −+ + = + ， 1, 2 2, 2 0, 2 1 2n n nz z z z z− − −+ + = + ， 

      1, 3 2, 3 0, 3 1 2n n nz z z z z− − −+ + = +  

      則 11 12 13 1 2 1 23 3
3 9 3

w w w z z z z+ + + +
= = 。 

 故由同一組的相鄰多邊形所作出的重心相連三角形，其重心與原三角形的重心相同。 
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(2)由定理 4-1我們知同一組的相分 n邊形相似， 

故 0 1 2 1 0 1 2 1 0 1 2 1

0 1 2 1 0 1 2 1 0 1 2 1

=k k k

n n n

A A A A B B B B C C C C

A A A A B B B B C C C C

S S S

S S S

+ + +

− − −

= ， 

其中 1,2, 3k n= − ， 

而由定理 3：  

n邊形 0 1 2 1nA A A A − 的重心之複數表示法為 

  0 1 2

0 1 2 1

11 13
21 3

n

A A A

A A A A

S z z
w

S
−

 −
=  +  

     0 1 2 1 0 1 2 2

0 1 2 1 0 1 2 1

1 1, 2 1, 3 1, 1 1, 2 1, 10
3 3 3

k n

n n

A A A A A A A Ak k n n n n

A A A A A A A A

S Sz z z z z z

S S

+ −

− −

+ − − − −− − + +
+  + +  + ， 

n邊形 0 1 2 1nB B B B − 的重心之複數表示法為 

  0 1 2 0 1 2 1

0 1 2 1 0 1 2 1

2 2, 221 23
22 3 3

k

n n

A A A A A A A k k

A A A A A A A A

S S z zz z
w

S S

+

− −

 +−−
=  + +  +  

     0 1 2 2

0 1 2 1

2, 3 2, 1 1 2, 2 2, 1

3 3
n

n

A A A A n n n n

A A A A

S z z z z z

S

−

−

− − − −− + +
+  + ， 

n邊形 0 1 2 1nC C C C − 的重心之複數表示法為 

  0 1 2 0 1 2 1

0 1 2 1 0 1 2 1

0 0, 201 03
23 3 3

k

n n

A A A A A A A k k

A A A A A A A A

S S z zz z
w

S S

+

− −

 +−−
=  + +  +  

     0 1 2 2

0 1 2 1

0, 3 0, 1 2 0, 2 0, 1

3 3
n

n

A A A A n n n n

A A A A

S z z z z z

S

−

−

− − − −− + +
+  + ， 

則此三個相分 n邊形的重心相連三角形之重心其複數表示法為 

  
( )( )

0 1 2

0 1 2 1

11 21 01 13 23 0321 22 23

3 9
n

A A A

A A A A

S z z z z z zw w w

S
−

 + + − + ++ +
= +


 

         
( )( )0 1 2 1

0 1 2 1

1 2 0 1, 2 2, 2 0, 2

9
k

n

A A A A k k k k k k

A A A A

S z z z z z z

S

+

−

+ + ++ + − + +
+ +


 

         
( )( )0 1 2 2

0 1 2 1

1, 3 2, 3 0, 3 1, 1 2, 1 0, 1

9
n

n

A A A A n n n n n n

A A A A

S z z z z z z

S

−

−

− − − − − −+ + − + +
+


 

         
( ) ( ) ( )1 2 1, 2 2, 2 0, 2 1, 1 2, 1 0, 10

9
n n n n n nz z z z z z z z− − − − − −+ + + + + + + +

+ ， 

又由引理 4-2    

  由同一組相鄰三角形所作出的頂點相連三角形，其重心與 0 0 0A B C 的重心相同， 



20 

  故 11 21 01 1 2

3 3
z z z z z+ + +

= ，即 11 21 01 1 2z z z z z+ + = + ， 

  同理： 13 23 03 1 2z z z z z+ + = + ， 1 2 0 1 2k k kz z z z z+ + = + ， 

     1, 2 2, 2 0, 2 1 2k k kz z z z z+ + ++ + = + ， 1, 3 2, 3 0, 3 1 2n n nz z z z z− − −+ + = + ， 

     1, 2 2, 2 0, 2 1 2n n nz z z z z− − −+ + = + ， 1, 1 2, 1 0, 1 1 2n n nz z z z z− − −+ + = + ， 

  則 21 22 23 1 2 1 23 3
3 9 3

w w w z z z z+ + + +
= = 。 

故由同一組的相分多邊形所作出的重心相連三角形，其重心與原三角形的重心相同。 

(3)由定理 4-1我們知同一組的相離 n邊形相似， 

故 1 2 3 2 1 2 3 2 1 2 3 2

1 2 3 1 2 3 1 2 3

=k k k

n n n

A A A A B B B B C C C C

A A A A B B B B C C C C

S S S

S S S

+ + += ， 

其中 1,2, 3k n= − ， 

而由定理 3： 

n邊形 1 2 3 nA A A A 的重心之複數表示法為 

  1 2 3

1 2 3

12 14
31 3

n

A A A

A A A A

S z z
w

S

 −
=  +   

     1 2 3 2

1 2 3

1, 1 1, 3

3
k

n

A A A A k k

A A A A

S z z

S

+ + +−
+  +   

      1 2 3 1

1 2 3

1, 2 1 11 1, 1 1

3 3
n

n

A A A A n n n n

A A A A

S z z z z z

S

− − −− + +
+  + ， 

n邊形 1 2 3 nB B B B 的重心之複數表示法為 

  1 2 3 1 2 3 2

1 2 3 1 2 3

2, 1 2, 322 24
32 3 3

k

n n

A A A A A A A k k

A A A A A A A A

S S z zz z
w

S S

+ + +−−
=  + +  +  

     1 2 3 1

1 2 3

2, 2 2 21 2, 1 2

3 3
n

n

A A A A n n n n

A A A A

S z z z z z

S

− − −− + +
+  + ， 

n邊形 1 2 3 nC C C C 的重心之複數表示法為 

  1 2 3 1 2 3 2

1 2 3 1 2 3

0, 1 0, 302 04
33 3 3

k

n n

A A A A A A A k k

A A A A A A A A

S S z zz z
w

S S

+ + +−−
=  + +  +  

     1 2 3 1

1 2 3

0, 2 0 01 0, 1 0

3 3
n

n

A A A A n n n n

A A A A

S z z z z z

S

− − −− + +
+  + ， 

則此三個相離 n邊形的重心相連三角形之重心其複數表示法為 
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( )( )

1 2 3

1 2 3

12 22 02 14 24 0431 32 33

3 9
n

A A A

A A A A

S z z z z z zw w w

S

 + + − + ++ +
= +


 

         
( )( )0 1 2 2

1 2 3

1, 1 2, 1 0, 1 1, 3 2, 3 0, 3

9
k

n

A A A A k k k k k k

A A A A

S z z z z z z

S

+ + + + + + ++ + − + +
+ +


 

         
( )( )

1 2 3 1

1 2 3

1, 2 2, 2 0, 2 1 2 0

9
n

n

A A A A n n n n n n

A A A A

S z z z z z z

S

− − − −+ + − + +
+


 

         
( ) ( ) ( )1 2 1, 1 2, 1 0, 1 1, 2, 0,0

9
n n n n n nz z z z z z z z− − −+ + + + + + + +

+ ， 

又由引理 4-2    

  由同一組相鄰三角形所作出的頂點相連三角形，其重心與 0 0 0A B C 的重心相同 

  故 12 22 02 1 2

3 3
z z z z z+ + +

= ，即 12 22 02 1 2z z z z z+ + = + ， 

  同理： 14 24 04 1 2z z z z z+ + = + ， 1, 1 2, 1 0, 1 1 2k k kz z z z z+ + ++ + = + ， 

      1, 3 2, 3 0, 3 1 2k k kz z z z z+ + ++ + = + ， 1, 2 2, 2 0, 2 1 2n n nz z z z z− − −+ + = + ， 

      1, 1 2, 1 0, 1 1 2n n nz z z z z− − −+ + = + ， 1 2 0 1 2n n nz z z z z+ + = +  

  則 31 32 33 1 2 1 23 3
3 9 3

w w w z z z z+ + + +
= = 。 

故由同一組的相離多邊形所作出的重心相連三角形，其重心與原三角形的重心相同。 ▊ 

而在後續研究多邊形重心公式的過程中，我們突然發現若代換方式不同，可導出另一個簡化

的公式： 

定理 5： 

作任意 n邊形 1 2 3 nA A A A ，令 1nG 為 n邊形 1 2 3 nA A A A 的重心， 3iG 為 1 1 2i iA A A+ + 的重心，其

中 1,2, , 2i n= − 。若 1 3,n iG G 的複數表示法為 1 3,n iw w ，則對所有正整數 4n  ，此 n邊形重

心的複數表示法為 

  1 2 3 1 3 4 1 1

1 2 1 2 1 2

1 31 32 3, 2
n n

n n n

A A A A A A A A A

n n

A A A A A A A A A

S S S
w w w w

S S S

−  

−= + + + 。 

證明：  

(1)當 4n = 時，由引理 1-1知 1 2 3

1 3 4

41 32

41 31

A A A

A A A

SG G

SG G





= ， 
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 再以向量的分點公式計算， 

 四邊形重心的複數表示法為 1 2 3 1 3 4

1 2 3 1 3 4 1 2 3 1 3 4

41 31 32+
A A A A A A

A A A A A A A A A A A A

S S
w w w

S S S S

 

   

= +
+

  

             即 1 2 3 1 3 4

1 2 4 1 2 4

41 31 32
A A A A A A

A A A A A A

S S
w w w

S S

 = + ，故原式成立。 

(2)設 n k= 時原式成立， 

即 k 邊形重心的複數表示法為 1 2 3 1 3 4 1 1

1 2 1 2 1 2

1 31 32 3, 2
k k

k k k

A A A A A A A A A

k k

A A A A A A A A A

S S S
w w w w

S S S

−  

−= + + + ， 

則 1n k= + 時， 

由定理 1知 1 2

1 1

1,1 3, 1

1,1 1

k

k k

A A Ak k

A A Ak k

SG G

SG G
+

+ −

+

= ， 

再以向量的分點公式計算， 

( 1)k + 邊形重心的複數表示法為 

  1 2 1 1

1 2 1 1 1 2 1 1

1,1 1 3, 1
k k k

k k k k k k

A A A A A A

k k k

A A A A A A A A A A A A

S S
w w w

S S S S

+

+ +



+ −
 

= +
+ +

 

    1 2 1 2 3 1 3 4 1 1

1 2 1 1 2 1 2 1 2

31 32 3, 2
k k k

k k k k k

A A A A A A A A A A A A

k

A A A A A A A A A A A A A

S S S S
w w w

S S S S

−

+

  

−

 
= + + + 

 
 

1 1

1 2 1

3, 1
k k

k k

A A A

k

A A A A

S
w

S

+

+



−+  

    1 2 3 1 3 4 1 1 1 1

1 2 1 1 2 1 1 2 1 1 2 +1

31 32 3, 2 3, 1
k k k k

k k k k

A A A A A A A A A A A A

k k

A A A A A A A A A A A A

S S S S
w w w w

S S S S

− +

+ + +

   

− −= + + + + ，故原式成立。 

由(1)(2)及數學歸納法得： 

作任意 n邊形 1 2 3 nA A A A ，令 1nG 為 n邊形 1 2 3 nA A A A 的重心， 3iG 為 1 1 2i iA A A+ + 的重心，其

中 1,2, , 2i n= − 。若 1 3,n iG G 的複數表示法為 1 3,n iw w ，則對所有正整數 4n  ，此 n邊形重心

的複數表示法為 

  1 2 3 1 3 4 1 1

1 2 1 2 1 2

1 31 32 3, 2
n n

n n n

A A A A A A A A A

n n

A A A A A A A A A

S S S
w w w w

S S S

−  

−= + + + 。       ▊ 

有了以上的結論，我們終於可以開始證明之前用不同連接方式，得到重心會與原三角形重心

相同的狀況： 

如圖，自任意三角形的邊同時向外（或向內）作正 n邊形，並連接相近的頂點（異於原三角

形）及原三角形的頂點，我們稱其為同一組的「相接三角形」。 
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我們先處理相接三角形的狀況： 

定理 6： 

(1)連接同一組相接三角形邊上固定比例所作的點，所得到的三角形，其重心亦與原三角形

的重心相同。 

(2)同一組相接三角形的重心相連三角形，其重心亦與原三角形的重心相同。 

證明： 

不失一般性，令 0 0 0, , , , ,k k kA B C A B C 的複數表示法為 1 2 1 2 00, , , , ,k k kz z z z z ， 

則 1 1 (cos sin )k k k kz z t i =  + ， 

2 2 1 1( ) (cos sin )k k k kz z z t i z = −  + + ， 

0 2 2(0 ) (cos sin )k k k kz z t i z = −  + + ， 

而 0 0 0A B C 的重心之複數表示法為 1 2

3
z z+

。 

(1)分別在線段 1 2 1 2 1 2, ,n n nA B BC C A− − − 上各作一點

1 2 3, ,W W W ，使得 1 1 1 2 1 3

1 2 1 2 1 2n n n

AW BW CW
t

A B B C C A− − −

= = = ， 

其中0 1t  ， 

則 1 2 3, ,W W W 的複數表示法分別為 

  1 11 2, 2 11( )nz t z z −= + − ， 

  2 21 0, 2 21( )nz t z z −= + − ， 

  3 01 1, 2 01( )nz t z z −= + −  

故 1 2 3WW W 的重心之複數表示法為 

  11 21 01 2, 2 0, 2 1, 21 2 3 (1 )( ) ( )
3 3

n n nt z z z t z z z   − − −− + + + + ++ +
= ， 

而由引理 4-2 

  同一組相鄰三角形所作出的頂點相連三角形，其重心與 0 0 0A B C 的重心相同， 
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  可知 11 21 01 1 2

3 3
z z z z z+ + +

= ，即 11 21 01 1 2z z z z z+ + = + ， 

  同理： 1, 2 2, 2 0, 2 1 2n n nz z z z z− − −+ + = + ，則 1 2 3 1 2

3 3
z z  + + +

= 。 

故連接同一組相接三角形邊上固定比例所作的點，所得到的三角形，其重心亦與原三角形

的重心相同。 

(2) 0 1 2nB B A − 的重心之複數表示法為 

  1 21 1, 2
1 3

nz z z
w

−+ +
= ， 

0 1 2nC C B − 的重心之複數表示法為 

  2 01 2, 2
2 3

nz z z
w

−+ +
= ， 

0 1 2nA AC − 的重心之複數表示法為 

  11 0, 2
3

0
3

nz z
w

−+ +
= ， 

則此三個相接三角形的重心相連三角形的重心之複數表示法為 

  1 2 21 01 11 1, 2 2, 2 0, 21 2 3 ( ) ( )
3 9

n n nz z z z z z z zw w w − − −+ + + + + + ++ +
= ， 

由引理 4-2 

  同一組相鄰三角形所作出的頂點相連三角形，其重心與 0 0 0A B C 的重心相同， 

  可知 21 01 11 1 2

3 3
z z z z z+ + +

= ，即 21 01 11 1 2z z z z z+ + = + ， 

  同理： 1, 2 2, 2 0, 2 1 2n n nz z z z z− − −+ + = + ， 

  則 1 2 3 1 2 1 23 3
3 9 3

w w w z z z z+ + + +
= = 。 

    故由同一組相接三角形所作出的重心相連三角形，其重心與原三角形的重心相同。  ▊ 

再來我們處理將正 n邊形切三塊的狀況，首先討論連接邊上的點切三塊： 

定理 7-1： 

自任意三角形的三邊，同時向外（或向內）作正 n邊形，並選定一對應邊上固定比例所作

的點，與此三邊上的頂點（或正 n邊形其他邊上的點）連接後，將每個正 n邊形都切成三

塊，而連接三個區塊的重心相連三角形的重心，所得到的三角形，其重心亦與原三角形的

重心相同。 
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證明： 

不失一般性，令 0 0 0, , , , ,k k kA B C A B C 的複數表示法為 1 2 1 2 00, , , , ,k k kz z z z z ， 

則 1 1 (cos sin )k k k kz z t i =  + ， 2 2 1 1( ) (cos sin )k k k kz z z t i z = −  + + ， 

    0 2 2(0 ) (cos sin )k k k kz z t i z = −  + + ，而 0 0 0A B C 的重心之複數表示法為 1 2

3
z z+

。 

分別在線段 1 1 1, ,k k k k k kA A B B C C+ + +

上各作一點 1 2 3, ,W W W ，使得

1 2 3

1 1 1

k k k

k k k k k k

A W B W C W
t

A A B B C C+ + +

= = = ， 

其中0 1t  ， 

則 1 2 3, ,W W W 的複數表示法分別為 

  1 1 1, 1 1( )k k kz t z z += + − ， 

  2 2 2, 1 2( )k k kz t z z += + − ， 

  3 0 0, 1 0( )k k kz t z z += + − 。 

而 1 1 1

2 1 1

k k k k k

k k k k k

A W t A A A A

B W tB B B B

+ +

+ +

= = =  

 1 0 0 0

1 0 0 0

A B A B

B C B C
= =  

，且夾角皆為正 n邊形的夾角， 

故多邊形 ( )0 1 1 0 1 2k kB A A W C B B W SAS AS相似 ， 

同理可得： 0 1 1 0 1 2 0 1 3, ,k k kB A AW C B B W A C C W 三個多邊形相似，為同一組相分多邊形。 

同理可證： 1 1 2 0 2 1 2 0 3 1 2 0, ,k n k n k nW A A W W B B B W C C C+ − + − + − 三個多邊形亦相似，為同一組相分

多邊形， 

則 0 1 0 2 0 0

0 2 0 2 0 0

n

n

AW A A A B

B W B B B C

−

−

= = ，且 1 0 2 2 0 2n nW A A W B B− − = ， 

故
( ) ( )

0 0 1 1 0 2 2 0 2 0 0 2
2 180 2 180

n n

n n
B AW W A A W B B C B W

n n
− −

−   −  
 = − = − = ， 

所以由 SAS相似，得 0 1 0 0 2 0AW B B W C  ， 

同理可得： 0 1 0 0 2 0 0 3 0, ,AW B B W C C W A   三個三角形相似，為同一組相鄰三角形。 

令三個正 n邊形切出各區塊的重心之複數表示法分別為 11 21 31 12 22 32, , , , , ,w w w w w w 13 23, ,w w 33w ，
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其構成的重心相連三角形之重心分別為 1 2 3, ,G G G ，複數表示法分別為 1 2 3, ,w w w ， 

已知 11 21 31 12 22 32 13 23 33
1 2 3, ,

3 3 3
w w w w w w w w w

w w w
+ + + + + +

= = = ， 

則 1 2 3GG G 的重心G之複數表示法為 

1 2 3 11 12 13 21 22 23 31 32 33( ) ( ) ( )
3 9

w w w w w w w w w w w w+ + + + + + + + + +
= ， 

  又由定理 4-2可知 

同一組的相鄰多邊形所作出的重心相連三角形，其重心與 0 0 0A B C 的重心相同， 

則 11 12 13 1 2

3 3
w w w z z+ + +

= ，即 11 12 13 1 2w w w z z+ + = + ， 

同一組的相分多邊形所作出的重心相連三角形，其重心與 0 0 0A B C 的重心亦相同， 

則 21 22 23 1 2

3 3
w w w z z+ + +

= ，即 21 22 23 1 2w w w z z+ + = + ， 

同理： 31 32 33 1 2w w w z z+ + = + ，  

故 1 2 3 1 2 1 23 3
3 9 3

w w w z z z z+ + + +
= = 。 

故自任意三角形的三邊，同時向外（或向內）作正 n邊形，並選定一對應邊上固定比例所作

的點，與此三邊上的頂點（或正 n邊形其他邊上的點）連接後，將每個正 n邊形都切成三塊 

，而連接三個區塊的重心相連三角形的重心，所得到的三角形，其重心亦與原三角形的重心

相同。              ▊ 

再討論連接內部一點切三塊： 

定理 7-2： 

自任意三角形的三邊，同時向外（或向內）作正 n邊形，並選定正 n邊形內部一對應點，

與正 n邊形的任意三個頂點（或邊上的點）連接後，將每個正 n邊形都切成三塊，而連接

三個區塊的重心相連三角形的重心，所得到的三角形，其重心亦與原三角形的重心相同。 

證明： 

不失一般性，在其中一個正 n邊形內部找一點 1P，與正 n邊形的三個頂點連接，將此正 n邊

形切成三個區塊。 

分別以 0 0,B C 為中心，將 0 0,C A 伸縮 0 1

0 0

A P

A B
倍，旋轉 1 0 0PA B 角，得到點 2 3,P P ，並將 2 3,P P 連接

對應的頂點，同定理 7-1的證法可得，切割出之對應區塊均相似，則所形成的三個區塊一定



27 

為 「相鄰、相分、相離」、 

 「相鄰、相分、相分」或 

 「相鄰、相離、相離」， 

三種狀況中的其中一種。 

以「相鄰、相分、相離」為例： 

如圖，不失一般性， 

令 0 0 0, , , , ,k k kA B C A B C 的複數表示法 

為 1 2 1 2 00, , , , ,k k kz z z z z ， 

則 1 1 (cos sin )k k k kz z t i =  + ， 

2 2 1 1( ) (cos sin )k k k kz z z t i z = −  + + ， 

0 2 2(0 ) (cos sin )k k k kz z t i z = −  + + ， 

而 0 0 0A B C 的重心之複數表示法 

為 1 2

3
z z+

。 

令三個正 n邊形切出各區塊的重心 

之複數表示法分別為 11 21 31 12 22 32, , , , , ,w w w w w w 13 23 33, ,w w w ，其構成的重心相連三角形之重心分

別為 1 2 3, ,G G G ，複數表示法分別為 1 2 3, ,w w w ， 

已知 11 21 31 12 22 32 13 23 33
1 2 3, ,

3 3 3
w w w w w w w w w

w w w
+ + + + + +

= = = ， 

則 1 2 3GG G 的重心G之複數表示法為 

  1 2 3 11 12 13 21 22 23 31 32 33( ) ( ) ( )
3 9

w w w w w w w w w w w w+ + + + + + + + + +
= ， 

  又由定理 4-2可知 

同一組的相鄰多邊形所作出的重心相連三角形，其重心與 0 0 0A B C 的重心相同， 

則 11 12 13 1 2

3 3
w w w z z+ + +

= ，即 11 12 13 1 2w w w z z+ + = + ， 

同一組的相分多邊形所作出的重心相連三角形，其重心與 0 0 0A B C 的重心亦相同， 

則 21 22 23 1 2

3 3
w w w z z+ + +

= ，即 21 22 23 1 2w w w z z+ + = + ， 

同一組的相分多邊形所作出的重心相連三角形，其重心與 0 0 0A B C 的重心亦相同， 
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則 31 32 33 1 2

3 3
w w w z z+ + +

= ，即 31 32 33 1 2w w w z z+ + = + ，  

故 1 2 3 1 2 1 23 3
3 9 3

w w w z z z z+ + + +
= = 。 

其餘兩種狀況同理可證。 

故自任意三角形的三邊，同時向外（或向內）作正 n邊形，並選定正 n邊形內部一對應點，

與正 n邊形的任意三個頂點（或邊上的點）連接後，將每個正 n邊形都切成三塊，而連接三

個區塊的重心相連三角形的重心，所得到的三角形，其重心亦與原三角形的重心相同。 ▊ 

  由定理 7-1及定理 7-2的證明過程，我們可以得知：自一個任意三角形的三邊向外（或

向內）作正 n邊形，只要是利用相似形的切割方式，不論將正 n多邊形利用甚麼方式切割，

重心相連後的圖形，其重心相連三角形之重心必與原三角形相同。 

肆、 研究結果 

我們將已有的結論整理如下： 

一、 對任意正整數 4n  ，連接 n邊形的一條對角線，將其切割為一個三角形跟一個 ( 1)n − 邊

形時，「 n邊形重心到三角形重心與 n邊形重心到 ( 1)n − 邊形重心之距離的比值」和

「 ( 1)n − 邊形面積與三角形面積的比值」相等。 

二、 連接 n邊形相異邊上的任兩點（頂點亦可），將其切割為兩多邊形，則「 n邊形重心到

兩多邊形重心之距離比值」和「兩多邊形面積比值的倒數」相等。 

三、 作任意 n邊形 1 2 3 nA A A A ，令 1nG 為 n邊形 1 2 3 nA A A A 的重心。若 1 2 1, , , ,n nA A A G 的複數

表示法為 1 2 1, , , ,n nz z z w ，則對所有正整數 4n  ，此 n邊形重心的複數表示法為 

  1 2 3 1 2 3 4 1 2 1

1 2 1 2 1 2

3 5 2 1 12 4
1 3 3 3 3

n

n n n

A A A A A A A A A A n n n n
n

A A A A A A A A A

S S Sz z z z z z zz z
w

S S S

− − −− − + +−
=  +  + +  + 。 

四、 由同一組相鄰三角形所作出的頂點相連三角形，其重心與原三角形的重心相同。 

五、 同一組的相鄰多邊形相似，且其重心相連三角形的重心與原三角形的重心相同，而相

分、相離的狀況亦有相同結論。 

六、 作任意 n邊形 1 2 3 nA A A A ，令 1nG 為 n邊形 1 2 3 nA A A A 的重心， 3iG 為 1 1 2i iA A A+ + 的重

心，其中 1,2, , 2i n= − 。若 1 3,n iG G 的複數表示法為 1 3,n iw w ，則對所有正整數 4n  ，此

n邊形重心的複數表示法為 

  1 2 3 1 3 4 1 1

1 2 1 2 1 2

1 31 32 3, 2
n n

n n n

A A A A A A A A A

n n

A A A A A A A A A

S S S
w w w w

S S S

−  

−= + + + 。 
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七、連接同一組相接三角形邊上固定比例所作的點，所得到的三角形，其重心與原三角形的

重心相同；而同一組相接三角形的重心相連三角形，其重心亦與原三角形的重心相同。 

八、不論是連接多邊形邊上的點或多邊形內部的點，用不同的切三塊方式，連接各區塊重心

所得到的三角形，其重心相連三角形之重心與原三角形重心相同。 

伍、 討論與展望 

一、遇到的問題與解決方法： 

  由於我們只學過三角形重心的求法，所以我們在探討 n邊形重心的時候，不確定是否為

所有頂點相加除以 n，而在查詢多邊形重心的相關資料時，發現許多資料皆使用了多邊形均

值點的定義，但參考了鄭元博 [3] 中提到多邊形重心與均值點不同的資料後，得知重心與均

值點的差異。 

  但採用鄭元博 [3] 多邊形重心的畫法去作多邊形重心時，因為步驟繁瑣，所以我們去尋

找 GGB功能是否可直接畫出多邊形重心，其中有一個中心點功能，將它點在所有我們畫過

的多邊形圖形中，確認中心點功能就是多邊形的重心，簡化了許多我們後面測試時的步驟。 

  而在研究的過程中，將多邊形切成兩塊區塊時，我們原本以為兩區塊的重心到原多邊形

重心距離的比值，就是對角線被分段後的距離比值的倒數，但後來發現其實是兩區塊面積比

值的倒數，而網路上的資料 [4] 也有提到，與槓桿原理有關，我們便從此著手，推出多邊形

重心性質與找出多邊形重心的計算公式。 

  撰寫作品說明書的過程中，當我們再次查詢網路資料，發現誤解了某些網路資料所寫的

重心公式 [7]，並不是所有作法都在算均值點。原本我們執著於用頂點計算多邊形重心，但

將運算方式代換成保留三角形的重心表示後，我們得到了另一個多邊形重心的計算公式。 

二、未來展望： 

        本文中皆以三角形的三邊延伸，研究新圖形與原三角形的重心之關聯，而在研究的過程

中，我們曾測試以不同種類的四邊形作四邊延伸，並用類似文中的畫法，觀察到新圖形與原

四邊形重心並不一定會相同，但礙於時間因素，尚未完成這部分的研究，因此我們之後想探

討須具備怎樣條件的多邊形，才會使兩者重心相同？而重心相連的圖形與原圖形又有沒有甚

麼特別關係呢？而多面體的狀況又是如何呢？另外，我們排除了形狀破壞的多邊形狀況，之

後也可以再進一步研究形狀破壞的多邊形情形。 
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【評語】050407  

本件作品主要研究在於利用複數向量與三角形重心公式，找出

多邊形的重心及其性質，並延伸出各類型與多邊形重心有關的結

果。這篇文章具有趣味性，編排與敘述皆完整。但是就數學來說，

透過不斷切割三角形的方式去求得重心的方法，其實很常見。建議

作者可以考慮採用重心坐標系，在處理重心問題時，可能可以帶來

一些便利性。



 

 

 

 

 

 

 

 

 

作品簡報



找「重」點

組別：高級中等學校組

科別：數學科



摘要

研究目的

此研究利用複數、向量及三角形的重心公式，去找出多邊形的重心性質與計算公式，並探討以任意三

角形三邊作出之各種相似多邊形，連接對應頂點或重心後，所構成之三角形的重心與原三角形重心的關係；

再討論以此任意三角形三邊作出之正n邊形，找出以任意三角形三邊作出之正n邊形，連接相近的頂點（異

於原三角形）與兩正n邊形的邊構成之三角形，其邊上依固定比例作出的點相連後三角形的重心以及其重

心相連三角形之重心，兩者與原三角形重心的關係；最後再用不同的切三塊方式探討三角形重心的關係。

(一) 找出任意多邊形重心的性質。

(二) 找出任意多邊形重心的計算公式。

(三) 找出以任意三角形三邊作出之各種相似多邊形，連接對應頂點、重心所構成之三角形的重心與原三角

形重心的關係。

(四) 找出以任意三角形三邊作出之正n邊形，連接相近的頂點（異於原三角形）與兩正n邊形的邊構成之三

角形，其邊上依固定比例作出的點相連後三角形的重心以及其重心相連三角形之重心，兩者與原三角

形重心的關係。

(五) 找出以任意三角形三邊作出之正n邊形，切三塊後，連接各區塊重心所得的三角形，其重心相連三角形

之重心與原三角形重心的關係。



研究動機

文獻回顧

上專題課時，老師讓我們自行閱讀歷屆科展的參賽作品，尋找有興趣的主題，並從中尋找靈感。當閱

讀到第60屆中小學科學展覽會的「當拿破崙形不『正』作不『直』時」[1] 這篇作品時，我們對他們研究

的議題產生了興趣，因此決定了研究的方向。我們先從任意三角形延伸出的正多邊形開始研究，嘗試以不

同的連接方式，試著作出新多邊形的重心，觀察其與原三角形重心的關係，發現似乎有一些一致的結果，

決定深入研究。

作者 摘要

呂昱賢 從正三角形、直角三角形到任意三角形，將其三邊向外或向內作相似三角形，
其重心連線得到的三角形重心與原三角形相同。

王哲麒、翁士傑 尋找多邊形重心的方式

鄭元博 (1)尋找多邊形重心的方式 (2)多邊形的均值點與重心不同

林冠柏、顏嘉誼、原凱文 利用面積交換找出面積平分處及利用槓桿原理來找重心。

◎本作品沿用「幾何明珠」[5]內的符號使用，以𝑆Δ𝐴𝐵𝐶表示Δ𝐴𝐵𝐶的面積；

自己定義：以𝐺𝑘𝑖表示將n邊形自頂點 𝐴1向 𝐴3, ⋯ , 𝐴𝑛−1開始連接對角線所切割出的第 i 個 k 邊形的重心。



引理1-1 引理1-2

連接四邊形的對角線，將其切割為兩個三角

形時，「四邊形的重心到兩三角形重心之距

離比值」和「兩三角形面積比值的倒數」相

等。

連接五邊形的對角線，將其切割為一個三角形

跟一個四邊形時，「五邊形重心到三角形重心

與五邊形重心到四邊形重心之距離的比值」和

「四邊形面積與三角形面積的比值」相等。

四邊形及五邊形重心的性質



多邊形重心的性質

定理1 定理2

連接n邊形相異邊上的任兩點（頂點亦可），將

其切割為兩多邊形，則「n邊形重心到兩多邊形

重心之距離比值」和「兩多邊形面積比值的倒

數」相等。

對任意正整數 4n  ，連接對角線，將其切割

為一個三角形跟一個( 1)n − 邊形時，「n邊形

重心到三角形重心與n邊形重心到( 1)n − 邊形

重心之距離的比值」和「( 1)n − 邊形面積與三

角形面積的比值」相等。 

 



多邊形的重心公式１

引理3-1 引理3-2

定理3

作任意四邊形ABCD，令 41G 為四邊形ABCD的重

心。若 41, , , ,A B C D G 的複數表示法為 1 2 3 4, , , ,z z z z  

41w ，則此四邊形重心的複數表示法為 

  2 4 1 3 4
41

3 3

ABC

ABCD

S z z z z zw
S
 − + +

=  + 。 

作任意五邊形ABCDE，令 51G 為五邊形ABCDE的重

心。若 51, , , , ,A B C D E G 的複數表示法為 1 2 3 4, , , ,z z z z  5 ,z  

51w ，則此五邊形重心的複數表示法為 

   2 4 3 5 1 4 5
51

3 3 3

ABC ABCD

ABCDE ABCDE

S z z S z z z z zw
S S

 − − + +
=  +  + 。 

 

作任意n邊形 1 2 3 nA A A A ，令 1nG 為其重心。若 1 2 1, , , ,n nA A A G 的複數表示法為

1 2 1, , , ,n nz z z w ，則對所有正整數 4n  ，此n邊形重心的複數表示法為 

  1 2 3 1 2 3 4

1 2 1 2

2 4 3 5
1

3 3
n n

A A A A A A A
n

A A A A A A

S Sz z z zw
S S

 − −
=  +  + 1 2 1

1 2

2 1 1

3 3
n

n

A A A n n n n

A A A

S z z z z z
S

− − −− + +
+  + 。 

 



同一組相鄰、相分、相離的定義



引理4-2

(1)由同一組相鄰三角形所作出的頂點相連三角形，其重心與原三角形的重心相同。

(2)由同一組相鄰三角形所作出的重心相連三角形，其重心與原三角形的重心相同。

(3)由同一組相分三角形所作出的重心相連三角形，其重心與原三角形的重心相同。

(4)由同一組相離三角形所作出的重心相連三角形，其重心與原三角形的重心相同。

引理4-1

(1)同一組的相鄰三角形相似。 (2)同一組的相分三角形相似。 (3)同一組的相離三角形相似。

同一組相鄰、相分、相離的性質



同一組相鄰、相分、相離的性質

定理4-2

(1)由同一組相鄰多邊形所作出的重心相連三角形，其重心與原三角形的重心相同。

(2)由同一組相分多邊形所作出的重心相連三角形，其重心與原三角形的重心相同。

(3)由同一組相離多邊形所作出的重心相連三角形，其重心與原三角形的重心相同。

定理4-1

(1)同一組的相鄰多邊形相似。 (2)同一組的相分多邊形相似。 (3)同一組的相離多邊形相似。



多邊形重心公式２及其應用

定理5 定理6

自任意三角形的邊同時向外（或向內）作正n邊形，

並連接相近的頂點（異於原三角形）及原三角形

的頂點，我們稱其為「同一組的相接三角形」。

(1)連接同一組相接三角形邊上固定比例所作的點，

得到的三角形，其重心亦與原三角形的重心相

同。

(2)同一組相接三角形的重心相連三角形，其重心

亦與原三角形的重心相同。



應用-切三塊

定理7-1 定理7-2

自任意三角形的三邊，同時向外（或向內）作正n

邊形，並選定一對應邊上固定比例所作的點，與

此三邊上的頂點（或正n邊形其他邊上的點）連接

後，將每個正n邊形都切成三塊，而連接三個區塊

的重心相連三角形的重心，所得到的三角形，其

重心亦與原三角形的重心相同。

自任意三角形的三邊，同時向外（或向內）作正n

邊形，並選定正n邊形內部一對應點，與正n邊形

的任意三個頂點（或邊上的點）連接後，將每個

正n邊形都切成三塊，而連接三個區塊的重心相連

三角形的重心，所得到的三角形，其重心亦與原

三角形的重心相同。



本文中皆以三角形的三邊延伸，研究新圖形與原三角形的重心之關聯，而在研究的過程中，我們曾測試

以不同種類的四邊形作四邊延伸，並用類似文中的畫法，觀察到新圖形與原四邊形重心並不一定會相同，

但礙於時間因素，尚未完成這部分的研究，因此我們之後想探討須具備怎樣條件的多邊形，才會使重心

相同？而重心相連的圖形與原圖形又有沒有甚麼特別關係呢？而多面體的狀況又是如何呢？另外，我們

排除了形狀破壞的多邊形狀況，之後也可以再進一步研究形狀破壞的多邊形情形。

未來展望
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