
050402-封面 

中華民國第 62 屆中小學科學展覽會 

作品說明書 

高級中等學校組  數學科 

第一名 

050402

百密無一疏–特殊多邊形密閉區塊之研究 

學校名稱：國立花蓮女子高級中學 

作者： 指導老師： 

高二 蔡孟真 

高二 魏岑晏 

高二 鄭子誼 

陳宥良 

關鍵詞：正多邊形、正多角星形、密鋪 



i 

050402-感言 

得獎感言 

首先，在科展這個奇幻的旅程中要感謝的人非常多，最重要要感謝的人就是我們的指導

老師，感謝他在我們每次遇到瓶頸時，都會跟我們一起想出解決辦法，陪伴並引領著我們完

成這份作品；而我們也要感謝彼此在研究過程中的互相鼓勵，在每個最艱難的時期裡，因為

有彼此的互相扶持，才能夠堅持下去；最後，感謝不辭辛勞的家人們，無怨無悔的接送我們，

並在心靈上給予我們最大的支持。

在研究過程中，有幾次面臨困境與阻礙，無法達到猜想中的結果，都令人覺得灰心，但

也因為這些打擊，才磨練出我們更堅強的意志。過程中，我們都抱持著「盡最大努力，做最

壞打算」的心態，追求我們學習到了什麼、進步了什麼進而磨成了怎麼樣的人，這一切就是

希望不愧對自己的良心與責任，不要讓未來的自己回頭看這份作品時感到遺憾，且能肯定自

己那段時光的付出，即使失敗，我們也雖敗猶榮。

科展最大的收穫不僅在於獲獎的當下，淚水與汗水交織的光榮與喜悅，更是研究過程當

中歷經的幾番失敗、挫折而成功的成就感，以及抱持堅定的信念撐過所有「最後一里路」的

感動。而令我們印象深刻的還有在頒獎典禮時，教授所提點到「學然後知不足」。透過這次刻

骨銘心的科展之旅，讓我們切身體驗不少做學問應有的態度，及面對人生中熱愛的事物所懷

抱的熱情，「競賽是一時的，學習是長久的」，願我們在未來能繼續在研究這條道路上並肩前

行，繼續抱持不抹滅的好奇心，窺探科學的奧秘與神奇。
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摘要

本研究討論如何利用 k 個全等 n 邊形圍成密閉區塊，其中多邊形分成正多邊形與正多角

星形兩種類型。除了找出可以圍成密閉區塊的最少塊數外，亦由多邊形邊數 n 與塊數 k 討論

密閉區塊的存在性。若存在某種拼接方法可利用 k 個 n 邊形圍出密閉區塊，則進一步討論該

拼接方法是否能夠密鋪整個二維平面。在大多數的情形下，研究成果已能判斷 k 個正 n 邊形

或正 n 角星形能否圍出密鋪區塊，以及是否可密鋪平面，並且提出一套建構拼接方法的流程。 

壹、前言

一、研究動機

由文獻中得知，正多邊形中，若只使用單一種多邊形，只有正三角形、正方形、正六邊

形可以密鋪平面，稱為正鑲嵌圖；若使用兩種以上多邊形，稱為半正鑲嵌圖。除此之外，

Johannes Kepler(1619)曾發表過由多種基本圖形所形成的鑲嵌圖案，如圖 1，我們對此產生好

奇，若一個正多邊形無法密鋪平面，是否可以使用「單一種正多邊形」圍出一個密閉區塊？

若可以圍出密閉區塊，能否以「單一種正多邊形」及「其所圍出的密閉區塊」這 2 種圖形密

鋪整個平面？我們想從正多邊形開始討論，再進而將此問題推廣至正多角星形。

圖 1 Johannes Kepler 的鑲嵌圖形 

二、研究目的

(一) 探討 k 個正 n 邊形圍出密閉區塊的存在性。

(二) 探討 k 個正 n 邊形與其所圍出密閉區塊是否可密鋪整個平面。

(三) 探討 k 個正 n 角星形圍出密閉區塊的存在性。

(四) 探討 k 個正 n 角星形與其所圍出密閉區塊是否可密鋪整個平面。

貳、研究設備及器材

紙、筆、電腦、GeoGebra 程式、Mathematica 程式
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參、研究過程或方法 
一、名詞定義 

(一) 拼接方法 kX  

kX 是由 k 個非負整數所形成的序列 1 2( , , , )kx x x ，當使用 k 個全等多邊形依 kX

進行拼接時，在第 1 個多邊形中任取一個邊為開始邊，接著依「逆時針方向」跳過 1x

個邊後，取下一個邊為共用邊拼接第 2 個多邊形，再依「逆時針方向」跳過 2x 個邊

後，取下一個邊為共用邊拼接第 3 個多邊形，依相同方法（即當1 i k  時，第 i 個

多邊形的兩共用邊之間的邊數為 ix ）可拼接 k 個多邊形。圖 2 呈現正 9 邊形依

3 (3,1,2)X  逐步拼接的圖形，其中紅色邊為共用邊。 

 
圖 2 正 9 邊形依 3 (3,1,2)X  逐步拼接的圖形 

(二) 密閉區塊與密閉區塊的邊數  ,T n k  

1、密閉區塊是指使用 k 個全等多邊形所拼出的多邊形，其中任兩個相接多邊形有 
一個共用邊，且任兩多邊形沒有重疊區塊。若兩密閉區塊可經平移、旋轉、伸縮

或線對稱後重合，視為相同的密閉區塊。 

2、若 k 個全等 n 邊形可依拼接方法 1 2( , , , )k kX x x x 形成密閉區 

塊，將該密閉區塊邊數記為  ,T n k ，可知
1

( , )
k

i

i

T n k x


 。圖 3 

是利用 6 個 7 邊形依拼接方法 6 (1,1,2,1,1,2)X  拼出的圖形， 
斜線部分稱為密閉區塊，其邊數 (7,6) 1 1 2 1 1 2 8T        。 

(三) 正 n 邊形依 kX 所拼成的密閉區塊 , ( )n k kp X  

若 k 個全等正 n 邊形可依拼接方法 1 2( , , , )k kX x x x 形成 
一個密閉區塊，則稱該密閉區塊為 , ( )n k kp X 或 , 1 2( , , , )n k kp x x x 。 
圖 4 中的斜線部分稱為 7,6(1,1,2,1,1,2)p 。 

(四) 正 n 角星形依 kX 所拼成的密閉區塊 , , ( )n d k ks X  

若 k 個全等正 n 角星形可依拼接方法 1 2( , , , )k kX x x x 形成 
一個密閉區塊，則稱該密閉區塊為 , , ( )n d k ks X 或 , , 1 2( , , , )n d k ks x x x ， 
其中正 n 角星形是指將一圓圓周 n 等分後，連接每個頂點與其 

相隔 d 個弧的另一個頂點所形成的多邊形，且1
2
n

d  。圖 5 中 

的斜線部分稱為 7,2,6 (3,3,5,3,3,5)s 。 

圖 3 利用 6 個 7 邊形 
 圍出的密閉區塊 

圖 4 7,6(1,1,2,1,1,2)p 圖形 

圖 5 7,2,6 (3,3,5,3,3,5)s 圖形 
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(五) ,n kP 與 , ,n d kS 的存在性 
1、 ,n kP 為一個集合，其元素為「使用 k 個正 n 邊形所圍出的密閉區塊」，即「k 個正

n 邊形若能利用拼接方法 kX 圍出密閉區塊，則 , ,( )n k k n kp X P 」。若集合 ,n kP 非空

集合，則稱 ,n kP 具有存在性。 

2、 , ,n d kS 為一個集合，其元素為「使用 k 個正 n 角星形所圍出的密閉區塊」，即「k

個正 n 角星形若能利用拼接方法 kX 圍出密閉區塊，則 , , , ,( )n d k k n d ks X S 」。若集合

, ,n d kS 非空集合，則稱 , ,n d kS 具有存在性。 

(六) , ( )n k kp X 、 ,n kP 、 , , ( )n d k ks X 與 , ,n d kS 的密鋪性 
1、若 , ,( )n k k n kp X P ，且可「僅使用正 n 邊形與 , ( )n k kp X 此 2 種圖形密鋪整個平面」 

，則稱 , ( )n k kp X 具有密鋪性。若集合 ,n kP 中，存在 1 個具有密鋪性的元素，則稱 ,n kP

具有密鋪性。由圖 6 左可知 7,6(2,1,1,2,1,1)p 具有密鋪性。 

2、若 , , , ,( )n d k k n d ks X S ，且可「僅使用正 n 角星形與 , , ( )n d k ks X 此 2 種圖形密鋪整個 
平面」，則稱 , , ( )n d k ks X 具有密鋪性。若集合 , ,n d kS 中，存在 1 個具有密鋪性的元素，

則稱 , ,n d kS 具有密鋪性。由圖 6 右可知 6,2,3(1,1,1)s 具有密鋪性。 

 
 
 
 
 
 
 

圖 6 7,6(2,1,1,2,1,1)p 與 6,2,3(1,1,1)s 的密鋪圖形 
二、 ,n kP 的存在性 

(一) 基本性質與定理 

引理 1.1 
若 , 1 2( , , , )n k kp x x x 存在，則由 k 個正 n 邊形中心點所形成的多邊形，其第 i 個內角為

2( 1)ix
n


  。 

證明： 
由連接方法 kX 的定義知，第 i個正 n 邊形兩個共用邊之間的邊數為

ix ，因此由正 n

邊形中心點所形成的多邊形第 i個內角度數等於
2( 1)ix
n


  。圖7是 9,6(3,2,1,3,2,1)p 圖形，

其中 1 2 3
2(2 1)
9

O O O


    。■ 

 
 
 
 

 

圖 7 拼接方法與角度的關係  

1O  2O  

3O  
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引理 1.2 
設 0(1,0)O 、 1(0,0)O ，當 i為正整數時，以點

iO 為旋轉中心，將點 1iO 
逆時針轉

i 得到點

1iO 
，則 1i iOO 

與 x 軸正向夾角
1

( 1)
i

i j

j

i  


    。 

證明： 
如圖 8 所示，依 1O （藍色角 1 ）與 2O （綠色角 2 ）是否大於180分成四種情形： 

 
圖 8 1 與 2 的四種情形 

不論在哪個類型中，向量 1 2O O 與 x 軸正向的夾角 1 均與 1（藍色角）相等，向量 2 3O O

與 x 軸正向的夾角 2 （紅色角）均與 1 2    相等，即 2 1 2 1 2            ，同理

可得
3

3 2 3 1 2 3
1

( ) (3 1)j

j

          


           ，同理可推論知 1i iOO 
與 x 軸正向

夾角 1
1

( 1)
i

i i i j

j

i     



       。■ 

 
引理 1.3 
當 n 為正整數時，在任一拼法 kX 中，第 i 個與第 2i  個正 n 邊形可經平移後重合； 
當 n 為偶數時，在任一拼法 kX 中，任兩個正 n 邊形可經平移後重合。 
證明： 

當兩個正 n 邊形以一個邊為共用邊相接時，可視為將第 1 個正 n 邊形對著自身中心

點逆時針旋轉180後再平移，因此第 2i  個正 n 邊形是由第 i 個正 n 邊形經 2 次的旋轉

（共旋轉360）再平移所得；而當 n 為偶數時，正 n 邊形對著自身中心點逆時針旋轉180
即為原本圖形，因此在任一拼法

kX 中，任兩個正 n 邊形可經平移後重合。■ 
 

定理 1.1 

若 , , 1 2( ) ( , , , )n k k n k kp X p x x x 存在，則 , ( )n k kp X 的邊數 ( , )
2

nk
T n k n k   。 

證明： 
當利用 k 個正 n 邊形拼出 , , 1 2( ) ( , , , )n k k n k kp X p x x x 時，假設其 k 個正 n 邊形的中心

點為 1 ~ kO O ，由引理 1.1 知，k 個正 n 邊形中心點所形成的多邊形，其內角和為

1 2 1 2 1 2
2 2 2 2( 1) ( 1) ( 1) ( )k k kO O O x x x x x x k
n n n n

   
               ，

又邊數為 k 的多邊形內角和為 ( 2)k  ，可得 1 2
2 ( ) ( 2)kx x x k k
n


      ，化簡得

1 2 2k

nk
x x x n k      ，即密閉區塊邊數 ( , )

2
nk

T n k n k   。■ 
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定理 1.2 

若 , , 1 2( ) ( , , , )n k k n k kp X p x x x 存在，則
1 1

cos sin 0
k k

i i

i i

 
 

   ，其中

1

2 ( 1) ( 1)
i

i j

j

x i
n


 



 
    

 
 。 

證明： 
不失一般性，可讓第 1 個正 n 邊形的中心點為原點 (0,0)，第 k 個正 n 邊形的中心點

在 x 軸正向上。設 k 個正 n 邊形中心點所形成之多邊形的第 i 個內角為
i，由引理 1.1 知

2( 1)i ix
n


    ，由引理 1.2 可知，由正 n 邊形中心點所形成的向量 1i iOO 

與 x 軸正向夾

角
1 1

2( 1) ( 1) ( 1)
i i

i j j

j j

i x i
n


   

 

         （規定第 1k  個正 n邊形中心點 1 1kO O  ）。

因為 1 2 2 3 1 0kOO O O O O    ，可由此推得
1 1

cos sin 0
k k

i i

i i

 
 

   。■ 

定理 1.3 
設 AB、CD為某多邊形的兩個邊，若 AB CD 且 //AB CD，則可將該多邊形以適當點為

中心做點對稱，使得兩多邊形以 AB、CD為共用邊相接。 
證明： 

由圖 9 所示，當 A、B、C、D 四點共線時，可將原圖形對此四點的中心（圖 9 中的

紅色點）做點對稱；當 A、B、C、D 四點不共線時，則 ABCD 為平行四邊形，可將原圖

形對平行四邊形的中心（圖 9 中的紅色點）做點對稱，則原圖形與其對稱圖形必定相接，

且共用邊恰為 AB與CD。■ 

 
圖 9 不同情形的點對稱作圖 

定理 1.4 
當 n 為偶數且 4k  時，若 , ( )n k kp X 存在，則可由 kX 延伸得到 2'kX  ，且使得 , 2 2( ' )n k kp X 

存在。 
證明： 

若 , ( )n k kp X 存在，由引理 1.3 知，當 n 為偶數時，k 個正 n 邊形中任 2 個可經平移後

重合，即任 2 個正 n 邊形的對應邊會互相平行，如圖 10 所示，可將原圖形分成兩部分，

接著在 2 個分割處的正 n 邊形取平行邊（紅色邊），可各增加 1 個紅色正 n 邊形，即可得

到 , 2 2( ' )n k kp X  。■ 

 
圖 10 由 10,6 (2,2,3,2,2,3)P 延伸得到 10,8(2,2,3,4,2,2,3,4)P  
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O2 

O3 A 

B 

C 
D 

E 
F 

定理 1.5 
當 n 為奇數且 6k  時，若 , ( )n k kp X 存在，則可由 kX 延伸得到 4'kX  ，且使得 , 4 4( ' )n k kp X 

存在。 
證明： 

若 , ( )n k kP X 存在，由引理 1.3 知，第 i 個與第 2i  個正 n 邊形可經平移後重合，即第

i 與 2i  個正 n 邊形對應邊會互相平行，如圖 11 所示，可將原圖形分成兩部分，接著在

分割處的 2 個正 n 邊形取平行邊(紅色邊)，各增加 2 個正 n 邊形，可得到 , 4 4( ' )n k kp X 
。■ 

 
圖 11 由 7,6(1,1,2,1,1,2)p 延伸得到 7,10 (1,1,2,2,3,1,1,2,2,3)p  

 
(二) 使 ,n kP 具有存在性的最小 k 值 

本研究利用 GeoGebra 軟體進行大量作圖，根據作圖結果，我們推測正 n 邊形依邊

數 n 可分成 6 的倍數、偶數且非 6 的倍數、與奇數三種類型，則其可讓 ,n kP 具有存在性的

最小 k 值分別為 3、4、6，以下分別證明之。 

定理 1.6 
當 n 為 6 的倍數時，可用 3 個全等正 n 邊形拼出 ,3 3( )np X 。 

證明： 
不失一般性，考慮三個兩兩交於 2 點的單位圓，如圖 12，設其圓心分別為 1(0,0)O 、

2 (cos , 3 cos )O
n n

  、 3(2cos ,0)O
n


，則 1 2 3OO O 為邊長 2cos

n


的正三角形，可求出交點坐

標分別為 (cos ,sin )A
n n

  
， (cos ,sin )B

n n

 
， (cos( ),sin( ))

3 3
C

n n

    
  ，

(cos( + ),sin( ))
3 3

D
n n

   
 ，

2 2(2cos cos( ),sin( ))
3 3

E
n n n

    
   ，

2 2(2cos +cos( ),sin( ))
3 3

F
n n n

    
  。

取拼接方法 3
( ,3) ( ,3) ( ,3)( , , ) ( 1, 1, 1)
3 3 3 6 6 6

T n T n T n n n n
X      ，設 1

6
n

x   ，設以 1(0,0)O 為

中心的正 n 邊形頂點為 1 ~ nA A ，若將點 1A、 2A 分別與 A、B 重合，由引理 1.1 可得知

1 1 2
2 2 2(( 2) 1) (( 1 2) 1)

6 6 3x

n n
AO A x

n n n

   
             ，可

知點 2xA  與點C重合，點 3xA  與點 D 重合，此意指我們可將第 1
個正 n 邊形中心放在 1(0,0)O 上，使其有 4 個頂點恰與 A、B、C、

D 重合。同理可讓第 2、3 個正 n 邊形分別以 2O 、 3O 為中心，且

各有 4 個頂點分別與兩圓交點重合，又因為正 n 邊形均在單位圓

內部，因此任 2個相鄰正 n邊形不會有重疊部分，且以 AB、CD、

EF 為共用邊相接圍成密閉區塊 ,3 3( )np X 。■ 
 
  

圖 12 三個正多邊形 
的外接圓 
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定理 1.7 
當 n 為偶數且非 6 的倍數時，可用 4 個全等正 n 邊形拼出 ,4 4( )np X 。 

證明： 

不失一般性，考慮 4 個單位圓，圓心為 1 4~O O ，因為
4( ,4) 4 4

2
n

T n n n


     ，可

取 4 ( , , , )X x y x y ，其中
( , 4) 1
4 4

T n n
x

   
     
   

， 2 1
2 4
n n

y
 

    
 

，設
2 ( 1)x
n


    ，

2 ( 1)y
n


    ， 1 2 3OO O   ， 2 3 4O O O   ，如圖 13，可讓 4 個圓的圓心分別 1(0,0)O 、

2
( 1) 2 ( 1) 2(2cos cos ,2cos sin )x x

O
n n n n

      
  、 3

( 1) 2 ( 1) 2(2cos (1 cos ),2cos sin )x x
O

n n n n

      
    

與 4 (2cos ,0)O
n


，則四邊形 1 2 3 4O O O O 為邊長 2cos

n


的菱形，且相鄰兩圓交點分別為 

(cos ,sin )A
n n

  
， (cos ,sin )B

n n

 
，

(2 1) (2 1)(cos ,sin )x x
C

n n

    
，

(2 3) (2 3)(cos ,sin )x x
D

n n

    
，

( 1) 2 ( 1) 2(2cos cos cos ,2cos sin sin )x x
E

n n n n n n

        
    ， 

( 1) 2 ( 1) 2(2cos cos cos ,2cos sin sin )x x
F

n n n n n n

        
    ，

(2 1) (2 1)(2cos cos ,sin )x x
G

n n n

     
 ， 

(2 3) (2 3)(2cos cos ,sin )x x
H

n n n

     
 。設以 1(0,0)O 為中心的正 n 邊形頂點為 1 ~ nA A ，若將

點 1A、 2A 分別與 A、B 重合，則 1 1 2 4 1 2
2(( 2) 1)xAO A x O O O
n


        ，可知點 2xA  與點C

重合，點 3xA  與點 D 重合；逐一檢驗後可以得知，第 2~4 個正 n 邊形可分別以 2 4~O O 為

中心，且分別讓各個正 n 邊形的頂點中，有 4 個頂點與兩圓交點重合，又因正 n 邊形必

在外接圓內部，因此任 2 個相鄰正 n 邊形不會有重疊部分，且以 AB、CD、EF、GH 為

共用邊相接圍成密閉區塊 ,4 4( )np X 。■ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

圖 13 四個正多邊形的外接圓 

由定理 1.7 知，當 n 為偶數但非 6 的倍數時，可用 4 個圍成密閉區塊，我們思考是

否能將個數再減少為 3 個呢？由定理 1.6 的證明過程知，當個數 k 為 3 時，其拼接方法 

3( ,3)X n ( 1, 1, 1)
6 6 6
n n n

    ，當 n 非 6 的倍數時， 1
6
n
 不是整數，所以當 n 為偶數但非

6 的倍數時， ,n kP 具有存在性的最小 k 值為 4 。  

O1 

O2 

O4 A 

B 
C 

D 

E 

F O3 

G 
H 
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定理 1.8 
當 n 為奇數時，可用 6 個全等正 n 邊形圍出 ,6 6( )np X 。 

證明： 

由定理 1.1 知，
6( ,6) 6 2 6

2
n

T n n n


     ，當 5n  時，可取 6 (1,1,0,1,1,0)X  ；當

7n  時，可取 6 1 2 3 4 5 6( , , , , , )X x x x x x x ，其中 1 2
( ,6) 3
6 3

T n n
x x

   
     

   
，

3
33 2

3
n

x n
 

     
 

，依 1 3~x x 拼出前 3 個正 n 邊形後，由引理 1.3 知，第 1 個與第 3 個

正 n 邊形可經平移後重合，即第 1 個與 3 個正 n 邊形存在互相平行的 2 個邊，由定理 1.3
知，選定適當點（圖 14 的藍色點）為對稱中心做點對稱後，新圖形與原圖形將會相接形

成 ,6 6( )np X 。■ 

 
圖 14 利用定理 1.3 所拼出的 11,6 (2,2,4,2,2,4)p  

 

當 n 為奇數時，由定理 1.1 知 ( , )
2

n k
T n k n k


   ，若 n、k 均為奇數，則 ( , )T n k 非

整數，因此無法用 3 個或 5 個正 n 邊形拼出 , ( )n k kp X ；若僅用 4 個正 n 邊形，假設

4 1 2 3 4( , , , )X x x x x ，由定理 1.5 證明過程中得知 1 3x x 且 2 4x x ，則 1 2
( ,4) 2
2 2

T n n
x x    ，

非整數，因此亦無法用 4 個正 n 邊形拼出 , ( )n k kp X ，所以當 n 為奇數時， ,n kP 具有存在

性的最小 k 值為 6 。 
 

(三) 從 n、k 的奇偶性探討 ,n kP 的存在性 

在研究過程中，我們發現給定 n、k 之值後，可能存在多組不同拼法 kX 可圍出密閉

區塊，圖 15 呈現 10 個正 5 邊形利用 4 種不同拼法所得到的密閉區塊，由左至右依序為

5,10(1,2,0,1,1,1,2,0,1,1)p 、 5,10 (1,0,2,0,2,1,0,2,0,2)p 、 5,10(2,0,1,1,1,1,1,1,0,2)p 、

5,10 (1,1,1,1,1,1,1,1,1,1)p 。 

 

圖 15 不同拼法 10X 所得到的 5,10 10( )p X   
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很明顯地，隨著個數 k 增加，集合 ,n kP 的元素個數也會跟著增加，目前我們尚未能對 ,n kP

元素個數提出合理的推測。本研究主要探討 ,n kP 的存在性，即在指定正多邊形的邊數 n 與個

數 k 時，能否找出至少一種拼法
kX 圍出密閉區塊，以下依 n、k 的奇偶性，分成 ,P奇 奇

、 ,P偶 偶
、

,P奇 偶
與 ,P偶 奇

四種類型進行討論。 
 

1、 ,P奇 奇
的存在性 

當邊數 n與個數 k均為奇數時，由定理 1.1知 ( , )
2

nk
T n k n k   ，非整數，因此 ,P奇 奇

為空集合，即無法利用奇數個正奇數邊形圍出密閉區塊。 
 

2、 ,P偶 偶
的存在性 

當邊數 n 為偶數時，由定理 1.7 知，可由拼法 4 ( , , , )X x y x y （取
1

4
n

x
 

  
 

，

12
2 4
n n

y
 

    
 

）得到 ,4 4( )p X偶
，又由定理 1.4 知若 ,4 4( )p X偶

存在，則 ,4 2 4 2( )t tp X 偶

亦存在，由此可知 ,P偶 偶
均具有存在性。 

 
3、 ,P奇 偶

的存在性 

我們將大於或等於 6 的偶數分成 6+4s 與 8+4s 兩種類型，由定理 1.8 知，當 n 為奇

數時，必可用 6個正 n邊形拼出 ,6 6( )np X ，再根據定理 1.5知，當 n為奇數時，若 , ( )n k kp X

存在，則 , 4 4( )n k kp X 
亦存在，綜合上述討論可知 ,6 4sP 奇

具有存在性，因此以下僅討論

,8 4sP 奇
的存在性。 

 
(1) 5 4n t  ，其中 t 為非負整數。 

圖 16 呈現 5,8(2,0,2,0,1,1,1,0)p 、 9,8(4,1,4,1,3,2,3,1)p 與 13,8(6,2,6,2,5,3,5,2)p 圖

形，當邊數增加時，除了密閉區塊的圖形逐漸相似外，我們亦發現其拼接方法具

有以下規律： 
 
  (4,1,4,1,3,2,3,1) (2,0,2,0,1,1,1,0) (2,1,2,1,2,1,2,1)  、     
  (6,2,6,2,5,3,5,2) (2,0,2,0,1,1,1,0) 2 (2,1,2,1,2,1,2,1)   ， 
 
我們將此規律寫成定理 1.9 並加以證明。 

   
圖 16 5,8(2,0,2,0,1,1,1,0)p 、 9,8(4,1,4,1,3,2,3,1)p 與 13,8(6,2,6,2,5,3,5,2)p 圖形 
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定理 1.9： 
當 t 為非負整數時， 5 4 ,8 5 4 ,8(2 2 , ,2 2 , ,1 2 ,1 ,1 2 , )t tp t t t t t t t t P       。 

證明： 

由定理 1.2 知
1

2 ( 1) ( 1)
i

i j

j

x i
n


 



 
    

 
 ，若將正多邊形依

8 (2 2 , ,2 2 , ,1 2 ,1 ,1 2 , )X t t t t t t t t      進行拼接，經計算後得

1 2 3 4 5 6 7 8
4 6 2 3 2 4 1 2 1 2 2( , , , , , , , ) ( , , , ,0, , , )
4 5 4 5 4 5 4 5 4 5 4 5
t t t t t

t t t t t t
              

      
 

     
，

且 1 4  2 7   3 6 5 8         ，因此 1 4 4 4cos cos cos( ) cos 0          

， 1 4 4 4sin sin sin( ) sin 0         ，可得
8 8

1 1
cos sin 0i i

i i

 
 

   ，滿足定理 1.2，

又由圖 16 可得知，當 t 時，正多邊形會趨近於一個圓， 5 4 ,8 8( )tp X
會趨近於 8

個圓相切，因此任 2 個正多邊形不會產生重疊，故 5 4 ,8 8 5 4 ,8( )t tp X P  。■ 

(2) 7n   

我們嘗試許久，一直未能找到 7,8P 的任何一個元素，不禁開始懷疑 7,8P 是否為

空集合？於是改用窮舉法進行檢驗，假設 7,8 8 7,8 1 2 3 4 5 6 7 8 7,8( ) ( , , , , , , , )p X p x x x x x x x x P   

，由定理 1.1 知， (7,8)T 
8

1
13i

i

x


 ，我們列出此方程式的所有正整數解，再利用

數學軟體 Mathematica 逐一檢驗是否滿足定理 1.2，結果發現無任何一組解滿足
8 8

1 1
cos sin 0i i

i i

 
 

   ，由此確定 7,8 8( )p X 不存在，即無法利用 8 個正 7 邊形圍出

密閉區塊。當個數 k 為 12 時，如圖 17 所示，我們找到 7,12 (2,1,3,1,2,2,3,1,2,1,3,2)p ，

再根據定理 1.5 可推論得知 7,12 4sP 
（s 為非負整數）具有存在性。 

 
圖 17 7,12 (2,1,3,1,2,2,3,1,2,1,3,2)p 的圖形 

(3) 11n  ，且 11 4n t  （ 0t  ） 

圖 18 呈現 11,8(6,1,6,1,3,4,3,1)p 、 15,8(8,2,8,2,5,5,5,2)p 與 19,8(10,3,10,3,7,6,7,3)p

的圖形，上述三個密閉區塊的拼接方法可經由 (6,1,6,1,3,4,3,1)加上 t 倍的

(2,1,2,1,2,1,2,1)進行延伸，我們將之寫成定理 1.10，其證明想法與定理 1.9 相同，

礙於說明書頁數限制，將其證明省略之。 

 
圖 18 11,8(6,1,6,1,3,4,3,1)p 、 15,8(8,2,8,2,5,5,5,2)p 與 19,8(10,3,10,3,7,6,7,3)p 的圖形  
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定理 1.10： 
當 t 為非負整數時， 11 4 ,8 11 4 ,8(6 2 ,1 ,6 2 ,1 ,3 2 ,4 ,3 2 ,1 )t tp t t t t t t t t P          。 

 
綜合上述(1)～(3)的討論，可知除了 7,8P 無存在性，其餘 ,P奇 偶

均有存在性。 
 

4、 ,P偶 奇
的存在性 

 
由定理 1.4 知，當 n 為偶數且 5k  時，若能找到拼接方法

kX 使得 , ,( )n k k n kp X P ，

則必能將
kX 延伸為 2'kX 

，使得 , 2 2 , 2( ' )n k k n kp X P   ，因此對每一個 n 值而言，只要能

找到一個奇數 k 值使得 ,n kP 具有存在性，則所有個數大於 k 的 ,nP 奇
也都會有存在性。以

下我們針對不同 n 值，嘗試找出讓 ,n kP 具有存在性的最小 k 值，因為正方形與正六邊形

可以密鋪整個平面，所以我們不討論 n=4、n=6，只考慮 n 為偶數且 8n  的情況。 
 

(1) n 為 6 的倍數 
由定理 1.6 知，當邊數為6t ( 2t  )時， 6 ,3tP 具有存在性，但我們一直未能找到

6 ,5tP 的任何一個元素。當個數 7k  時，我們發現一種有規律的拼接方法

( ,3 2,3 2, ,2 ,3 3,2 )t t t t t t t   ，經檢驗後知此種拼法滿足定理 1.2，因此 6 ,7tP 具有存

在性，再利用定理 1.4 可推論得知 6 ,7 2t sP 
亦具有存在性。綜合上述討論，可知除了

6 ,5tP 尚不確定外，其餘 6 ,tP 奇均具有存在性。 
 

(2) 2in   

以下先利用反證法證明 8,P 奇為空集合，再用類似想法推論當 3i  時， 2 ,iP
奇
均

為空集合。 

定理 1.11： 
當 k 為奇數時， 8,kP 不具有存在性。 

證明： 
假設存在一種拼接方法 kX 使得 8, 8,( )k k kp X P ，不失一般性，設 k 個正 8 邊形

的中心為 1 ~ kO O ，且 1 (1,0)kO O  ，則不論第 i 個與第 i+1 個正 8 邊形以哪一個邊

相接， 1i iOO 
必為下列四種向量類型的其中一種： 

 類型 1： (cos0,sin0) (1,0)   、類型 2： 2 2(cos ,sin ) ( , )
4 4 2 2
 

   、 

 類型 3： (cos ,sin ) (0,1)
2 2
 

   、類型 4： 3 3 2 2(cos ,sin ) ( , )
4 4 2 2
 

     

因為任 1種類型的向量均無法表示成其他 3種類型向量的「整係數」線性組合（例：

不存在 , ,a b c ，使得
2 2 2 2(1,0) ( , ) (0,1) ( , )

2 2 2 2
a b c    ），當個數 k 為奇數

時，無論何種拼法，k 個向量 1 2O O ~ 1kO O 無法使得上述 4 種向量類型數量均為偶

數，所以 1 2 2 3 1 0kOO O O O O    ，由定理 1.2 知，此拼法 kX 無法圍出密閉區

塊，因此 8,kP 為空集合，即 8,kP 不具有存在性。■  
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仿照定理 1.11證明想法，當 2in  時，由正 n邊形中心所形成的向量可分成 12i

種類型：
2 2(cos( ),sin( ))k k
n n

 
   ， 10,1,2, ,2 1ik   ，因為

2cos
4 2

 ，

2 2cos
8 2
 
 ，

2 2 2cos
16 2
  

 ，…，
2sin

4 2

 ，

2 2sin
8 2
 
 ，

2 2 2sin
16 2
  

 ，…，此 12i 種類型的任一類型向量均無法表示成其餘類型

向量的「整係數」線性組合，因此當個數 k為奇數時， 1 2 2 3 1 0kOO O O O O    ，

所以 2 ,iP
奇
均不具有存在性。 

 
(3) n 非 6 的倍數，且 2in   

在 ,P奇 偶
類型中，我們可以利用特定拼法為基礎進行延伸（例：由 9,8 8( )p X 延

伸得到 9 4 ,8 8( )tp X ），但在探討 ,P偶 奇
情形時，我們還無法完整討論其存在性，目前

僅能利用以下定理 1.12 處理部分邊數 n 為非 6 的倍數且 2in  的偶數，且個數 k

為奇數時的 ,n kP 存在性。 
 

定理 1.12： 
若 ( , )T n k 與 k 的最大公因數大於 1，則 ,n kP 具有存在性。  

證明： 
設 ( , )T n k 與 k 的最大公因數為 g，以下分 3 種情形討論。 

情形 1：當 2g  且 n 為偶數時，可將 k 個正 n 邊形等分成 2 組，由引理 1.3

及定理 1.3 知，在選取適當的拼法拼出前
2
k
個正 n 邊形後，可利用

點對稱方式拼出剩餘
2
k
個正 n 邊形，即可得到 , ( )n k kp X 。 

情形 2：當 2g  且 n 為奇數時，若
2
k
為偶數，則可假設 4k m ，且

4( , ) ( ,4 ) 4 (2 1) 4
2

n m
T n k T n m n m m n m


        奇數，此和 ( , )T n k

與 k 的最大公因數為 2 產生矛盾，因此
2
k
必為奇數。仿照情形 1 作

法，可將 k 個正 n 邊形等分成 2 組，利用點對稱方式得到 , ( )n k kp X 。 

情形 3：當 3g  時，可將 k 個正 n 邊形等分成 g 組，每組有
k

g
個正 n 邊形，

選取適當拼法 1 ~ k

g

x x 拼出前
k

g
個正 n 邊形，將第 1 個與第 1k

g
 個正

n 邊形中心點當作「正 g 邊形」頂點，接著以正 g 邊形中心為旋轉

中心，將前
k

g
個正 n 邊形逆時針旋轉 1g  次，即可得到 , ( )n k kp X 。■ 
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有了定理 1.12 的結論後，當討論「非 6 的倍數且非 2i的偶數 n、個數 k 為奇

數」的 ,n kP 存在性時，可先尋找 n 的最小質因數（取 5  ），則

( , )
2

n
T n n


 


   與的最大公因數即是，因此 ,nP 具有存在性，例如 10n 

時，可求得 5  ，接著依定理 1.12 想法，將 5 個正 10 邊形分成 5 組，每組 1 個，

恰好放在 1 個大正 5 邊形上；例如 14n  時，則取 7  ，圖 19 呈現依此想法所

得到 10,5 (2,2,2,2,2)p 與 14,7 (4,4,4,4,4,4,4)p 。 

    
圖 19 利用定理 1.12 得到的 10,5 (2,2,2,2,2)p 與 14,7 (4,4,4,4,4,4,4)p 圖形 

雖然定理 1.12 可用來尋找讓 ,P偶 奇
具有存在性的特定個數 k 值，但目前我們仍

無法判斷個數介於 3 與 k 之間的 ,P偶 奇
是否具有存在性。 

 
三、 ,n kP 的密鋪性 

在討論完 ,n kP 的存在性後，我們好奇 ,n kP 是否具有密鋪性，已知 ,P奇 奇
不具有存在性，所以

以下僅討論 ,P偶 偶
、 ,P奇 偶

與 ,P偶 奇
的密鋪性。由文獻中得知以下結論，凸六邊形中，至少有圖

20 中所呈現的三種類型可以密鋪平面。我們將以此為基礎討論 ,n kP 的密鋪性。 

 

 

 

 

 

圖 20 能密鋪平面的所有六邊形類型 

(一) ,P偶 偶
的密鋪性 

當 n、k 均為偶數時，由定理 1.7 的證明過程可知，在形成 ,4 4( )p X偶 的四個正多邊形

中心點會形成平行四邊形，且可密鋪平面，如圖 21，因此 ,4P偶 均具有密鋪性。 
 
 
 
 
 
 
 

圖 21 10,4 (2,1,2,1)p 與其密鋪圖形 

AB DE ，CD EF ， 
360B C E      

A B 

C 

D 
E 

F 

AB DE ， 
360B C D      

A B 

C 

D E 

F 

A B 

C 

D 

E 

F 

AB BC ，CD DE ，EF FA  
120B D F      
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利用定理 1.4 可將 ,4 4( )p X偶 圖形延伸到 ,6 6( )p X偶 ，其中必存在一種延伸方法，可以

使中心點多邊形新增的兩組對邊互相平行，如圖 22 所示，形成有三組對邊平行且等長的

六邊形，為 Gardner (1988)提出可密鋪平面的第一類凸六邊形，因此 ,6P偶 均具有密鋪性。

依據相同想法繼續延伸，可得知 ,P偶 偶均有密鋪性。 

 
 

 
 

 

圖 22 10,6 (3,1,3,3,1,3)p 與其密鋪圖形 

(二) ,P奇 偶
的密鋪性 

在此情形中，我們發現除了 7 4 ,12 4t sP   （t、s 為非負整數）不確定是否有密鋪性外，其

餘 ,P奇 偶
均具有密鋪性。以下將邊數 n 分成5 4t 與7 4t 、個數 k 分成6 4s 與8 4s （t、

s 為非負整數）等四種情形進行討論。 
 

1、 5 4n t  且 6 4k s   
由定理 1.8 知，存在拼接方法 6X 使得 5 4 ,6 6 5 4 ,6( )t tp X P  ，若將該拼法中的 6 個正 n

邊形中心點連線，可形成有三組對邊平行且等長的凸六邊形，為 Gardner (1988)提出可

密鋪平面的第一類六邊形，因此 5 4 ,6tP 
均有密鋪性。利用定理 1.5 可將 5 4 ,6 6( )tp X 延伸

至 5 4 ,6 4 6 4( )t s sp X   ，如圖 24 所示，紅色六邊形為 Gardner (1988)提出可密鋪平面的第一

類凸六邊形，由此可類推得知當 t、s 為非負整數時， 5 4 ,6 4t sP  
均有密鋪性。 

 
 
 
 
 
 
 
 

圖 23 9,6(1,3,2,1,3,2)p 及其密鋪圖形 

   
圖 24 由 9,6(1,3,2,1,3,2)p 延伸所得的 9,10 (1,3,2,3,4,1,3,2,3,4)p 及其密鋪圖形 
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2、 7 4n t  且 6 4k s   
此情形推導想法與「 5 4n t  且 6 4k s  情形」完全相同，可同理推得當 t、s 為

非負整數時， 7 4 ,6 4t sP   均具有密鋪性。 

3、 5 4n t  且 8 4k s   
因為 5,8 5,8(2,0,2,0,1,1,1,0)p P ，且可延伸得到 5,12 5,12(2,0,1,1,1,1,2,0,2,0,1,2)p P ，

由圖 25 知 5,8P 與 5,12P 均具有密鋪性，可同理延伸得知 5,8 4sP  均具有密鋪性。 

    

 
圖 25 5,8(2,0,2,0,1,1,1,0)p 、 5,12 (2,0,1,1,1,1,2,0,2,0,1,2)p 與其密鋪圖形 

因為 9,8 9,8(1,3,2,3,1,4,1,4)p P ，且可延伸得到 9,12 9,12(1,3,2,4,2,4,1,4,1,3,5,3)p P ，

由圖 26 知 9,8P 與 9,12P 均具有密鋪性，可同理延伸得知 9,8 4sP  均具有密鋪性。由第 9 頁的

存在性討論知道，可由 9,8 8( )p X 延伸至 9 4 ,8 8( ' )tp X ，再依上述方式可得知 9 4 ,8 4t sP   具有

密鋪性。綜合上述推論可知當 t、s 為非負整數時， 5 4 ,8 4t sP   均具有密鋪性。 

     
圖 26 9,8(1,3,2,3,1,4,1,4)p 、 9,12 (1,3,2,4,2,4,1,4,1,3,5,3)p 與其密鋪圖形  
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4、 7 4n t  且 8 4k s   
此情形（因為 7,8P 無存在性，取 1t  ）中，我們測試許多已發現的拼接方法 8 4sX  ，

目前僅確定 7 4 ,8tP  具有密鋪性，其餘 7 4 ,8 4t sP  
尚無法判斷是否具有密鋪性。圖 27 以

11,8(4,3,1,6,1,6,1,3)p 為例，可連接正 11 邊形中心點形成紅色的平行四邊形，並進而密

鋪整個平面。 

     
圖 27 11,8(4,3,1,6,1,6,1,3)p 與其密鋪圖形 

(三) ,P偶 奇
的密鋪性 

我們目前僅發現 6 ,3tP （ 2t  ）與 10 ,7tP （ 1t  ）具有密鋪性，以下分別說明之。 

1、 6n t 且 3k   

由定理 1.6 知 6 ,3 6 ,3( 1, 1, 1)
6 6 6t t

n n n
p P    ，將 3 個正6t邊形中心點連線可形成正三

角形，因此 6 ,3tP 具有密鋪性，如圖 28 所示， 12,3P 具有密鋪性。 

 
圖 28 12,3(1,1,1)p 與其密鋪圖形 

2、 10n t 且 7k   

已知 10 ,7 10 ,7(3 1,4 1,4 1,3 1,3 1,5 1,3 1)t tp t t t t t t t P        ，若連接 7 個正10t邊形的

中心點，因為其底部的三點會共線，可將其圖形視為凸六邊形，且該凸六邊形符合文

獻中得知可密鋪平面的第二類六邊形，由此可知 10 ,7tP 具有密鋪性。圖 29 以 1t  為

例，說明 10,7 (2,2,3,3,2,2,4)p 的密鋪性。 

    
圖 29 10,7 (2,2,3,3,2,2,4)p 及其密鋪圖形 
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四、 , ,n d kS 的存在性 

(一) 基本性質與定理 

在利用 GeoGebra 作圖時，我們發現正 n 角星形有「兩頂點重合」與「頂點在另一

個星形邊上」的情形，因為在討論 ,n kP 存在性時，兩個多邊形頂點相接（如圖 30 的左圖）

並不算圍出密閉區塊，因此在 , ,n d kS 存在性的討論中，我們認定「兩頂點重合」與「頂點

在另一個星形邊上」亦不算圍出密閉區塊，所以將圖 30 右圖中的斜線部分視為「一個」

密閉區塊。 

   
圖 30 「兩頂點重合」不算圍出密閉區塊 

在拼接正 n 角星形時，若共用邊在 1OA 逆時針那側，稱為「第Ⅰ型」（圖 31 的左圖），

反之，若共用邊在 1OA 順時針那側，稱為「第Ⅱ型」（圖 31 的右圖）。 

 
圖 31 正 n 角星形的 2 種拼接類型 

圖 32 中，左方 2 個圖均跳過 3 個邊與第 2 個星形相接，右方 2 個圖均跳過 2 個邊與

第 2 個星形相接，由此可知：不論第 1 個星形的第 1 個共用邊（藍色邊）為「第Ⅰ型」或

「第Ⅱ型」，在跳過奇數個邊後拼接第 2 個星形，第 2 個星形的第 1 個共用邊（紅色邊）

維持「相同類型」；在跳過偶數個邊後拼接第 2 個星形時，則改變為「另一個類型」。本

研究中，在拼接正 n 角星形時，第 1 個星形的第 1 個共用邊一律採用「第Ⅰ型」。 

 

圖 32 正 n 角星形的共用邊類型變化  
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如圖 33，假設正 n 角星形外圈頂點為 1 ~ nA A ，內圈頂點為 1 ~ nB B ，M 為 1 1A B 中點，

規定 1AOM   ， 1BOM   。本研究中，正 n 角星形是指將一圓圓周 n 等分後，將每

個頂點與其相隔 d 個弧的另一個頂點連接所形成的圖形，且1
2
n

d  ，因此 1 1AOB
n


  ，

1 2 2 ( 2 )B A B n d
n


    ， 1 1

2 2
2

n d
OB A

n

 
   。 

 
圖 33 取 2d  的正 5 角星形 

由圖 34 知，不論紅色正 n 角星形的第 1 個共用邊（藍色邊）為第Ⅰ型或第Ⅱ型，在跳

過 3 個邊後與下一個星形相接，其所旋轉的角度 1 2 3 (3 1)O O O
n


    。 

 
圖 34 跳過「奇數」個邊的角度變化 

由圖 35 知，若紅色正 n 角星形的第 1 個共用邊（藍色邊）為第Ⅰ型，在跳過 4 個邊

後與下一個星形相接，其所旋轉的角度 1 2 3 4 2O O O
n


    ；若紅色正 n 角星形的第 1

個共用邊為第Ⅱ型，在跳過 4 個邊後與下一個星形相接，其所旋轉的角度

1 2 3 4 2O O O
n


    。我們將此角度變化規則寫成引理 2.1。 

 
圖 35 跳過「偶數」個邊的角度變化 
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引理 2.1 
若 , , 1 2( , , , )n d k ks x x x 存在，則由 k 個正 n 角星形中心點所形成的多邊形內角中，當

ix 為奇

數時，第 i 個內角為 ( 1)ix
n


  ；當

ix 為偶數且第 i 個正 n 角星形的第 1 個共用邊為第Ⅰ型

時，第 i 個內角為 2ix
n


  ；當

ix 為偶數且第 i 個正 n 角星形的第 1 個共用邊為第Ⅱ型

時，第 i 個內角為 2ix
n


  。 

 
 

引理 2.2 
當 n 為正整數時，在任一拼法 kX 中，第 i 個與第 2i  個正 n 角星形可經平移後重合； 
當 n 為偶數時，在任一拼法 kX 中，任兩個正 n 角星形可經平移後重合。 
證明： 

當兩個正 n 角星形以一個邊為共用邊相接時，可視為將第 1 個正 n 角星形對著自身

中心點逆時針旋轉180後再平移，因此第 2i  個正 n 角星形是由第 i 個正 n 角星形經 2 次
的旋轉（共旋轉360）再平移所得；而當 n 為偶數時，正 n 角星形對著自身中心點逆時

針旋轉180即為原本圖形，因此在任一拼法
kX 中，任兩個正 n 角星形可經平移後重合。■ 

定理 2.1 

當
6

4
n

d


 時， , ,n d kS 無存在性。 

證明： 

如圖 36，兩正 n 角星形以 AB為共用邊，其中 ( 2 )BAO BCO ABD n d
n


      ，

2 ( 2 ) ( 2 2 )BDE ABC AOC BAO BCO n d n d
n n n

  
              ，所以

2
CBD ABC ABD

n


    ，因為 BC BD ，所以

1 1 2( ) ( )
2 2 2

BDC CBD
n n

  
        。

若此兩正 n 角星形沒有重疊區塊，則 BDC BDE  ，即 ( 2 2 )
2

n d
n n

  
     ，化簡可

得
6

4
n

d


 ，因此，當
6

4
n

d


 時，任兩正 n 角星形不論以哪個邊為共用邊相接，必有重

疊區域，因此 , ,n d kS 不具有存在性。■ 

 
圖 36 d 與兩正 n 角星形是否有重疊區域的關係圖  
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定理 2.2 
若 , , , , 1 2( ) ( , , , )n d k k n d k ks X s x x x 存在，則 , , ( )n d k ks X 的邊數 (2 , ) 2T n k n k n k    。 

證明： 

當利用 k 個正 n 角星形拼出 , , , , 1 2( ) ( , , , )n d k k n d k ks X s x x x 時，每一個正 n 角星形的2n

個邊可分成外部、共用邊與內部三部分，由 ( ) ( ) 2 2n  外部總邊數 內部總邊數 與

(2 ) ( ) 2 ( ) ( )n k    外部總邊數 共用邊總數 內部總邊數 可解得

1
( ) (2 , ) 2

k

i

i

x T n k n k n k


     內部總邊數 。■ 

定理 2.3 
當 n 為偶數且 4k  時，若 , , ( )n d k ks X 存在，則可由 kX 延伸得到 2'kX  使得 , , 2 2( ' )n d k ks X  存

在。 
證明： 

若 , , ( )n d k ks X 存在，由引理 2.2 知，當 n 為偶數時，k 個正 n 角星形中任 2 個可經平移

後重合，即任 2 個正 n 角星形的對應邊會互相平行，如圖 37 所示，可將原圖形分成兩部

分，接著在 2 個分割處的正 n 角星形取平行邊（紅色邊），可各增加 1 個藍色正 n 角星形，

即可得到 , , 2 2( ' )n d k ks X  。■ 

 
圖 37 由 10,3,4 (5,3,5,3)s 延伸得到 10,3,6 (7,3,7,7,3,7)s  

定理 2.4 
當 n 為奇數且 6k  時，若 , , ( )n d k ks X 存在，則可由 kX 延伸得到 4'kX  使得 , , 4 4( ' )n d k ks X  存

在。 
證明： 

若 , , ( )n d k ks X 存在，由引理 2.2 知，當 n 為奇數時，k 個正 n 角星形中第 i 個與第 2i 

個正 n 角星形可經平移後重合，即第 i 與第 2i  個正 n 角星形對應邊會互相平行，如圖

38 所示，可將原圖形分成兩部分，接著在 2 個分割處的正 n 角星形取平行邊（紅色邊），

各增加 2 個藍色正 n 角星形，即可得到 , , 4 4( ' )n d k ks X  。■ 

 
圖 38 由 7,3,6 (3,3,5,3,3,5)s 延伸得到 7,3,10 (3,3,5,6,6,3,3,5,6,6)s   
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(二) , ,n d kS 的存在性 

在研究過程中，我們發現大多數情形下，「當
6

4
n

d


 時，若 ,2, ( )n k ks X 存在，則該拼

接方法
kX 亦可使得不同 d 值的 , , ( )n d k kS X 均存在，如圖 39 所示， 4 (3,3,3,3)X  同時為

8,2,4 (3,3,3,3)s 與 8,3,4 (3,3,3,3)s 的成功拼法。 

   

圖 39 相同拼法
kX 在不同 d 值的 8, ,4 4( )ds X 圖形 

但我們亦發現極少數的特例，如圖 40 所示，當 2d  時，4 個正 8 角星形可利用拼接

方法 4 (4,2,4,2)X  拼出密閉區塊，但在 3d  時，該拼法卻會產生重疊區域（事實上，在

滿足
6

4
n

d


 下，這是我們唯一發現的特例），目前我們尚無法判斷「若 ,2, ( )n k ks X 存在時，

d 值需滿足何種條件才能保證 , , ( )n d k ks X 亦存在」，因此在接下來的 , ,n d kS 討論中，僅討論

2d  的情形。 

   
圖 40 當

6
4

n
d


 時，相同拼法在不同 d 值可能產生重疊區域 

以下依 n、k 的奇偶性討論 , ,n d kS 存在性，共分成 , ,dS奇 奇
、 ,2,S偶 偶

、 ,2,S奇 偶
與 ,2,S偶 奇

等四

種類型。 
 

1、 , ,dS奇 奇
的存在性 

當 n、k 均為奇數時，設 , , , , 1 2( ) ( , , )n d k k n d k ks X s x x x 存在，則由定理 2.2 知，

1
(2 , )

k

i

i

x T n k


 2nk n k      奇 偶 奇 偶，因此 1 ~ kx x 中有「偶數個奇數」與「奇

數個偶數」。當第一個正 n 角形的第 1 個共用邊採用「類型Ⅰ」，在拼接過程中，若 ix 為

奇數，則下一個正 n 角星形第 1 個共用邊維持相同類型，若 ix 為偶數，則會改變類型，

因為 1 ~ kx x 中有「奇數個偶數」，將導致第 k 個與第 1 個正 n 角星形的共用邊為類型Ⅱ，
此與一開始的假設（第一個正 n 角形的第 1 個共用邊為「類型Ⅰ」）產生矛盾，因此當 n、

k 均為奇數時， , , , , 1 2( ) ( , , )n d k k n d k ks X s x x x 均不存在，即 , ,dS奇 奇
不具有存在性。 
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2、 ,2,S偶 偶
的存在性 

定理 2.5 
當 n 為偶數時，可用 4 個全等正 n 角星形圍出 ,2,4 4( )ns X 。 

證明： 

當 n 為偶數時，可取 4 1 2 3 4( , , , )X x x x x ，其中 1 2
(2 ,4) 2

4 2
T n n

x x
   

     
   

，在拼出

前 2 個星形後，由引理 2.2 知，此 2 個星形必可經平移後重合，因此可選定包含第 1 個
共用邊在內的一組平行邊，將前 2 個星形對該組平行邊中心做點對稱，則可得到 ,2,4 4( )ns X ，

圖 41 以 10n  為例，取 1 2 4x x  ，以藍色平行四邊形的中心為對稱點，利用上述方法

得到 ,2,4 (4,4,4,4)ns 。■ 

 
圖 41 利用點對稱方法拼出 ,2,4 (4,4,4,4)ns  

由上述討論可知 ,2,4 4( )s X偶
存在，再由定理 2.3 知，可由 ,2,4 4( )s X偶

延伸至所有的

,2,4 2 4 2( )s ss X 偶 ，因此當 n、k 均為偶數時， ,2,S偶 偶均具有存在性。 

3、 ,2,S奇 偶
的存在性 

定理 2.6 
當 n 為奇數時，可用 6 個全等正 n 角星形圍出 ,2,6 6( )ns X 。 

證明： 

當 n 為奇數時，可取 6 1 2 3 4 5 6( , , , , , )X x x x x x x ，其中 1 2
(2 ,6) 2 3

6 3
T n n

x x
   

     
   

，

3
2 32 3 2

3
n

x n
 

     
 

，與定理 2.5 證明方式相似，在拼出前 3 個星形後，由引理 2.2 知，

第 1 個與第 3 個星形必可經平移後重合，因此可在第 1 個與第 3 個星形中，選定包含第

1 個共用邊在內的一組平行邊，將前 3 個星形對該組平行邊中心做點對稱，則可得到

,2,6 6( )ns X 。■ 

當 n 為奇數時，假設 ,2,4 4( )ns X 存在，則 4 個正 n 角星形中心點 1 4~O O 可形成菱形

1 2 3 4O O O O，故可假設 4 ( , , , )X x y x y ，由定理 2.2知 ,2,4 4( )ns X 的邊數總和 (2 ,4) 2 4T n n  ，

可推得 2x y n   ，故 x、y 為一個奇數、一個偶數，不失一般性，假設 x 為奇數且 y 為

偶數，第 1 個正 n 星形的第 1 個共用邊為第Ⅰ型，由引理 2.1 知 4 1 2 ( 1)O O O x
n


    ，

1 2 3 2O O O y
n


    ，則 4 1 2 1 2 3 ( 1) 2 2O O O O O O x y

n n n

  
               ，與

菱形 1 2 3 4O O O O 相鄰兩內角互補產生矛盾，故 ,2,4 4( )ns X 不存在，即 ,2,4nS 無存在性。  
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由定理 2.6 可知 ,2,6S奇 具有存在性，接著我們討論 ,2,8S奇 的存在性，如圖 42 所示，我

們分別找到 5,2,8(1,5,1,4,2,3,2,4)s 、 7,2,8(2,7,2,6,3,5,3,6)s 、 9,2,8(3,9,3,8,4,7,4,8)s ，且發現

這些拼法具有相同規律： 
        
    (3,9,3,8,4,7,4,8) (1,5,1,4,2,3,2,4) 2 (1,2,1,2,1,2,1,2)   ， 
以下將證明此種規律拼法可適用於 5 2 ,2,8ts 

中。 

     
圖 42 拼接方法具有相同規律的 

5,2,8(1,5,1,4,2,3,2,4)s 、 7,2,8(2,7,2,6,3,5,3,6)s 、 9,2,8(3,9,3,8,4,7,4,8)s  
定理 2.7 
當 t 為非負整數時， 5 2 ,2,8 5 2 ,2,8(1 ,5 2 ,1 ,4 2 ,2 ,3 2 ,2 ,4 2 )t ts t t t t t t t t S          。 

證明： 
根據引理 1.2 與引理 2.1，可得當 t 為奇數時，正 n 角星形中心點所形成的向量與 x

軸正向夾角為 1
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， 8   ；當 t 為偶數時，則
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， 8   ，在這兩種情形中， 1 6 2 5 3 8 4 7                ，可

仿照定理 1.9 證明得知
8 8

1 1
cos sin 0i i

i i

 
 

   ，又由圖 43 可推測，當 t 時，正 n 角星

形會趨近於一個圓， ( ,2,8)S n 會趨近於 8 個圓相切，因此任 2 個正 n 角星形不會重疊。■ 

由定理 2.6 與定理 2.7 知 ,2,6S奇 與 ,2,8S奇 均具有存在性，再由定理 2.4 可推論得知

,2,6 4sS 奇 與 ,2,8 4sS 奇 亦具有存在性，因此當個數 4k  時， ,2,S奇 偶均具有存在性。 

4、 ,2,S偶 奇
的存在性 

我們以正 n 邊形中 ,P偶 奇的成果為基礎，試圖推廣至正 n 角星形，如圖 43 所示，

12,9 (2,3,6,3,3,4,3,4,5)p 與 6,2,9 (2,3,6,3,3,4,3,4,5)s 有相同的拼接方法；如圖 44 所示，

20,7 (7,5,5,9,5,5,7)p 與 10,2,7 (7,5,5,9,5,5,7)s 亦有相同的拼接方法。 

    
圖 43 有相同拼法的 12,9 9( )p X 與 6,2,9 9( )s X   

(2,7,2,6,3,5,3,6) (1,5,1,4,2,3,2,4) 1 (1,2,1,2,1,2,1,2)  
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圖 44 有相同拼法的的 20,7 7( )p X 、 10,2,7 7( )s X 與 10,3,7 7( )s X  

經過許多的測試後，我們大膽提出以下猜想：當 n 為偶數且 k 為奇數時，若拼接方

法 kX 可成功拼出 2 , ( )n k kp X ，則亦能成功拼出 ,2, ( )n k ks X 。 
 
五、 ,2,n kS 的密鋪性 

討論完 ,2,n kS 存在性後，我們好奇 ,2,n kS 是否具有密鋪性，又已知 , ,dS奇 奇不具有存在性，

因此以下僅討論 ,2,S偶 偶、 ,2,S奇 偶與 ,2,S偶 奇的密鋪性。 
 

(一) ,2,S偶 偶的密鋪性 

當 n、k 均為偶數時，由定理 2.5 的證明過程可知，拼出 ,2,4 4( )s X偶 的正 n 角星形中心

點會形成平行四邊形，且可進一步密鋪平面，如圖 45，因此 ,2,4S偶 均具有密鋪性。 

    
圖 45 6,2,4 (2,2,2)S 及其密鋪圖形 

根據定理 2.3，我們可將 ,2,4 4( )s X偶 圖形延伸到 ,2,6 6( )s X偶 ，其中必存在一種延伸方法，

可以使中心點連線形成的多邊形新增的兩組對邊互相平行，如圖 46 所示，此六邊形為

Gardner(1988)提出可密鋪平面的第一類凸六邊形，因此 ,2,6S偶 均有密鋪性。依據相同想法，

可以推論得知 ,2,S偶 偶均有密鋪性。 

   
圖 46 6,2,6 (2,3,4,2,3,4)s 及其密鋪圖形  
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(二) ,2,S奇 偶的密鋪性 

我們發現 ,2,S奇 偶皆具有密鋪性，以下我們將個數 k 分成6 4s 與8 4s 二種情形分別

進行討論。 

1、n 為奇數且 6 4k s   

由定理 2.6 知，當 n 為奇數時，可利用 6 ( , , , , , )X x x y x x y 拼出 ,2,6 6( )s X奇 ，再將 6 個
正 n 角星形中心點連線，可形成有三組對邊平行且等長的六邊形，為 Gardner(1988)提出

可密鋪平面的第一類凸六邊形，因此 ,2,6S奇 均有密鋪性。圖 47 左方呈現 5,2,6 (2,3,2,2,3,2)s 與

其密鋪圖形，圖 47 右方呈現由 5,2,6 (2,3,2,2,3,2)s 經由定理 2.4 延伸所得的 5,2,10 (2,3,4,4,2,2,3,4,4,2)s ，

其中紅色六邊形為 Gardner(1988)可密鋪平面的第一類凸六邊形，以此類推可得所有

,2,6 4sS 奇 均具有密鋪性。 

  
 

圖 47 5,2,6 (2,3,2,2,3,2)s 與 5,2,10 (2,3,4,4,2,2,3,4,4,2)s 的密鋪圖形 

2、n 為奇數且 8 4k s   

當 5 2n t  （t 為非負整數）時，由定理 2.7 知 ,2,8(1 ,5 2 ,1 ,4 2 ,2 ,3 2 ,2 ,4 2 )ns t t t t t t t t       

存在，由此 8 個正 n 角星形中選取 4 個適當中心點形成平行四邊形，因此 ,2,8S奇 均有密

鋪性。圖 48 左方呈現 7,2,8(2,7,2,6,3,5,3,6)s 與其密鋪圖形，圖 48 右方呈現由 7,2,8(2,7,2,6,3,5,3,6)s

經由定理 2.4 延伸所得的 7,2,12 (2,7,2,6,6,6,3,5,3,6,6,6)s ，以此推論可得所有 ,2,8+4sS奇 均

具有密鋪性。 

 
圖 48 7,2,8(2,7,2,6,3,5,3,6)s 與 7,2,12 (2,7,2,6,6,6,3,5,3,6,6,6)s 的密鋪圖形 

(三) ,2,S偶 奇的密鋪性 

我們目前僅發現 6 ,2,3tS 與 10 ,2,7tS （ 1t  ）具有密鋪性，以下分別說明之。 

1、 6 ,2,3tS 的密鋪性 

當 6n t 時，可利用 3 (2 1,2 1,2 1)X t t t    拼出 6 ,2,3 3( )ts X ，將 3 個正 n 角星形中

心點連線可形成正三角形，如圖 49 所示， 6 ,2,3tS 具有密鋪性。  
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圖 49 12,2,3(3,3,3)s 及其密鋪圖形 

2、 10 ,2,7tS 的密鋪性 

當 10n t 時，因為 10 ,7 10 ,7(3 1,4 1,4 1,3 1,3 1,5 1,3 1)t tp t t t t t t t P        ，根據 ,2,S偶 奇

的猜想，可得 10 ,2,7 (6 1,8 1,8 1,6 1,6 1,10 1,6 1)ts t t t t t t t       存在，若將 7 個正 n 角星

形中心點連線則可形成符合文獻中可密鋪平面的第二類六邊形，由此可知 10 ,2,7tS 皆具

有密鋪性。圖 50 以 1t  為例，說明 10,2,7 (5,7,7,5,5,9,5)s 的密鋪性。 

        
圖 50 10,2,7 (5,7,7,5,5,9,5)s 及其密鋪圖形 

肆、研究成果 
一、使用 k 個正 n 邊形拼出密閉區塊 

(一) ,n kP 具有存在性的最小 k 值 

1、 當 n 為 6 的倍數（ 6n  ）時，最少可利用 3 個正 n 邊形拼出密閉區塊。 

2、 當 n 為偶數且非 6 的倍數（ 6n  ）時，最少可利用 4 個正 n 邊形拼出密閉區塊。 

3、 當 n 為大於 3 的奇數時，最少可利用 6 個正 n 邊形拼出密閉區塊。 

(二) ,n kP 的存在性與拼接方法 kX  

1、 當 n、k 均為奇數時， ,n kP 無存在性，即不存在任何一種拼法 kX 可利用 k 個正 n 邊

 形拼出密閉區塊。 

2、 當 n、k 均為偶數時： 

 (1) ,n kP 均具有存在性。 

 (2) 給定 k 個正 n 邊形，可先依 4 ( 1 , 2 1 , 1 , 2 1 )
4 2 4 4 2 4
n n n n n n

X
       

               
       

拼

  出 ,4 4( )np X ，再根據定理 1.4 進行延伸得到 , ( )n k kp X 。 
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3、 當 n 為奇數且 k 為偶數時： 

 (1) 除了 7,8P 無存在性外，其餘 ,n kP 均具有存在性。 

 (2) 當 5n  且 6 4k s  （s 為非負整數）時，可先依 6 (1,1,0,1,1,0)X  拼出 5,6 6( )p X ，

  再根據定理 1.5 進行延伸得到 5, ( )k kp X 。 

 (3) 當 n 為大於 5 的奇數且 6 4k s  （s 為非整數）時，可先依 

  6
3 3 3 3 3 3( , , 3 2 , , , 3 2 )

3 3 3 3 3 3
n n n n n n

X n n
                

                 
           

拼出 ,6 6( )np X ， 

  再根據定理 1.5 進行延伸得到 , ( )n k kp X 。 

 (4) 當 5 4n t  且 8 4k s  （t、s 為非負整數）時，可先依 
  8 (2 2 , ,2 2 , ,1 2 ,1 ,1 2 , )X t t t t t t t t      拼出 5 4 ,8 8( )tp X

，再根據定理 1.5 進行延

  伸得到 , ( )n k kp X 。 

 (5) 當 7n  且 12 4k s  （s 為非負整數）時，可先依 
  12 (2,1,3,1,2,2,3,1,2,1,3,2)X  拼出 7,12 12( )p X ，再根據定理 1.5 進行延伸得到 7, ( )k kp X 。 

 (6) 當 11 4n t  且 8 4k s  （t、s 為非負整數）時，可先依 
  8 (6 2 ,1 ,6 2 ,1 ,3 2 ,4 ,3 2 ,1 )X t t t t t t t t         拼出 11 4 ,8 8( )tp X

，再根據定理 1.5 
  進行延伸得到 , ( )n k kp X 。 

4、 當 n 為偶數且 k 為奇數時： 

 (1) 當 2in  （ 3i  ）且 k 為奇數時， ,n kP 無存在性。 

 (2) 當 6n t ( 2t  )且 k 為非 5 的奇數時， ,n kP 具有存在性，但 12 6 ,5tP   
  未知有無存在性。可先依 3 ( 1, 1, 1)X t t t    與 7 ( ,3 2,3 2, ,2 ,3 3,2 )X t t t t t t t     
  分別拼出 6 ,3 3( )tp X 與 6 ,7 7( )tp X ，再根據定理 1.5 進行延伸得到 , ( )n k kp X 。 

 (3) 當 2in  且 6n t 時，若為 n 的質因數（ 5  ），則 ,nP 具有存在性。可先依 

  ( 1, 1, , 1)
2 2 2
n n n n n n

X
  

       拼出 , ( )n ap X ，再根據定理 1.5 進行延伸得到

  , ( )n k kp X ，其中 k 為不小於的奇數。 

(三) ,n kP 的密鋪性： 

1、 當 n、k 均為奇數時， ,n kP 無存在性，亦無密鋪性。 
2、 當 n、k 均為偶數時 

 (1) ,n kP 均有密鋪性。 

 (2) 當 4k  時，可先依存在性結論得到 ,4 4( )np X ，再依第 13 頁圖 21 拼接方法密鋪

  平面。 

 (3) 當 6k  時，可先依存在性結論得到 , ( )n k kp X ，再依第 14 頁圖 22 拼接方法密鋪

  平面。 

3、 n 為奇數且 k 為偶數時， 

 (1) 7,8P 無存在性，亦無密鋪性。  
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 (2) 當 6 4k s  （s 為非負整數）時， ,n kP 均有密鋪性。可先依存在性結論得到 
  , ( )n k kp X ，再依第 14 頁圖 23 拼接方法密鋪平面。 

 (3) 當 5 4n t  且 8 4k s  （t、s 為非負整數）時， ,n kP 均有密鋪性。可先依存在性

  結論得到 , ( )n k kp X ，再依第 15 頁圖 25 拼接方法密鋪平面。 

 (4) 當 11 4n t  且 8 4k s  （t、s 為非負整數）時，目前僅確認 11 4 ,8tP 
有密鋪性。 

  可先依存在性結論得到 11 4 ,8 8( )tp X
，再依第 16 頁圖 27 拼接方法密鋪平面。 

4、 n 為偶數且 k 為奇數時， 

  (1) 目前僅發現 6 ,3tP （ 2t  ）與 10 ,7tP （ 1t  ）有密鋪性。 

  (2) 當 6n t （ 2t  ）且 3k  時，可先依存在性結論得到 ,3 3( )np X ，再依第 16 頁圖

   28 拼接方法密鋪平面。 

  (3) 當 10n t （ 1t  ）且 7k  時，可先依存在性結論得到 ,7 7( )np X ，再依第 16 頁圖

   29 拼接方法密鋪平面。 

二、使用 k 個正 n 角星形拼出密閉區塊 

(一) ,2,n kS 具有存在性的最小 k 值 
1、 當 n 為 6 的倍數（ 6n  ）時，最少可利用 3 個正 n 角星形拼出密閉區塊。 

2、 當 n 為偶數且非 6 的倍數（ 6n  ）時，最少可利用 4 個正 n 角星形拼出密閉區塊。 

3、 當 n 為大於 3 的奇數時，最少可利用 6 個正 n 角星形拼出密閉區塊。 

(二) ,2,n kS 的存在性與拼接方法 kX  

1、 當 6
4

n
d


 時， , ,n d kS 無存在性。 

2、 當 n、k 均為奇數時， ,2,n kS 無存在性。 

3、 當 n、k 均為偶數時： 

 (1) ,2,n kS 均具有存在性。 

 (2) 給定k個正n角星形，可先依 4 ( 1 , 1 , 1 , 1 )
2 2 2 2
n n n n

X
       

           
       

拼出 ,2,4 4( )ns X ，

  再根據定理 2.3 進行延伸得到 ,2, ( )n k ks X 。 

4、 當 n 為奇數且 k 為偶數時： 

 (1) ,2,n kS 均具有存在性。 

 (2) 當 6 4k s  （s 為非負整數）時，可先依 

  6
2 3 2 3 2 3 2 3 2 3 2 3( , , 2 3 2 , , , 2 3 2 )

3 3 3 3 3 3
n n n n n n

X n n
                

                 
           

拼出 

  ,2,6 6( )ns X ，再根據定理 2.4 進行延伸得到 ,2, ( )n k ks X 。 

 (3) 當 5 2n t  且 8 4k s  （t、s 為非負整數）時，可先依 
  6 (1 ,5 2 ,1 ,4 2 ,2 ,3 2 ,2 ,4 2 )X t t t t t t t t         拼出 ,2,8 8( )ns X ，再根據定理 2.4
  進行延伸得到 ,2, ( )n k ks X 。 

5、 當 n 為偶數且 k 為奇數時， 猜想若 kX 可拼出 2 , ( )n k kp X ，則亦能拼出 ,2, ( )n k ks X 。 
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(三) ,2,n kS 的密鋪性： 
1、 當 n、k 均為奇數時， ,2,n kS 無存在性，亦無密鋪性。

2、 當 n、k 均為偶數時： 

(1) ,2,n kS 均有密鋪性。

(2) 當 4k  時，可先依存在性結論得到 ,2,4 4( )ns X ，再依第 24 頁圖 45 拼接方法密鋪

平面。

(3) 當 6k  時，可依先存在性結論得到 ,2, ( )n k ks X ，再依第 24 頁圖 46 拼接方法密鋪

平面。

3、 n 為奇數且 k 為偶數時， 

(1) ,2,n kS 均有密鋪性。 

(2) 當 6 4k s  （s 為非負整數）時，可先依存在性結論得到 ,2, ( )n k ks X ，再依第 25
頁圖 47 拼接方法密鋪平面。

(3) 當 8 4k s  （s 為非負整數）時，可先依存在性結論得到 ,2, ( )n k ks X ，再依第 25 
頁圖 48 拼接方法密鋪平面。

4、 n 為偶數且 k 為奇數時， 
(1) 目前僅發現 6 ,2,3tS 與 10 ,2,7tS （ 1t  ）具有密鋪性。 

(2) 當 6n t （ 1t  ）且 3k  時，可先依存在性結論得到 ,2,3 3( )ns X ，再依第 26 頁圖

49 拼接方法密鋪平面。

(3) 當 10n t （ 1t  ）且 7k  時，可先依存在性結論得到 ,2,7 7( )ns X ，再依第 26 頁
圖 50 拼接方法密鋪平面。

伍、討論與未來展望

一、 2 , ( )n k kp X 與 ,2, ( )n k ks X 的關係

由 2 ,n kP 與 ,2,n kS 的作圖與存在性討論中發現，在大多數情形況中，當邊數與個數相同時，

若拼接方法
kX 可得到密閉區塊 2 , ( )n k kp X ，則該拼法亦可得到密閉區塊 ,2, ( )n k ks X ，我們曾一度

認為反之亦成立，即若 ,2, ( )n k ks X 存在，則 2 , ( )n k kp X 亦存在，但圖 51 的例子推翻了此猜測，拼

法 6 (3,6,3,5,4,5)X  可讓 6 個正 8 角星形圍出密閉區塊，但 6 個正 16 邊形卻會產生重疊部分。 

圖 51 相同的拼接方法 6 (3,6,3,5,4,5)X  下， 8,2,6 6( )s X 存在，但 16,6 6( )p X 不存在

二、從 , ( )n k kp X 延伸至 k 個 n 邊形

因為大多數情況中，若 2 , ( )n k kp X 存在，則 ,2, ( )n k ks X 亦存在，於是我們嘗試將
kX 套用在任

意 n 邊形上，很多時候會得到令人驚喜的結果，但亦有許多情形以失敗告終。雖然我們尚不
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知何種情形下可將使 , ( )n k kp X 存在的拼法
kX 直接套用在其他 n 邊形上，但在嘗試利用 k 個 n

邊形拼出密閉區塊時，仍是提供了一個可能成功的拼法。圖 52 呈現 8 (1,1,0,2,0,2,0,1)X  時，

可讓該五邊形圍出密閉區塊，而且還可使用不同邊當起始共用邊（紅色邊），圖 53 呈現將正

n 邊形拼法
kX 套用在凹多邊形的成功例子。

圖 52 利用邊長不相等的五邊形圍出密閉區塊 

圖 53 相同邊數的正多邊形與凹多邊形分別利用 7 (3,2,2,4,2,2,3)X 

與 12 (1,3,1,3,1,1,3,3,1,2,1,3)X  拼出密閉區塊 

三、 , ( )n k kp X 的密鋪性

我們原本猜想若 , ( )n k kp X 有存在性，則 , ( )n k kp X 亦具有密鋪性，現在已發現某些反例，以

10,5(2,2,2,2,2)p 為例，若此拼法可密鋪平面，則必存在一個正 10 邊形同時與 3 個密鋪區塊相

鄰，且其 10 個邊中有 3 個為共用邊，但剩下的總邊數卻不等於 2 2 2  ，矛盾。

圖 54 無法密鋪平面的 9,6(3,1,3,1,3,1)p 與 10,5(2,2,2,2,2)p  

四、未來展望

我們希望進一步能完全解決 ,P偶 奇與 ,2,S偶 奇存在性問題。在指定邊數 n、個數 k 與拼接方法

kX 時，能找到 , ( )n k kp X 與 ,2, ( )n k ks X 存在性的判斷法則，並延伸至任意凸多邊形與凹多邊形。 

陸、參考資料

一、傅海倫（2005）。有關平面鑲嵌的開放性問題。數學教育，21，87-89。 

二、 Gardner, M.(1988)．Tilings with Convex Polygons, Time Travel and Other Mathematical

Bewilderments(pp.162-176)．W.H.Freeman. 

三、Marianne Freiberger（2018）、Rachel Thomas（2018）。數學好有事（畢馨云譯）。麥

田。（原著出版於 2018） 

四、林壽福（2006）。數學樂園。如何出版社。 
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本件作品是探討如何利用 k 個全等 n 邊形圍成封閉區域，其

中 n 邊形分成兩種，一種是正多邊形，另一種正多角星形。作者

證明了一些基本樣態的存在性，並藉此推導出更複雜型態的存在

性。目前的成果相當有意思，作者們所得到的結果也相當豐富，是

值得讚許的作品。
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百密無一疏
特殊多邊形密閉區塊之研究



研究動機

Johannes Kepler (1619) 曾發表過由多種基本圖形所形成的鑲嵌圖案，

如圖右，我們好奇是否可以使用「單一種正多邊形或正多角星形」

圍出一個密閉區塊？若可以，又能否密鋪整個平面？

研究目的

(一) 探討 k 個正 n 邊形圍出密閉區塊的存在性。

(二) 探討 k 個正 n 邊形與其所圍出密閉區塊是否可密鋪整個平面。

(三) 探討 k 個正 n 角星形圍出密閉區塊的存在性。

(四) 探討 k 個正 n 角星形與其所圍出密閉區塊是否可密鋪整個平面。



探討Pn,k存在性的理論基礎

定理1.4

當 n 為偶數且 𝑘 ≥ 4時，若 pn,k(Xk) 存
在，則可由 Xk 延伸得到 X’k+2，且使得
pn,k+2(X’k+2) 存在。

定理1.5

當 n 為奇數且 𝑘 ≥ 6時，若 pn,k(Xk) 存在，
則可由 Xk 延伸得到 X’k+4，且使得
pn,k+4(X’k+4) 存在。



Pn,k的存在性
(一) Pn,k 具有存在性的最小 k 值

1、當 n 為 6 的倍數時，最少可用 3 個正 n 邊形拼出密閉區塊。

2、當 n 為偶數非 6 的倍數時，最少可用 4 個正 n 邊形拼出密閉區塊。

3、當 n 為奇數時，最少可用 6 個正 n 邊形拼出密閉區塊。

(二) Pn,k 的存在性與拼接方法 Xk

1、當 n、k 均為奇數時，

Pn,k 無存在性。

2、當 n、k 均為偶數時，

Pn,k 均具有存在性。

p8,6(1,2,2,1,2,2) p8,8(1,2,3,2,1,2,3,2)p4,8(1,1,1,1)



P奇,偶、P偶,奇的存在性

3、當 n 為奇數且 k 為偶數時：

(1) P7,8 無存在性，其餘 Pn,k 均有

存在性。

(2)

p11,8(6,1,6,1,3,4,3,1) p9,8(4,1,4,1,3,2,3,1)   p7,12(2,1,3,1,2,2,3,1,2,1,3,2)

4、當 n 為偶數且 k 為奇數時：

(1) 確定無存在性：當 𝑛 = 2𝑖 且 k
為奇數。

(2) 確定有存在性：

①當 𝑛 = 6𝑡且 k 為非 5 的奇數。

②當 𝑛 ≠ 2𝑖且 𝑛 ≠ 6𝑡時，若 α 為

n 的質因數，𝑃𝑛,𝛼 有存在性。

例：p14,23(X23) → α=7 

→ T(14,7)=28

→ X7 = (4,4,4,4,4,4,4) → 

邊數n 奇數 5+4t 11+4t 7

個數k 6+4s 8+4s 12+4s



Pn,k的密鋪性

1、當 n、k 均為奇數時， Pn,k無存在性，亦無密鋪性。

2、當 n、k 均為偶數時， Pn,k均具有密鋪性。

120B D F = = = 

AB BC= ，CD DE= ， EF FA=  



P奇,偶與P偶,奇的密鋪性

3、當 n 為奇數，k為偶數時

(1) 當 n=5+4t、 k為偶數時，Pn,k

均有密鋪性。

(2) 當 n=11+4t、 k=8+4s 時，目前

僅確認 P11+4t,8 具有密鋪性。

4、當 n 為偶數，k 為奇數時

(1) 僅發現 P6t,3 與 P10t,7 有密鋪性。

p9,6(1,3,2,1,3,2)   p5,12(2,0,1,1,1,1,2,0,2,0,1,2) p11,8(4,3,1,6,1,6,1,3) p12,3(1,1,1)                               p10,7(2,2,3,3,2,2,4)



探討 Sn,d,k 存在性的理論基礎

定理2.3

當 n 為偶數且 k ≥ 4 時，若 sn,d,k(Xk) 存
在，則可由 Xk 延伸得到 X’k+2 使得
sn,d,k+2(X’k+2)存在。

定理2.4

當 n 為奇數且 k ≥ 6 時，若 sn,d,k(Xk) 存
在，則可由 Xk 延伸得到 X’k+4 使得
sn,d,k+4(X’k+4)存在。

s10,3,4(5,3,5,3)                  s10,3,6(7,3,7,7,3,7) s7,3,6(3,3,5,3,3,5)             s7,3,10(3,3,5,6,6,3,3,5,6,6)



Sn,d,k 的存在性

(一) Sn,d,k 具有存在性的最小 k 值

1、當 n 為 6 的倍數時，最少可用 3 個正 n 角星形拼出密閉區塊。

2、當 n 為偶數非 6 的倍數時，最少可用 4 個正 n 角星形拼出密閉區塊。

3、當 n 為奇數時，最少可用 6 個正 n 角星形拼出密閉區塊。

(二) Sn,d,k 的存在性

1、當 𝑑 >
𝑛+6

4
，Sn,d,k 無存在性。

2、當 n、k 均為奇數時，Sn,d,k 無存在性。

跳過「奇數」個邊的角度變化 跳過「偶數」個邊的角度變化



Sn,2,k 的存在性
3、當 n、k 均為偶數時， Sn,2,k 有存在性。

4、當 n 為奇數且 k 為偶數時，

(1) S奇,2,偶均有存在性。

(2) 當 k=6+4s 時，可先拼出 sn,2,6(X6)，再延伸得到 sn,2,k(Xk)。

(3) 當 k=8+4s 時，可先拼出 sn,2,8(X8)，再延伸得到 sn,2,k(Xk)。

5、當 n 為偶數且 k 為奇數時，猜想若 Xk可拼出 p2n,k(Xk)，亦能拼出 sn,2,k(Xk)。

s5,2,8(X8) 以及 s7,2,8(X8)s10,2,4(X4)



Sn,d,k 的密鋪性
1、當 n、k 均為奇數時，Sn,2,k 無密鋪性。

2、當 n、k 均為偶數時，Sn,2,k均有密鋪性。

3、當 n 為奇數且 k 為偶數時，Sn,2,k均有密鋪性。

4、當 n 為偶數且 k 為奇數時，目前僅發現 S6t,2,3 與 S10t,2,7 具有密鋪性。



討論與未來展望
(一) p2n,k(Xk) 與 sn,2,k(Xk) 的關係

大多數情形況中，當邊數與個數相同時，若 Xk 可得到 p2n,k(Xk)，則亦可得到

sn,2,k(Xk)。

(二) 從 pn,k(Xk) 延伸至 k 個任意 n 邊形

有些任意多邊形也可以利用與 Pn,k 相同的拼接方法拼成密閉區塊。

(三) 我們希望進一步解決 P偶,奇與 S偶,2,奇存在性問題

，並將情況延伸至任意凸多邊形與凹多邊形中。
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