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摘  要 

本研究從每組間隔 a（ a）個內角的二條角平分線皆正交之不規則邊長 n 邊形

中，發現在 5a  邊形開始產生第一個內分角圓內接四邊形。研究從 2 5a  邊形開始，

做為變動角的 0 1nA A  及 之兩角和與其他固定式內角之間出現的規律關係，並探討到

4 5a  邊形。研究找出在這些條件下的 n 邊形中「內分角圓內接四邊形」個數、正交點

數與 n、a 的關係一般式。若將該 n 邊形邊長改為等差關係後，設定第一邊邊長為 p ，

邊長增加的公差為 d ，在每個固定式內角皆為平均角度時，藉由設定基準高、判別

高、平行距為工具，發現最多可作到 4 4a  邊形。研究亦發現正交點間的距離與 a、d

有特殊的關係，且在探討正交點間的距離時，找出可由一條恆等式來呈現基準高、平

行距和正交點距離彼此的關係更為精簡。 

壹、 研究動機

   本研究從「任意四邊形任兩相鄰內角的角平分線交點會共圓」（文獻[3]）此性質

開始探討，在任意 n 邊形中，所有角的角平分線之交點是否也會共圓？起初，我們只

利用作圖的方式，試著移動頂點，使角平分線的交點有共圓的可能，但在經過多次實

驗後，發現要利用這些交點形成一個圓內接多邊形有很多複雜的情形。因此決定找出

形成圓內接四邊形的條件，研究利用只要一組直角對角互補特性來設定由一個 n 邊形

中，分別讓每組間隔 a 個內角的角平分線產生正交，以達成形成圓內接四邊形之目

的，並以此作為研究假設，並列出六個猜想做為本文探討的主要內容。「猜想一」：在

此種 n 邊形中，所有不同內角間是否有規律關係。「猜想二」：在改設定固定式內角皆
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為平均角度時，能做到之最多邊數與 a 的關聯。「猜想三」：每組間隔 a 個內角之角平

分線正交點所形成的圓內接四邊形個數與 n、a 的關係。另外若將固定式內角皆為平

均角度的 n 邊形之邊長設定為等差關係（之後稱等差 n 邊形），則發現邊長間存有平

行的關係，於是進行「猜想四」：平行的對應邊之距離關係探討與「猜想五：等差 n

邊形最多邊數與未設定等差邊長之 n 邊形最多邊數的差異比較。最後，在作圖中，我

們又發現正交點之間好像有固定的距離、軌跡後，繼續探討「猜想六」：正交點間的

距離是否存有什麼規律？ 

貳、 研究目的 

    本研究首先在不規則邊長的 n 邊形中，先讓每組二條間隔 a 個內角之角平分線正

交，使其交點形成的四邊形（內分角圓內接四邊形）因對角互補產生外接圓後，進一步

探討此種 n 邊形中與上述六項猜想的具體關係。 

    一、該 n 邊形中變動角之和與固定式內角間的倍數關係及固定式內角之間的關係一般式。 

    二、在該 n 邊形中每個固定式內角角度的設定與最大邊數 n 與 a 的關係。    

    三、該 n 邊形中角平分線的正交點數與每組正交角平分線所圍成的「內分角圓內接四邊 

形」個數的關係。 

    再將 n 邊形之不規則邊長探討延伸成等差的關係，設定第一邊長為 p，公差為 d 的等差 

n 邊形，繼續探討： 

四、設計邊與邊、點與邊之間的三種距離：基準高、判別高與平行距，其與三變數 a、p、

d 的關係。 

五、該 n 邊形中每個固定式內角皆為平均角度 a 時，三變數 a、p、d 與最大邊數 n 的關

係，並與不規則邊長的 n 邊形之最大邊數 n 進行比較。 
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    六、探討每個正交點所圍成的圖形以及相鄰正交點間的距離關係。 

参、研究設備與器材 

     紙、筆、電腦、GSP 動態幾何繪圖軟體、SmartDraw 繪圖軟體、GGB 繪圖軟體。 

肆、研究過程或方法 

  一、名詞定義與已知的性質：  

   名詞定義  

1. 角度的寫法新定義：本研究假設 n 邊形中原本完整內角的表示法為 (   0)tA t  或 ， 

如圖 1，例如： 0 1 2 1A A A A  ；如果該角被其角平分線分成兩個半角時，其半角則

表示成
1

2 tA 。 

2.  頂點下標的標示法：如圖 1 所示，設第一個頂點為 0A ，從 0A 點依逆時針方向第一條 

  角平分線是在第二個頂點上產生，所以將第二個頂點下 

標寫成 1A ，其他各點依此類推。 

  3. , 1 i i aG ：為 n 邊形中間隔 a 個內角的 iA 、 1i aA    

   二內角角平分線的正交點，如圖 1，當 2i  ， 1a  時， 

   2,4G 為 2A 和 4A 的角平分線正交的交點。 

4. 變動角：如圖 1 所示，除 0A 和 5A 以外的四個角， 

皆會產生可固定的角平分線，可藉由分別移動點 5A 和點 0A 使其他角平分線正交， 

如移動點 0A 、點 5A 可以分別控制 1A 、 4A 的角平分線使其與 3A 、 2A 的角平分線  

正交，於是定義 n 邊形中 5A 和 0A 為變動角，其餘的角為固定式內角。每個 n 邊形 

中只會有兩個變動角為 0A 和 1nA  。 

圖 1：名詞定義示意圖 
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   5. 內分角圓內接四邊形：由 1 1 2i i i a i aA A A A       、 、 、 的角平分線所圍成的四邊形，因為 

 對角互補，由性質 1 可知該四邊形會有一個外接圓，我們稱此類四邊形為內分角圓內 

      接四邊形，如圖 1 中的四邊形 1,3 3,4 2,4 1,2G I G I 。 3,4I 為 3A 和 4A 的角平分線之交點。 

   6. 分角線正交 n 邊形：如圖 1，由間隔 1 個內角的 2A 、兩個半角 1

1

2
A 、 3

1

2
A 與正交 

點 1,3G 夾出的直角所圍成的四邊形 1 2 3 1,3A A A G ，我們定義為『分角線正交 3a  邊形』。 

已知性質 

    性質 1[1]. 圓內接四邊形的兩組對角分別互補 

    性質 2[3]. 如圖 2，在任意四邊形 ABCD 中，其角平分線 

             的 4 個交點會共圓（符合性質 1 之性質） 

       證明：
1 1

180
2 2

MNO BAD ABC
       
 

 、
1 1

180
2 2

MPO BCD CDA
       
 

 

             
1 1 1 1

360
2 2 2 2

MNO MPO BAD ABC BCD CDA
            
 

 

                             
1

360 360
2

      
 

180      ( )對角互補  

【研究架構流程圖】 

 

 

 

 

         

 

 

圖 2：性質 2 示意圖 
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探討正交點所圍成的圖形和正交點

之間的距離(推論 8) 

四 邊 形 中

任 兩 內 角

分 角 線 交

點會共圓 

探討：1.變動角與固定式內角的關係式(推論 1)； 

2.固定式內角之間的關係式(推論 2)； 

3.固定式內角的角度設定求最大邊數與 a 的關係(推論 3) 

4.內分角圓內接四邊形個數與 n、a 的關係(推論 4)。 

設定邊長為等差關係的 n

邊形中，第一邊長為 p，邊

長公差為 d，間隔 a 個內角

分角線正交的交點會共圓 

定義基準高、判別高與

平行距並探討與 a、p、

d 的關係(推論 5) 

利用基準高和判別高得到最

多邊數比值判別法(推論 6) 

設定不規則邊

長的 n邊形中，

間隔 a 個內角

分角線正交的

交點會共圓 

對於任意 t， tA 的角平分線與   4 4 1t a jA   

 2,3, 4j    的角平分線重合(推論 7) 
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圖 1：推導變動角 

關係式示意圖 

     有了上述的性質 1、2 為基礎，本研究開始從性質 2 推廣到五、六、七、八、…、 

     n 邊形，嘗試尋找在設定 4 個交點形成的四邊形中，只要一組直角對角互補之條件 

     下，不規則邊長的多邊形中如何能產生最多內分角圓內接四邊形的條件，以及該條件 

     與邊數 n、角度的關係式及其他可能存在的規律關係。 

二、在不規則邊長的 n 邊形中探討變動角與其他角度的關係一般式 

        為了找出最多可以作出幾邊形，並尋找變動角與固定式內角之間的關係，我們使用   

前述提出的方法： 

首先，如圖 1 所示，在六邊形 0 1 2 3 4 5A A A A A A 中的四邊形 1 2 3 1,3A A A G 中， 1A 和 3A 的角平 

分線正交點為 1,3G ，則 1 2 3

1 1
360 90 270

2 2
A A A        ○1 ，同理 

    2 3 4

1 1
270

2 2
A A A     ○2 ，再將上二式相加 

    1 2 3 4

1 3 3 1
270 2

2 2 2 2
A A A A          ○3 ； 

    又六邊形 0 1 2 3 4 5A A A A A A 內角和為 1 2 3 4A A A A     

     5 0 6 2 180A A     ○4 ，則○4 -○3 可得到 

     1 2 3 4 5 0

1 1 1 1
6 2 180

2 2 2 2
A A A A A A               

    270 2  ，整理之後得到  0 5 6 2 180 270 2A A        

       1 4 2 3

1 1

2 2
A A A A      ，又讓○1 及○2 式等號左邊相等，可得到相鄰內角和的關 

    係式： 1 2 3 4A A A A    。其他 n 邊形變動角及相鄰內角和關係式依此類推。我們 

    將正交的兩條角平分線所屬的內角位置分成中間間隔一個、二個、三個內角、、等 

    情況來分析，觀察間隔 a 個內角時，可以作出的 n 邊形是有限的，以下是探討結果。 

(一) 間隔一個內角時（ 1a  ）： 

G2,4
G1,3
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A3

A4
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圖 3-1 圖 3-3 圖 3-2 

1. 六邊形（當 1a  時， 6n  為最小值），如圖 3-1  

      變動角      0 5 1 4 2 3

1 1
6 2 180 270 2

2 2
A A A A A A             ，此時出現 

      相鄰內角和關係式： 1 2 3 4A A A A    、不相鄰內角和關係式：無，但六邊形內 

      已有 1 個以 1,3G 、 2,4G 為對角頂點的「內分角圓內接四邊形」。 

 

 

 

 

 

2. 七邊形（出現完整的規律），如圖 3-2 

   同六邊形一樣，可得變動角 0 6A A  與其他固定式內角的關係式為 

 變動角       0 6 1 35 2 4

1 1
7 2 180 270 3

2 2
A A A A A A A              

上式中最後一項出現 1 倍的完整內角 3A （稱全角）即表示開始出現完整的規律。 

相鄰內角和關係式： 1 2 3 4A A A A     ○1 、 2 3 4 5A A A A     ○2，由 

○1 -○2 後經整理得到不相鄰內角和關係式： 1 5 32A A A    。七邊形內有 2 

       （1+1）個分別以 1,3G 和 2,4G 、 3,5G 和 2,4G 為對角頂點的「內分角圓內接四邊形」。 

  3. 八邊形，如圖 3-3，同六、七邊形一樣，同理得到變動角 0 7+A A  的關係式（○3  

     式），也得到相鄰內角和關係式與不相鄰內角和關係式 

       3 40 7 1 6 2 5

1 1
8 2 180 270 4

2 2
A A A A AA A A               ○3  

        相鄰內角和關係式： 1 2 3 4 2 3 4 5 3 4A A A A A A A A A A           、 、  

        5 6A A   ；不相鄰內角和關係式： 1 5 3 2 6 42 2A A A A A A        、   

 

G2,4
G1,3

A1

A2

A3

A4

A0

A5

G3,5G2,4

G1,3

A1

A2

A3

A5

A0

A6

A4

G4,6

G2,4

G1,3

A6

A0

A5

A4

A3

A2

A1

A7

G3,5
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圖 4：九邊

形示意圖 

        八邊形內有 4（1+1+2）個分別以 1,3G 和 2,4G 、 3,5G 和 2,4G 、 1,3G 和 4,6G 、 3,5G 和 4,6G  

為對角頂點的「內分角圓內接四邊形」。 

4. 九邊形（當 1a  時， 9n  為最大值），如圖 4  

同六、七、八邊形一樣，九邊形的變動角 0 8A A   

的關係式為   

            0 8 32 41 7 6 5

1 1
9 2 180 270 5

2 2
A A A A A A A A A                 

       以及相鄰內角和關係式： 1 2 3 4A A A A     、 2 3 4 5A A A A     、

3 4 5 6A A A A     、 4 5 6 7A A A A     和 

不相鄰內角和關係式： 1 5 32A A A    、 2 6 42A A A    、 3 7 52A A A    。 

     九邊形內有 7（1+1+2+3）個分別以 1,3G 和 2,4G 、 1,3G 和 4,6G 、 3,5G 和 2,4G 、 3,5G 和 

     4,6G 、 1,3G 和 5,7G 、 2,4G 和 5,7G 、 4,6G 和 5,7G 為對角頂點的「內分角圓內接四邊形」。 

十邊形（當 1a  時， 10n  出現 10A 內凹），如圖 5，經作圖實驗發現，做到超過九

邊形( 10,11,...n  )時，皆為凹多邊形，於是推論並求當「間隔一個內角」系列的圖形

之可能關係為何？ 

    小結：所以，在間隔 a 個內角中，當 1a  時，至少從六 

 5 1 5 6a     邊形開始會產生「內分角圓內接四邊形」， 

且從七  2 5 2 1 5 7a      邊形開始出現完整的規律， 

至多做到九  4 5 4 1 5 9a      邊形即停止， 

變動角 0 1nA A   的關係式為 

   
2 4

0 1 1
1 3

3
( 2) 180 4 2 180 90 4 ( )

2

n

n k n k k
k k

A A n n k A A A


  
 

                                  
   

    其中 0 1nA A  和 為變動角，且 7 9n  。 4=a+3=1+3 

圖 5：凹十邊形示意圖 
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圖 6-1 圖 6-2 圖 6-3 

(二) 間隔二個內角、三個內角時（ 2,3a  ）： 

  參考圖 6-1～6-8 和圖 7-1～7-11，比照間隔一個角的分析方式，分析間隔二、三個內角

時， n 的最小值、最大值以及開始產生完整規律之邊數，和變動角 0 1nA A   、相鄰、不相

鄰內角和關係式與內分角圓內接四邊形個數統整在表格一～四中，最終得出 n 的最小值、最

大值分別為 7 和 9、13 和 17，而變動角 0 1nA A   關係式中，兩變動角之和會與固定式內

角出現兩角之和、連續全角和的倍數關係，且兩種內角和關係式之形式皆與 a 有關。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 6-7 圖 6-8 

圖 6-4 圖 6-5 圖 6-6 

圖 6-1〜6-7：每組間隔二個內角角平分線皆正交的七〜十三邊形，

圖 6-8 為產生內凹的十四邊形。 
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圖 7-5 圖 7-6 圖 7-7 圖 7-8 

圖 7-9 圖 7-10 圖 7-11 

圖 7-1 圖 7-2 圖 7-3 圖 7-4 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

邊 數 變動角 0 1nA A   關係式 ( 2)a   

7( minn )      0 6 1 5 2 4 3

1 1
7 2 180 450 2

2 2
A A A A A A A               

8        0 7 1 6 2 5 3 4

1 1 3
8 2 180 450 3

2 2 2
A A A A A A A A                 

表格一：間隔二個內角平分線正交時，n 邊形中變動角 0 1nA A   與固定式內角的關係式 

圖 7-1〜7-10：每組間隔三個內角角平分線皆正交的八〜十七邊形， 
圖 7-11 為產生內凹的十八邊形。 
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表格三：間隔三個內角平分線正交時，n 邊形中變動角 0 1nA A   與固定式內角的關係式 

 

 

9(開始產生

完整規律) 

     0 8 1 7 2 6

1 1
9 2 180 450 4

2 2
A A A A A A              

              

    

13( maxn ) 
       0 12 1 11 2 10 3 9

1 1 3
13 2 180 450 8

2 2 2
A A A A A A A A                 

 

n 
 

邊

數 
相鄰內角和關係式 ( 2)a   

累計

數量 
不相鄰內角和關係式 ( 2)a   

累計

數量 

7 1 2 4 5A A A A     1 無 0 

8 再加 2 3 5 6A A A A      2 1 6 3 4A A A A     1 

          
13 再加 7 8 10 11A A A A      7 再加 6 11 8 9A A A A      6 

邊 數 變動角 0 1nA A   關係式 ( 3)a   

8( minn )  

     

11(開始產生

完整規律) 

 

 

                                                  

17( maxn ) 
 

 

    

表格二：間隔二個內角平分線正交時，n 邊形中固定式內角間的關係式 

 4 5 6 7 8         2 A A A A A     

       

 

0 10 1 9 2 8 3 7

6 54

1 1 3
11 2 180 630 5

2 2 2
5

                    3
2

A A A A A A A A

A AA

               

    

     0 7 1 6 2 5 3 4

1 1
8 2 180 630 2

2 2
A A A A A A A A              

3 5

1
1 4

3
( ) (2 )

2

n

k n k k
k k

k A A A


 
 

           
 

       

   

0 16 1 15 2 1

5 6 7 8 9 10 11

4 3 13

4 12

1 1 3
17 2 180 630 11

2 2 2
5

3         
2

A A A A A A A A

A A A A A A AA A

               

      



   

 0 1 2 180 [(5 2) 180 90 ] ( 5)nA A n n           

 3 45

3

2
2 AA A   
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由前面每組間隔一、二、三個內角的角平分線皆正交時，可得出如推論 1 的規律關係式。 

證明：先列出每個分角線正交 a+3 邊形中固定式內角關係式，共 n-a-3 個，再搭配 n 邊形 

內角和公式，經運算找到固定式內角的係數是與 a 有關的函數。（因篇幅有限，詳 

細證明過程呈現在實驗日誌的附件中。） 

三、不規則邊長的 n 邊形中探討間隔 a 個內角的角平分線正交時，內部相鄰、 

    不相鄰內角和關係 

   在前面的探討過程中，已經有分析到在 n 邊形中，每組間隔 a 個內角的角平分線皆正 

   交、且在推導變動角 0 1nA A   的關係式時，也同時得到相鄰內角和關係式與不相鄰內 

   角和關係式，觀察其下標的變化規律後，將結果統整在推論 2 中。 

n 

 0 1

4 6

1
1 5

2 180 [(6 2) 180 90 ] ( 6)

3
                       ( ) (3 )

2

n

n

k n k k
k k

A A n n

k A A A





 
 

             

           
 

 

邊

數 
相鄰內角和關係式  3a   累計

數量 
不相鄰內角和關係式  3a  累計

數量 

8 1 2 5 6A A A A     1 無 0 

9 再加 2 3 6 7A A A A     2  1 7 3 5A A A A     1 

         

17 再加  

3 4 7 8

4 5 8 9

10 11 14 15

                  

A A A A

A A A A

A A A A

    

    

    


 、

 、

 

 
 

10 

再加  

2 8 4 6

3 9 5 7

9 15 11 14

                  

A A A A

A A A A

A A A A

    

    

    


 、

 、

 

 9 

推論 1：在邊長不規則的 n (2 5 4 5)a n a    邊形中，若間隔 a（ a）個內角的角平

分線皆正交時，則變動角 0 1nA A   的關係式為 

     0 1 ( 2) 180 1 180 90 3nA A n a n a                

                               
1 3

1
1 2

3
( ) ( )

2

a n a

k n k k
k k a

k A A a A
  

 
  

           
   

表格四：間隔三個內角平分線正交時，n 邊形中固定式內角間的關係式 
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 證明：由前面表格二、四的結果，同樣是利用分角線正交 a+3 邊形中固定式內角關係式做         

       運算推導就可以得到。（因篇幅有限，詳細證明過程呈現在實驗日誌的附件中。） 

四、不規則邊長的 n 邊形中邊數最多的條件從相等固定式內角找最多邊數 n 

    為了要讓圖形一般化，因此要讓 n 邊形的邊數達到最多，並使每個內角盡量大，另外每

個邊長都盡量不一樣，以致於當邊數越多時，整個圖形越像橢圓形，例如間隔二個角的分角

線正交最多可以作到十三邊形，如圖 8。 

為了邊數要最多、內角最大，在不規則邊長 n 邊形中每個固定式 

內角都會以半角或全角的形式用在推導上，且邊數越多的 n 

邊形，其每個固定式內角度數就越接近，於是我們取「平均角度」 

的概念，設定每個固定式內角的角度都一樣，即分角線正交 

3a  邊形中，固定式內角 ( 3 2) 180 90 90
180

1 1

a

a a

     
   

 
度。 

有了平均角度的設定，搭配觀察到間隔 a 個內角的角平分線正交時，最少從 5a  邊形開

始，可以得到第一個內分角圓內接四邊形，從 2 5a  邊形開始，產生完整規律的變動角關係

式，最多可以作到 4 5a  邊形。統整這些規律的結果在推論 3 中。 

 

 

 

 

推論 2：在邊長不規則的 n ( 5 4 5)a n a    邊形中，若間隔 a（ 1,2,3,a  ）個內角

的角平分線皆正交時，則固定式內角之間的關係式為 

   相鄰內角和關係式： +1 1 +2m m m a m aA A A A      ,且 1 4m n a     

   不相鄰內角和關係式： + 3 2 1m m a m m aA A A A       ,且 1 5m n a     

推論 3：在任一邊長不規則邊長 n 邊形中，若間隔 a（ a）個內角的角平分線皆正

交，且 n 邊形中固定式內角皆為平均角度 90
180

1a

    
度時，則此 n 邊形邊數 n 的範圍

是 5 4 5a n a    ，其中 2 5n a  時，始有完整規律的變動角關係式。 

圖 8：當邊數越多，

整體越像橢圓形。 
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表格五：間隔一、二個內角時，內分角圓內接四邊形個數及其排列方式 

圖 9：當列到第 2a  項等式時，其總和出現

了第一個「a 倍的全角」。 

證明：1.由於產生 n 邊形的原則是要「做出至少一個內分角圓內接四邊形」，也就是產生兩 

個正交點，分別為 1, 2aG  和 2, 3aG  ，故 1A ～ 3aA  為其最少的所有固定式內角，共 a + 3 個，

再加上兩個變動角，所以共有 a + 5 個內角。 

2.如圖 9 中需有 a+2 個關係式才會產生紅色 

框框的 2

1

2 aA  項，即可出現完整規律的變動 

角關係式，也就是從 a+5+a=2a+5 邊形開始； 

又二個固定式內角度數和為   90
2

1
n

a


 


必小 

於360，則 4 6n a  ，故 4 5n a  最大，如圖 8，a = 2 時最多作到十三邊形，故得證  ∎ 

五、內分角圓內接四邊形數量與 a、n 的關係一般式 

    在前面所有分析間隔 a 個內角的不規則邊長 n 邊形中，發現每組固定式內角的角平分線

皆正交時，產生的正交點數與內分角圓內接四邊形個數有規律的關係，在此只將間隔一、二

個內角的情況合併列在表格五中，其餘均在實驗日誌後的附件中。表格五中內分角圓內接四

邊形個數的排列中，有紅色的數字為第一次兩內角平分線平行的情況發生時該 n 邊形會增加

的圓內接四邊形個數，且和前一個 n 邊形增加的個數一樣，此乃因為第一次角平分線平行

時，新產生的正交點會和第一個正交點共線，接下來還會有第二、三、….次平行發生，產

生新正交點也分別和第二、三、……個正交點共線，故角平分線平行情況發生後（含第一次

平行）n 邊形內部內分角圓內接四邊形個數還是成等差數列的方式呈現。我們將兩種規律，

利用高斯符號，將兩種情況合併為一個公式，其關係式如推論 4。 

 

間隔一個內角，a= 1 間隔二個內角，a= 2 

n 邊形 n = 6 n = 7 n = 8 n = 9 n = 7 n = 8 n = 9 n = 10 n = 11 n = 12 n = 13 

正交點
個數及

2 3 4 5 2 3 4 5 6 7 8 

1 2 1

2 3 2 3

+1 2 2 1 2 2

2

2

1
( 1) 180 90

2

1 1
( 1) 180 90

2 2
                                              

1 1
( 1) 180 90

2

1

2

2

1

2

a

a

a a

a a a

a

a

aa

A A A a

A A A A a

A

A A A A a

AA



 

 







          

           

           
















個角

3 2 2 2 3

1
( 1) 180 90

2a aA A a 












          



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圖 10：名詞定義示意圖 

圖 11：引理示意圖 

 

 

 

證明：因篇幅有限，證明過程在實驗日誌的附件中。 

六、邊長為等差關係的 n 邊形中角平分線正交的研究探討 

將 n 邊形邊長改成等差關係後，需重新定義新名詞如下，前面的部分依舊沿用；之後稱

邊長是等差關係的 n 邊形為等差 n 邊形，但最後一邊長不計入等差關係。 

    新名詞定義   

  1. p、 d、 a ： p 為第 1 邊 0 1A A 長度； d 為邊長增加的公差； 

    a 為平均角度，如圖 10 的等差多邊形中， 2a  、 1p  、 

0.05d  、 150a  ， 1,4G 、 2,5G 為正交點，其中 a， ,p d  。 

  2.【新引理】如圖 11，在等差 n 邊形中， 1 1 2i i i a i aA A A A    
 

且 1 2 2 2 3/ / ( 0)i i i a i aA A A A i      。 

    證明：如圖 11，作射線 0 1A A


、 2 1a aA A 


相交於點O  

       1A 、 2aA  （間隔 a 個內角）的角平分線正交於點 1, 2aG    

       1 1, 2 2 90a aAG A   又四邊形 1 1, 2 2a aA G A O  內角和 

     1 2

1 1
(180 ) 90

2 2a a aA OA        1 2270 360aAOA      

       1 2 90aAOA    0 1 1 +2a aA A A A 
 

  也就是在 0i  時， 

       1 1 2i i i a i aA A A A    
 

成立，同理可證，當 i =1,2,3,4,…時， 

       1 1 2i i i a i aA A A A    
 

仍然成立。又 1 2i a i aA A   


又會與 2 2 2 3i a i aA A   


垂直，即    

其排列
方式 2 2+1 2+1 

+1 
2+1 

+1+1 2 2+1 2+1 
+1 

2+1 
+1+1 

2+1+1 
+1+1 

2+1+1 
+1+1+1 

2+1+1+1 
+1+1+1 

內分角圓
內接四邊
形個數及
排列方式 

1 2 4 7 1 3 5 8 12 17 23 

1 1+1 1+1 
+2 

1+1 
+2+3 1 1+2 1+2 

+2 
1+2 

+2+3 
1+2+2
+3+4 

1+2+2 
+3+4+5 

1+2+2+3 
+4+5+6 

推論 4：參考表格五，若不規則邊長的 n 邊形中，當每組間隔 a 個內角的固定式內角平分

線皆正交時，令正交點數 , 3n aO n a   ，可得內分角圓內接四邊形個數為

 ,

, 2 2 4
2 5
        

n aO
n a

n
Q C n a

a
，其中

 
!

! !
m
n

m
C

n m n



， 為高斯符號。 

O
G1,a+2

A0
A1

A2

Aa+1
Aa+2

Aa+3

G2,5
G1,4

A1
A0

A2

A3

A4

A5 A6

A7

A8

A9

 
2
a

 
2
a

 
2
a

 
2
a

 
2
a

 
2
a

 
2
a

 
2
a

 
2
a  

2
a  

2
a  

2
a

 
2
a  

2
a

 
2
a
 

2
a
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圖 14：基準高、平行距與 

判別高的舉例說明 

圖 12：判別高小於基準高 

圖 13：判別高

大於基準高 

      1 2 2 2 2 3i a i a i a i aA A A A       
 

，所以 1 2 2 2 3/ /i i i a i aA A A A         ∎ 

 (一) 製造尋找最多邊數條件之工具 

       為了找出等差 n 邊形的最多邊數，我們採用新引理 

中提到的「各組對應平行邊距離」和「頂點與邊的距離」 

的比較法。如圖 12 的等差多邊形中， 1a  的條件下，由引理 

可知， 0 1A A 會和 4 5A A 平行 (  = 0)i ，於是先定義「基準高」是這兩條邊的距離；接著再 

定義「判別高」為點 mA 到直線 2 2 2 3a aA A 


的距離，其中 2 4m a  ，為什麼要如此定義 

呢？如圖 12 所示，如果判別高 6 1( )A C 小於基準高 1 2( )S S ，代表在連接 0 mA A  0 6A A 時，   

    此多邊形為凸多邊形(做到七邊形)；如圖 13，如果判別高 8 2( )A C 大於等於基準高 

    3 4( )S S ，代表在連接 0 mA A  0 8A A 時，此多邊形為凹多邊形 

(做到八邊形)，所以，要判斷最多能做到幾邊形時，只要用 

基準高和判別高進行比較，便可知每多做一條邊是否會內凹， 

因此可找出最多邊數。另外，各組平行邊之間的距離，也有類似的 

    規律，於是定義了「平行距」為線段 1i iA A 到線段 +2 2 2 3i a i aA A    0i   

    的距離。我們先將基準高、平行距、判別高的符號定義如下， 

    與 a、p、d 的關係一般式統整歸納在推論 5 中。 

 基準高： 0 1A A 到 的距離，符號為 ,
0 1 2 2 2 3( , )a p

d a aD A A A A  ， 

    如圖 14， 0 1A A 到 的距離為 2,1
0.05 0 1 6 7( , )D A A A A 。 

 平行距： 到 的距離，符號為 

     ,
, 1 2 2 2 +3,a p

d i i i i a i aD A A A A    ，如圖 14， 到 的距離為  2,1
0.05,2 2 3 8 9,D A A A A 。當 i = 0 

    時，為第一組平行距，其值會等於基準高，即  2,1 2,1
0.05 0 1 6 7 0.05,0 0 1 6 7( , ) ,D A A A A D A A A A 。   

2 2 2 3a aA A 

6 7A A

1i iA A  +2 2 2 3i a i aA A  

2 3A A 8 9A A

C1S2
A4 A5

A6
A3

A2

A1 A0S1

S4

A0A1

A2

A3

A4 A5C2

A6

A7

A8

S3

A1
A0

A2

A3

A4

A5 A6

A7

A8

A9

  2,1
0.05 9 6 7,D A A A

  2,1
0.05,2 2 3 8 9,D A A A A

2,1
0.05 0 1 6 7( , )D A A A A
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圖 15：將等差 n 邊形邊長

利用三角函數轉換成三角形

的高並將其加總。 

 判別高：點 到直線 的距離，符號為  ,
2 2 2 3,  


a p
d m a aD A A A 。判別高可分成兩種： 

    第一類判別高： ；第二類判別高： 3 5m a  ，如圖 14， 到直線   

    6 7A A


的距離為  2,1
0.05 9 6 7,


D A A A ，屬於第一類判別高。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

證明：1. 如圖 15，分別過點 1 2 3 2 1 2 2... ...a a a aA A A A A A  、 、 、 作與 0 1A A 平行的射線以及過點 

2 3 1 2... ...a aA A A A 、 、 2 2 1,a aA A  作與前面所作平行線互相垂直 

的直線且分別交於點 1 2...h h、 3 2 1 2 2...a a a ah h h h  、 、 。 

又如圖 16 所示， 1 1 2 =180 ah A A   、 

2 2 3 2 2 1 1 2 3 = h A A h A r r A A   1 1 2 (180 ) 2(180 )a ah A A         

    3 3 4 3 3 2 2 3 4 = h A A h A r r A A   2 2 3 (180 ) 3(180 )a ah A A         

     依此類推可得  1 3 3 2= 180a a a a a a ah A A h A A a        ， 

根據定義，基準高可以表示成： 

mA 2 2 2 3a aA A 



2 4 3 4a m a    9A

推論 5：在等差 n 邊形中，間隔 a 個內角的角平分線皆正交時，固定式內角為平均角度

a 、若第一邊長為 p 、則邊長增加公差為 d 時，基準高 ,
0 1 2 2 2 3( , )a p

d a aD A A A A  、平行距

 ,
, 1 2 2 2 +3,a p

d i i i i a i aD A A A A    及判別高  ,
2 2 2 3,  


a p
d m a aD A A A 的一般式分別如下各式， 

基準高  ,
0 1 2 2 2 3

1

90
( 1) 2 sin( ) 1

1
( , ) (1)

a

k

a p
d a aD A A A

k
p a d

a
A


 

         
  、 

平行距    ,
, 1 2 2 2

1
+3,

90
( 1) 2 sin( 2)) 1 (

1

a

k

a p
d i i i i a i a

k
p a i dD A A

a
A A    



          
  ， 0i  、 

判別高  ,
2 2 2 3,a p

d m a aD A A A 


 

第一類判別高  
2 3

1

90
2 2 sin

1
(3 1)

m a

k

k
p a k d

a

 



          
  ， 2 4 3 4a m a     

第二類判別高      1 1

1 3 4

90 4 490
2 2 sin sin

1
( 2)

1
3

a m

k k a

a kk
p a k d p kd

a a

 

  

                  



   ， 

其中  3 5m a  。 

A2a+3

h2a+1
h2a+2

A2a+1

A2a+2

ha+3

A2a

Aa+3

h1 A0A1

Aa+2

ha

Aa+1

Aa

h2
A3

A2
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圖 16：在每塊以等差 n 邊形邊長

當斜邊的三角形中，每組「高的

對角」之間的倍數關係 

,
0 1 2 2 2 3 1 2 2 3 1 1 2 2 3 2 2 1 2 1 2 2( , ) ( ... ) ( ... )a p

d a a a a a a a a a a a aD A A A A h A h A h A A A A h A h A h                   

上式中前面括號內的項數和後面括號內一樣， 

故將前面括號的第一項跟後面括號的最後一項 

合併；前面括號的第二項跟後面括號的倒數 

第二項合併，依此類推可得 

                                                                              ○1  

又 2 2 2 1 2 2 2 11 2 1 2
1 1 2 2 2 2 2 2 1

1 2 2 1 2 2

sin(180 )= sin( )= sin( )
(2 1)

a a a a
a a a a

a a

h A h Ah A h A
h A A h A A

p d p a dA A A A
    

  
 

      
  

 

 1 2 2 2 2 1( )sin(180 )  (2 1) sin(180 )a a a ah A p d h A p a d         、 ；同理可證 

  1 1 3 2 3 2
1 3 3 2

1 2 3

sin (180 ) = sin( )= sin( )
( 2)

a a a a a a a a
a a a a a a a

a a a a

h A h A h A h A
a h A A h A A

p ad p a dA A A A
      

   
  

       
  

 

     1 3 2( )sin a(180 )  , ( 2) sin (180 )a a a a a ah A p ad h A p a d a                       

○1 式可改成   ,
0 1 2 2 2 3( , ) ( )sin(180 ) (2 1) sin(180 )a p

d a a a aD A A A A p d p a d            

  ( 2 )sin 2(180 ) (2 ) sin 2(180 )a ap d p a d                                     

   1 2... ( ) sin (180 ) ( 2) sin (180 )a a a ap ad a p a d a A A                              

           
1 1

90
( 1) 2 sin (180 ) 1 ( 1) 2 sin( ) 1

1

a a

a
k k

k
p a d k p a d

a


 

                          
   

2. 由於每一組平行距都和基準高的形式類似，從 1 倍的180 a 乘上該邊邊長，直到 a 倍 

  的180 a 乘上該邊邊長，差別就差在：當平行距中的 i 增加時，每一邊長都會因公差  

  而增加。假設 1i iA A 、 +2 2 2 3i a i aA A   為第 1i  組平行邊，於是可將平行距表示成 

      ,
, 1 2 2 2 +3, ( 1) sin(180 ) (2 1 ) sin(180 )a p

d i i i i a i a a aD A A A A p d p a di i               

         ( 2) sin 2(180 ) (2 ) sin 2(180 )a ap d ai ip d           

,
0 1 2 2 2 3 1 2 2 1 2 2 2 3 2 2 1 1 2 3 1 2( , ) ( ) ( ) ... ( )a p

d a a a a a a a a a a a aD A A A A h A A h h A A h h A A h A A                 

r2

h3

h2

r1

h1 A1

A5

A4

A3

A2

A0
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          1 2... ( ) sin (180 ) ( 2 ) sin (180 )a a a ai ip a d ai p a d ai A A                 

       2 (2 2 2 ) sin(180 ) 2 (2 2 2 ) sin 2(180 ) ...a ap a d p ai i d              

                     2 (2 2 2 ) sin (180 ) ( ( 1) )ap a d ia a di p         

       
1 1

90
( 1) 2 sin (180 ) 1 ( 1) 2 sin( ) 1

1

a a

a
k k

k
p a d k p a i d

a
i 

 

      
                      

   

  3. 由於判別高無法像基準高、平行距一樣具有對稱性。所謂對稱 

   性，是指若以 1 2a ai iA A    當作整條式子的中間項，第一項和最 

    後一項皆為「1 倍的180 a 」，可以合併，第二項和倒數第 

二項皆為「2 倍的180 a 」，也可以合併，依此類推。因此 

分成兩部分來討論：如圖 17，第一類判別高的通式，從頂點 

   2 4aA  開始產生，直到頂點 3 4aA   (綠色部分)，於是有以下式子： 

             ,
2 2 2 3, 2 3 sin 180 + 2 4 sin 2 180 ...                


a p
d m a a a aD A A A p a d p a d   

       1 sin 1 2 2 180 ap m d m a                經過整理得 

        
   

 
1 2 2

,
2 2 2 3

1

, 2 2 sin 180 
  

 


      
 m a

a p
d m a a a

k

D A A A p a k d k  

 
2 3

1

90
2 2 sin

1

m a

k

k
p a k d

a

 



          
 ； 

    第二類判別高的通式，從頂點 3 5aA  開始產生，上限則是後面利用基準高和判別高來求得   

    (桃紅色部分)，而公式還需要加上第一類判別高公式中 m 的最大值，於是有以下式子： 

       
2 3

,
2 2 2 3

3 4

1

90
, 2 2 sin 3 4 sin 180

1


 

 


                    


 a
a p
d m a a a

k

a k
D A A A p a k d p a d a

a

             + 3 5 sin 1 180 ... 1 sin 4 4 1 180a ap a d a p m d a m                        

  經過整理得

圖 17：說明兩種判別高 

A3a+5

A3a+4

A3a+3

A2a+4
A2a+3

A2a+2

A0A1
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        
1 1

,
2 2 2 3

1 3 4

90
, 2 2 sin sin 4 4 180

1


 

 
  

               
 

 a m
a p
d m a a a

k k a

k
D A A A p a k d p kd a k

a
 

               1 1

1 3 4

90 4 490
2 2 sin sin

1 1

a m

k k a

a kk
p a k d p kd

a a

 

  

                   
    ∎ 

（二）利用基準高和判別高找出等差 n 邊形的最多邊數 

       有了基準高和判別高的一般式，即可利用它們的大小關係推導出等差 n 邊形的最多 

   邊數，進而得到最多邊數比值判別法，即利用此來判斷是否可做到等差 n 邊形的最多邊 

   數，如推論 6 所述。 

 

 

 

 

 

  證明：(1)當產生第 4a+5 個點( 4 4aA  )時，點 4 4aA  的判別高(點 4 4aA  到 2 2 2 3a aA A 


的垂直距離) 

         等於最後一組平行距( 2 2 2 3a aA A  到 4 4 4 5a aA A 


的垂直距離)，故 

判別高  ,
4 4 2 2 2 3,  


a p
d a a aD A A A  

=平行距    ,
,2 2 2 2 2 3 4 4 4 5

1

90
, 2 2 1 2sin 1

1

a
a p
d a a a a a

k

k
D A A A A p a a d

a    


                   
  

 
1

90
2sin3 3 1

1

a

k

k
p da

a

                
  

1

1
90

2sin 1
1

a

k

k
p d

a
a



               



＞ 基準高 

   即基準高＜判別高，圖形變成凹多邊形，故得證。  

  (2)當產生第 4a+4 個點( 4 3aA  )時，連接 0 4 +3aA A 時，判別高(第二類)為    

       1 4 2
,

4 3 2 2 2 3
1 3 4

90 4 490
, 2 2 sin sin

1 1

 

  
  

                   
 

 a a
a p
d a a a

k k a

a kk
D A A A p a k d p kd

a a
 

                  
1

1 2

90 90
2 2 sin 4 4 sin

1 1

a a

k k

k k
p a k d p a k d

a a



 

                                  
                   

推論 6:【最多邊數比值判別法】 

在固定式內角皆為平均角度 a 、第一邊長為 p 和邊長公差為 d 的等差 n 邊形中，若滿

足 d 和 p 的比值範圍如下，則可作到等差 n 邊形最多邊數為 4a + 4。 

間隔 a 個內角( 2a  )時， 

   
2

90
sin

1
90 90

4 +4 sin sin 2 2
1 1

a

k

d a
p k

a a
a a

 
  

                 


＜ ； 

間隔一個內角( 1a  )時， 
sin 45

sin 45 4

d

p




＜ 。 
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                
2

90 90 90
3 3 2sin sin 1 sin

1 1 1

a

k

k
p a d a d

a a a

                                    
  

       又基準高  ,
0 1 2 2 2 3

1

90
( , ) ( 1) 2 sin 1

1

a
a p
d a a

k

k
D A A A A p a d

a 


             
  

                                 
2

90 90
( 1) 2sin 2sin 1

1 1

a

k

k
p a d

a a

                      
  

       同樣將第 4a+4 個點( 4 3aA  )時的判別高(第二類)和基準高經整理並刪除相同的部分  

   後，剩下不同的部分則為 判別高=    
2

90 90
2 2 2sin sin 2 2

1 1

a

k

k
a d d a d

a a

                  
     

   和基準高=
90

sin
1

p
a

 
  

 ，兩者皆與 p、d 的變化有關。於是從此處設定判別高 < 基準高  

   來尋找 p 與 d 的比值，i.e.    
2

90 90 90
4 +4 sin sin 2 2 sin 

1 1 1

a

k

k
d a a p

a a a

                            
 ＜  

   

   
2

90
sin

1
 

90 90
4 +4 sin sin 2 2

1 1

a

k

d a
p k

a a
a a

 
  

                 


＜ 。故當比值
d

p
小於

   
2

90
sin

1
90 90

4 +4 sin sin 2 2
1 1

a

k

a
k

a a
a a

 
  

                 


時，即可做到最大邊數 4a+4 邊形。 

    (3) 特例  1a  ： 

       因 a=1 時沒有第二類判別高（第二類判別高中，間隔一個內角時 m 的最小值為 8， 

   9n  ，但 9n  與(1)的結果 max 4 5n a  矛盾），所以不能使用上面的比值關係式，需另 

   找一種關係式來判斷(使用第一類判別高)。當 3 4m a  (n=3a+5)時，判別高(第一類)   

      
1

,
3 4 2 2 2 3

1

90
, 2 2 sin

1



  


          


 a
a p
d a a a

k

k
D A A A p a k d

a
 代入  判別高＜基準高  得 

      
1

1 1

90 90
2 2 sin ( 1) 2 sin 1

1 1

a a

k k

k k
p a k d p a d

a a



 

                           
  ＜  經整理後得到 

          
1

90
si 2 2n

1

a

k

k
k d p

a
a d



     



 ＜ ，a=1 代入得  sin 45   4d dp  ＜  
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圖 18(c)：當 3a  ， 

 
sin 22.5

16 sin 45 sin 67.5 sin 22.5 8

d

p


    

＜ 時 

 

圖 18(d)： 當 3a  ， 

 
sin 22.5

16 sin 45 sin 67.5 sin 22.5 8

d

p


    

＜ 時 

圖 18(b)：當 1a  ，
sin 45

sin 45 4

d

p




＞ 時 圖 18(a)：當 1a  ，
sin 45

sin 45 4

d

p




＜ 時 

        sin 45  4 p dd   ＞   sin 45 4sin 45 d dp  ＞    0.15022
sin 4

sin 4

5

5
 

4

d

p





＜ ≒ ， 

       故當比值
d

p
小於

sin 45

sin 45 4




時，即可做到最多邊數 8 邊形， 

且判別高的 m 值上限為最多邊數 4 4a  減 1，也就是 4 3a    ∎ 

       如圖 18(a)、(b)是在 1a  ，最多邊數比值
sin 45

0.15022
sin 45 4


 

≒ 時，比值
d

p
分別小於 

    和大於 0.15022 得到的八邊形與七邊形（最多邊數為 4 1 4=8  邊形）；圖 18(c)、(d)是在 

    3a  ，最多邊數比值約為
 

sin 22.5
0.01110

16 sin 45 sin 67.5 sin 22.5 8


     

≒ 時，比值
d

p
分別 

    小於和大於 0.01110 得到的十六邊形與十五邊形（最多邊數為 4 3 4=16  邊形）。 

 

 

 

 

  

  

 

 

 

 

 

 

 

    我們在前面的作圖實驗中發現，作到最多邊數時，所形成的圖形會有點像螺旋或渦

d

p
=

0.1

2
=0.05＜0.15022

d

p
=

0.5

1
=0.5＞0.15022
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d
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圖 19：當不考慮是否形成凹

多邊形，而是持續作圖下去 

漩圖形，好奇圖形最後會發散還是收斂呢？於是我們在不管是否滿足最多邊數的比值的

情形下，如圖 19，不將 0 3 4aA A  連線起來，而是繼續作下一個邊，把螺旋或渦漩圖形繼續

畫下去，看看會有什麼結果？ 

（三）從螺旋或渦漩圖形中找到恆等式 

     圖 19 中，假設在點 4 4aA  之後所作的邊， 

  就設定為螺旋或渦漩圖中第二圈的邊，根據 

  引理，每產生一條邊，都會和前一圈與之相 

  對應的邊平行，例： 4 4 4 +5 0 1/ /a aA A A A ，而發現以 

  此方式作圖，圖形並不會收斂或是發散。且又發現， 

  1A 的角平分線會和 4 5aA  的角平分線重合，於是我們 

  採用「直角坐標」的作圖方式，證明上述的重合特性。如圖 20 所示，設 0A 為原點      

  1( ,0)A p 依此類推，若要證明 1A 的角平分線和 4 5aA  的角平分線是否重合，只須證明       

  4 5aA  此點的坐標是否滿足 1A 的角平分線之直線方程式，即可得證。我們將證明後的結 

  果，統整在推論 7 中。 

 

 

 

證明：如圖 20， 1A 的角平分線交 y 軸於 S 點， 0 1

1

2 aA A S   ， 

0 0

0 1

tan
2
a A S A S

pA A

    
 

， 0 tan
2
aA S p

    
 

    

0, tan
2
aS p

     
  

， 則過  1 , 0A p 、  

0, tan
2
aS p

    
  

兩點的直線方程式為 tan tan
2 2
a ay x p

         
   

 
圖 20：以 0A 為

原點的螺旋圖 

推論 7：在固定式內角皆為平均角度 a 、第一邊長為 p 和邊長公差為 d 的螺旋或渦漩圖

中，不論是否滿足最多邊數比值的條件，對於任意 t， tA 的角平分線會和   4 4 1t a jA   

 2,3, 4j   的角平分線重合，且當 a，
1

90 45
2 sin 1 cot

1 1

a

k

k

a a

                
  恆成立。 

A0

Aa+1

Aa+2

A2a+2A2a+3

A3a+3

A3a+4A1

A4a+4A4a+5

A5a+5

A5a+6

A6a+6
A6a+7

A7a+7

A7a+8

A8a+8A8a+9
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tan tan 0
2 2
a ay x p

          
   

。令  4 5 1 1,aA x y ，根據平行距和基準高公式， 

  , ,
1 ,2 2 2 2 2 3 4 4 4 +5 0 1 2 2 2 3, ( , )a p a p

d a a a a a d a ay D A A A A D A A A A      
1

90
(2 2) 2 sin 1

1

a

k

k
a d

a

            
 ，     

          1 ( ) cos 180 ( 2 )cos 2 180 ... ( ) cos 180a a ax p p d p d p ad a                

               ( 2) cos 180 ( 3) cos( 1) 180 ... (2 2) cos 0 180a a ap a d a p a d a p a d                  

             (2 3) cos 180 (2 4) cos 2 180 ... ( (3 2) ) cos 180a a ap a d p a d p a d a                

                (3 4) cos 180 (3 5) cos( 1) 180 ... (4 3) cos 180a a ap a d a p a d a p a d                 

     4 4p a d      

           
0 0 1

cos 180 2 2 cos 180 2 2 cos 180
a a a

a a a
k k k

p kd k p a k d k p a k d k  
  

                                 
     

         
1

4 4 cos 180 4 4
a

a
k

p a k d k p a d


 
              
 
 ，經整理得到 

         2 2 4 4 2 2a d p a d p a d                 

       4 5 1 1 4 5
1

90
, 2 2 , (2 2) 2 sin 1

1

a

a a
k

k
A x y A p a d a d

a 


                     
   

  將 4 5aA  的坐標代入 tan tan 0
2 2
a ay x p

         
   

時，設等號左邊的式子為 l，即 

     
1

90
(2 2) 2 sin 1 2 2 tan tan

1 2 2

a
a a

k

k
a d p a d p l

a

 


                               
 ， 

    
1

90
(2 2) 2 sin 1 tan

1 2

a
a

k

k
a d l

a




                    
 ， 

    又
45 45

tan tan 90 cot
2 1 1
a

a a

                   
 

    
1

90 45
(2 2) 2 sin 1 cot

1 1

a

k

k
a d l

a a

                      
 ……○1  

    
1

45
cos

90 1
2 sin 1

451 (2 2)
sin

1

a

k

k l a
a a d

a


 
                  
  

 ，等式兩邊再同乘以
45

sin
1a




並展開，得 
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 90 45 90 2 45 90 3 45 90 45
2 sin sin sin( )sin sin( )sin ... sin( )sin

1 1 1 1 1 1 1 1

a

a a a a a a a a

                                                 
 

      

45
sin

45 451
sin cos

1 (2 2) 1

l
a

a a d a

 
                

，經整理、抵銷後得到 

   

45
sin

90 45 45 1
cos( ) sin

1 1 (2 2)

l
a a

a a a d

 
               

，又 90 45 45 45
cos( ) cos 90 sin

1 1 1

a

a a a

                      
 

45
sin

45 45 1
sin sin 0

1 1 (2 2)

l
a

a a a d

 
                    

0l   故 1A 的分角線和 4 5aA  的分角線重合。   

對於其他組如 2A 和 4 6aA  的分角線…等也同理可證得重合的結果。○1 式中的 0l  ，於是等

式
1

90 45
2 sin( ) 1 cot

1 1

a

k

k

a a

           
 ○2 成立。故推論 5 中的基準高、平行距皆因○2 式可分

別簡化成  45
( 1) cot

1
p a d

a

     
、  45

( 1) cot
1

p a i d
a

      
；推論 6 中最多邊數比值判別法的

兩種判別不等式，經再整理推導而得到

   

2

2

45
sin

1
45

4 3 cos 3 2
1

d a
p a a

a

 
  

     

， 1a  。 

（四）等差 n 邊形中正交點距離關係與長度的探討 

 

      

 

 

 

 

 

推論 8：  

在等差 n 邊形中，若間隔 a 個內角的角平分線皆正交，且固定式內角為平均角度 a 、第一

邊邊長為 p、邊長增加的公差為 d 時，則 1. 相鄰的正交點距離等長；2. 不管是否滿足最多

邊數比值條件，正交點所圍成的圖形為正  4 4a  邊形，且 3. 相鄰的兩個正交點距離（i.e.

正  4 4a  邊形的邊長）與 a、d 的關係一般式為 

 

 
1

90 90
sin 2 1 cos ( 1)

1 1

2

a

k

k
d a k a

a a

                     


。 

證明：1.以隔三個角(公差 0.1)為例，如圖 21，(1)過 1P 作 3 3,7A G 的平行線交 2 3A A 於 1B ，過 1B 、 

45
sin

45 90 45 45 451
cos( ) cos( ) sin cos

1 1 1 (2 2) 1

l
a a

a a a a d a

 
                        
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 由○6 、○7 2 1 2 2 3 2 3 3 4 3 4 4 5 4Q W Q W Q W Q W Q W Q W Q W       ……○8  

(2)在 1 2 1,5PW G 、 5 2 2,6PW G 、 2 3 2,6PW G 中，  1 2 1,5 3 2 3 2,6 5 2 2,6 3 180PW G PW G PW G         

  2 1 1,5 3 3 2 2,6 2 5 2,6=180W PG W P G W P G        

  1 2 1 2 2 2 2 2 2 3 3 3 3 3 2 3PW PP P Q Q W P P PQ Q W PW       5 4 4 3 3 2 5 2P P P Q Q W PW     

  1 2 1,5 5 2 2,6 2 3 2,6 ( )PW G PW G PW G ASA全等性質       1 1,5 2 2,6 3 2,6W G W G W G     

  同理可證得 3 2,6 4 3,7 3 3,7W G W G W G     

(3)同理可再證得 1 1 2,6 2 2 3,7 5 1 1,5 6 2 2,6PR G P R G P R G P R G         

  1 1,5 1 2,6 2 2,6 2 3,7R G R G R G R G    又  1,5 2 2,6 3 2,6 3 3,7 180 3 180G W G G W G           

   1,5 1 2,6 3 2,6 2 3,7180 3 2 180G R G G R G           

  所有 a=3 的內分角圓內接箏形皆為全等，故得證 

1 2 2 3 3 4 4 5PP P P P P P P    ……○1   

又 2 1 1 3 2 2 4 3 3 5 4 4 6 5 522.5P PQ P P Q P PQ P P Q P PQ            ……○2  

1 2 1 2 3 2 3 4 3 4 5 4 5 6 5 ( )PP Q P PQ P P Q P P Q P P Q ASA           全等性質  

1 1 2 1 2 2 3 2 3 3 4 3 4 4 5 4( ) =PQ P Q P Q P Q PQ P Q P Q P Q        等腰三角形 ……○3  

由○1 +○3 1 2 2 1 2 2 2 3 3 3 2 3 3 3 2 3 3 4 4 5PQ P P P Q P P P Q P P P Q P Q PQ P Q          ……○4  

且  1 2 1 3 2 3 2 3 4 3 4 5 42 180PQ W P Q W PQ W P Q W         ……○5  

由○2 、○4 、○5 可得  1 2 1 2 3 2 3 4 3 4 5 4 ( )PQ W P Q W PQ W P Q W ASA        全等性質  

2 1 3 2 4 3 5 4Q W Q W Q W Q W    ……○6   又 1 2 1 2 2 2 3 4 3 2 4 2PQ PP P Q P P P Q P Q       

1 2 1 4 2 2PQ W P Q W  ， 1 1 1 2 4 2Q PW Q PW        1 2 1 4 2 2 ( )PQ W P Q W ASA   全等性質  

2 1 2 2Q W Q W  ，同理 3 2 3 3Q W Q W 、 4 3 4 4Q W Q W ……○7  

1 1 2 2 2 3 3 3 4 4 4 5 5 5 690PH P P H P P H P P H P P H P             

1 2 1 3 2 3 2 3 4 3 4 5 4180PP H P P H P P H P P H           

 1 2 1 2 3 2 3 4 3 4 5 4    PP H P P H P P H P P H AAS        全等性質  

圖 21：證明每組內分角

圓內接四邊形為箏形及

每組相鄰正交點之間的

距離關係 

 

 
 

1P 分別作 3 3,7A G 的垂直線並交於 1C 、 1H 。則 1 1 1 1B C PH ，同理 2 2 2 2B C P H 、 

3 3 3 3B C P H …，又 3
1 1 2 2 3 3sin

2
B C d B C B C

     
 

， 1 1 2 2 3 3PH P H P H     
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圖 22：正交點所圍

出的圓內接箏形 

I3,a+5

I4,a+4I3,a+3I2,a+2

I2,a+4I1,a+3

G4,a+5G3,a+4G2,a+3
G1,a+2

A0A1
A2

A3

A4

Aa+1

Aa+2

Aa+3

Aa+4
Aa+5

Aa+6

2. 承 1 的結果，所有正交點連接起來，圍成一個等邊 

   多邊形。又如圖 22 所示，每個內分角圓內接箏形 

   都是全等的，即四邊形 1, 2 1, 3 2, 3 2, 2a a a aG I G I      

  四邊形 2, 3 2, 4 3, 4 3, 3 ...a a a aG I G I     ，依此類推，則 

   1, 2 2, 3 2, 2 3, 4 2, 3 3, 3a a a a a aG G I G G I        

2, 3 3, 4 3, 3 4, 5 3, 4 4, 4 ...a a a a a aG G I G G I         ，依此類推。 

 設 1, 2 2, 3 2, 2a a aG G I      1, 2 2, 3 1, 3 90a a aG G I      1, 2 1, 3 2, 3 2a a aG I G     ， 

在 4a  邊形 1 2 3 4 1 2 3 1, 3... a a a aA A A A A A A I    中，其內角和    4 2 180 2 180a a          

  1, 2 1, 3 2, 3a a aG I G   的外角      
1 1, 3 3

90 2
180 2 2 180 2

1a a a

a
A I A a a

a
  

 
         



45

1

a

a
 

 
 1, 2 2, 3 3, 4

45
90 2 90 2 45

1a a aG G G
a

  

          

90
180

1 aa


   


  

  同理可證  2, 3 3, 4 4, 5 3, 4 4, 5 5, 6a a a a a a aG G G G G G           

  根據內角和公式，若一正 n 邊形中，每個內角為
 2 180 360

 
180

n
n

n
    
   


○1  

  將平均角度 a 代入○1 式得   360
4 4

90
180 180

1

n a a

a


   

     

  

  故所有正交點所圍出的圖形為正 4 4a  邊形 ∎ 

3. 如圖 23，設  2 3 3 3,aA x y 、 1A 的角平分線交 2 2 2 3a aA A 


於  4 4,M x y ， 

   其中 3 4y y ( 2 3 / /aA M x 軸)，則 2 3 3 4aA M x x    且 

        3 ( ) cos 180 ( 2 ) cos 2 180 ... ( ) cos 180a a ap p d p d p adx a                  

      
       

   
( 2) cos 180 ( 3) cos( 1) 180

... (2 2) cos0 180

a a

a

p a d a p a d a

p a d

 



            
      

 

           
0 0

cos 180 2 2 cos 180
a a

a a
k k

p kd k p a k d k 
 

                  
   
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圖 25：相鄰兩個正交點與其

共圓的圓心形成的三角形 

圖 24： 4 4a  個正

交點的外接圓 

(見推論 7) 

圖 24： 4 4a  個

正交點會共圓 

         
0 0

90
2 2 2 cos 180 2 1 cos

1

a a

a
k k

k
a k d k d a k

a


 

          
   

  又 2 3aA M 的直線方程式為  , ,

45
( 1) cot

1a p dy H p a d
a

         
、 

  1A M 的直線方程式為 1 1
tan tan

2 2a ay x p         
   

， 

  解聯立方程式
  45

( 1) cot
1

1 1
tan tan

2 2a a

y p a d
a

y x p 

          


             

 

  
 

4

45
( 1) cot tan

1 2

tan
2

a

a

p a d p
a

x x





             
 
 
 

 

2 3 3 4aA M x x    
 

0

45
( 1) cot tan

90 1 2
2 1 cos

1
tan

2

a
a

k a

p a d p
k a

d a k
a





                     
 
 

  

  再設 2 3aA M m  ，則    1,5 5,9 1, 2 2,2 3 5,9 9,13 2,2 3 2 3,3 4sin( )
2
a

a a a a a a aG G G G m G G G G


        ， 

  得  1,5 9,13 1, 2 2 3,3 4 2 sin( )
2
a

a a aG G G G m


    。如圖 24，若將 

此正交點所圍成的正多邊形作外接圓，則 1,5 9,13G G 為 

此圓的直徑，半徑為

1
sin( )

2
2

am 
，圓上的每個點皆 

為正交點，若將每個正交點連接圓心O ，則 1, 2 2, 3 2, 3 3, 4 ...a a a aG OG G OG      

360 90

4 4 1a a

 
 

 
，如圖 25，此為任意相鄰一組正交點和圓心O 所形成的 

等腰三角形，根據正弦定理，得到 

                                     ，於是相鄰兩正交點    

圖 23 

G2,a+3

G1,a+2

O

1, 2 1, 2 2, 3

1
sin( )

2
2

1 90 90sin sin 180 sin
2 2 1 1

a

a a a

a

m

G O G G

a a




   

            

G5,9(a+2,2a+3)
G1,5(1,a+2)

O

G9,13(2a+3,3a+4)



28 
 

  距離為 1, 2 2, 3

90 1
sin sin( )

901 2 sin
12

1 90 2sin 180
2 1

a

a a

m
a m

a
G G

a



 

     
   

   

。將 m 值代入上式得  

  

 
 

0

45
( 1) cot tan

90 90 1 2
sin 2 1 cos

1 1
tan

2

2

a
a

k a

p a d p
k a

d a k
a a





                                         



 

   
0

90 90
sin 2 1 cos ( 1)

1 1
=

2

a

k

k
d a k p a d p

a a

                       


(
45 45

tan 90 cot
1 1a a

             
 ) 

 
1

90 90
sin 2 1 cos ( 1)

1 1

2

a

k

k
d a k a

a a

                     


                       ∎ 

伍、研究結果與結論 

一、不規則邊長的 n 邊形中，間隔 a 個內角的分角線皆正交時，研究動機中的猜想一〜三與    

    與研究結果的推論 1〜4 之對照表如下： 

猜

想

一 

推論 1： 

變動角關係式 
 

 

推論 2：固定式

內角間關係式 

a  

相鄰內角和：  +1 1 +2 1 4m m m a m aA A A A m n a           

不相鄰內角和：  + 3 2 1 1 5m m a m m aA A A A m n a            

猜

想 

二 

推論 3：固定式

內角之設定 
n 邊形中固定式內角皆為 90

180
1a a

 
  


時，此 n 邊形邊數 n 的範圍是

5 4 5a n a    ； 2 5n a  時開始有完整規律的變動角關係式。 

猜

想

三 

推論 4：內分角

圓內接四邊形

個數與 n、a 的

關係  

正交點數  , = 3n aO n a  與內分角圓內接四邊形個數 ,n aQ 之關係式為

 ,

, 2 2 4
2 5
        

n aO
n a

n
Q C n a

a
，

 
!

5 4 5 ,  
! !

m
n

m
a n a C

n m n
    


 

1 3

1
1 2

3
( )  ,   2 5 4 5

2

a n a

k n k k
k k a

k A A a A a n a
  

 
  

                     
 

   0 1 ( 2) 180 1 180 90 3nA A n a n a              

 2 5 4 5a n a   
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二、等差 n 邊形中，間隔 a 個內角的角平分線皆正交時，在固定式內角為平均角度 a 、 

  第一邊長為 p 、邊長公差為 d 的條件下，猜想四〜六與推論 5〜8 之對照表如下： 

三、表格六為不規則邊長 n 邊形與等差 n 邊形相關性質之異同分析表 

 

猜

想

四 

 

 

 

推論 5： 

基準高、判別

高與平行距

(皆與 a、p、d

有關) 

基準高：  ,
0 1 2 2 2 3

45
( , ) ( 1) cot

1
a p
d a aD A A A A p a d

a 

      
 

平行距：      ,
, 1 2 2 2 +3

45
, ( 1) cot 1

1
a p
d i i i i a i aD A A A A p a i d i

a   

       
  

第一類判別高：

     
2 3

,
2 2 2 3

1

90
, 2 2 sin 2 4 3 4

1

m a
a p
d m a a

k

k
D A A A p a k d a m a

a

 

 


              



 

第二類判別高：    
1

,
2 2 2 3

1

90
, 2 2 sin  

1

a
a p
d m a a

k

k
D A A A p a k d

a



 


          



 

     
1

3 4

90 4 4
+ sin  3 5 4 3

1

m

k a

a k
p kd a m a

a



 

   
      

  

猜

想

五 

推論 6：最多

邊數與最多邊

數比值判別法 

最多邊數比值判別法

   
 

2

2

45
sin

1
45

4 3 cos 3 2
1

d a
a

p a a
a

 
    

     

  

滿足上列比值不等式可作到等差 n 邊形最多邊數為 4 4a  。 

猜

想

六 

推論 7：角平

分線之重合關

係、恆等式 

1.在等差螺旋或渦漩圖中，對於任意 t， tA 的角平分線會與      

     4 4 1 2,3,4t a jA j     的角平分線重合，其中 j 為螺旋圖的圈序。 

2.恆等式
1

90 45
2 sin( ) 1 cot ( )

1 1

a

k

k
a

a a

           
   

推論 8：正交

點圍成之圖

形、相鄰正交

點之距離 

1.正交點所圍成之圖形為正 4 4a  邊形，內角為平均角度
90

180
1a a

 
  


 

2.所有相鄰的正交點距離邊長

 
1

90 90
sin 2 1 cos ( 1)

1 1

2

a

k

k
d a k a

a a

                     
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表格六：不規則邊長 n 邊形與等差 n 邊形中相關性質之異同分析表 

圖 26：將等差 n 邊形的所有頂

點以弧線連接而形成螺旋圖 

 

陸、未來展望 

      對於等差 n 邊形的最多邊數判別條件，可以進階 

  探討任意間隔 a 個內角的角平分線正交時，任意第一 

  邊長和公差與最多邊數的關係一般式？又如圖 26， 

  繼續作等差的邊長下去，這無限循環的螺旋或渦漩 

  圖形中，每圈對應的平行距間是否存有黃金比例的關係？ 
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030418-評語 

【評語】030418  

本作品考慮的是如下的問題：給定 n 邊形的 n 個頂點 A0 A1…

A1(n-1)，其中 A0和 A(n-1)的內角是可以變動的。如果要求相隔 a 個

內角的角平分線必須正交，n 的最大可能值是多少？內角角度應該

滿足什麼樣的條件？作者們針對這個問題以及一些延伸的問題做

了討論。內容很豐富，可以看得出來作者們投入了很長的時間與心

力來完成這樣的研究工作，這一點，很值得鼓勵。問題設定的條件

有點奇妙，即便給了兩個可變動的內角，在其他 n-2 個內角都已經

固定的情況下，要保證對某一個 a，相隔 a 個內角的角平分線都必

須正交，這件事不一定可行，作品說明書中所給出的角度需滿足的

條件也明白的指出了這一點。如果是這樣，給兩個可變動的內角

A0和 A_(n-1)似乎沒有什麼意義。另一方面，在分析 n 的最大可能

值的時候假設了 n-4 個內角的值都相同，這件事也有點奇怪，如果

角度不見得相等，n 的最大可能值有可能會更大嗎？是不是可以避

開角度的實際值，給出一個單純的、只用不等式來說明的一種論

述？如果可以針對上述這些內容做一些修正，應該會更好。
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角平分線的「正交一點」可以不只這樣

－ n邊形中角平分線正交的性質探討

作品編號：030418

組別：國中組

科別：數學科



研究動機與六個猜想
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A7

推廣 利用直角
對角互補

六個猜想

一、不規則邊長n邊形中，間隔a個內角分角線正交時，所有內角間關係探討
二、設定特定內角皆為平均角度時，能做到之最多邊數與a的關聯
三、正交點所形成的圓內接四邊形個數與n、a的關係。
四、設定邊長為等差關係，邊長間有平行關係，探討平行對應邊之距離關係
五、不規則邊長與等差邊長的最多邊數比較
六、正交點間的距離、軌跡之規律探討

圖1
圖3圖2



研究目的與架構流程圖

四邊形中
任兩內角
分角線交
點會共圓

設定不規則邊
長的n邊形中，
間隔 a 個內角
分角線正交的
交點會共圓

設定邊長為等差關係的n
邊形中，第一邊長為p，邊
長公差為d，間隔a個內角
分角線正交的交點會共圓

對於任意 ， 的角

平分線與

的角平分線重合（推論7）

利用基準高和

判別高得到最多邊數比值

判別法（推論6）

1.變動角與固定式內角的關係式(推論1)；

2.固定式內角之間的關係式(推論2)；

3.固定式內角的角度設定求最多邊數與a的關係(推論3)；

4.內分角圓內接四邊形個數與n、a的關係(推論4)

定義基準高、

判別高與平行距並探討

與a、p、d的關係(推論5)

t  tA

     4 4 1t a jA  2,3,4j   探討正交點所圍成的圖形

和正交點之間的距離（推論8）

猜
想
一
｜
三

猜想四猜想五

猜想六
猜想六



• 名詞定義

名詞定義與已知性質

1. 角度、正交點定義，如圖4，全角 ；半

角 ； 為 和 之角平分線

正交的交點。

2. 變動角，如圖4，可藉由分別移動 和 此類角度

使其他角平分線正交，稱 和 為變動角。

3. 內分角圓內接四邊形，如圖4，由二組正交分角線交

點圍成的四邊形。

4.   分角線正交a+3邊形，如圖4，由a個全角 、兩個

半角 、 、與正交點 所圍成的多邊形。 圖4
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性質 1：如圖5，圓內接四邊形的兩組對角分別互補。

性質 2：如圖5，四邊形中四條角平分線的4個交點
會共圓。

• 名詞定義、已知的性質與引理

5. 、 、 ：如圖6，在等差 n 邊形中， ，
為邊長的公差； 為平均角度。

名詞定義與已知性質

圖5

圖6

p d a 0 1p A A
d a O

N

M

P

A
D

B

C
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猜想一 (一)不規則邊長n邊形中變動角與固定式內角的關係一般式
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推論1 ：如圖7、8，不規則邊長 n 邊形中每組間隔 a 個內角的角
平分線皆正交時，變動角 與固定式內角的關係式為
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推論2：如圖7、8，不規則邊長 n 邊形中，每組間隔 a 個內
角的角平分線皆正交時，固定式內角之間的關係式為

相鄰內角和關係式： ，

且
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(一)不規則邊長n邊形中變動角與非變動角的關係一般式(推論1&2)

推論3：如圖9，若 n 邊形中固定式內角皆為平均角度時，則邊數n的範圍
是 ，且 時開始有完整規律的變動角關係式

推論4：如表格一，若角平分線的正交點數為 ，則內分角圓內接
四邊形個數 與正交點數之間的關係為

猜想二、三 (二)等固定式內角找 n 邊形的最多邊數及圓內接四邊形數量探討

5 4 5a n a    2 5n a 

圖9

, 3n aO n a  
,n aQ

     ,

, 2

!
2 4

2 5 ! !
n aO m

n a n

n m
Q C n a C

a n m n
         

 ，  ， 為高斯符號

表格一 間隔四個內角，a =4
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推論5：如圖10、11，定義基準高、判別高、平行距，並得出如下四個關係式

猜想四 (三)等差n邊形中最多邊數、相鄰正交點距離與其圍成之圖形探討
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推論6：【最多邊數比值判別法】
在固定式內角為平均角度 、第一邊長為 p 、
邊長增加的公差為 d 的等差 n 邊形中，若滿足
d 和 p 的比值範圍如下，
則最多邊數為 4a+4：

推論7：在推論6的條件下，不論是否滿足最多
邊數比值範圍，且繼續作邊所形成的螺旋圖中，
對於任意 ， 的角平分線會和

的角平分線重合，
且當 ，
下列等式恆成立：

猜想五、六 (四)等差n邊形中最多邊數、圖13中角平分線間的規律關係
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猜想六 (五)相鄰正交點之距離與其圍成之圖形探討

a

a

推論8：如圖14，在等差 n 邊形中，間
隔 a 個內角的分角線皆正交，且固定式
內角為平均角度 、第一邊長為 p 、邊
長增加的公差為 d 時，則
1.相鄰的正交點距離等長；
2.不管是否滿足最多邊數比值條件，正

交點所圍成的圖形為正 4a+4 邊形；
3.相鄰兩個正交點距離 (i.e.正4a+4 邊形

的邊長) 與 a 、d 的關係一般式為

圖14
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不規則邊長與等差邊長的n邊形之異同分析表

不規則邊長n邊形 等差n邊形

1.變動角與固定式內角
間的關係一般式

2. 相鄰內角和關係式＆
不相鄰內角和關係式

3.設定固定式內角皆為
平均角度時的最多邊數

4.內分角圓內接四邊形
個數
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未來展望

1.探討是否在給定三個變數( a、p、d )
的條件下，就知道最多邊數為何 ？

2.如圖15，在無限循環的螺旋圖形中
會不會有關於黃金比例的角度或長度
產生呢?
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