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摘要 
在給定方格範圍內，尋找不同四邊形數量的一般式，研究包括： 

1、給定範圍內之正方形數量： 

N(N + 1)(N + 1)(𝑁 + 2)

(1 × 2)(2 × 3)
(範圍是邊長 N的正方形時)、 

[
𝑀(M + 1)(𝑀 + 2)

3!
] × [

(𝑁 −𝑀) + (N + 1)

2
] (範圍是邊長 M× N的長方形時) 

2、給定範圍內之長方形數量： 

∑ 𝑛𝑀1 × ∑ 𝑛𝑁1 (含正方形)、∑ [(M + 1 − L) × ∑ nN−L
n=1 ]M

L=1 ，n ≥ M(不含正方形) 

3、給定範圍內之菱形數量： 

廣義菱形個數一般式=狹義菱形個數一般式+正方形個數一般式。 

4、給定範圍內之平行四邊形數量： 

    上下二條直線(斜錯)平行四邊形數量 =(N − 1)(N)(N + 1) 

左右二條直線(斜錯)平行四邊形數量 =∑ 𝑛𝑀−1
𝑛=1 × ∑ 𝑛𝑁

𝑛=1

5、給定範圍為 2×N 長方形時之等腰梯形數量： 

4(N − 1) + (1 + 2) × ∆T奇或偶 × 2(上下翻轉)

而各一般式彼此間可以組合成新的公式。 
例如：平行四邊形一般式=長方形公式 + 斜錯平行四邊形公式。 
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壹、研究動機 

暑假時原本想要搜尋皮克斯電影卻少打了一個字，結果跑出「皮克定理」，在好奇 

心驅使下大致瀏覽，感到能用短短的式子解答問題真是太厲害了，在與同學討論並請教老師

後覺得可以往相關的方向去研究看看，決定以解決「計算給定範圍內的四邊形數量」作為研

究的目標。 

 

貳、研究目的  

   一、由正方形格子組成圖形為邊長 N 的正方形時，以格子點當頂點的正方形個數為何？     

   二、由正方形格子組成圖形為 M×N 長方形時，以格子點當頂點的正方形個數為何？     

 三、由正方形格子組成圖形為 M×N 長方形時，以格子點當頂點的長方形個數為何？    

   四、由正方形格子組成圖形為 M×N 長方形時，以格子點當頂點的菱形個數為何？       

 五、由正方形格子組成圖形為 M×N 長方形時，以格子點當頂點的平行四邊形數為何？ 

   六、由正方形格子組成圖形為 M×N 長方形時，以格子點當頂點的等腰梯形個數為何？   

 

參、研究過程 

   我們依據李碩彥在《平行四邊形的大家族》提出的四邊形分類，選出五種四邊形研究。 
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一、正方形 

  (一)、由正方形格子組成圖形為正方形時，以格子點當頂點的正方形個數的討論 

   1、邊長是 1 單位時   

圖 1 

邊長 個數 

總和=12=1 
1 12=1 

   

   2. 邊長是 2 單位時 

 

   3.邊長是 3 單位時 

圖示 邊長 個數 總和 

= (12) 

+(12 + 22) 

+( 12 + 22 + 32) 

=20 

 

 

1 32=9 

2 22=4 

3 12=1 

 

√12 + 12=√2 22=4 

 

√12 + 22=√5 12=1 

 

√22 + 12=√5 12=1 

 

   4.邊長是 4 單位時 

圖示 邊長 個數 總和 

＝ 

(12) 

+(12 + 22) 

+(12 + 22 + 32)  

1 42=16 

2 32=9 

3 22=4 

4 12=1 

 

圖 2 

邊長 個數 
總和 

=12 + (12 + 22) 

=6  

1 22=4 

2 12=1 

√12 + 12 = √2 12=1 

3



 

√12 + 12=√2 32=9 

+(12 + 22 + 32 + 42) 

=50 

 

√12 + 22=√5 22=4 

 

√12 + 32=√10 12=1 

 

√22 + 12=√5 22=4 

 

√22 + 22=√8 12=1 

 

√32 + 12=√10 12=1 

 

5、預測結果  

根據以上幾個實例，我們推測當正方形的邊長為 n 單位時，正方形個數公式如下： 

         12 + (12 + 22) + (12 + 22 + 32) + ⋯+ (12 + 22 + 32 +⋯+ n2) 

=∑∑i2 =∑
j(j + 1)(2j + 1)

6

N

j=1

j

i=1

N

j=1

 

=∑(
1

3
j3 +

1

2
j2 +

1

6
j)

n

j=1

=
1

3
∑j3 +

1

2
∑j2 +

1

6
∑j

n

j=1

 

=
1

3
[
N(N + 1)

2
]

2

+
1

2

N(N + 1)(2N + 1)

6
+
1

6

N(N + 1)

2
 

=
N4 + 2N3 + N2

12
+
2N3 + 3N2 + N

12
+
N2 + N

12
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=
N4 + 4N3 + 5N2 + 2N

12
 

=
N(N + 1)(N + 1)(N + 2)

(1 × 2)(2 × 3)
 

例：正方形的邊長為 4 單位時，正方形總數 

44 + 4 × 43 + 5 × 42 + 2 × 4

12
=
256 + 256 + 80 + 8

12
=
600

12
= 50 

符合由圖形計算的總數 

 

 

 
利用數學歸納法證明 

1.當 N=1 時 

 由圖形計算，正方形個數＝1，又 

14 + 4 × 13 + 5 × 12 + 2 × 1

12
=
12

12
= 1 

 因此，N=1 時成立 

 

2.設 N＝k 時成立，亦即正方形個數= 

k4 + 4k3 + 5k2 + 2k

12
 

  

當 N=k+1 時，增加的部份 

(1)邊長為整數的部份：1 + 3 + 5 +⋯…+ 2k + 1 =∑(2i + 1

k+1

i=1

) 

(2)邊長為無理數：1 + (1 + 3) + (1 + 3 + 5) + ⋯(1 + 3 + 5 +⋯+ 2k − 1) =∑∑(2i − 1)

j

i=1

k

j=1

 

 

因此總和 

=
k4 + 4k3 + 5k2 + 2k

12
+∑(2i − 1)

k+1

i=1

+∑∑(2i − 1)

j

i=1

k

j=1

 

=
k4 + 4k3 + 5k2 + 2k

12
+
12k2 + 24k + 12

12
+
4k3 + 6k2 + 2k

12
 

=
k4 + 8k3 + 23k2 + 28k + 12
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<定理一-1> 

    當正方形的邊長為 N 單位時，以格子點當頂點的正方形個數公式如下： 

N(N + 1)(N + 1)(𝑁 + 2)

(1 × 2)(2 × 3)
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=
(k4 + 4k3 + 6k2 + 4k + 1) + (4k3 + 12k2 + 12k + 4) + (5k2 + 10K + 5) + (2K + 2)

12
 

=
(k + 1)4 + 4(k + 1)3 + 5(k + 1)2 + 2(k + 1)

12
 

即 N=k+1 時公式成立 

 

因此，由數學歸納可證得邊長為 N 時，以格子點當頂點的正方形個數公式為 

N4 + 4N3 + 5N2 + 2N

12
=
N(N + 1)(N + 1)(𝑁 + 2)

(1 × 2)(2 × 3)
 

 

(二) 在 M×N 的長方形範圍內(N ≥M)，以格子點當頂點的正方形個數公式 

     1.長方形邊長是 3× N時 

       (1)長方形邊長為 3×4 時 

圖示 邊長 比 3×3 多出來的數量 

 

1 3 

2 2 

3 1 

 

√12 + 12=√2 2 

 

√12 + 22=√5 1 

 

√22 + 12=√5 1 

總和=(3×3 的正方形數量)+(比 3×3 多出來的數)= 20 + (3 + 2 + 2 + 1) + (2 + 1) + 1= 30 

(2)長方形邊長為 3×5 時 

圖示 邊長 比 3×4 多出來的數量 

 

1 3 

2 2 

3 1 
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√12 + 12=√2 2 

 

√12 + 22=√5 1 

 

√22 + 12=√5 1 

總和=(3× 4的正方形數量)+(比 3× 4多出來的數) 

= 30 + (3 + 2 + 2 + 1) + (2 + 1) + 1=20+(3+2+1+2+1+1)× 2=40 

(3)長方形邊長為 3×6 時 

圖示 邊長 比 3×5 多出來的數量 

 

1 3 

2 2 

3 1 

 

√12 + 12=√2 2 

 

√12 + 22=√5 1 

 

√22 + 12=√5 1 

總和=(3× 5的正方形數量)+(比 3× 5多出來的數) 

= 40 + (3 + 2 + 2 + 1) + (2 + 1) + 1=20+(3+2+1+2+1+1)× 3=50 

 
根據以上的幾個實例，我們推測當 3×N 的長方形，正方形個數公式 = 20 + 10 × (N − 3) 

 

 

 

<預備定理一> 

  當長方形的兩個鄰邊邊長為 3 和 N 單位時，N≥ 3，正方形個數公式= 20+10(n-3)=10N-10 
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證明：利用數學歸納法 

1. N=3 時，由<定理一-1>，知 3×3 的長方形有 

34 + 4 × 33 + 5 × 32 + 2 × 3

12
= 20 

又 10N−10=10×3−10=20，因此 N=3 時成立。 

 

2. 設 N=k 時成立，即 3× k的長方形有 10k-10 個 

當 N=k+1 時，3×(k+1)的長方形比 3×k 的長方形多 10 個正方形，所以有 

10k−10+10 = 10k = 10(k + 1) −10 

因此由數學歸納法可得，在 3× N的長方形中有(10N−10)個正方形 

 

類似的推法，我們得知 

4×N 的長方形，正方形個數公式為50 + 20 × (n − 4) 

5×N 的長方形，正方形個數公式為105 + 35 × (n − 5) 

 

根據以上的幾個實例，我們推測當 M×N 的長方形(N ≥ M)，正方形個數公式如下： 

  
𝑀4 + 4M3 + 5M2 + 2M

12
+ (∑∑i) × (N −M)

j

i=1

M

j=1

 

=
𝑀4 + 4M3 + 5M2 + 2M

12
+
M3 + 3M2 + 2M

6
× (N −M) 

=
M(M+ 1)(M + 2)

3!
×
2N −M+ 1

2
 

其中， 

∑∑i

j

i=1

=∑
j(j + 1)

2

M

j=1

M

j=1

=
1

2
(∑j2 +∑j

M

j=1

M

j=1

) =
1

2
[
M(M + 1)(2M + 1)

6
+
M(M+ 1)

2
] 

                 =
1

2
× [
2M3 + 3M2 +M

6
+
M2 +M

2
] =

1

2
× [
2M3 + 3M2 +M+ 3M2 +M

6
] 

       =
1

2
× (
2M3 + 6M2 + 4M

6
) =

2M3 + 6M2 + 4M

12
=
M3 + 3M2 + 2M
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例如：3×7 的長方形中，正方形數量=
3(3+1)(3+2)

1×2×3
×
2×7−3+1

2
= 60，符合由圖形計算的總數。 

 

 

二、長方形 

 

定理一-2 

        當長方形的兩個鄰邊邊長為 M 和 N 單位時(N≥ M)，正方形個數公式如下： 

[
𝑀(M + 1)(𝑀 + 2)

3!
] × [

(𝑁 −𝑀) + (N + 1)

2
] 
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二、長方形 

在 M× N的範圍內，以格子點當頂點的長方形個數，下面以 M=1~4、N=1~5 作歸納討論 

M 值 M× 1 M× 2 M× 3 M×4 M× 5 M× N 

M=1 

      

1× 1：5 個 

  

1× 2：4 個 

  

1× 3：3 個 

  

1× 4：2 個 

  

1×5：1 個 

  

∑𝑛

𝑁

1

 

M=2 

     
      

1× 1：10 個 

 
2 × 1：5 個 

 
 

1× 2：8 個 

 
2 × 2：4 個 

 
 

1× 3：6 個 

 
2 × 3：3 個 

 
 

1× 4：4 個 

 
2 × 4：2 個 

 
 

1×5：2 個 

 
2 × 5：1 個 

 
 

(1+2) 

×∑𝑛

𝑁

1

 

M=3 

     
     
      

1× 1：15 個 

 
2× 1：10 個 

 

3× 1：5 個 

 

 

1× 2：12 個 

 
2 × 2：8 個 

 

3× 2：4 個 

 

 

1× 3：9 個 

 
2 × 3：6 個 

 

3× 3：3 個 

 

 

1× 4：6 個 

 
2 × 4：4 個 

 

3× 4：2 個 

 

 

1×5：3 個 

 
2 × 5：2 個 

 

3× 5：1 個 

 

 

(1+2+3) 

×∑𝑛

𝑁

1

 

M=4 

     
     
     
      

1× 1：20 個 

 
2× 1：15 個 

 

3× 1：10 個 

 

4 × 1：5 個 

 

 

1× 2：16 個 

 
2× 2：12 個 

 

3× 2：8 個 

 

4 × 2：4 個 

 

 

1× 3：12 個 

 
2 × 3：9 個 

 

3× 3：6 個 

 

4 × 3：3 個 

 

 

1× 4：16 個 

 
2× 4：12 個 

 

3× 4：8 個 

 

4 × 4：4 個 

 

 

1×5：4 個 

 
2 × 5：3 個 

 

3× 5：2 個 

 

4 × 5：1 個 

 

 

(1+2+ 

3+4) 

×∑𝑛

𝑁

1

 

預備定理二-1 

給定範圍 M×N 內，長方形數量總計(包含正方形)： 

∑𝑛

𝑀

1

×∑𝑛

𝑁

1

=
(1 +𝑀)𝑀

2
×
(1 + 𝑁)𝑁

2
=
 (𝑀2 +𝑀)(𝑁2 + 𝑁)

4
 

補充：我和夥伴將研究結果報告老師，老師指出這和用’’排列組合計算方式’’的結果一致。 

排列組合方式是在 M+1 條線和 N+1 條線中，各取兩條的選法= (M+1
2
) × (N+1

2
) (結果一致)。 
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預備定理二-2 

給定範圍 M×N 內，長方形數量(不含正方形)總計： 

=∑𝑛

𝑀

1

×∑𝑛

𝑁

1

− [
M(M + 1)(M + 2)

3!
] × [

2N − M + 1

2
] 

=
M(M+ 1)

12
× [3N(N + 1) − (M + 2)(2N − M + 1)] 

=
M(M+ 1)

12
× [3N(N − 1) + M(M+ 1) − 2(MN + 1)] 

 

由於長方形數量(不含正方形)的一般式過於瑣碎，我們試著用另一種算法：在 M×N 範圍內

分別計算由小到大的長方形數量，大小分為 1×n、2×n、3 ×n…M×n，n≥ M，最後求算出

總和。 

M×N 範圍內的長方形數量(不含正方形) 

長度大小 L×n 數量小計 圖示 

1×n 數量 = (M-0)* [(1+2+3+…+ (N-1)] 

1
+
2
+
3

M

 

2×n 數量 = (M-1)* [(1+2+3+…+(N-2)] 
1

+

2

M-1

 

3×n 數量 = (M-2)* [(1+2+3+…+(N-3)] 
1

+

2

M-2

 

4 ×n 數量 = (M-3)* [(1+2+3+…+(N-4)] … 

… 

(M-1)×n 數量 = (2)* [(1+2+3+…+(N-(M-1))]  

M×n 數量 = (1)* [(1+2+3+…+(N-M)]  

長方形數量總和一般式 

(不含正方形),n≥ M 
∑[(M + 1 − L) × ∑ n

N−L

n=1

]

M

L=1
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預備定理二-3 

 

 

 
 

註記：因斜擺而產生的長方形數量，本模型暫時無法計算。 

三、菱形 由邊長相等的性質來做對角線分類並計算 

(一) 以廣義菱形計數 (若同時為正方形先不排除，計入菱形總數量內)。 

                 對角線 B  

       

 

 

1、我們先試著以範圍 3×N 來推算，以廣義菱形計數 

[A|B] 3x1 3x2 3x3 3x4 3x5 3x6 3x7 3x8 3x9 3x10 推測 3N 一般式 

1 3 6 9 12 15 18 21 24 27 30 3N 

√2 [2|2]  2 4 6 8 10 12 14 16 18 2*(N-1) 

√4 整數  2 4 6 8 10 12 14 16 18 2*(N-1) 

√5 [2|4]   1*2+
2*0 

2*2+
2*1 

3*2+
2*2 

4*2+
2*3 

5*2+
2*4 

6*2+
2*5 

7*2+
2*6 

8*2+
2*7 

(N-2)*2+2*(N-
3) 

√8 [4|4]   x x x x x x X X *寬度不足 

√9 整數   1 2 3 4 5 6 7 8 (N-2) 

√10[2|6]      2 4 6 8 10 2*(N-5) 

√13[4|5]      x x X X X *寬度不足 

√16整數      x x X X X *寬度不足 

√17[2|8]        2 4 6 2*(N-5) 

小結：(a).只適合討論 N > M 的情形。(b).寬度不足時，菱形種類受限。 

    (c).而隨著 M、N 增長，菱形種類新增不規律，菱形計數也顯得十分不規律。 

2、故試著先推算菱形種類增加的規律，以下是 

(1)、範圍 2×N 時，廣義菱形增加的種類表 

[A|B] 2×1 2×2 2×3 2×4 2×5 2×6 2×7 2×8 2×9 2x10 2x11 2x12 2x13 2x14 MN 

1 ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ 

√2 [2|2]  ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ 

2   ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ 

給定範圍 M×N 內，長方形數量(不含正方形)總計： 

=∑[(M+ 1 − L) ×∑ n

N−L

n=1

]

M

L=1

，n ≥ M 

對

角

線

A 
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√5 [2|4]   ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ 

√10[2|6]      ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ 

√17[2|8]        ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ 

√26[2|10]          ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ 

√37[2|12]            ∎ ∎ ∎ ∎ 

√50[2|14] 
[10|10] 

             ∎ ∎ 

(2)、範圍3 ×N 時，廣義菱形增加的種類 

範圍 2×N 和範圍 3×N，廣義菱形計算的種類幾乎相同，都是計算邊長為(整數)：

1、2，(無理數 a: 1型)：√2(1: 1)、√5(2: 1)、√10(3:1)、√17(4: 1)、√26(5: 1)、

√37(6: 1)、√50(7:1)、…，但範圍 3×N 會多計數一種類：邊長為整數 3 的菱形。  

 

(3)、範圍4 ×N 時，廣義菱形增加的種類表 

[A|B] 4x1 4x2 4x3 4x4 4x5 4x6 4x7 4x8 4x9 4x10 4x11 4x12 4x13 4x14 Mxn 

1 ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ 

√2 [2|2]  ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ 

2  ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ 

√5 [2|4]   ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ 

√8 [4|4]    ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ 

3   ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ 

√10[2|6]      ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ 

4      ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ 

√17[2|8]        ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ 

√20[4|8]        ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ 

√26[2|10]          ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ 

√29[4|10]          ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ ∎ 

√37[2|12]            ∎ ∎ ∎ ∎ 

√40[4|12]            ∎ ∎ ∎ ∎ 

√50              ∎ ∎ 

說明：範圍 2 ×N 與3 ×N 中，菱形的種類幾乎相同，差別只在格子數 3 ×N 時會多一組邊長   

      為 3 的菱形。而範圍 4×N 最大的不同，則是多了邊長無理數[4|n]型： 

      √8[4|4]、√13[4|6]、√20[4|8]、√29[4|10]…，由此作以下小結論： 

(a)、討論條件：N≥ M 
(b)、當 M 增加，會新增邊長為整數 M 的菱形種類，例如 M=3，多一組邊長為 3 的菱形。 

(c)、當範圍 M 增為偶數，會新增邊長為無理數[M|B型]的菱形種類，其中 B≤ N。 

例如：3N -> 4N，多 (  𝑁−2  
2

)組的菱形：邊長 [4|4]、[4|6]、[4|8]、….、[4|𝑁] 
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3、接著我們以此新增菱形種類為基礎，做分類計算，得到以下過程： 

 (1)、範圍3 ×N 時，廣義菱形的計數 
菱形邊長 3x1 3x2 3x3 3x4 3x5 3x6 3x7 3x8 3x

9 

3xN 

1 3 6 9 12 15 18 21 24  3× N 

√2  2 4 6 8 10 12 14  2 × (N − 1),N>1 

2  2 4 6 8 10 12 14  2 × (N − 1) 

√5 
  (1) × 2

+ 0 

(2) × 2

+ 2 

(3) × 2

+ 4 

(4) × 2

+ 6 

(5) × 2

+ 8 

(6) × 2

+ 10 

 2 × (N − 2),N > 2 

+2 × (N − 3),N>3 

√8 B>  M 

2
法計數 

理論上推測可能： 

2 × (N − 4),N>4 

3   1 2 3 4 5 6  1×(N-2) 

√10      2 4 6  2 × (N − 5),N>5 

√13 B>  M 

2
無法計數 

理論上推測可能： 

2 × (N − 6),𝑁 > 6 

4 整數邊長> M無法計數 

√17        2 4 2 × (N − 7),N>7 

總和 3 10 20 32 44 58 72 88   

 (2)、範圍4 ×N 時，廣義菱形的計數 

菱形邊長 4x1 4x2 4x3 4x4 4x5 4x6 4x7 4x8 4x
9 

4N 

1 4 8 12 16 20 24 28 32  4× N 

√2  3 6 9 12 15 18 21  3 × (N − 1),N>1 

2  3 6 9 12 15 18 21  3 × (N − 1) 

√5 
 

1 
(2) × 2

+ 2 

(4) × 2

+ 6 

(6) × 2

+ 10 

(8) × 2

+ 14 

(10) × 2

+ 18 

(12) × 2

+ 22 

 2 × (N − 2),N > 2 

+2 × (N − 3),N>3 

√8    1 2 3 4 5   

 B>  M 

2
法計數 

理論上推測可能： 

2 × (N − 4),N>4 

3   2 4 6 8 10 12  1×(N-2) 

√10 
 

  (1) × 2 (2) × 2 
(3) × 2

+ 3 

(4) × 2

+ 6 

(5) × 2

+ 9 
 2 × (N − 5),N>5 

√13 
 

    1 2 3 
 理論上推測可能： 

2 × (N − 6), 𝑁 > 6 

4    1 2 3 4 5   

√17        3  2 × (N − 7),N>7 

√20        1   

總和 4 15 32 56 80 108 136 168   
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  (3)、若範圍 5×N 時，廣義菱形的計數 

菱

形

邊

長 

5x
1 

5x2 5x3 5x4 5x5 5x6 5x7 5x8 5xN 

1 5 10 15 20 25 30 35 40 𝟓 × N 

√2  4 8 12 16 20 24 28 
𝟐

× (𝟐𝐍− 𝟐) 

2  4 8 12 16 20 24 28 𝟒(𝐍− 𝟏) 

√5  
0+
2 

(3)*2+
4 

(6)*2+1
0 

(9)*2+1
6 

(12)*2+2
2 

(15)*2+2
8 

(18)*2+3
4 

2

× (3N − 6) 

+2

× (3N − 7) 

√8   0 2 4 6 8 10 
2(N−3),N>

3 

3   3 6 9 12 15 18 3(N−2) 

√10    (2)*2 (4)*2 (6)*2+4 (8)*2+8 
(10)*2+1

2 
 

√13    0 (1)*2 (2)*2+2 (3)*2+4 (4)*2+6  

4    2 4 6 8 10 2(N − 3) 

√17     (1)*2 (2)*2 (3)*2 (4)*2+4  

√20     -- -- -- 0+2  

5     1 2 3 4 1×(N−4) 

    我們可以從 5×N 範圍的廣義菱形計數，明顯看出有兩大類計數：一是邊長為整數的計

數，有規律呈現為𝟓 × N、4× (N − 1)…1×(N−4)；另一種是邊長為無理數的計數，幾乎每種邊

長各有規律，一般式歸納不易，故換以總數字觀察。 

(二) 、以廣義菱形計數，但直接以實際圖形個數計算，並以數字公差做推論 

   1、範圍 2×N 的廣義菱形個數 

[A|B] 2×1 2×2 2×3 2×4 2×5 2×6 2×7  2 × n 

廣義菱形個數 2 6 10 15 20 26 32   

一階公差  +4 +4 +5 +5 +6 +6 +…   

二階公差  +0 +1 +0 +1 +0 +1 +…  

2 × n = (2+4)+4+5+5+6+…….+… 
 

   2、範圍 3×N 的廣義菱形個數 

[A|B] 3×1 3×2 3×3 3×4 3×5 3×6 3×7 3×8 3 × n 

廣義菱形個數 3 10 20 32 44 58 72 88  
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一階公差  +7 +10 +12 +12 +14 +14 +16   

二階公差  +3 +2 +0 +2 +0 +2 +…  

3 x n = 3+(7+10+12) + 12+14+14+16+…….+… 
                             3 個一階公差 

   3、範圍 4×N 的廣義菱形個數 

[A|B] 4x1 4x2 4x3 4x4 4x5 4x6 4x7 4x8 4 x n 

廣義菱形個數 4 15 32 56 80 108 136   

一階公差  +11 +17 +24 +24 +28 +28 +32   

二階公差  +6 +7 +0 +4 +0 +4 +…  

4 x n = 4+(11+17+24+24) + 28+28+28+32+32…….+… 

                                4 個一階公差 

   4、範圍 5×N 的廣義菱形個數 

[A|B] 5x1 5x2 5x3 5x4 5x5 5x6 5x7 5x8 5 x n 

廣義菱形個數 5 20 44 80 121 168 215 268  

一階公差  15 24 36 41 47 47 53   

二階公差  +9 +12 +5 +6 +0 +6 +…  

5 x n = 5+(15+24+36+41+47) + 47+53+53+59++…….+… 

                                  5 個一階公差 

   5、範圍 M × N的廣義菱形個數 (N ≥ M) 

[A|B] Mx 1 Mx2 Mx3 Mx4 Mx5 Mx6 Mx7 Mx8 M x N 

廣義菱形個數 M         

一階公差           

二階公差    +0 +2(M-2) +0 +2(M-2) +…  

限制：需先算出 M 個一階公差，當N > M後，才能再以二階公差方式續推菱形個數。 

預備定理四(廣義菱形個數) 

長方形的兩個鄰邊邊長為 M 和 N 單位，當𝑁 ≥ M時，菱形個數之間會成二階公差數列， 
若 M 為偶數，二階公差由 2(M-2)開始為：2(M-2) , 0 , 2(M-2) , … 

若 M 為奇數，二階公差由 0 開始為：0, 2(M-2) , 0 , 2(M-2) , … 

 
(三) 、以狹義菱形記數 (正方形不計入菱形個數內)。 

1、範圍2 ×N(狹義菱形個數) 
菱形邊長 

[A|B] 
2x1 2x2 2x3 2x4 2x5 2x6 2x7 2x8 2 x N 

√5[2|4]    1 2 3 4 5 N-3,N≥ B 

M 個一階公差 
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√10[2|6]      1 2 3 N-3-2,N≥ B 

√17[2|8]        1 N-3-2-2,N≥ B 

小計    1 2 4 6 9  

(a)、範圍2 ×N，N 為偶數項時，狹義菱形個數=(N-3)+(N-3-2)+(N-3-2-2)+…+1，為等差級數 

                                  1 = (N-3)+(項數-1)(-2) →共
𝑁−2

2
 項，累加 

𝑁−4

2
 次公差 

    狹義菱形個數=
[(N−3)+(N−3)+(

N−4

2
)(−2)]×(

N−2

2
)

2
 = (N−2)(N−2)

4
= ( N−2 

2
)2 

(b)、範圍2 ×N，N 為奇數項時，狹義菱形個數=(N-3)+(N-3-2)+(N-3-2-2)+…+0，為等差級數 

                                  0 = (N-3)+(項數-1)(-2) →共
𝑁−1

2
 項，累加 

𝑁−3

2
 次公差 

    狹義菱形個數=
[(N−3)+(N−3)+(

N−3

2
)(−2)]×(

N−1

2
)

2
 = (N−1)(N−3)

4
 

2、範圍3 ×N(狹義菱形個數) 
菱形邊長 

[對角線 A|對角線 B] 3x1 3x2 3x3 3x4 3x5 3x6 3x7 3x8 3 x N 

1 菱形邊長 1 時為正方形，不討論。 

√2[2|2] 菱形由[2|2]組成時為正方形，不討論。 

2 菱形邊長 2 時為正方形，不討論。 

√5[2|4]    2 4 6 8 10 2[n-3] ,N≥ B 

√8[4|4] 菱形由[4|4]組成時為正方形，不討論。 

3 菱形邊長 3 時為正方形，不討論。 

√10[2|6]      2 4 6 2[n-3-2] ,N≥ B 

√13[4|6] 對角線 A=4 > 範圍 M=3，菱形無法成形。 

4 菱形邊長 4 時為正方形，不討論。 

√17[2|8]        2 2[n-3-2-2] ,N≥ B 

[3|N] 對角線[3|N]時，無法構成菱形，不討論  

個數小計    2 4 8 12 18  

 (a)、範圍3 ×N 的情況下，不論 N 為偶數或奇數項，狹義菱形個數均為範圍2 ×N 的兩倍。 

     N 為偶數項時，狹義菱形個數=
2[(N−3)+(N−3)+(

N−4

2
)(−2)]×(

N−2

2
)

2
 = (N−2)(N−2)

2
= (N−2)

2

2
 

     N 為奇數項時，狹義菱形個數=
2[(N−3)+(N−3)+(

N−3

2
)(−2)]×(

N−1

2
)

2
 = (N−1)(N−3)

2
 或 (N−2)

2−1

2
 

 
3、範圍4N(狹義菱形個數) 

菱形邊長 
[對角線 A|對角線 B] 4x1 4x2 4x3 4x4 4x5 4x6 4x7 4x8 4 x N 

1 菱形邊長 1 時為正方形，不討論。 

√2[2|2] 菱形邊長由[2|2]組成時為正方形，不討論。 
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2 菱形邊長 2 時為正方形，不討論。 

√5[2|4](3N 時)    2 4 6 8 10 2[n-3] ,N≥ B 

√5[2|4](4N 時) 
 

1 2 6 10 14 18 22 
2[N-3]+ 
2[N-2] ,N≥ B 

√8[4|4] 菱形邊長由[4|4]組成時為正方形，不討論。 

3 菱形邊長 3 時為正方形，不討論。 

√10[2|6]      3 6 9 3[N-3-2] ,N≥ B 

√13[4|6]      1 2 3 1[N-3-2] ,N≥ B 

4 菱形邊長 4 時為正方形，不討論。 

√17[2|8]        3 3[N-3-2-2] ,N≥ B 

√20[4|8]        1 1[N-3-2-2] ,N≥ B 

個數小計  1 2 6 10 18 26 38  

(a)、範圍 4×N，N 為偶數項時，狹義菱形個數=[2(N-3)+2(N-2)]+4(N-3-2)+4(N-3-2-2)+…+4 

                             共𝑁−4

2
 項，累加 

𝑁−6

2
 次 

 狹義菱形個數= 2(N − 3 + N − 2) +
[4(N−3−2)+4]×(

N−4

2
)

2
= 2(2N − 5) + (N − 4)2 = N2 − 4N + 6  

 例如：(M=4 時)，N=6，菱形個數=62 − 4 × 6 + 6=18、N=8，菱形數=82 − 4 × 8 + 6=38。 
                               
(b)、範圍4 ×N，N 為奇數項時，狹義菱形個數 

 = [2(N − 3) + 2(N − 2)] + 4(N − 3 − 2) + 4(N − 3 − 2 − 2) +⋯+ 8  

                                             共𝑁−5

2
 項，累加 

𝑁−7

2
 次 

 狹義菱形個數 = 2(N − 3 + N − 2) +
[4(N−3−2)+8]×(

N−5

2
)

2
 

 = 2(2N − 5) + (N − 3)(N − 5) = N2 − 4N + 5 
 例如：(M=4 時)，N=5，菱形數=52 − 4 × 5 + 5=10、N=7，菱形個數=72 − 4 × 7 + 5=26。
4、範圍5N(狹義菱形個數) 

菱形邊長 
[對角線 A|對角線 B] 5x1 5x2 5x3 5x4 5x5 5x6 5x7 5x8 5 x N 

1 菱形邊長 1 時為正方形，不討論。 

√2[2|2] 菱形邊長由[2|2]組成時為正方形，不討論。 

2 菱形邊長 2 時為正方形，不討論。 

√5[2|4](3N 時)    2 4 6 8 10 2[n-3] ,N≥ B 

√5[2|4](4N 時) 
 

1 2 6 10 14 18 22 
2[N-3]+ 
2[N-2] ,N≥ B 

√5[2|4](5N 時) 
 

2 4 10 16 22 28 34 
4[N-2]+ 
2[N-3] ,N≥ B 

√8[4|4] 菱形邊長由[4|4]組成時為正方形，不討論。 
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3 菱形邊長 3 時為正方形，不討論。 

√10[2|6]      4 8 12 4[N-3-2] ,N≥ B 

√13[4|6]      2 4 6 2[N-3-2] ,N≥ B 

4 菱形邊長 4 時為正方形，不討論。 

√17[2|8]        4 4[N-3-2-2] ,N≥ B 

√20[4|8]        2 2[N-3-2-2] ,N≥ B 

個數小計  2 4 10 16 28 40 58  

(a)、範圍 5×N，N 為偶數項時，狹義菱形個數=[4(N-2)+2(N-3)]+6(N-3-2)+6(N-3-2-2)+…+6 

                             共𝑁−4

2
 項，累加 

𝑁−6

2
 次 

    狹義菱形個數= 4(N − 2) + 2(N − 3) +
[6(N−3−2)+6]×(

N−4

2
)

2
 

                                    = (6N − 14) +
3(N−4)

2

2

=
 3 

 2 
N2 − 6N + 10  

    例如：(M=5 時)，N=6，菱形個數=
 3 

 2 
62 − 6 × 6 + 10 =28。 

(b)、範圍5 ×N，N 為奇數項時，狹義菱形個數=[4(N-2)+2(N-3)]+6(N-3-2)+6(N-3-2-2)+…+12 

                                                           共𝑁−5

2
 項，累加 

𝑁−7

2
 次 

    狹義菱形個數= 4(N − 2) + 2(N − 3) +
[6(N−3−2)+12]×(

N−5

2
)

2
=  3 

 2 
N2 − 6N +

 17 

2
 

    例如：(M=5 時)，N=7，菱形個數=
 3 

 2 
72 − 6 × 7 +

 17 

2
= 40。 

 

    在範圍2 ×N 時，菱形個數=(N-3)+(N-3-2)+(N-3-2-2)+……+1 或+0，為等差級數；而

在範圍 3 ×N 時，菱形個數恰為 2 ×N 的兩倍。故原本推測範圍 4 ×N 時亦會成等差級數，

但因從範圍 4 ×N 開始會一直產生新的菱形種類-無理數(A|
 M 

2
型)，使得公式不停產生變

動，所以不論是廣義或狹義，皆無法做出範圍 M×N 的菱形個數一般式，但可以推測：在

範圍 M×N 格子數內，廣義菱形個數一般式=狹義菱形個數一般式+正方形個數一般式。 

以下舉兩個例子： 

(1)、在範圍3 ×N 而 N 為偶數項的情況下， 

   廣義菱形個數一般式應等於
(N−2)(N−2)

2
+[

M(M+1)(M+2)

3!
] × [

2N−M+1

2
]，M = 3代入 

   廣義菱形數一般式=
(N−2)(N−2)

2
+ [

3(3+1)(3+2)

3!
] × [

2N−3+1

2
] =

𝐍𝟐+𝟏𝟔𝐍−𝟏𝟔

𝟐
 

數字驗證：M=3、N=6 時，廣義菱形個數 58=狹義菱形數 8+正方形數 50， 
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恰好=
62+16∗6−16

2
=58 

  (2)、在範圍5 ×N 而 N 為奇數項的情況下， 

   廣義菱形個數一般式應等於
 3 

 2 
N2 − 6N +

 17 

2
 + [M(M+1)(M+2)

3!
] × [

2N−M+1

2
]， 

     M = 5代入，廣義菱形數一般式=
 3 

 2 
N2 − 6N +

 17 

2
+ [

5(5+1)(5+2)

3!
] × [

2N−5+1

2
] 

=
3N2 + 58N − 123

2
 

數字驗證：M=5、N=5 時，廣義菱形數121 =狹義菱形數 16 + 正方形數 105 

           = 3×52+58×5−123

2
=121 

最後將一般式整理如下： 

預備定理三-1(狹義菱形個數) 

長方形的兩個鄰邊邊長為 M 和 N 單位，𝑁 ≥ M時，菱形個數如下： 

格子數範圍2 ×N，當 N 為偶數項時，狹義菱形個數 = (
 𝑁−2 

2
)2 

格子數範圍 2 × N，當 N為奇數項時，狹義菱形個數 = (𝑁−1)(𝑁−3)
4

 

格子數範圍3 ×N，當 N 為偶數項時，狹義菱形個數= (N−2)(N−2)
2

 或 (N−2)
2

2
 

  格子數範圍3 ×N，當 N為奇數項時，狹義菱形個數= (N−1)(N−3)
2

 或 (N−2)
2−1

2
 

格子數範圍4 ×N，當 N 為偶數項時，狹義菱形個數= N2 − 4N + 6 
格子數範圍4 ×N，當 N 為奇數項時，狹義菱形個數= N2 − 4N + 5 

格子數範圍5 ×N，當 N 為偶數項時，狹義菱形個數=
 3 

 2 
N2 − 6N + 10 

格子數範圍5 ×N，當 N 為奇數項時，狹義菱形個數=  3 
 2 
N2 − 6N +

 17 

2
 

預備定理三-2(廣義菱形個數) 

長方形的兩個鄰邊邊長為 M 和 N 單位，𝑁 ≥ M時，菱形個數如下： 

格子數範圍2 ×N，當 N 為偶數項時，廣義菱形個數 =
N2+12N−4

4
 

格子數範圍 2 × N，當 N為奇數項時，廣義菱形個數 =
N2+12N−5

4
  

格子數範圍3 ×N，當 N 為偶數項時，廣義菱形個數= N
2+16N−16

2
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  格子數範圍3 ×N，當 N為奇數項時，廣義菱形個數= N
2+16N−17

2
 

格子數範圍4 ×N，當 N 為偶數項時，廣義菱形個數= N2 − 16N − 24 
格子數範圍4 ×N，當 N 為奇數項時，廣義菱形個數= N2 − 16N − 25 

格子數範圍5 ×N，當 N 為偶數項時，廣義菱形個數=
3N2+58N−120

2
 

格子數範圍5 ×N，當 N 為奇數項時，廣義菱形個數= 3N
2+58N−123

2
 

四、平行四邊形 

 (一)格狀與條狀≡長方形個數 = ∑ 𝑛𝑀1 × ∑ 𝑛𝑁1  

 (二)橫線斜錯型(以 N=2 為討論) 

[

𝑎| 1 ∗
𝑏| ∗ 2
𝑐| ∗ 2

]|橫線 ≡

a

b

c

1

2

*

**

*

+

a

b

c

1

2

*

*

*

*

， 

圖形說明：上列矩陣代表 2×2 範圍內可以成立的圖形，數字或「*」符號皆代表一橫線，a、

b、c 為起算列，數字表示第 n 欄位，由上底與下底的定位來討論平行四邊形個數的規律。 

 2×2 2×3 2×4 2×5 2 × N 

上下二條

橫線(斜錯) 

 
  

4 

[
1 ∗
∗ 2
∗ 2

] 

模組[1]a=4 
(兩種形狀 
×正反面) 

12 

[
1 ∗ ∗
∗ 2 ∗
∗ 2 ∗

] 

1 ∗ ∗
∗ ∗ 2
∗ ∗ 2

→       

∗ 1 ∗
∗ ∗ 2
∗ ∗ 2

→      

模組[1]a 
向右移動 

24 

[
1 ∗ ∗ ∗
∗ 2 ∗ ∗
∗ 2 ∗ ∗

] 

1 ∗ ∗ ∗
∗ ∗ 2 ∗
∗ ∗ 2 ∗

→        
1 ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ 2
∗ ∗ ∗ 2

→        

∗ 1 ∗ ∗
∗ ∗ 2 ∗
∗ ∗ 2 ∗

→        
∗ 1 ∗ ∗
∗ ∗ ∗ 2
∗ ∗ ∗ 2

→        

∗ ∗ 1 ∗
∗ ∗ ∗ 2
∗ ∗ ∗ 2

→        

模組[1]a 

40 

[
1 ∗ ∗ ∗ ∗
∗ 2 ∗ ∗ ∗
∗ 2 ∗ ∗ ∗

] 

1 ∗ ∗ ∗ ∗
∗ 2 𝑉 𝑉 𝑉
∗ 2 𝑉 𝑉 𝑉

→          =4(5-1) 

∗ 1 ∗ ∗ ∗
∗ ∗ 2 𝑉 𝑉
∗ ∗ 2 𝑉 𝑉

→          =4(5-2) 

∗ ∗ 1 ∗ ∗
∗ ∗ ∗ 2 𝑉
∗ ∗ ∗ 2 𝑉

→          =4(5-3) 

∗ 1 ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ 2
∗ ∗ ∗ ∗ 2

→         =4(5-4) 

模組[1]a 

4× ∑ 𝑛𝑁−1
1  

20



上下二條

橫線(斜錯) 

 
  

2 

[
∗ ∗
1 ∗
∗ 2

] 

模組[1]b=2 

6 

[
∗ ∗ ∗
1 ∗ ∗
∗ 2 ∗

] 

∗ ∗ ∗
1 ∗ ∗
∗ ∗ 2

→       

∗ ∗ ∗
∗ 1 ∗
∗ ∗ 2

→      

模組[1]b 
向右移動 

12 

[
∗ ∗ ∗ ∗
1 ∗ ∗ ∗
∗ 2 ∗ ∗

] 

∗ ∗ ∗ ∗
1 ∗ ∗ ∗
∗ ∗ 2 ∗

→        ∗ ∗ ∗ ∗
1 ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ 2

→        

∗ ∗ ∗ ∗
∗ 1 ∗ ∗
∗ ∗ 2 ∗

→        ∗ ∗ ∗ ∗
∗ 1 ∗ ∗
∗ ∗ ∗ 2

→         

∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ 1 ∗
∗ ∗ ∗ 2

→        

模組[1]b 

20 

[
∗ ∗ ∗ ∗ ∗
1 ∗ ∗ ∗ ∗
∗ 2 ∗ ∗ ∗

] 

∗ ∗ ∗ ∗ ∗
1 ∗ ∗ ∗ ∗
∗ 2 𝑉 𝑉 𝑉

→          =2(5-1) 

∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ 1 ∗ ∗ ∗
∗ ∗ 2 𝑉 𝑉

→          =2(5-2) 

∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ 1 ∗ ∗
∗ ∗ ∗ 2 𝑉

→          =2(5-3) 

∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ 1 ∗
∗ ∗ ∗ ∗ 2

→         =2(5-4) 

模組[1]b 

2 × ∑ 𝑛

𝑁−1

1

 

上下二條

橫線(斜錯) 

 
  

 4 

[
1 2 ∗
∗ 2 3
∗ 2 3

] 

模組[2]a=4 

12 

[
1 2 ∗ ∗
∗ 2 3 ∗
∗ 2 3 ∗

] 

1 2 ∗ ∗
∗ ∗ 3 4
∗ ∗ 3 4

→        
∗ 2 3 ∗
∗ ∗ 3 4
∗ ∗ 3 4

→        

模組[2]a  

24 

[
1 2 ∗ ∗ ∗
∗ 2 3 ∗ ∗
∗ 2 3 ∗ ∗

] 

1 2 ∗ ∗ ∗
∗ 2 3 𝑉 𝑉
∗ 2 3 𝑉 𝑉

→          =4(5-2) 

∗ 1 2 ∗ ∗
∗ ∗ 3 4 𝑉
∗ ∗ 3 4 𝑉

→          =4(5-3) 

∗ 1 2 ∗ ∗
∗ ∗ ∗ 4 5
∗ ∗ ∗ 4 5

→          =4(5-4) 

模組[2]a 

4 × ∑ 𝑛

𝑁−2

1

 

上下二條

橫線(斜錯) 

 
  

 2 

[
∗ ∗ ∗
1 2 ∗
∗ 2 3

] 

模組[2]b=2 

6 

[
∗ ∗ ∗ ∗
1 2 ∗ ∗
∗ 2 3 ∗

] 

∗ ∗ ∗ ∗
1 2 ∗ ∗
∗ ∗ 3 4

→        ∗ ∗ ∗ ∗
∗ 2 3 ∗
∗ ∗ 3 4

→        

模組[2]b 

12 

[
∗ ∗ ∗ ∗ ∗
1 2 ∗ ∗ ∗
∗ 2 3 ∗ ∗

] 

∗ ∗ ∗ ∗ ∗
1 2 ∗ ∗ ∗
∗ 2 3 𝑉 𝑉

→          =2(5-2) 

∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ 2 3 ∗ ∗
∗ ∗ 3 4 𝑉

→          =2(5-3) 

∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ 3 4 ∗
∗ ∗ ∗ 4 5

→          =2(5-4)

模組[2]b 

2 × ∑ 𝑛

𝑁−2

1

 

上下二條

橫線(斜錯) 

 
  

  4 

[
1 2 3 ∗
∗ 2 3 4
∗ 2 3 4

] 

12 

[
1 2 3 ∗ ∗
∗ 2 3 4 ∗
∗ 2 3 4 ∗

] 
4 × ∑ 𝑛

𝑁−3

1
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模組[3]a=4 
1 2 3 ∗ ∗
∗ 2 3 4 𝑉
∗ 2 3 4 𝑉

→          =4(5-3) 

∗ 2 3 4 ∗
∗ ∗ 3 4 5
∗ ∗ 3 4 5

→          =4(5-4)

模組[3]a 

上下二條

橫線(斜錯) 

 
  

  2 

[
∗ ∗ ∗ ∗
1 2 3 ∗
∗ 2 3 4

] 

模組[3]b=2 

6 

[
∗ ∗ ∗ ∗ ∗
1 2 3 ∗ ∗
∗ 2 3 4 ∗

] 

∗ ∗ ∗ ∗ ∗
1 2 3 ∗ ∗
∗ 2 3 4 𝑉

→          =2(5-3) 

∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ 2 3 4 ∗
∗ ∗ 3 4 5

→          =2(5-4)

模組[3]b 

2 × ∑ 𝑛

𝑁−3

1

 

上下二條

橫線(斜錯) 

 
  

   4 

[
1 2 3 4 ∗
∗ 2 3 4 5
∗ 2 3 4 5

] 

模組[4]a 

4 × ∑ 𝑛

𝑁−4

1

 

上下二條

橫線(斜錯) 

 
  

   2 

[
∗ ∗ ∗ ∗ ∗
1 2 3 4 ∗
∗ 2 3 4 5

] 

模組[4]b 

2 × ∑ 𝑛

𝑁−4

1

 

小計 6 24 60 120 
∗ (N − 1)(N)(N + 1) 

見下說明 

模組種類 
[1]ab [1]ab、[2]ab [1]ab、[2]ab 

[3]ab 
[1]ab、[2]ab 
[3]ab、[4]ab 

N-1 種[c] 

M 類起算列 

平行四邊形計數方法小結： 

1. 模組=N-2 種，(因為上下兩邊要斜錯，所以扣掉 1 格邊長)，[c]=上下邊的長度。 

2. 每一種[c]都會有 M 類的起算列，例：M=2，有 a、b 兩類的起算列；M=3 會有 a、b、c   

   三類的起算列。 

3. 由 a 做起算列，則會有 2M 個平行四邊形， 

 由 b 做起算列，則會有 2(M-1)個平行四邊形 

 由 c 做起算列，則會有 2(M-2)個平行四邊形。 
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4. 上下二條橫線(斜錯)的平行四邊形個數  

= 4 × ∑ 𝑛𝑁−1
1 + 4 × ∑ 𝑛𝑁−2

1 +⋯+ 4 × ∑ 𝑛11  + 2 × ∑ 𝑛𝑁−1
1 + 2 × ∑ 𝑛𝑁−2

1 +⋯+ 2 × ∑ 𝑛11  

= 6 × (∑ 𝑛𝑁−1
1 + ∑ 𝑛𝑁−2

1 +⋯+ ∑ 𝑛11 )  = 6× (∑ ∑ 𝑛𝑁−1
𝑛=1

𝑁−1
𝑁=1 ) 

= 6 × ∑ (1+N−1)(N−1)

2

N−1
N=1     = 6 × ∑ (𝑁2−𝑁)

2

N−1
N=1  = 6 ×   1  

2
(∑ 𝑁2 − ∑ 𝑁)N−1

N=1
N−1
N=1  

= 6 ×   1  

2
(
  (N−1)(N)(N+1)  

6
−
  (N)(N−1) 

2
) = 6 ×  (N−1)(N)(N+1)

6
  

=(N − 1)(N)(N + 1) 

(三)直線斜錯型(以 M=2~4、N=1~4 討論) 

1、M=2 

 2×1 2×2 2×3 2×4 2×N 

左右二條

直線(直立) 

  
 

a b
1a

2b

1
a→2b 
 
 
 
種類:1 

a b
1a

2b 2c

c
1b

1a→2b、2c 
1b→2c 
 
 
種類:1+2 

a b
1a

2b 2c

c d
1b 1c

2d

 
1a→2b、2c、2d 
1b→2c、2d 
1c→2d 
 
種類:1+2+3 

a b
1a

2b 2c

c d
1b 1c

2d

1d 1e

2e 
1a→2b.2c.2d.2e 
1b→2c.2d.2e 
1c→2d.2e 
1d→2e 
種類:1+2+3+4 

1∑𝑛

𝑁

𝑛=1

 

2、M=3 

 3×1 3×2 3×3 3×4 3×N 

左右二條

直線(直立) 

  
 

a b
1a

2b

3b

2a

1
a→2b、3b 
2a→3b 
 
 
 
種類:1+2 

a b
1a

2b

3b

2a

c

2c

3c

1b

1a→2b.2c. 
3b.3c 

1b→2c.3c 
2a→3b.3c 
2b→3c 
種類:2+4 

+1+2 

a b
1a

2b

3b

2a

c

2c

3c

1b

d
1c

2d

3d  
1a→2b.2c.2d 
    3b.3c.3d 
1b→2c.2d.3c.3d 
1c→2d.3d 
2a→3b.3c.3d 
2b→3c.3d 
2c→3d 
種類:2+4+6 

+1+2+3 

a b
1a

2b

3b

2a

c

2c

3c

1b
d

1c

2d

3d

1d

2e

3e

e

 
1a→2b.2c.2d.2e 
    3b.3c.3d.3e 
1b→2c.2d.2e 
    3c.3d.3e 
1c→2d.2e.3d.3e 
1d→2e.3e 
2a→3b.3c.3d.3e 
2b→3c.3d.3e 
2c→3d.3e 
2d→3e 

3∑𝑛

𝑁

𝑛=1
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種類:2+4+6+8 
+1+2+3+4 

3、M=4 

 3×1 3×2 3×3 3×4 3×N 

左右二條

直線(直立) 

  
 

a b
1a

2b

3b

2a

3a

4b 1
a→2b.3b.4b 
2a→3b.4b 
3a→4b 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
種類: 3 

+2 
+1 

a b
1a

2b

3b

2a

3a

4b

c

2c

3c

4c

1b

1
a→2b.2c 

3b.3c 
4b.4c 

2a→3b.3c. 
    4b.4c 
3a→4b.4c. 
1b→2c.3c.4c 
2b→3c.4c 
3b→4c 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
種類:3+6 

+2+4 
+1+2 

a b
1a

2b

3b

2a

3a

4b

c

2c

3c

4c

1b
d

2d

3d

4d

1c

 
1a→2b.3b.4b 
    2c.3c.4c 
    2d.3d.4d 
1b→2c.3c.4c 
    2d.3d.4d 
1c→2d.3d.4d 
2a→3b.4b.3c. 

4c.3d.4d 
2b→3c.4c.3d.4d 
2c→3d.4d 
3a→4b.4c.4d 
3b→4c.4d 
3c→4d 
 
 
 
 
 
 
 
種類:  3+6+9 

+2+4+6 
+1+2+3 

a b c d e
1a 1b 1c 1d

2d2c2a

3d

2e

3e3c

4c

3a

4b 4d 4e

2b

3b

 
1a→2b.3b.4b 
    2c.3c.4c 

2d.3d.4d 
2e.3e.4e 

1b→2c.3c.4c 
    2d.3d.4d 
    2e.3e.4e 
1c→2d.3d.4d 
    2e.3e.4e 
1d→2e.3e.4e 
2a→3b.4b.3c.4c 

3d.4d.3e.4e 
2b→3c.4c.3d. 

4d.3e.4e 
2c→3d.4d.3e.4e 
2d→3e.4e 
3a→4b.4c.4d.4e 
3b→4c.4d.4e. 
3c→4d.4e 
3d→4e 
種類:3+6+9+12  

+2+4+6+8 
+1+2+3+4 

6∑𝑛

𝑁

𝑛=1

 

推論：M=2，左右二條橫線(斜錯)的平行四邊形數量= 1 × ∑ 𝑛𝑁
𝑛=1  

      M=3，左右二條橫線(斜錯)的平行四邊形數量= (1 + 2) × ∑ 𝑛𝑁
𝑛=1  

      M=4，左右二條橫線(斜錯)的平行四邊形數量= (1 + 2 + 3) × ∑ 𝑛𝑁
𝑛=1  

故推測「左右二條橫線(斜錯)的平行四邊形數量」 

= ∑ n

M−1

n=1

×∑n

N

n=1

=
(1 + M− 1)(M − 1)

2
×
(1 + N)(N)

2
=
(M − 1) × M × N × (N + 1)

4
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又因為有正反面，再乘以 2 = (M−1)×M×N×(N+1)

2
。 

則(1)、給定長方形範圍為 M 和 N 單位時，平行四邊形數量 

=「上下二條直線(斜錯)平行四邊形數量」+「左右二條橫線(斜錯)平行四邊形數量」 

= (N − 1)(N)(N + 1) +
(M − 1) × M × N × (N + 1)

2
 

=
[(M − 1)M + 2N − 2] × N × (N + 1)

2
 

(2)、若給定長方形範圍為 M 和 N 單位時，平行四邊形(廣義)包含正方形及長方形， 

     則總數量= ∑ nM1 × ∑ nN1  + [(M−1)M+N−1]×N×(N+1)
2

 

           =
(1+M)M

2
×
(1+N)N

2
 + 

[(M−1)M+N−1]×N×(N+1)

2
 

                              =
 (M2+M)×N×(1+N)

4
+2[M

2−M+N−1]×N×(N+1)

4
 

= [3M
2−M+2N−2]×N×(N+1)

4
 或 [M(3M−1)+2(N−1)]×N×(N+1)

4
 

預備定理四(平行四邊形數量) 

上下二條直線(斜錯)平行四邊形數量 =(N − 1)(N)(N + 1) 

左右二條直線(斜錯)平行四邊形數量 =∑ 𝑛𝑀−1
𝑛=1 × ∑ 𝑛𝑁

𝑛=1 =
(𝑀−1)×𝑀×𝑁×(𝑁+1)

2
 

格狀形的平行四邊形數量 =∑ 𝑛𝑀1 × ∑ 𝑛𝑁1  

(狹義) 若給定長方形的兩鄰邊長為 M 和 N 單位，則平行四邊形數量 

=「上下左右二條直線(斜錯)平行四邊形數量」 

= (N − 1)(N)(N + 1) +  (𝑀−1)×𝑀×𝑁×(𝑁+1)
2

 

= [(M−1)M+2N−2]×N×(N+1)
2

 

(廣義)若給定長方形的兩鄰邊長為 M 和 N 單位，則平行四邊形數量 

=「格狀」+「上下左右二條直線(斜錯)平行四邊形數量」 

= ∑ 𝑛𝑀1 × ∑ 𝑛𝑁1  + (N − 1)(N)(N + 1) +  (𝑀−1)×𝑀×𝑁×(𝑁+1)
2

 

=
[3M2−M+2N−2]×N×(N+1)

4
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五、等腰梯形 

  目前只先討論範圍 2×N 時的等腰梯形數量 

1. 梯形斜放 

方格範圍 2×2 2×3 2×4 2×5 2 × N 

梯形數量 

4 個方向 
 

 

4 個方向 
重複兩次

 

4 個方向 
重複三次 

 

… … 

小計 斜：4 斜:8 斜:12 斜:16 斜：4(N-1) 

2. 梯形正放 

方格範圍 2×2 2×3 2×4 2×5 2×6 2 × 7 

梯形數量 

無法成形 
 

-1-
[1]
-3-

-1-
[2]
-3-

 

(4 + 2) 
 

(8+4) 

4 個方向 
重複三次 

 
(12+6) 

4 個方向 
重複四次 

(16+8) 

4 個方向 
重複五次 
(20+10) 

梯形數量 

  
新增 1 類 

 
(4+2) 

4 個方向 
重複兩次 

 
(8+4) 

4 個方向 
重複三次 

(12+6) 

4 個方向 
重複四次 

(16+8) 

梯形數量    

新增 2 類 

 
(4+2) 

4 個方向 
重複兩次 

(8+4) 
+ 

(8+4) 

4 個方向 
重複三次 

(12+6) 
+ 

(12+6) 
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(4+2) 

梯形數量     
新增 2 類 
(4+2)× 2 

重複兩次 
(4+2)× 2 × 2 

梯形數量      
新增 3 類 
(4+2)× 3 

  正：6 正：18 正：42 正：78 正：132 

新增等腰

梯形種類 

說明： 
-1-
[1]
-3-

 
表示為 

−1 −
[1]
−3 −

 

−1 −
[1]
−3 −

| × 4 

−1 −
[2]
−3 −

| × 2 

|
−2 −
[1]
−4 −

| × 4 

−2 −
[2]
−4 −

| × 2 

−1 −
[1]
−5 −

||
−1 −
[2]
−5 −

 

−3 −
[1]
−5 −

||
−3 −
[2]
−5 −

 

−2 −
[1]
−6 −

||
−2 −
[2]
−6 −

 

−4 −
[1]
−6 −

||
−4 −
[2]
−6 −

 

−1 −
[1]
−7 −

||
−1 −
[2]
−7 −

 

−3 −
[1]
−7 −

||
−3 −
[2]
−7 −

 

−5 −
[1]
−7 −

||
−5 −
[2]
−7 −

 

等腰梯形新增種類數 = [𝑁−1
2
] × M種，N 每增加 2，就會多 1 種等腰梯形。我們設定

−1 −
[1]
−3 −

、

−1 −
[2]
−3 −

是等腰梯形的起始圖集 A，共(1+2)種圖形；再將所有等腰梯形分區段累計，如下表： 

N 值 所分區段 累計圖形種類 

N=3 1 
(1+2)× 1    
 

N=4 1 
(1+2)×2    
(1+2)×1 

N=5 2 (1+2)×3 
(1+2)× 1 
(1+2)× 1 

  

(1+2)× 2  

N=6 2 
(1+2)×4 

(1+2)× 2 
(1+2)× 2 

  

(1+2)× 3 (1+2)× 1 
(1+2)× 1 

N=7 3 
(1+2)×5 

(1+2)× 3 
(1+2)× 3 

(1+2)× 1 
(1+2)× 1 
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(1+2)× 1 
(1+2)× 4 (1+2)× 2 

(1+2)× 2 
 

N=8 3 
(1+2)× 6 

(1+2)× 4 
(1+2)× 4 

(1+2)× 2 
(1+2)× 2 
(1+2)× 2 

 

(1+2)× 5 (1+2)× 3 
(1+2)× 3 

(1+2)× 1 
(1+2)× 1 
(1+2)× 1 

N=9 4 
(1+2)×7 

(1+2)× 5 
(1+2)× 5 

(1+2)× 3 
(1+2)× 3 
(1+2)× 3 

(1+2)× 1 
(1+2)× 1 
(1+2)× 1 
(1+2)× 1 

(1+2)× 6 (1+2)× 4 
(1+2)× 4 

(1+2)× 2 
(1+2)× 2 
(1+2)× 2 

 

1.若 N 為奇數項，等腰梯形總類的增加量∆T奇  

= 1×(𝑁−1
2

)+3×(𝑁−3
2

)+ 5×(𝑁−5
2

)+…+(N-2)× [𝑁−(𝑁−2)
2

] 

+ 2×(𝑁−3
2

)+4×(𝑁−5
2

)+ 6×(𝑁−7
2

)+…+(N-3)× [𝑁−(𝑁−2)
2

] 

=1×(𝑁−1
2

) + 5×(𝑁−3
2

) + 9×(𝑁−5
2

) + … + (2N-5)× 1。 

等腰梯形總數 =梯形斜放數+梯形正放數 = 4(N − 1) + (1 + 2) × ∆T奇 × 2(上下翻轉) 

例：N=13，∆T奇 =1×(13−1
2

)+5×(13−3
2

)+9×(13−5
2

)+13× (13−7
2
) + 17 × (

13−9

2
) + 21 × (

13−11

2
) 

               =1×6 + 5×5 + 9×4 + 13× 3 + 17 × 2 + 21 × 1=161 

所以當 M=2、N=13，等腰梯形總數 = 4(13 − 1) + (1 + 2) × 161 × 2 = 1014個。 

 

2.若 N 為偶數項，等腰梯形總類的增加量∆T偶  

= 1×(𝑁−2
2

)+3×(𝑁−4
2

)+ 5×(𝑁−6
2

)+…+(N-3)× [𝑁−(𝑁−2)
2

] 

+ 2×(𝑁−2
2

)+4×(𝑁−4
2

)+ 6×(𝑁−6
2

)+…+(N-2)× [𝑁−(𝑁−2)
2

] 
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=3×(𝑁−2
2

) + 7×(𝑁−4
2

) + 11×(𝑁−6
2

) + … + (2N-5)× 1。 

等腰梯形總數 = 4(N − 1) + (1 + 2) × ∆T偶 × 2(上下翻轉) 

  肆、研究結論 

一、大多四邊形均可由單一一般式表示。例如，在給定方格範圍 M×N 內： 

  1、正方形個數=[
𝑀(M+1)(𝑀+2)

3!
] × [

(𝑁−𝑀)+(N+1)

2
]；若 M=N，則正方形個數=

N(N+1)(N+1)(𝑁+2)

(1×2)(2×3)
 

  2、長方形數量(不含正方形)=∑ [(M + 1 − L) × ∑ nN−L
n=1 ]M

L=1 ，n ≥ M 

  3、平行四邊形數量(上下二條直線斜錯) =(N − 1)(N)(N + 1) 

     平行四邊形數量(左右二條直線斜錯) =∑ 𝑛𝑀−1
𝑛=1 × ∑ 𝑛𝑁

𝑛=1  

二、菱形意外地無法由單一一般式表示，隨 M、N 給定不同，就產生特定的一般式，變化繁 

    瑣。 

三、公式彼此間可以組合成的一般式。例如：平行四邊形一般式=長方形公式 + 斜錯平行 

    四邊形公式。 

四、後續研究延伸方向可計算「箏形」、「非等腰梯形」；或計算因斜擺而產生的四邊形數 

    量；或研究三角形內之四邊形、三邊形個數，並可嘗試以排列組合方式解題計算。 

 

伍、參考資料 

  李碩彥。平行四邊形的大家族。數學傳播 35 卷 3 期,pp.31-38。 

29



030407-評語 

【評語】030407  

本作品所考慮的是一個淺顯易懂的問題：在給定的 m×n 的格

點圖上，我們可以找出多少個正方形（正方形的邊不見得要與原本

格點圖的邊平行）？問題明確不複雜且有趣。作者們針對原始的問

題給出了完整的解答。對於一些延伸問題，如：格點圖中所含的長

方形的個數、菱形的個數、梯形的個數等問題，也做了討論，內容

很豐富，一些分類的手法也頗具巧思，值得嘉許。比較可惜的是，

在計算某些特定形狀的四邊形的個數時所使用的方式似乎是藉由

觀察規律來推論結果，沒有給出一個理論上的說明，這讓人覺得有

些美中不足。另一方面，在使用符號時，應該盡可能將符號所代表

的意義解釋清楚，如此，才能讓作品看起來更具可讀性。



 

 

 

 

 

 

 

 

 

作品簡報



圖多變是美~

給定範圍內之四邊形數量計
算

組別：國中組
科別：數學組



研究動機
暑假時原本想要搜尋皮克斯電影卻少打了
一個字，結果跑出「皮克定理」，在好奇
心驅使下大致瀏覽，感到能用短短的式子
解答問題真是太厲害了，在與同學討論並
請教老師後覺得可以往相關的方向去研究
看看，決定以解決「計算給定範圍內的四
邊形數量」作為研究的目標。



研究目的
 1.由正方形格子組成圖形為邊長N的正方形時的正方形個數

 2.由正方形格子組成圖形為M×N長方形時的正方形個數

 3.由正方形格子組成圖形為M×N長方形時的長方形個數

 4.由正方形格子組成圖形為M×N長方形時的菱形個數

 5.由正方形格子組成圖形為M×N長方形時的平行四邊形個數

 6.由正方形格子組成圖形為M×N長方形時的等腰梯形個數



範圍
邊長N的正方形

計算
正方形個數

 推測當正方形的邊長為n單位時，正方形個數公式如下：

 12 + 12 + 22 + 12 + 22 + 32 +⋯+ ሺ12 + 22 + 32 +⋯+



範圍
邊長M×N的長方
形

計算
正方形個數

推測當M×N的長方形(N ≥ M)，

正方形個數公式如下：


𝑀4+4M3+5M2+2M

12
+ ሺσj=1

M σi=1
j

i) × ሺN −M)

 =
𝑀4+4M3+5M2+2M

12
+

M3+3M2+2M

6
× N −M

 =
M M+1 M+2

3!
×

2N−M+1

2
…定理一-2

 其中，σj=1
M σi=1

j
i = σj=1

M j j+1

2

 =
1

2
σj=1
M j2 +σj=1

M j

 =
1

2

M M+1 2M+1

6
+

M M+1

2

 =
1

2
×

2M3+6M2+4M

6
=

M3+3M2+2M

6



範圍
邊長M×N的長方
形

計算
長方形個數

給定範圍M×N內，
長方形數量總計(包含正方形)：



1

M

n ×

1

N

n

=
ሺ1 + M)M

2
×

1 + N N

2

=
M2 +M N2 + N

4

給定範圍M×N內，長方形數量(不含正方形)總計：

=

L=1

M

ሺM + 1 − L) × 

n=1

N−L

n ，n ≥ M

預備定理二-3

預備定理二-1

給定範圍M×N內，

長方形數量(不含正方形)總計：

=

1

𝑀

𝑛 ×

1

𝑁

𝑛 − [
M M+ 1 ሺM + 2)

3!
] × [

2N − M+ 1

2

=
M M + 1

12
× [3N N − 1 + M M + 1 − 2 MN + 1 ]

預備定理二-2

1
+
2
+
3

M

1

+

2

M-1

1

+

2

M-2



範圍
邊長M×N的長方
形

計算
菱形個數

方法一 圖形

方法一

方法二 (廣義菱形個數)

成發散結果，無法有效歸納出單一一般式。

從方法一計算廣義菱形，明顯看出有兩大類計數：

一是邊長為整數的計數，有規律呈現為5 × N、4× N − 1 …1×(N−4)；

一種是邊長為無理數的計數，幾乎每種邊長各有規律，一般式歸納不易，故換以總數字觀察。

方法三 (狹義菱形個數)

長方形的兩個鄰邊邊長為M和N單位，當𝑁 ≥ M時，菱形個數之間會成二階公差數列，

若M為偶數，二階公差由2(M-2)開始為：2(M-2) , 0 , 2(M-2) , …

若M為奇數，二階公差由0開始為：0, 2(M-2) , 0 , 2(M-2) , …

方法二 圖形



範圍
邊長M×N的長方
形

計算
菱形個數

預備定理三-1(狹義菱形個數一般式)

長方形的兩個鄰邊邊長為M和N單位，𝑵 ≥ 𝐌時，菱形個數如下：

格子數範圍2 ×N，當N為偶數項時，狹義菱形個數 = ሺ
N−2

2
)2

格子數範圍2 × N，當N為奇數項時，狹義菱形個數 =
N−1 N−3

4

格子數範圍3 ×N，當N為偶數項時，狹義菱形個數=
𝐍−𝟐 𝐍−𝟐

𝟐
或

𝐍−𝟐 𝟐

𝟐

格子數範圍3 ×N，當N為奇數項時，狹義菱形個數=
N−1 N−3

2
或

N−2 2−1

2

格子數範圍4 ×N，當N為偶數項時，狹義菱形個數= N2 − 4N+ 6
格子數範圍4 ×N，當N為奇數項時，狹義菱形個數= N2 − 4N+ 5

格子數範圍5 ×N，當N為偶數項時，狹義菱形個數=
3

2
N2 − 6N+ 10

格子數範圍5 ×N，當N為奇數項時，狹義菱形個數=
3

2
N2 − 6N +

17

2

長方形的兩個鄰邊邊長為M和N單位，𝑵 ≥ 𝐌時，菱形個數如下：

格子數範圍2 ×N，當N為偶數項時，廣義菱形個數 =
N2+12N−4

4

格子數範圍2 × N，當N為奇數項時，廣義菱形個數 =
N2+12N−5

4

格子數範圍3 ×N，當N為偶數項時，廣義菱形個數=
N2+16N−16

2

格子數範圍3 ×N，當N為奇數項時，廣義菱形個數=
N2+16N−17

2

格子數範圍4 ×N，當N為偶數項時，廣義菱形個數= N2 − 16N − 24
格子數範圍4 ×N，當N為奇數項時，廣義菱形個數= N2 − 16N − 25

格子數範圍5 ×N，當N為偶數項時，廣義菱形個數=
3N2+58N−120

2

格子數範圍5 ×N，當N為奇數項時，廣義菱形個數=
3N2+58N−123

2

預備定理三-2(廣義菱形個數一般式)

方法三 圖形



範圍
邊長M×N的長方
形

計算
平形四邊形個數

 (一)格狀與條狀≡長方形個數 = σ1
𝑀 𝑛 × σ1

𝑁 𝑛

 (二)橫線斜錯型

上下二條橫線(斜錯)的平行四邊形個數

= 4 × σ1
𝑁−1𝑛 + 4 × σ1

𝑁−2𝑛 + ⋯+ 4 × σ1
1𝑛 + 2 × σ1

𝑁−1𝑛 + 2 × σ1
𝑁−2𝑛 +⋯+ 2 ×



範圍
邊長M×N的長方
形

計算
等腰梯形個數

若N為奇數項，等腰梯形總類的增加量∆T奇

= 1×(𝑁−1
2

)+3×(𝑁−3
2

)+ 5×(𝑁−5
2

)+…+(N-2)× 𝑁− 𝑁−2

2

+ 2×(𝑁−3
2

)+4×(𝑁−5
2

)+ 6×(𝑁−7
2

)+…+(N-3)× [𝑁− 𝑁−2

2
]

=1×(𝑁−1
2

) + 5×(𝑁−3
2

) + 9×(𝑁−5
2

) + … + (2N-5)× 1。

等腰梯形總數 =梯形斜放數 +梯形正放數

= 4 N − 1 + ሺ1 + 2) × ∆T奇 × 2ሺ上下翻轉)

若N為偶數項，等腰梯形總類的增加量∆𝐓偶

= 1×(
𝑁−2

2
)+3×(

𝑁−4

2
)+ 5×(

𝑁−6

2
)+…+(N-3)×

𝑁− 𝑁−2

2

+ 2×(
𝑁−2

2
)+4×(

𝑁−4

2
)+ 6×(

𝑁−6

2
)+…+(N-2)× [

𝑁− 𝑁−2

2
]

=3×(
𝑁−2

2
) + 7×(

𝑁−4

2
) + 11×(

𝑁−6

2
) + … + (2N-5)× 1。

等腰梯形總數 =

4 N − 1 + ሺ1 + 2) × ∆T偶 × 2ሺ上下翻轉)

1.梯形斜放= 4(N-1) 2.梯形正放

梯形正放圖形



研究結論  一、大多四邊形均可由單一一般式表示。

1、正方形若M=N，則正方形個數= N N+1 N+1 ሺN+2)

ሺ1×2)ሺ2×3)

2、長方形數量(不含正方形)=σL=1M ሺM + 1 − L) × σn=1
N−Ln ，n ≥ M

3、平行四邊形數量ሺ上下二條直線斜錯) = N − 1 N N + 1

平行四邊形數量ሺ左右二條直線斜錯) =σn=1M−1 n × σn=1
N n個數

=[M M+1 ሺM+2)

3!
] × [

N−M +ሺN+1)

2
]

 二、菱形無法由單一一般式表示，隨M、N給定不同就有不同的

一般式，變化繁瑣。

 三、公式彼此間可以組合成的一般式。

例：平行四邊形一般式 =長方形公式 + 斜錯平行四邊形公式。



未來展望 後續研究延伸

 1.可往「箏形數量」、「非等腰梯形數量」探討

 2.計算因斜擺而產生的四邊形數量

 3.研究三角形內之四邊形、三邊形個數

 4.也許可嘗試以排列組合方式解題計算。

參考資料  李碩彥。平行四邊形的大家族。數學傳播35卷3期,pp.31-38。

報告完畢

謝謝評審老師、教授 恭請指導
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