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030116-感言 

得獎感言 

堅持走到最後，才能帶來最好的成績，科展讓我們成為更好的自己 

科展，對於我們來說最大的意義就是能夠和相關領域教授以及其他參賽同學交流的管道，

也能藉此了解自己在全國的程度，交流彼此對科學領域的看法。

在這次的研究過程中有笑有淚，都是難以忘懷的經驗，而我們也習慣這種忙得不可開交

的生活，促進我們的邏輯思考與時間分配能力。我們的實驗做了整整兩年多，從八年級一直

做到畢業，第一年因為報告還不夠完整，而且有很多需要改進的地方。所以我們選擇明年再

來大家一起角逐競爭。

在第二年我們把公式建模做的更完善，也有加入敲擊與摩擦的比較，數據也分析的更多

更精確。在北市科展順利地拿到了特優。

接下來準備全國科展比賽的三、四個月，是我們做研究以來最辛苦的一段時間。首先，

因為我們加入了無腳座與有腳座的比較，所以我們又買了很多玻璃杯，全部的數據都要做一

遍。再來，我們跟著教授的指導，又分析了很多新的數據，也就是說作品報告書跟簡報檔都

要做很大的修改，我們的公式推導有一部分也因為篇幅的關係刪除了。

最後，我們在比賽的幾個禮拜前，做了很多次的模擬報告，要一直想辦法精簡報告內容，

口條也是需要訓練的。然後還要準備很多可能會被問的問題，這樣才比較不會緊張，團隊之

間的配合也要很默契，當有人卡住了，另一個隊友要趕快接話。

受到疫情的影響，這次的比賽是透過視訊的方式進行，不只對我們而言是新的考驗，也

是師長、工作人員新的考驗，比賽方式和以往都不一樣，所以在知道比賽的方式後，也培養

了不管是面對任何場地或設備上都能快速上手的能力。

「遇到問題，就要去解決問題」，是我從這次科展感受最深的一句話。在做研究的路上，

不論是實驗設計、數據採集、簡報製作、口頭報告，都遇到了很多問題與困難，我們學生及

老師們都挺過去了，真的非常感動。

科展最重要的不是比賽，而是相互學習。能在全國科展的大舞台，見識到越來越多組的

優秀作品，真的讓我大開眼界。除了更了解自己的不足，也以更謙虛的態度研究。
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最後十分感謝指導老師以及支持我的師長一路上的陪伴與指導，也感謝學校給予我們的

協助與支持。 

 
全國科展比賽當天在仁愛國中的拍攝照片 

 
指導老師在教我們怎麼報告(圖中的紙是 ppt) 

 
測量玻璃杯頻率
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壹、摘要

本實驗以不同玻璃杯型以及盛裝不同液體探討振動頻率，以 AUDACITY 進行頻率分析，

其中無腳座玻璃杯在杯口所形成的波數為 n=1, 2, 3…；有腳座玻璃杯在杯口所形成的波數為

n=2, 4, 6…。此外腳座可讓玻璃杯更穩定地振動，頻譜上也清楚呈現特徵頻率且有倍頻關係。

手摩擦所有玻璃杯主音皆為 n=2，且強度大於其他泛音百倍以上，視為純音樂器；敲擊杯口

與摩擦杯口的主音(n=2)頻率相同，但產生許多雜音，不適合作為樂器。另外從能量守恆角度

推導玻璃杯裝有液體的頻率公式，並以實驗驗證推論，其振動屬於一端受力的「集中負荷」

情形，其液高與頻率可以用函數表示。未來希望能進一步以位能角度探討空杯的振動頻率公

式，並從黏度探討液體位移速度與玻璃杯位移速度之間關係。

貳、前言

一、研究動機

曾在影片中看到玻璃杯兩種有趣的現象：一是樂器選擇上為何選用高腳杯，而

非使用無腳座玻璃杯演奏；二是演奏技巧多半使用沾水的手摩擦玻璃杯口，較少使

用敲擊的方式演奏，因此我們想透過實驗分析音色上差異，並且探討此現象的原

因。另外也發現水量越多，玻璃杯的頻率下降也愈多，目前參考文獻也沒有明確的

公式將玻璃杯的頻率量化，我們想透過建模推導，更進一步知道如何不透過儀器調

音，只透過杯子與水量的關係計算出正確的音調。

二、研究目的

(一) 探討摩擦杯口之特徵頻率和波形與玻璃杯不同形狀之關係。 

(二) 探討摩擦杯口之特徵頻率和波形與杯中不同液體高度之關係。

(三) 敲擊杯口，比較特徵頻率和波形與摩擦杯口之差別。

(四) 推導出玻璃杯振動頻率與杯中液體公式並以實驗驗證公式正確性。
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三、文獻資料 

(一) 國內有三篇探討玻璃杯在裝有液體情形的頻率變化之作品： 

1. 《沒想到玻璃也可以》實驗發現玻璃杯水加越多聲音越低，並且觀察到水表

面有駐波，因此可以讓玻璃杯共振，產生比原空杯更大的聲音。 

2. 《聽酒杯在唱歌－濃度與聲音頻率關係之探討》實驗得到固定體積，濃度越

高的液體(質量越大)頻率下降越多；而固定質量，濃度越高的液體(體積越小)

頻率反而下降較少。因此可以知道玻璃杯盛裝同體積的液體，質量越大，頻

率越低；玻璃杯盛裝同質量的液體時，液面高度越高，頻率也越低。關於以

上現象我們可以猜想與杯壁振動影響有關。 

3. 《波濤洶湧的玻璃杯—玻璃杯共振之研究》用聲壓找出玻璃杯口的駐波波

形，並且以能量守恆切入，直接寫出空玻璃杯的動能和位能守恆公式，以及

在裝有水的情形的動能公式。並且實驗上利用氣壓找出玻璃杯垂直壁的橫向

位移與高度平方成正比關係，得出經驗上的關係式(𝑓𝑓𝑜𝑜
𝑓𝑓ℎ

)2 = 1 + 𝛼𝛼
5
𝜌𝜌𝑙𝑙
𝜌𝜌𝑔𝑔

𝑅𝑅
𝑎𝑎

(ℎ
𝐻𝐻

)5，其

中𝑓𝑓𝑜𝑜為空杯頻率，𝑓𝑓ℎ為裝有液體頻率，𝐻𝐻為玻璃杯高度，ℎ為液體高度，𝛼𝛼為

係數，𝜌𝜌𝑙𝑙為液體密度，𝜌𝜌𝑔𝑔為玻璃密度，𝑅𝑅為杯口半徑，𝑎𝑎為杯口厚度。 

(二) 國外有一篇探討玻璃杯在裝有液體情形的頻率變化之論文：A study of wineglass 

acoustics. 裡有較為詳細玻璃杯頻率之公式推導，並且作者參考其他文獻，使

用近似法得出玻璃杯垂直壁的橫向位移與高度 1.5 次方成正比關係，得出關係

式(𝑓𝑓𝑜𝑜
𝑓𝑓ℎ

)2 = 1 + 𝛼𝛼
5
𝜌𝜌𝑙𝑙
𝜌𝜌𝑔𝑔

𝑅𝑅
𝑎𝑎

(ℎ
𝐻𝐻

)4。 

(三) 前面兩文獻沒有證明玻璃杯垂直壁的橫向位移公式，只是透過實驗猜想或近似

法得出結果，並且這兩公式有所差異，因此我們想要修正理論，並且依推論證

明出公式。我們閱讀高工《機械力學》教科書的彎曲力矩的計算，並且參考國

外教材如何計算彎曲曲率半徑，透過「集中負荷」及「均布負荷」進行彎矩計

算，並利用楊式係數𝐸𝐸 = −𝛥𝛥𝛥𝛥
𝛥𝛥𝛥𝛥/𝛥𝛥

 (𝑃𝑃壓力，𝑉𝑉為體積)，來解出玻璃杯垂直壁的橫向

位移與高度關係，進而找出頻率變化與水高的真正關係。 
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參、實驗器材

圓柱無腳座玻璃杯(A 型)×5 圓柱有腳座玻璃杯(B 型)x4 

不規則形有腳座玻璃杯(C 型)×7 麥克風*1 

AUDACITY 
(聲音分析軟體) 

燒杯(1000c.c. x2、500c.c. x1) 滴管 x2 電子秤*1 

B1      B2     

C2     C3     C4    C5 

A1   A2     A3    A4    A5   

B3 B4

C1 

C6     C7 

廠牌：audio-technica 

頻率響應：20-20000Hz 



4 

螺旋測微器*1 游標尺*1 
量筒(100c.c. x1、

10c.c. x2) 
水位測量器×1 

肆、研究過程或方法

研究流程圖

玻璃杯內不同液量之頻率變化

玻璃杯種類 演奏方法 相關物理量量測

A 組 
圓柱形、無腳座

B 組 
圓柱形、有腳座

C 組 
不規則、有腳座

濕潤手摩擦

音叉槌敲擊

液體密度𝜌𝜌𝑙𝑙 

空杯質量𝑀𝑀 

玻璃體積𝑉𝑉 
玻璃杯密度𝜌𝜌𝑔𝑔 

空杯深度𝐻𝐻 

液面離杯口深

度𝑑𝑑 

液體高度ℎ 

外徑𝑅𝑅𝑜𝑜 

內徑𝑅𝑅𝑖𝑖 
玻璃杯厚度𝑎𝑎 

空杯

加水

加酒精

加甘油

頻率量測

理論探討蒐集文獻資料

建立模型

推導公式 數據代入公式驗證
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一、玻璃杯依分類標上編號 

    總共有 16 種不同大小形狀的玻璃杯，為了方便每次實驗進行，並且選出正確

的杯子，我們先把所有杯子分成三種(A 型、B 型、C 型)，再把三種類型的杯子由矮

到高依序列(不是依照質量排列)，並且標註編號。 

A 型：圓柱形狀、無腳座，共五種尺寸(A1~A5)。 

B 型：圓柱形狀、有腳座，共四種尺寸(B1~B4)。 

C 型：不規則形狀、有腳座，共七種尺寸(C1~C7)。 

二、分析音頻方法 

(一) 摩擦玻璃杯發聲練習 

1. 一支手撐住杯底使之固定，另一手摩擦杯口，如(圖一)。 

2. 為了要使實驗精準，所有實驗都由同一人用食指指腹，使用差不多的力摩擦

玻璃杯的杯口產生均勻聲音。 

3. 每一次摩擦前，食指腹需要沾水，才能產生圓潤的聲音。 

4. 使用音叉槌敲擊杯口，如(圖二)，並記錄聲音頻率。 

 

 

 

 

 

 

 

 

(二) 分析玻璃杯的特徵頻率方法介紹 

1. 將麥克風連接至電腦，打開 AUDACITY 錄音程式，先錄製周遭環境的聲音。

手摩擦杯口使玻璃杯聲音穩定後，開始錄音，為了要選取較好的音質，每一 

次錄音皆須超過 5 秒。 

(圖一) 摩擦玻璃杯發聲的方式 (圖二) 音叉槌敲擊杯口的方式 
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2. 選取波形穩定以及聲音完整的部分，如 (圖三)紅框。 

 

 

 

 

 

 

 

3. 使用 AUDACITY 內部程式點選「分析─頻率分析」，分析聲音的頻率。讀取聲

音頻率，選取前數個頻率的強度峰值，即為聲音的特徵值，如 (圖四)，記錄

頻率(Hz)、強度(dB)，計算頻率間倍數關係。 

4. 改以音叉槌敲擊杯口錄音，重複步驟 1、2、3。 

5. 將摩擦玻璃杯的音譜和先前錄製周遭環境的聲音一同比較，分析出哪些是背

景聲音，哪些是玻璃杯發出的聲音，獲得正確的聲音頻率。 

6. 錄音注意事項 

(1) 將麥克風連接至電腦，使杯口接近麥克風，以手摩擦杯口使玻璃杯聲音

穩定後，使用 AUDACITY 錄音。  

(2) 每次錄音時確保周遭環境安靜，並且先只錄下安靜環境時的背景聲音，

才可以確定哪些聲音頻率是來自玻璃杯。 

(3) 因避免儀器設備、分析軟體、環境所造成的誤差，每一次錄音都會錄三

遍以上，並且確定每次分析的聲音頻率皆一致，才記錄下來。 

頻率特徵值

直 
背景聲音 

(圖四) 運用頻率分析找聲音的特徵值 

(圖三) AUDACITY 錄音，紅色框為選取清楚的聲音頻率 
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(三) 測量各個玻璃杯空杯以及在不同液體體積下的頻率 

1. 空杯頻率分析 

(1) 摩擦玻璃杯空杯口，並用 AUDACITY 錄音分析頻率特徵。 

(2) 將記錄頻率(Hz)、強度(dB)，計算基音倍數記錄在 Excel。 

(3) 游標尺量測內部杯底距杯口高度𝐻𝐻。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2. 不同體積的液體的頻率分析 

(1) 因為以量筒量取液體再倒入杯中時，會有些許液體殘留在量筒上，所以

利用密度算出不同液體在相同體積所需的質量，將玻璃杯放在電子秤

上，添加液體到正確質量為止。 

 

(2) 本次使用水、酒精、甘油做為實驗對象，其中 A、B 型使用水、酒精、

甘油；C 型則只有使用水。 

(3) 每次加入固定液體體積，測量液面與杯口距離𝑑𝑑，計算出水位高度 

ℎ = 𝐻𝐻 − 𝑑𝑑，記錄𝑑𝑑、ℎ。 

(4) 摩擦杯口、敲擊玻璃杯後，並用 AUDACITY 分析聲音頻率特徵。 

(5) 記錄聲音特徵頻率(Hz)及其強度(dB)。 

 

水密度=1.0 g/cm3 酒精密度=0.8 g/cm3 甘油密度= 1.26g/cm3 

𝐻𝐻 

ℎo=0 

(圖五) 用硬卡當橋樑，再用深度桿測量玻

璃杯在特定水量的深度(扣除卡片的厚度) 

表一 經實驗而得的液體密度 

(圖六) 玻璃杯底至杯口高度 H 圖示 
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三、測量各個玻璃杯的物理量 

(一) 計算各玻璃杯的密度 

1. 利用電子秤測量各個玻璃杯的重量。 

2. 利用排水法測量玻璃杯整體體積。 

 

(1) 水位測量器為一個方形的柱形容器(圖七)，首先利用直尺測得水位測量

器底面的長與寬，並且算出底部矩形面積，如(表二)。 

(2) 將水裝至好讀取的刻度，並且將玻璃杯放進水位測量器裡，讀取水位上

升的高度(水位差=∆l)，如(圖八)。 

(3) 玻璃杯的體積等於排開水的體積(水位差乘上底面積)，如(圖八)。 

 

 

 

3. 算出玻璃杯的密度 

利用密度公式(密度=質量/體積)算出每一個玻璃杯之密度。 

(二) 測量不同玻璃杯的半徑與厚度 

1. A 型、B 型玻璃杯：直接使用游標尺測量外半徑𝑅𝑅𝑜𝑜與內半徑𝑅𝑅𝑖𝑖，杯壁中心半徑

𝑅𝑅 = 𝑅𝑅𝑜𝑜+𝑅𝑅𝑖𝑖
2

，杯壁厚度𝑎𝑎 = 𝑅𝑅𝑜𝑜 − 𝑅𝑅𝑖𝑖。 

長(cm) 寬(cm) 面積(cm2) 

11.10 11.05 122.7 

(圖七) 玻璃杯沒入裝有水的水位測量器裡     (圖八) 排水法測量玻璃杯整體體積示意圖 

表二 水位測量器底面長、寬與面積 
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2. C 型玻璃杯： 

 

(1) 定義杯底高度ℎo = 0，其中液高ℎ為杯高𝐻𝐻減去游標尺測量的水面離杯口

深度𝑑𝑑，ℎ = 𝐻𝐻 − 𝑑𝑑量下的深度，每次加入 10ml 水並記錄水高，如(圖九)

左邊的圖。 

(2) 紀錄每次加入 10ml 水的高度變化∆ℎ𝑛𝑛 = ℎ𝑛𝑛 − ℎ𝑛𝑛−1，如(圖九)中間的圖。 

 

 

 

 

 

 

 

(3) 利用圓柱公式𝜋𝜋𝑅𝑅𝑖𝑖2‧∆ℎ = 10ml，求得區塊內半徑𝑅𝑅𝑖𝑖 = �10ml
𝜋𝜋∆ℎ

，如(圖九)

右邊的圖。 

(4) 以游標尺測量每次加入水液面高度處的外徑，並求區塊外半徑𝑅𝑅𝑜𝑜。 

(5) 區塊半徑𝑅𝑅與區塊厚度𝑎𝑎求法如同第 1.點，並且求得平均半徑𝑅𝑅𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎，平均

厚度𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎。  

d1 
d2 

d3 
d4 

d5 
d6 

10ml 

10ml 
10ml 

10ml 
10ml 

10ml 

ho 

h1 

h2 

h3 

h4 

h5 
h6 

∆h1 

∆h2 

∆h3 

∆h5 

∆h6 

Ri3 

Ri1 

Ri6 

 
Ro4

 Ro3 

Ro2 

 Ro1 

Ri4 
Ro5 

 ∆h4 

Ri2 

Ro6 

 

Ri5 

∆h4 
∆h5 
∆h6 

∆h1 

∆h2 

∆h3 

Ri4 

 
Ri3 

 Ri2 

 Ri2 

 Ri1 

 

Ri5 

 

∆ℎ 𝑅𝑅𝑖𝑖 𝑅𝑅𝑜𝑜 

𝑅𝑅𝑖𝑖 𝑅𝑅𝑜𝑜 
𝑎𝑎 = 𝑅𝑅𝑜𝑜 − 𝑅𝑅𝑖𝑖 

𝑅𝑅 = 𝑅𝑅𝑜𝑜+𝑅𝑅𝑖𝑖
2

  

 

(圖九) 測量不同液體體積下玻璃杯深度、高度、內外徑、區間體積之圖示 

  (圖十) 游標尺測量玻璃杯的外徑   (圖十一) 玻璃杯的區間圖示 
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伍、實驗結果與討論 

一、 各玻璃杯特徵頻率數據分析 

 

 

分析實驗結果發現：玻璃杯特徵頻率有兩種頻譜類型，各挑選一例代表來呈現，如

(圖十二)與(圖十三)，特徵頻率條列如表三與表四，兩種頻譜類型特徵見表五。 

    表三 A2 杯(圓柱無腳座)在水量 40ml 之特徵頻率數據(綠色為非倍數之頻率) 

頻率(Hz) 1033 2066 3128 4118 5178 2560 3786 4650 

基音倍數 1.000 2.000 3.028 3.986 5.013 2.478 1.833 4.501 

響度(dB) -64.9 -25.5 -74.9 -74.8 -87.9 -77.7 -73.8 -63.0 

         表四 C7 杯(不規則有腳座)在水量 20ml 之特徵頻率數據 

頻率(Hz) 1014 2038 3048 4069 5085 6103 7119 

基音倍數 1.000 2.010 3.006 4.013 5.015 6.019 7.021 

響度(dB) -15.1 -37.7 -49.5 -62.2 -66.3 -65.8 -66.9 

                          表五 不同玻璃杯的聲音特徵分類 

泛音列 杯號 摩擦容易度與音色 非泛音列頻率 

n=1, 2, 3, 4…… A1、A2(裝水)、A3、A4、A5 不易摩擦、些許乾澀 多 

n=2, 4, 6, 8…… A2 空杯、B1~B4、C1~C7 易摩擦、圓潤 少 

A2-40ml C7-20ml 

n=1,2,3,4,5 n=2,4,6,8,10,12,14 

(圖十二) A2 杯(無腳座)在水量 40ml 之頻譜 (圖十三) C7 杯(有腳座)在水量 20ml 之頻譜 
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分析各玻璃杯空杯及裝水的特徵頻率，發現都成整數倍關係，符合泛音列的性質。

同時也發現，圓柱無腳座玻璃杯(A 型)不易摩擦出聲且有些許乾澀，從頻譜也可找到非

泛音列上的雜音，見(圖十二)綠圈及(表三)綠底；而有腳座的玻璃杯(B 型、C 型)容易摩

擦出圓潤的聲音，並且所得出的頻譜無其他雜音，因此有腳座玻璃杯可以作為樂器演

奏。 

已知響度每差 10 分貝，聲音強度就會差 10 倍(強度單位：瓦/平方公尺)，並由實驗

數據可知 n=2(主音)的響度都大於其他泛音 20 分貝以上，即聲音強度大於其他泛音 100

倍以上，所以可將玻璃杯視為純音。 

 

 

 

 

圓柱無腳座的玻璃杯(A 型)在低水位時多半能找出所有的泛音列，如(圖十四)A 型，

但在高水位則不容易找出所有泛音列，尤其是 n=1 的峰值消失，並且伴隨雜音出現，如

A5-500ml B2-200ml C2-90ml 

A5-100ml 

 

B2-50ml 

 
C2-10ml 

 n=1,2,3,4... n=2,4,6,8... n=2,4,6,8... 

n=2,4,6,8... n=2,4,6,8... n=2,3,4,5... 

(圖十四) A 型(圓柱無腳座)、B 型(圓柱有腳座)、C 型(不規則形有腳座)低水量之頻譜 

(圖十五) A 型(圓柱無腳座)、B 型(圓柱有腳座)、C 型(不規則形有腳座)高水量之頻譜 
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(圖十五)A 型；有腳座的玻璃杯不管是低水量或是高水量，都能具有 n 為偶數的泛音波

形，如(圖十四)與(圖十五) B 型、C 型。 

 

二、 各玻璃杯振動模型解釋 

首先泛音列都是駐波造成的，形成泛音的物體兩 

端會有三種狀況，兩端封閉(節點)，如琴弦；兩端開 

放(兩腹點)，如笛子(實際更複雜些)；一端封閉另一端 

開放(一節點，一腹點)，如空氣柱實驗和音叉。玻璃杯可視為一圈圈的玻璃環所組成，

如橡皮筋一圈圈疊套而成，圈上的任一點剪開，可想像成兩端都是節點或是腹點(圖十

六)。另外由玻璃杯縱向的角度來看，可視為一節點和一腹點的駐波，此來回振動的頻

率也會與玻璃環的駐波頻率一致。 

為何不是空氣柱所形成的駐波？透過參考資料以及長時間實驗觀察，結果如下： 

(一) 聲音會隨著水位越高而垂直振動範圍越小，按照這樣的方式推理不管是玻璃或

是空氣柱，聲音頻率都會變高，但實際上實驗的結果頻率會隨著水量越多而降

低。 

(二) 手是一圈一圈地摩擦玻璃杯口，這種能量輸入的方式才能使玻璃杯聲音越來越

大，垂直來回摩擦不易產生聲音。 

(三) 圓圈的杯環可以形成封閉的駐波，更容易累積能量形成共振。 

 

 
(圖十七) 玻璃杯杯口 n=1, 2, 3, 4 之振動及所對應一維之振動 

n=1 n=2 n=3 n=4 

𝑅𝑅 

𝐿𝐿=2𝜋𝜋R 

(圖十六) 杯口轉換一維線條 



13 
 

當玻璃杯振動時，玻璃杯口周長會極小範圍的拉長或縮短，過大會造成破裂，可以

考慮玻璃杯口波長不變，則不會有杯口全部向外擴張(全部波峰)或是全部收縮(全部波

谷)的情形，即半個波所形成的駐波。 

當杯口一邊向外凸出，會有一邊向內收縮，則會有數個完整的波所形成的駐波，定

義一個波峰與波谷為 n=1，並依此類推，得出 n=1, 2, 3, 4……，並且圓周所形成的泛音列

型態如上頁(圖十七)上圖，紅色和綠色虛線為θ = 0 在某時刻形成波峰以及波谷的波

形，上頁(圖十七)下圖為截斷圓環節點變成一維所形成的波形。 

分析所有實驗得到的聲音頻譜發現：只有無腳座玻璃杯泛音列符合 n=1, 2, 3, 4 (除

了 A2 空杯外)，且頻譜會有其他非泛音列的聲音出現；有腳座的玻璃杯泛音列符合 n=2, 

4, 6, 8……，且所得的頻譜幾乎不會有其他非泛音列上的雜音出現(表五)。 

我們認為 B、C 型因有腳座，使玻璃杯下端更能形成穩定封閉端，而有單一形式振

動，另外腳座還有收斂效果，使玻璃杯整體振動更有一致性，即便在水位高的情形也保

有其他泛音列的頻率。有腳座玻璃杯可以想像為許多音叉共享同個柄所圍出的圓，兩叉

會因對稱性而同時向外或向內振動，並且只要握住其中一叉，另一叉振動也會同時停

止，而玻璃杯振動也符合對稱性，頻率之間皆有明確地倍數關係。 

A 型玻璃杯因無腳座收斂，使得杯壁振動時能量較難傳到另一側的杯壁，進而傾向

獨立的振動，如圍成圓圈的竹筒，其中一支振動，只能透過推擠其他竹枝和圓底座傳

遞，間接讓對面的竹枝振動，因此玻璃杯的振動無法均勻，對稱性差的結果使頻率較紊

亂，尤其在盛裝高水位時，有更多非倍數關係的頻率出現。 

參考國外玻璃杯共振影片，見下頁(圖十八)，最明顯的振動形式為 n=2，因為玻璃

杯口振動的對稱性，當玻璃杯受摩擦、敲擊或是受外部聲波共振，能量會分布至玻璃杯

口產生振動，因杯口振動的對稱性，當一邊受到擠壓凹陷，另外兩邊被推擠而向外擴

張，見下頁(圖十九)，並且牽動鄰邊(敲擊邊之對邊)向兩邊拉扯而凹陷，正因如此，所

有的玻璃杯 n=2 的響度遠大於其他泛音列(20 分貝以上)。另外玻璃杯在振動時要符合質

心守恆，因玻璃杯不移動，要 n 為偶數才能符合質心不動，其中主要波形為 n=2。 
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三、 敲擊與摩擦玻璃杯聲音之探討 

 我們使用音叉槌敲擊玻璃杯之杯口地方，其主音(n=2)頻率與用手摩擦的主音(n=2)

頻率數值幾乎一樣，如(表六)，可以說只要使玻璃杯產生振動，都會表現出其自然頻率

(n=2)，這也可以說明會有人以敲擊的方式演奏玻璃杯，如同小提琴可以用拉奏和彈奏的

方式呈現。 

 

 

 

 

 

 

 

  

杯號 液體-體積 
頻率(Hz) 

 

杯號 液體-體積 
頻率(Hz) 

摩擦 敲擊 摩擦 敲擊 

A1 酒精-30ml 2605 2605 C1 水-100ml 1222 1222 
A2 甘油-80ml 2019 2018 C2 水-130ml 1364 1365 
A3 水-50ml 1496 1496 C3 水-40ml 1127 1127 
A4 水-150ml 1527 1527 C4 空杯 1321 1322 
A5 酒精-250ml 1058 1057 C5 水-270ml 669 669 

B1 空杯 1528 1528 C6 空杯 1694 1694 
B2 甘油-150ml 1057 1057 C7 水-200ml 890 890 
B3 空杯 1086 1085     
B4 酒精-120ml 1257 1258     

表六 不同玻璃杯在不同液量下之自然頻率 

原始 左右內縮 左右外擴 

(圖十八) 玻璃杯振動俯視圖(紅圈：未振動時口徑)。取自：Wine glass resonance in slow motion. 

原始 左右內縮 左右外擴 

(圖十九) 玻璃杯振動側視圖(紅圈：振動時口徑)。取自：Wine glass resonance in slow motion. 
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由(圖二十)也發現敲擊的頻譜 n=4 響度只小於 n=2 不到 10 分貝，比摩擦的聲音強

度大超過 10 分貝以上，這也可以說明敲擊玻璃杯聽起來清脆且響亮，而用手摩擦玻璃

杯聽起來柔和且圓潤。 

但敲擊的頻譜中也伴隨許多非整數倍的頻率，產生許多噪音，因此多半不適合做為

樂器演奏，只有使用手摩擦才能產生較單純的倍頻關係，使之聽起來更為優美。 

 

四、 理論公式推導 

因第(一)項的公式已有在參考文獻出現，我們只將重點呈現結論；第(二)項與第(三)

項則參考《工程力學》及其他教學資源進行建模推導，我們會對此有較詳盡的探討。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
(圖二十一) 玻璃杯振動俯視圖 (圖二十二) 玻璃杯振動側視剖面圖 

A5-酒精-250ml B3-空杯 C7-水-200ml 

(圖二十) 使用音叉槌敲擊 A5(酒精-250ml)、B3(空杯)、C7(水-200ml)之頻譜 
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(一) 玻璃杯盛裝液體頻率與空杯頻率之公式關係 

玻璃杯的杯口會形成封閉的駐波，為 n=1、2、3……等組合，由各個玻璃杯

的頻率數據特徵值和振動影片證明，主要的波形為 n=2，見上頁(圖二十一)。因

此在𝜃𝜃 = 0(2π)、𝜋𝜋
2
、π、3𝜋𝜋

2
形成波腹，𝜃𝜃 = 𝜋𝜋

4
、

3𝜋𝜋
4
、

5𝜋𝜋
4
、

7𝜋𝜋
4
形成節點；會在𝜃𝜃 =

0、 𝜋𝜋
2
以及𝜃𝜃 = 𝜋𝜋

4
、

3𝜋𝜋
4
有四個對稱軸，繞行玻璃杯一周(2π)會經過兩次重複的波

形，可以利用cos2𝜃𝜃表示圓周駐波的波動變化。因玻璃杯底部固定，上端為開放

端，振幅會隨著 z 軸而增加，見上頁(圖二十二)，以函數𝑓𝑓(𝑧𝑧)隨著時間進行來回

振動，在裝有液體下其振動角速度為ω，可以將玻璃杯不同位置的振動位移量

𝑥𝑥(𝑧𝑧, 𝜃𝜃, 𝑡𝑡)表示成： 

𝑥𝑥(𝑧𝑧,𝜃𝜃, 𝑡𝑡) = 𝑥𝑥𝑜𝑜𝑓𝑓(𝑧𝑧)cos2𝜃𝜃cosωt … … (1) 

玻璃上的質點運動可拆成垂直於玻璃面的法線速度𝑣𝑣⊥及平行於玻璃面的切

線速度𝑣𝑣∥： 

𝑣𝑣⊥ = −ω𝑥𝑥𝑜𝑜𝑓𝑓(𝑧𝑧)cos2𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝑛𝑛ωt … … (2) 

𝑣𝑣∥ =
1
2
ω𝑥𝑥𝑜𝑜𝑓𝑓(𝑧𝑧)sin2𝜃𝜃 sinωt … … (3) 

液體會透過玻璃杯的振動產生速度，其法線速度係數𝜎𝜎⊥及切線速度係數𝜎𝜎∥

與半徑成正比關係，並且在半徑𝑅𝑅與玻璃的速度分量成𝛼𝛼⊥和𝛼𝛼∥比例關係： 

𝜎𝜎⊥ = 𝛼𝛼⊥
𝑟𝑟
𝑅𝑅
𝑥𝑥𝑜𝑜𝑓𝑓(𝑧𝑧)cos2𝜃𝜃cosωt … … (4) 

𝜎𝜎∥ = 𝛼𝛼∥
𝑟𝑟
𝑅𝑅
𝑥𝑥𝑜𝑜𝑓𝑓(𝑧𝑧)sin2𝜃𝜃cosωt … … (5) 

將結構簡化成圓柱形的玻璃杯，半徑與厚度固定(𝑅𝑅(𝑧𝑧) = 𝑅𝑅，𝑎𝑎(𝑧𝑧) = 𝑎𝑎)，透

過振動動能以及位能守恆關係，得出液高與頻率函數關係： 

 (
𝜈𝜈𝑜𝑜
𝜈𝜈

)2 = 1 +
𝛼𝛼
5
𝜌𝜌𝑙𝑙
𝜌𝜌𝑔𝑔
𝑅𝑅
𝑎𝑎
∫ [𝑓𝑓(𝑧𝑧)]2𝑑𝑑𝑧𝑧ℎ
0

∫ [𝑓𝑓(𝑧𝑧)]2𝑑𝑑𝑧𝑧𝐻𝐻
0

… … (6) 

其中𝜈𝜈𝑜𝑜為空杯頻率，𝜈𝜈為裝有液體頻率，𝐻𝐻為玻璃杯高度，ℎ為液體高度，𝜌𝜌𝑙𝑙

為液體密度，𝜌𝜌𝑔𝑔為玻璃密度，且係數𝛼𝛼 = 𝛼𝛼⊥2 + 𝛼𝛼∥2。 
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在實驗可以發現液面高度ℎ越高，裝有液體頻率𝜈𝜈也會越低，從此公式(6)的

(𝜈𝜈𝑜𝑜
𝜈𝜈

)2也會越大，因此∫ [𝑓𝑓(𝑧𝑧)]2𝑑𝑑𝑧𝑧ℎ
0 隨著液高而增大，且呈現遞增趨勢。 

 

(二) 玻璃杯壁的彎曲應力 

1. 杯壁之彎曲曲率半徑𝜌𝜌 

要解出𝑓𝑓(𝑧𝑧)，需確切討論振 

動情形，玻璃壁會從原本的𝑧𝑧軸 

上向𝑥𝑥方向位移(圖二十三)，並且 

切線方向與𝑧𝑧軸夾𝜙𝜙角。 

因𝜙𝜙角非常小，正切函數 

𝑡𝑡𝑎𝑎𝑛𝑛𝜙𝜙 ≈ 𝜙𝜙，因此可表示成： 

𝑑𝑑𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑧𝑧

= 𝑡𝑡𝑎𝑎𝑛𝑛𝜙𝜙(𝑧𝑧) ≈ 𝜙𝜙(𝑧𝑧) … … (7) 

另外曲率𝒦𝒦定義為𝒦𝒦 = 1
𝜌𝜌

= 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

(𝜌𝜌為曲率半徑，s為弧長)，並且在微量下 

𝑑𝑑𝜃𝜃 ≈ 𝑑𝑑𝑧𝑧，經置換得出半徑𝜌𝜌在座標的關係： 

𝒦𝒦 =
1
𝜌𝜌

=
𝑑𝑑𝜙𝜙(𝑧𝑧) 
𝑑𝑑𝜃𝜃

≈
𝑑𝑑𝜙𝜙(𝑧𝑧) 
𝑑𝑑𝑧𝑧

=
𝑑𝑑 �𝑑𝑑𝑥𝑥𝑑𝑑𝑧𝑧�
𝑑𝑑𝑧𝑧

  ⇒   
1
𝜌𝜌

=
𝑑𝑑2𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑧𝑧2

… … (8) 

2. 推導彎矩方程式並求出函數𝑓𝑓(𝑧𝑧) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(圖二十三)杯壁之彎曲曲率半徑 

(圖二十四)杯壁之彎曲曲率半徑 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) (5) 

(6) 
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當玻璃壁受到𝑥𝑥方向的負荷後產生彎曲，左半部會伸長，右半部收縮，而在

玻璃內部，恰有一不收縮或伸長的截面，稱之為中立面。中立面與玻璃橫切面

(r − 𝜃𝜃截面)的交界線，稱之為中立軸，如(圖二十四)-(3), (4)；中立面與玻璃與縱

切面(z軸上的截面) 的交界線，稱之為彈性曲線，如(圖二十四)-(2), (4)。 

見(圖二十四)-(2)，在z軸上的截面，定義彈性曲線𝑥𝑥 = 0，中立面兩側的單

位伸長或是壓縮量𝜀𝜀表示： 

𝜀𝜀(𝑥𝑥) =
𝑑𝑑𝜃𝜃′ − 𝑑𝑑𝜃𝜃

𝑑𝑑𝜃𝜃
=

(𝜌𝜌 + 𝑥𝑥)𝑑𝑑𝜙𝜙 − 𝜌𝜌𝑑𝑑𝜙𝜙
𝜌𝜌𝑑𝑑𝜙𝜙 

=
𝑥𝑥
𝜌𝜌

… … (9) 

因此得到彎曲應力𝜎𝜎： 

𝜎𝜎 = 𝐸𝐸𝜀𝜀 = 𝐸𝐸
𝑥𝑥
𝜌𝜌 

… … (10) 

由此可知，彎曲應力𝜎𝜎與彈性曲線距離為正比關係，並且在橫切面𝑥𝑥位置得

出在面積𝑑𝑑𝑑𝑑的總力，其中拉伸應力合𝐹𝐹𝑡𝑡,𝑥𝑥及壓縮應力合𝐹𝐹𝑐𝑐,𝑥𝑥，(圖二十四)-(4), (5)： 

𝐹𝐹𝑡𝑡,𝑥𝑥 =
𝐸𝐸
𝜌𝜌 
� 𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑；𝐹𝐹𝑐𝑐,𝑥𝑥 =

𝐸𝐸
𝜌𝜌 
� 𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑅𝑅

… … (11)
𝐿𝐿

 

見(圖二十四)-(4), (5)，對於中立軸的諸彎曲應力的力矩合(彎矩)𝑀𝑀可表示： 

𝑀𝑀 = 𝐹𝐹𝑐𝑐𝑥𝑥 + 𝐹𝐹𝑡𝑡𝑥𝑥 =
𝐸𝐸
𝜌𝜌 
� 𝑥𝑥2𝑑𝑑𝑑𝑑 +

𝐸𝐸
𝜌𝜌 
� 𝑥𝑥2𝑑𝑑𝑑𝑑 =

𝐸𝐸
𝜌𝜌 
� 𝑥𝑥2𝑑𝑑𝑑𝑑
𝐴𝐴𝑅𝑅𝐿𝐿

… … (12) 

我們可以將縱截面對中立軸之慣性矩表示為𝐼𝐼，則將𝐼𝐼 = ∫ 𝑥𝑥2𝑑𝑑𝑑𝑑𝐴𝐴 代入，並且

在彎矩和慣性矩在z軸方向可表示為： 

𝑀𝑀(𝑧𝑧) =
𝐸𝐸𝐼𝐼(𝑧𝑧)
𝜌𝜌

… … (13) 

將(8)式與(13)式結合，可以寫成： 

𝑑𝑑2𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑧𝑧2

=
𝑀𝑀(𝑧𝑧)
𝐸𝐸𝐼𝐼(𝑧𝑧)

… … (14) 

並且將(14)式做積分後，並且假設慣性矩𝐼𝐼為常數，可以得到： 

𝑓𝑓(𝑧𝑧) = 𝑥𝑥 =
1
𝐸𝐸𝐼𝐼
� � 𝑀𝑀(𝑧𝑧)

𝑧𝑧

0

𝑧𝑧

0
dzdz … … (15) 
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(三) 玻璃杯振動時所受負荷情形之猜想 

1. 假設一：集中負荷(concentrated load)，(圖二十五) 

猜想玻璃杯口摩擦或敲擊，屬於一端受力的「集 

中負荷」的情形，並使玻璃壁產生來回振動。 

當外力施加於玻璃杯口，因合力為0，杯底會一個 

大小相同、方向相反的力作抵銷。另外在位置z的彎矩 

𝑀𝑀(𝑧𝑧)可以表示為： 

𝑀𝑀(𝑧𝑧) = 𝐹𝐹⊥(𝐻𝐻 − 𝑧𝑧) … … (16) 

(16)式代入(15)式，可以得出函數𝑓𝑓(𝑧𝑧)： 

𝑓𝑓(𝑧𝑧) =
1
𝐸𝐸𝐼𝐼
� � (𝐹𝐹⊥𝐻𝐻 − 𝐹𝐹⊥𝑧𝑧)

𝑧𝑧

0

𝑧𝑧

0
dzdz 

=
1
𝐸𝐸𝐼𝐼
�
𝐹𝐹⊥𝐻𝐻𝑧𝑧2

2
−
𝐹𝐹⊥𝑧𝑧3

6
+ 𝒜𝒜z + ℬ�… … (17) 

起始值(𝑥𝑥, 𝑧𝑧)座標為(0,0)，並且𝜃𝜃為0，因此得出𝒜𝒜 = ℬ = 0，即： 

(𝑥𝑥, 𝑧𝑧) = (0,0) ⇒ ℬ = 0 

𝜃𝜃(𝑧𝑧) = 𝜃𝜃(0) = 0 ⇒
𝑑𝑑𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑧𝑧

= 0 ⇒ 𝒜𝒜 = 0 

最後得出： 

𝑓𝑓(𝑧𝑧) =
𝐹𝐹⊥

2𝐸𝐸𝐼𝐼
(𝐻𝐻𝑧𝑧2 −

𝑧𝑧3

3
) … … (18) 

因此可得出： 

� [𝑓𝑓(𝑧𝑧)]2𝑑𝑑𝑧𝑧
𝐻𝐻

0
= (

𝐹𝐹⊥
𝐸𝐸𝐼𝐼

)2 �
𝐻𝐻2

4
𝑧𝑧4 −

𝐻𝐻
6
𝑧𝑧5 +

1
36

𝑧𝑧6𝑑𝑑𝑧𝑧
𝐻𝐻

0

= (
𝐹𝐹⊥
𝐸𝐸𝐼𝐼

)2 �
𝐻𝐻2

20
𝐻𝐻5 −

𝐻𝐻
36

𝐻𝐻6 +
1

252
𝐻𝐻7� =

71
2520

(
𝐹𝐹⊥
𝐸𝐸𝐼𝐼

)2𝐻𝐻7 … … (19) 

� [𝑓𝑓(𝑧𝑧)]2𝑑𝑑𝑧𝑧
ℎ

0
=

1
2050

(
𝐹𝐹⊥
𝐸𝐸𝐼𝐼

)2(126𝐻𝐻2ℎ5 − 70𝐻𝐻ℎ6 + 10ℎ7) … … (20) 

(19)式與(20)式代入(6)式，得到最終的結果： 

(
𝜈𝜈𝑜𝑜
𝜈𝜈

)2 = 1 +
𝛼𝛼

71
𝜌𝜌𝑙𝑙
𝜌𝜌𝑔𝑔
𝑅𝑅
𝑎𝑎

[126(
ℎ
𝐻𝐻

)5 − 70(
ℎ
𝐻𝐻

)6 + 10(
ℎ
𝐻𝐻

)7]

= 1 +
𝛼𝛼

71
𝜌𝜌𝑙𝑙
𝜌𝜌𝑔𝑔
𝑅𝑅
𝑎𝑎

(
ℎ
𝐻𝐻

)5[126 − 70(
ℎ
𝐻𝐻

) + 10(
ℎ
𝐻𝐻

)2] … … (21) 

(圖二十五)集中負荷彎矩圖 
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我們定義𝑓𝑓1 �
ℎ
𝐻𝐻
�函數： 

𝑓𝑓1 �
ℎ
𝐻𝐻
� =

1
71

(
ℎ
𝐻𝐻

)5[126 − 70(
ℎ
𝐻𝐻

) + 10(
ℎ
𝐻𝐻

)2] … … (22) 

斜率𝑚𝑚1為： 

 𝑚𝑚1 = 𝛼𝛼
𝜌𝜌𝑙𝑙
𝜌𝜌𝑔𝑔
𝑅𝑅
𝑎𝑎

 

則公式一為： 

(
𝜈𝜈𝑜𝑜
𝜈𝜈

)2 − 1 = 𝑚𝑚1𝑓𝑓1 �
ℎ
𝐻𝐻
�… … (23) 

 

2. 假設二：均布負荷(uniformly distributed load)，(圖二十六) 

不管玻璃杯受局部摩擦或敲擊，雖然看似一點受力的「集中負荷」的情

形，但能量會透過介質分布至玻璃杯整體並產生振動，外壁受能量所轉換的運

動等同於在「均布負荷」下所受的彎曲振動。 

假設玻璃杯振動時屬於均布負荷 

𝑤𝑤(N/m)，當𝑧𝑧 − 𝐻𝐻區間的等效集中負荷 

為𝑤𝑤(𝐻𝐻 − 𝑧𝑧)，並對位置𝑧𝑧的力臂為
(𝐻𝐻−𝑧𝑧) 

2
 

，則在位置z的彎矩𝑀𝑀(𝑧𝑧)表示為： 

      𝑀𝑀(𝑧𝑧) =
w 
2

(𝐻𝐻 − 𝑧𝑧)2 … … (24) 

(24)式代入(15)式，可以得出函數𝑓𝑓(𝑧𝑧)： 

    𝑓𝑓(𝑧𝑧) =
1
𝐸𝐸𝐼𝐼
� �

w 
2

(𝐻𝐻 − 𝑧𝑧)2
𝑧𝑧

0

𝑧𝑧

0
dzdz 

 =
𝑤𝑤
𝐸𝐸𝐼𝐼
�
𝑧𝑧4

24
−
𝐻𝐻
6
𝑧𝑧3 +

𝐻𝐻2

4
𝑧𝑧2 + 𝒞𝒞z + 𝒟𝒟�… … (25) 

起始值(𝑥𝑥, 𝑧𝑧)座標為(0,0)，並且𝜃𝜃為0，因此得出𝒞𝒞 = 𝒟𝒟 = 0，即： 

(𝑥𝑥, 𝑧𝑧) = (0,0) ⇒ 𝒟𝒟 = 0 

𝜃𝜃(𝑧𝑧) = 𝜃𝜃(0) = 0 ⇒
𝑑𝑑𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑧𝑧

= 0 ⇒ 𝒞𝒞 = 0 

  

(圖二十六) 均布負荷彎矩圖 
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最後得出： 

𝑓𝑓(𝑧𝑧) =
𝑤𝑤

24𝐸𝐸𝐼𝐼
(𝑧𝑧4 − 4𝐻𝐻𝑧𝑧3 + 6𝐻𝐻2𝑧𝑧2) … … (26) 

因此可得出[𝑓𝑓(𝑧𝑧)]2： 

[𝑓𝑓(𝑧𝑧)]2 =
𝑤𝑤2

576𝐸𝐸2𝐼𝐼2
(36𝐻𝐻4𝑧𝑧4 − 48𝐻𝐻3𝑧𝑧5 + 28𝐻𝐻2𝑧𝑧6 − 8H𝑧𝑧7 + 𝑧𝑧8) … … (27) 

並且透過(27)式，得出在位置𝐻𝐻及ℎ的積分： 

� [𝑓𝑓(𝑧𝑧)]2𝑑𝑑𝑧𝑧
𝐻𝐻

0
=

𝑤𝑤2

576𝐸𝐸2𝐼𝐼2
�

36
5
𝐻𝐻4𝐻𝐻5 − 8𝐻𝐻3𝐻𝐻6 + 4𝐻𝐻2𝐻𝐻7 − 𝐻𝐻𝐻𝐻8 +

𝐻𝐻9

9
�

=
𝑤𝑤2

576𝐸𝐸2𝐼𝐼2
104
45

𝐻𝐻9 … … (28) 

� [𝑓𝑓(𝑧𝑧)]2𝑑𝑑𝑧𝑧
ℎ

0
=

𝑤𝑤2

576𝐸𝐸2𝐼𝐼2
�

36
5
𝐻𝐻4ℎ5 − 8𝐻𝐻3ℎ6 + 4𝐻𝐻2ℎ7 − 𝐻𝐻ℎ8 +

ℎ9

9
�… … (29) 

(28)式與(29)式代入(6)式，得到最終的結果： 

(
𝜈𝜈𝑜𝑜
𝜈𝜈

)2 = 1 + (
𝛼𝛼

185
𝜌𝜌𝑙𝑙
𝜌𝜌𝑔𝑔
𝑅𝑅
𝑎𝑎

)
45

104
[
36
5

(
ℎ
𝐻𝐻

)5 − 8(
ℎ
𝐻𝐻

)6 + 4(
ℎ
𝐻𝐻

)7 − (
ℎ
𝐻𝐻

)8 +
1
9

(
ℎ
𝐻𝐻

)9]

= 1 + (
5𝛼𝛼

3848
𝜌𝜌𝑙𝑙
𝜌𝜌𝑔𝑔
𝑅𝑅
𝑎𝑎

)(
ℎ
𝐻𝐻

)5[
36
5
− 8

ℎ
𝐻𝐻

+ 4(
ℎ
𝐻𝐻

)2 − (
ℎ
𝐻𝐻

)3 +
1
9

(
ℎ
𝐻𝐻

)4] … … (30) 

我們定義𝑓𝑓2 �
ℎ
𝐻𝐻
�函數： 

𝑓𝑓2 �
ℎ
𝐻𝐻
� =

5
3848

(
ℎ
𝐻𝐻

)5[
36
5
− 8

ℎ
𝐻𝐻

+ 4(
ℎ
𝐻𝐻

)2 − (
ℎ
𝐻𝐻

)3 +
1
9

(
ℎ
𝐻𝐻

)4] … … (31) 

斜率𝑚𝑚2為： 

 𝑚𝑚2 = 𝛼𝛼
𝜌𝜌𝑙𝑙
𝜌𝜌𝑔𝑔
𝑅𝑅
𝑎𝑎

 

則公式二為： 

(
𝜈𝜈𝑜𝑜
𝜈𝜈

)2 − 1 = 𝑚𝑚2𝑓𝑓2 �
ℎ
𝐻𝐻
�… … (32) 

 
 

五、 實驗驗證 

將實驗數據依據公式一及公式二形式，帶入驗證，觀察是否符合，結果如下頁

(圖二十七)至圖(三十)。 
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m1= 2.388
R² = 0.9830
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R² = 0.9919
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R² = 0.9999

m1= 3.343
R² = 0.9763

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4
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1.8
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液面高度函數與頻率關係圖 (A型圓柱無腳座─水─公式一 )(
𝜈𝜈𝑜𝑜
𝜈𝜈

)2 − 1

(圖二十七) 液面高度函數與頻率關係圖(A 型圓柱無腳座─水─公式一) 

𝑓𝑓1 �
ℎ
𝐻𝐻
� 

A5 

A4 

A3 

A2 

A1 

y = 678.61x
R² = 0.9913

m2 = 598.9
R² = 0.9971
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液面高度函數與頻率關係圖 (A型圓柱無腳座─水─公式二 )

(圖二十八) 液面高度函數與頻率關係圖(A 型圓柱無腳座─水─公式二) 

A5 

A4 

A3 

A2 

A1 

𝑓𝑓2 �
ℎ
𝐻𝐻
� 
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(圖二十九) 液面高度函數與頻率關係圖(B 型圓柱有腳座─水─公式一) 
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公式一 (
𝜈𝜈𝑜𝑜
𝜈𝜈

)2 − 1 =
𝑚𝑚1

71
(
ℎ
𝐻𝐻

)5[126 − 70(
ℎ
𝐻𝐻

) + 10(
ℎ
𝐻𝐻

)2],  𝑚𝑚1 = 𝛼𝛼
𝜌𝜌𝑙𝑙
𝜌𝜌𝑔𝑔
𝑅𝑅
𝑎𝑎

 

杯號 數值 A1 A2 A3 A4 A5 B1 B2 B3 B4 

水 
R2 0.9830 0.9919 0.9870 0.9999 0.9763 0.9487 0.9839 0.9662 0.9951 

m1 2.388 2.088 3.001 2.707 3.343 2.405 2.696 3.841 3.443 

酒精 
R2 0.9842 0.9950 0.9928 0.9998 0.9800 0.9809 0.9824 0.9431 0.9979 

m1 1.840 1.589 2.290 2.027 2.575 0.5239 2.120 3.052 2.597 

甘油 
R2 0.9820 0.9927 0.9870 0.9997 0.9768 0.9708 0.9861 0.9689 0.9937 

m1 3.090 2.688 4.035 3.721 4.466 3.143 3.452 4.905 4.486 

公式二 (
𝜈𝜈𝑜𝑜
𝜈𝜈

)2 − 1 =
5𝑚𝑚2

3848
(
ℎ
𝐻𝐻

)5[
36
5
− 8

ℎ
𝐻𝐻

+ 4(
ℎ
𝐻𝐻

)2 − (
ℎ
𝐻𝐻

)3 +
1
9

(
ℎ
𝐻𝐻

)4],  𝑚𝑚2 = 𝛼𝛼
𝜌𝜌𝑙𝑙
𝜌𝜌𝑔𝑔
𝑅𝑅
𝑎𝑎

 

杯號 數值 A1 A2 A3 A4 A5 B1 B2 B3 B4 

水 
R2 0.9913 0.9971 0.9941 0.9981 0.9873 0.9649 0.9916 0.9204 0.9988 

m2 678.6 598.9 852.5 754.7 964.1 668.2 758.6 1071 999.3 

酒精 
R2 0.9921 0.9984 0.9975 0.9978 0.9900 0.9882 0.9908 0.9564 0.9999 

m2 522.7 455.7 650.0 565.1 743.6 523.4 596.7 851.8 753.3 

甘油 
R2 0.9905 0.9973 0.9941 0.9997 0.9877 0.9478 0.9933 0.9787 0.9981 

m2 878.3 770.9 1146 1038 1288 872.5 971.3 1337 1302 

           

由數據可發現，(圖二十七)~(圖三十)、(表七)，公式一的「集中負荷」與公式

二的「均布負荷」都能符合實驗結果。 
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)2 − 1 液面高度函數與頻率關係圖(B組圓柱有腳座─水─公式二)

𝑓𝑓2
ℎ
𝐻𝐻

(圖三十) 液面高度函數與頻率關係圖(B 型圓柱有腳座─水─公式二) 

B4 

B3 

B2 

B1 

表七 公式一、公式二之斜率與 R2 (A 型、B 型─水、酒精、甘油) 
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設𝛼𝛼係數在各液體相似，從實驗數據可以驗證公式一與公式二，液體密度越大所得

出斜率也越大(𝑚𝑚2 ∝ 𝜌𝜌𝑙𝑙, 𝜌𝜌水=1.00g∙cm-3；𝜌𝜌酒精=0.80g∙cm-3；𝜌𝜌甘油=1.26g∙cm-3)，也可以知道

密度越大，所具有的動能越大，因此使玻璃杯的振動頻率下降。 

因為無法從相關係數判斷哪個公式正確，所以只能透過𝛼𝛼係數判斷公式的正確性： 

𝑚𝑚 = 𝛼𝛼
𝜌𝜌𝑙𝑙
𝜌𝜌𝑔𝑔
𝑅𝑅
𝑎𝑎
→ 𝛼𝛼 =

𝜌𝜌𝑔𝑔
𝜌𝜌𝑙𝑙
𝑎𝑎
𝑅𝑅
𝑚𝑚 , ( 𝑚𝑚 = 𝑚𝑚1 𝑜𝑜𝑟𝑟 𝑚𝑚2 ;  𝛼𝛼 = 𝛼𝛼⊥2 + 𝛼𝛼∥2) 
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(圖三十一) 液面高度函數與頻率關係圖(A4 圓柱有腳座(左)、B4 圓柱無腳座(右)─公式一) 
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(圖三十二) 液面高度函數與頻率關係圖(A4 圓柱有腳座(左)、B4 圓柱無腳座(右)─公式二) 
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依照物理的合理性，液體的運動速度應小於玻璃的振動速度，因為𝛼𝛼⊥ < 1， 

𝛼𝛼∥ < 1，所以𝛼𝛼 < 2。公式二之𝛼𝛼值遠大於2，公式一之𝛼𝛼值皆小於2，因此我們可以判定

公式一的「集中負荷」為正確的猜想。 

從公式一可知α值與液體的黏度有關，α值甘油最大；而黏度也是甘油最大(甘油黏 

度=1.2Pa·s，水黏度=8.9x10-4 Pa·s，酒精黏度=1.2x10-3 Pa·s)。其中黏度與玻璃的水平杯

壁運動𝑣𝑣∥的牽引有關，黏度越大，𝛼𝛼∥越大，液體水平速度也越大。但從實驗結果發現，

甘油黏度為水或酒精的 1000 倍以上，但是α值差距最大也不超過 0.03，主要原因： 

(一) 玻璃杯主要振動為垂直杯壁方向運動，從(2)式及(3)式，可以知道垂直杯壁速度

的極值𝑣𝑣⊥ = 𝑑𝑑𝑑𝑑⊥
𝑑𝑑𝑡𝑡

為水平杯壁速度的極值𝑣𝑣∥ = 𝑑𝑑𝑑𝑑∥
𝑑𝑑𝑡𝑡
的 2 倍。 

(二) 垂直杯壁運動𝑣𝑣⊥可透過推擠使液體運動，因此為主要傳遞液體運動的形式。 

故𝛼𝛼⊥ > 𝛼𝛼∥，且𝛼𝛼∥2 < 𝛼𝛼
2
，又𝛼𝛼⊥ = �𝛼𝛼 − 𝛼𝛼∥2，由此可得

√2
2 √𝛼𝛼 < 𝛼𝛼⊥ < √𝛼𝛼。如果只考慮

垂直速度係數𝛼𝛼⊥，其𝛼𝛼⊥範圍呈現於(表九)： 

  

杯號 A1 A2 A3 A4 A5 B1 B2 B3 B4 

𝜌𝜌𝑔𝑔(g∙cm-3) 2.32 2.42 2.35 2.38 2.31 2.34 2.34 2.38 2.38 

R(mm) 33.55 28.45 30.69 28.13 36.56 47.25 37.76 36.83 22.14 

a(mm) 1.950 3.300 2.660 1.725 2.040 1.700 2.040 1.817 1.165 

公式

一 

水α 0.322 0.391 0.381 0.395 0.431 0.202 0.341 0.451 0.413 

酒精α 0.310 0.372 0.364 0.370 0.415 0.055 0.335 0.448 0.390 

甘油α 0.331 0.427 0.407 0.431 0.457 0.210 0.346 0.457 0.427 

公式

二 

水α 91.5 112 108 110 124 56.3 95.9 126 120 

酒精α 88.1 107 103 103 120 55.1 94.3 125 113 

甘油α 94.0 114 116 120 132 58.3 97.5 143 124 

表八 公式一與公式二在 A、B 型玻璃杯所對應液體之α值 
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                       表九 A、B 組液體公式一之係數𝛼𝛼⊥ 

液體 數值 A1 A2 A3 A4 A5 B1 B2 B3 B4 

水𝛼𝛼⊥ 
√α 0.567 0.625 0.618 0.629 0.656 0.450 0.584 0.671 0.643 

�
α
2

 0.401 0.442 0.437 0.444 0.464 0.318 0.413 0.475 0.455 

酒精𝛼𝛼⊥ 
√α 0.557 0.610 0.603 0.608 0.644 0.235 0.579 0.669 0.624 

�
α
2

 0.394 0.431 0.427 0.430 0.455 0.166 0.409 0.473 0.441 

甘油𝛼𝛼⊥ 
√α 0.575 0.654 0.638 0.657 0.676 0.458 0.589 0.676 0.654 

�
α
2

 0.407 0.462 0.451 0.464 0.478 0.324 0.416 0.478 0.462 

 

此外將不同形狀的高腳杯(C 型)數據也帶入公式一，發現也高度吻合，見(圖三十

三)。為何圓柱的推導公式竟然可以與不規則形狀的玻璃杯數據吻合呢？我們認為可能

原因有以下三點： 

(一) 普遍玻璃杯腳座半徑較窄，到
ℎ
𝐻𝐻

= 0.4以上則較大且趨於一致(圖三十三)。 

(二) 厚度只有腳座往上一開始較厚，
ℎ
𝐻𝐻

= 0.4之後則較薄且趨於一致(圖三十四)。 

(三) 因為公式的第一項為(ℎ
𝐻𝐻

)5，見(表十)，在
ℎ
𝐻𝐻

= 0.4時，由於𝑎𝑎、𝑅𝑅的變動造成的誤 

差也只有 1%；同樣在
ℎ
𝐻𝐻

= 0.5時所造成的誤差也只增加到 3%，因此玻璃杯高度

一半下的形狀厚度誤差不太影響實驗結果。 

                          表十 ℎ
𝐻𝐻

< 1時所對應(ℎ
𝐻𝐻

)5的值 

ℎ
𝐻𝐻

 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 

(
ℎ
𝐻𝐻

)5 10-5 3X10-4 2X10-3 10-2 3X10-2 8X10-2 0.17 0.33 0.59 
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因 C 型玻璃杯形狀上下口徑不一且厚度不一致，採取每加上 10ml 的水得出所對應

的半徑(𝑅𝑅 =  𝑅𝑅𝑜𝑜+𝑅𝑅𝑖𝑖
2

)及厚度(𝑎𝑎 = 𝑅𝑅𝑜𝑜 − 𝑅𝑅𝑖𝑖)，並求出平均半徑Rave及平均aave厚度，並算出公

式一水的α值，見下頁(表十一)，發現α皆小於2，驗證公式一集中負荷：一端受力情

形，符合水量與頻率的關係式。 
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(圖三十三) 液面高度函數與頻率關係圖(C 組不規則形有腳座─水─公式一) 
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(圖三十五) ℎ/𝐻𝐻對應厚度𝑎𝑎關係圖(C 型) 

ℎ/𝐻𝐻對應半徑𝑅𝑅關係圖(C 型) ℎ/𝐻𝐻對應厚度𝑎𝑎關係圖(C 型) 厚度𝑎𝑎(cm) 
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杯號 C1 C2 C3 C4 C5 C6 C7 

𝜌𝜌𝑔𝑔(g∙cm-3) 2.55 2.42 2.47 2.47 2.38 2.55 2.37 

Rave(mm) 33.12 28.71 27.59 29.71 33.13 24.02 34.33 

aave(mm) 1.879 1.737 1.661 1.786 1.874 1.427 1.871 

水α 0.534 0.455 0.474 0.455 0.562 0.445 0.546 

 

陸、結論 

一、無腳座玻璃杯之泛音列符合 n=1, 2, 3…，且聲音頻譜有其他非泛音列的頻率出現；

有腳座玻璃杯之泛音列符合 n=2, 4, 6…，且聲音頻譜無其他非泛音列的頻率出現。 

二、腳座可讓玻璃杯有更穩定地振動，形成聲音更圓潤，頻譜上也清楚呈現特徵頻率。 

三、手摩擦所有玻璃杯主音皆為 n=2，且強度大於其他泛音百倍以上，視為純音樂器。 

四、敲擊杯口與摩擦杯口的主音(n=2)頻率相同，但產生許多雜音，不適合作為樂器。 

五、玻璃杯振動屬於一端受力的「集中負荷」情形，其液高與頻率函數可表示為：

(𝜈𝜈𝑜𝑜
𝜈𝜈

)2 = 1 + 𝛼𝛼
71

𝜌𝜌𝑙𝑙
𝜌𝜌𝑔𝑔

𝑅𝑅
𝑎𝑎

(ℎ
𝐻𝐻

)5[126 − 70(ℎ
𝐻𝐻

) + 10(ℎ
𝐻𝐻

)2] 

六、玻璃杯的垂直杯壁運動𝑣𝑣⊥為主要傳遞液體運動的形式；水平杯壁運動𝑣𝑣∥與黏度有

關，黏度越大，切線速度係數𝛼𝛼∥也越大。 

 

柒、未來展望 

一、未來可以推導玻璃杯振動時的位能(𝑈𝑈)公式，並找出玻璃杯物理量與自然頻率之關

係式，並且以每次選擇一種操縱變因(如高度、半徑、厚度)進行實驗。 

二、未來可用黏滯係數(吸附力以及內聚力)探討不同液體之α值或修正液體動能公式。 
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【評語】030116  

1. 作品探究玻璃杯壁與液體間產生頻率原因雖非新穎題材，但

團隊透過實驗設計呈現具研究價值作品。 

2. 作品理論推導合理，實驗設計完整且數據豐富，結論具說服

力。 

3. 研究方法適切且研究內容完整。 
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與頻率共舞──
探討玻璃杯內不同液量之頻率變化

組別：國中組
科別：物理科



研究目的

文獻探討

引導動機

1.為何要使用有腳座的玻璃杯演奏？

2.為何是使用摩擦而較少敲擊演奏？

3.探討液量與頻率的關係？

4.透過建模推導出公式。

1.不同形狀玻璃杯

2.不同液體高度

3.摩擦 v.s.敲擊

特徵頻率

4.頻率與杯

中液體公式
5.實驗驗證

波型

1.使用不同液體進行聲音頻率的實

驗。

2.加入有腳座與無腳座玻璃杯振動模

型比較。

3.加入摩擦與敲擊振動模型比較。

4.透過理論推導，精確量化頻率變化

與液高的數學關係。

2

1.玻璃杯液體加越多，頻率越低；盛裝同體積

的液體，濃度越大(質量越大)，頻率越低。

2.兩種不同公式，頻率變化與液高的數學關

係：

(1)第一篇透過聲壓找出頻率經驗公式。

(2)第二篇透過理論近似擬合出頻率公式。

3.用有腳座玻璃杯進行實驗分析。

4.以摩擦或外部聲波振動進行實驗分析。

研究貢獻



3

n=1 n=2液量增加頻率下降與振動模型之假設

杯口俯視圖轉換一維線條

原理假設

1.可以形成封閉的駐波，更容

易累積能量形成共振。

2.頻率𝜈𝜈與波數𝑛𝑛成正比，因此

頻率間有整數倍關係。

空氣柱越短

頻率越高

垂直玻璃振動

越短頻率越高
𝑅𝑅 𝐿𝐿=2𝜋𝜋𝑅𝑅

實驗與分析流程

杯口n=1, 2之振動及所對應一維之振動

分類 A型-5種 B型-4種 C型-7種

圖示

形狀
圓柱形
無腳座

圓柱形
有腳座

不規則形
有腳座

加入
液體

空杯、水
酒精、甘油

空杯、水
酒精、甘油

空杯
水

音叉槌敲擊杯口

手摩擦玻璃杯

物理量量測

液高h、液體密度𝜌𝜌𝑔𝑔

廠牌：audio-technica
頻率響應：20-20000Hz

錄音並分析頻率

頻率量測(頻譜法分析)

杯高𝐻𝐻、玻璃密度𝜌𝜌𝑔𝑔

外徑𝑅𝑅𝑜𝑜

內徑𝑅𝑅
𝑖𝑖

厚度a



一、分析各玻璃杯特徵頻率(空杯與低、中、高水位)
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A2在不同水量下的頻率所對應的響度

───空杯 n=2,4,5
───40ml   n=1,2,3,4,5
───120ml n=1,2,4,5
───200ml n=2,3,4,5,6

-100

-90

-80

-70

-60

-50

-40

-30

-20

-10

0 1000 2000 3000 4000 5000

B2在不同水量下的頻率所對應的響度

───空杯 n=2,4,6,8
───50ml   n=2,4,6,8
───150ml n=2,4,6,8
───250ml n=2,3,4,5,6,8,10

頻率(Hz)
響度(dB)

響度(dB)

頻率(Hz)

A型

圓柱無腳座
(A2為例)

B型

圓柱有腳座
(B2為例)

A型──圓柱形無腳座

1.頻率有n=1,2,3,4…倍數關係。

2. 偶數n明顯，奇倍頻率比偶倍

小20dB以上，且不易判讀。

3.有些情形特徵頻率(多是n=1)消
失，並有雜音(紅綠線紅圈)。

4. 高水位時，有更多非倍數關係

的頻率出現(紫線紅圈) 。

B型──圓柱形有腳座

1.低水位：n=2,4,6,8…，頻率間

有偶數倍關係，且較少雜音。

2.高水位：n=2,3,4,5…，奇數頻

率(n≤5)出現，並有非倍數關

係的頻率出現(紫線紅圈) 。

實驗結果與討論
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C7在不同水量下的頻率所對應的響度

───空杯 n=2,4,6,8
───80ml   n=2,4,5,6,8,
───160ml n=2,4,6,8,10
───240ml n=2,4,6,8,10,12

頻率(Hz)

響度(dB)

C型

不規則有腳座
(C7為例)

有腳座且底部半徑縮小的玻璃
杯適合作為樂器演奏。

A、B、C形玻璃杯之共通性：

1.液體高度越高，頻率下降越多。

2.n=2響度大於其他泛音20分貝以上，為純音樂器。

C型玻璃杯適合作為樂器之解釋

杯型
特徵頻率泛音列

空杯、低水量 中、高水量

A型
圓柱無腳座

n=1,2,3,4…
有些特徵頻率消失，有雜音產生

B型
圓柱有腳座

n=2,4,6,8…
較少雜音

n=2,3,4,5…
有奇數頻率、雜音

C型
不規則有腳座

n=2,4,6,8…
較少雜音

n=2,4,6,8…
較少雜音

C型──不規則形有腳座

1.任何水位下n=2,4,6,8…，頻率間

有偶數倍關係，且幾無雜音。

2.高水位仍頻譜整齊乾淨，且其

保有完整偶數倍的頻率。

1.腳座形成收斂封閉端，震動有對稱性使n為偶數。

2.杯底收縮有更佳收斂效果，使振動有一致性。

3.可想像許多音叉共享同個柄所圍出的圓，使玻璃

杯振動符合對稱性，頻率間皆有偶數倍關係。

C型 音叉
兩叉會對稱性而同時向

外或向內振動，並且只

要握住其中一叉，另一

叉也同時停止。



二、敲擊與摩擦玻璃杯聲音之探討
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A5杯(無腳座)250ml酒精之頻譜(摩擦&敲擊)

───敲擊n=2,3,5,7,9 ……摩擦n=2,4,6,8(奇數不明顯)
頻率(Hz)

方式 敲擊 摩擦

主音 主音頻率n=2皆相同(紅色圓圈)

其他
泛音

n為奇數(5,7,9…)
響度與主音相近(橘圈)

n為偶數(4,6,8…)，
響度小於主音20dB以上

n=3和部分奇倍不明顯 所有偶數倍頻率皆存在

雜音 多非倍數關係的頻率 少非倍數關係的頻率

───敲擊n=2,3,5 ……摩擦n=2,3,4,5,6

響度(dB)

頻率(Hz)
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B1杯(有腳座)90ml水甘油頻譜(摩擦&敲擊)
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C7杯(有腳座)20ml水之頻譜(摩擦&敲擊)

───敲擊n=2,3,5,7,9 ……摩擦n=2,4,6,8 頻率(Hz)

響度(dB)



玻璃杯振動俯視圖(紅圈：未振動時原始口徑)
取自：Wine glass resonance in slow motion.
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左右內縮 左右外擴1.杯口振動的對稱性，當一邊受到擠壓凹陷，另外

兩邊被推擠而向外擴張，並牽動鄰邊向兩邊拉扯

而凹陷。

2.振動時要符合質心守恆(除敲擊會使質新偏移)，因

玻璃杯不移動，要n為偶數才能符合質心不動。

3.實驗影片中主要波形為n=2，是最簡單的振動形式。

n=2振動最明顯(響度最大)之原因

演奏方式 敲擊 摩擦

頻譜解釋
敲擊會破壞對稱性，並產生質心偏移

→除了n=2為偶數外，其餘為奇數

均勻摩擦會保有對稱性，質心守恆

→n為偶數

音色
其他泛音響度與主音相近

→清脆且響亮(非純音)
其他泛音響度小於主音20dB以上

→柔和且圓潤(純音)

樂聽性

演奏性

頻譜中伴隨許多非整數倍的頻率產生

噪音，聽起來刺耳，不適合作為演奏

頻譜中多是單純的倍頻關係，聽起來

優美，適合作為演奏

摩擦玻璃杯適合作為樂器演奏方式之解釋



𝜈𝜈𝑜𝑜
𝜈𝜈

2
= 1 +

𝛼𝛼
5
𝜌𝜌𝑙𝑙
𝜌𝜌𝑔𝑔
𝑅𝑅
𝑎𝑎
∫0
ℎ 𝑓𝑓 𝑧𝑧 2𝑑𝑑𝑧𝑧

∫0
𝐻𝐻 𝑓𝑓 𝑧𝑧 2𝑑𝑑𝑧𝑧

三、理論公式推導與實驗驗證

玻璃上質點速度 液體透過玻璃振動的速度

𝑣𝑣⊥ = −ω𝑥𝑥𝑜𝑜𝑓𝑓(𝑧𝑧)cos2𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝑛𝑛ωt 𝜎𝜎⊥ = 𝛼𝛼⊥
𝑟𝑟
𝑅𝑅 𝑥𝑥𝑜𝑜𝑓𝑓 𝑧𝑧 cos2𝜃𝜃cosωt

𝑣𝑣∥ =
1
2ω𝑥𝑥𝑜𝑜𝑓𝑓 𝑧𝑧 sin2𝜃𝜃 sinωt 𝜎𝜎∥ = 𝛼𝛼∥

𝑟𝑟
𝑅𝑅 𝑥𝑥𝑜𝑜𝑓𝑓(𝑧𝑧)sin2𝜃𝜃cosωt

𝜃𝜃𝑜𝑜 𝜃𝜃

𝑥𝑥(𝑧𝑧,𝜃𝜃, 𝑡𝑡)R(𝑧𝑧)
𝜋𝜋 0

𝜋𝜋/2

3𝜋𝜋/2

ℎ

𝐻𝐻

𝑎𝑎(𝑧𝑧) 𝑥𝑥(𝑧𝑧,𝜃𝜃, 𝑡𝑡)

垂直於玻璃面的法線速度𝑣𝑣⊥
平行於玻璃面的切線速度𝑣𝑣∥
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𝑓𝑓 𝑧𝑧 =
1
𝐸𝐸𝐸𝐸
�
0

𝑧𝑧
�
0

𝑧𝑧
𝑀𝑀 𝑧𝑧 dzdz

空杯頻率𝜈𝜈𝑜𝑜，裝有液體頻率𝜈𝜈，玻璃杯高度𝐻𝐻，液體高度ℎ
液體密度𝜌𝜌𝑙𝑙，玻璃密度𝜌𝜌𝑔𝑔，杯口半徑𝑅𝑅，杯口厚度𝑎𝑎

𝛼𝛼 = 𝛼𝛼⊥2 + 𝛼𝛼∥2 < 2

玻璃杯振動俯視圖 圓柱玻璃杯振動側視剖面圖

透過推導(彎矩𝑀𝑀，慣性矩𝐸𝐸)得出：

𝑧𝑧

𝐹𝐹∥
𝐹𝐹⊥

𝐹𝐹

𝑥𝑥

𝑧𝑧
H

𝐹𝐹∥
𝐹𝐹⊥

𝐹𝐹法線速度𝜎𝜎⊥，係數𝛼𝛼⊥ < 1
切線速度𝜎𝜎∥，係數𝛼𝛼∥ < 1

𝑀𝑀 𝑧𝑧 = 𝐹𝐹⊥(𝐻𝐻 − 𝑧𝑧)

A、B型𝛼𝛼值 < 0.5

(
𝜈𝜈𝑜𝑜
𝜈𝜈 )2 − 1 = 𝑚𝑚𝑓𝑓

ℎ
𝐻𝐻

𝑓𝑓
ℎ
𝐻𝐻

=
1

71
ℎ
𝐻𝐻

5

126 − 70
ℎ
𝐻𝐻

+ 10
ℎ
𝐻𝐻

2

𝑚𝑚 = 𝛼𝛼
𝜌𝜌𝑙𝑙
𝜌𝜌𝑔𝑔
𝑅𝑅
𝑎𝑎

玻璃杯口摩擦或敲擊，

屬於一端受力的情形，並

使玻璃壁產生來回振動。

集中負荷𝐹𝐹

彈性係數𝐸𝐸
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四、玻璃杯在不同液體頻率公式驗證
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液面高度函數與頻率關係圖
(B型圓柱有腳座─水─公式一)

液面高度函數與頻率關係圖
(A型圓柱無腳座─水─公式一)
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m= 4.6185
R² = 0.9988

0

0.5

1

1.5

2

2.5

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

C6 𝛼𝛼=0.445
C5 𝛼𝛼=0.562
C4 𝛼𝛼=0.455
C3 𝛼𝛼=0.474
C2 𝛼𝛼=0.455

C7 𝛼𝛼=0.546

C1 𝛼𝛼=0.534

𝑣𝑣0
𝑣𝑣

2
− 1

𝑓𝑓
ℎ
𝐻𝐻

液面高度函數與頻率關係圖
(C組不規則形有腳座─水─公式一)

1.C型下端口徑窄且厚，但
ℎ
𝐻𝐻

= 0.4時口徑厚

度趨於一致。在
ℎ
𝐻𝐻

= 0.4時，厚度、半徑

變動造成
ℎ
𝐻𝐻

5
的誤差只有1%，因此C型

與集中負荷(一端受力) 公式高度吻合。

2.A、B型α<2；C型利用平均半徑及平均厚

度算出α<2，驗證集中負荷符合水量與頻

率的關係式。

不同型玻璃杯裝有水之頻率公式驗證

A型 B型

C型
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m1 3.443
R² = 0.9951

m= 2.597
R² = 0.9979

m= 4.486
R² = 0.9937

0

0.5

1

1.5

2

2.5

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

m= 3.721
R² = 0.9997

m= 2.707
R² = 0.9999

m= 2.027
R² = 0.9998

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

0 0.1 0.2 0.3

液面高度函數與頻率關係圖
(A4圓柱形無腳座─公式一)

酒精 𝛼𝛼=0.370

水 𝛼𝛼=0.395

甘油 𝛼𝛼=0.431

液面高度函數與頻率關係圖

(B4圓柱形有腳座─公式一)

酒精 𝛼𝛼=0.390

水 𝛼𝛼=0.413

甘油 𝛼𝛼=0.427

𝛼𝛼 = 𝛼𝛼⊥2 + 𝛼𝛼∥2

黏度越大𝛼𝛼∥越大，甘油黏度

為水或酒精的103倍以上，但

α值差距最大也不超過0.03。

1.垂直速度𝑣𝑣⊥極值為2倍水平速度𝑣𝑣∥的極值

→玻璃杯主要振動為垂直杯壁方向運動。

2.垂直杯壁運動可透過推擠使液體運動，因此為

主要傳遞液體運動的形式(𝛼𝛼⊥ > 𝛼𝛼∥， 𝛼𝛼∥2 < 𝛼𝛼
2

)。

2
2

𝛼𝛼 < 𝛼𝛼⊥< 𝛼𝛼 → 0.3 < 𝛼𝛼⊥< 0.7

𝑓𝑓
ℎ
𝐻𝐻

(
𝜈𝜈𝑜𝑜
𝜈𝜈

)2 − 1(
𝜈𝜈𝑜𝑜
𝜈𝜈

)2 − 1

𝑓𝑓
ℎ
𝐻𝐻

A、B型玻璃杯裝有不同液體之頻率公式驗證

A型 B型

玻璃杯裝有不同液體仍與集中負荷公式高度吻合且α<2
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玻璃杯振動屬於一端受力的集中負荷

情形，液高與頻率函數表示為：

(𝜈𝜈𝑜𝑜
𝜈𝜈

)2 = 1 + 𝛼𝛼
71

𝜌𝜌𝑙𝑙
𝜌𝜌𝑔𝑔

𝑅𝑅
𝑎𝑎

(ℎ
𝐻𝐻

)5[126 − 70(ℎ
𝐻𝐻

) + 10(ℎ
𝐻𝐻

)2]

結論

A型 B型 C型

無腳座

n=1, 2, 3, 4…
較多雜音

有腳座

n=2, 4, 6, 8…
較少雜音

杯底收縮
收斂、振動一致性

腳座
收斂封閉端、對稱性

振動有偶倍頻率關係

高水位仍保有偶倍頻率

C型

方式 敲擊 摩擦

主音 主音頻率n=2皆相同(紅色圓圈)

其他
泛音

n為奇數
(n=3,5,7…，3不明顯)

n為偶數
(n=4,6,8…)

響度與主音相近
(非純音)

響度小於主音20dB以上
(純音)

雜音 多非倍數關係的頻率 少非倍數關係的頻率

樂聽性
響亮但刺耳，不適合

演奏
柔和且圓潤，適合演奏

垂直杯壁運動𝑣𝑣⊥ 水平杯壁運動𝑣𝑣∥

主要傳遞液體運
動形式

與黏度有關，黏
度越大，切線速
度係數𝛼𝛼∥也越大

1 2

3 4

5
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參考資料

1. 推導玻璃杯振動時的位能(U)公式，並找出玻璃杯物理量與自然頻率之關係式，並

且以每次選擇一種操縱變因(如高度、半徑、厚度)進行實驗。

2.用黏滯係數(吸附力以及內聚力)探討不同液體之α值或修正液體動能公式。

3.自製杯口破缺，破壞某些泛音列型態，並驗證玻璃杯口的振動模態。
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