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摘要 

我們研究《科學研習月刊》上一個有趣的數學遊戲「正七邊形的頂點中有五個紅點，兩

個黑點，用紅點當頂點可以連成多少個等腰三角形？」。 

目前研究此題目的其他科展作品，採取直接計算所有頂點皆為紅點的等腰三角形個數，

當黑點增加時，分類情形複雜而難有一致規律，所以探討到最多的黑點個數僅為 4個。 

有別於其他作品，我們提出不同的策略，先計算等腰三角形頂點包含黑點的情形，再利

用排容原理扣除，得出一般化的結果：在正𝑵𝑵邊形中，給定任意𝑩𝑩個黑點（𝑩𝑩 = 𝟎𝟎,𝟏𝟏,𝟐𝟐, …），

給出計數等腰三角形的個數一般化策略與公式。除此之外，利用本研究提出的方法，進一步

延伸探討正多邊形內的等腰梯形個數，給出計數等腰梯形個數的一般化策略與公式。 

壹、 研究動機 

    我們很喜歡數學，平時常常思考鑽研數學問題，因此加入研究數學科展的行列。老師問

了一個刊載在科學期刊上的數學遊戲，叫做「七邊形之謎」，題目如下： 

  

 

 
 

 

 

 

 
 
 

  

老師在黑板上留下一個問題，當作自習課的作業：「正七邊形的頂點有五個紅點，兩個黑點。

用紅點當頂點可以連成多少個等腰三角形？」 

生性謹慎的小怡說：「我又不知道黑點在那裡， 

老師給的條件不夠，這一題不能算啦！」 

大而化之的小郡說：「沒差啦，黑點在那裡算出來應該都一樣啦！」 

小怡說：「怎麼可能算出來一樣？如果題目改成正六邊形，那兩個黑點在對角線的話就沒

有等腰三角形了, 但是兩個黑點在其他位置就還有等腰三角形。所以答案一定和黑點位置

有關啦！」 

小郡說：「不管啦，我們先算算看再說吧！」 

所以這個七邊形之謎的結果如何呢?  
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從題目中的敘述可得知，黑點的位置會影響等腰三角形的個數，我們在想，等腰三角形

的個數除了與黑點的位置相關之外，與黑點的個數、正多邊形的邊數是否也有相關呢？其中

是否有規律可循呢？此規律是否可以應用到所有的正多邊形呢？除了等腰三角形外，正多邊

形內的等腰梯形個數，是否也存在著一定的規律呢？於是，我們便著手進行「正多邊形之邊

數、頂點個數及頂點位置與等腰三角形及等腰梯形個數關係」之研究。 

貳、 研究目的 

一、探討正𝑁𝑁邊形中（𝑁𝑁 ≥ 4），連接各頂點所形成的等腰三角形個數，以及恰包含一個黑

點、二個黑點與三個黑點的等腰三角形個數。 

二、探討在有𝐵𝐵個黑點的正𝑁𝑁邊形中，計數以紅點為頂點之等腰三角形個數的一般化策略，

其中𝑁𝑁 ≥ 4，𝐵𝐵 ≥ 0。 

三、探討正𝑁𝑁邊形中（𝑁𝑁 ≥ 5），連接各頂點所形成的等腰梯形個數，以及恰包含一個黑點、

二個黑點、三個黑點與四個黑點的等腰梯形個數。 

四、探討在有𝐵𝐵個黑點的正𝑁𝑁邊形中，計數以紅點為頂點之等腰梯形個數的一般化策略，其

中𝑁𝑁 ≥ 5，𝐵𝐵 ≥ 0。 

參、 名詞與符號 

符號 3.1 將正𝑁𝑁邊形依順時鐘方向編頂點號碼為(1,2,3,⋯ ,𝑁𝑁)。 

黑點(1,2,4)代表正多邊形中有 3個黑點，此三個黑點的編碼各為 1號、2號及 4號。 

 

 

 

 

 

  圖 1. 三個黑色頂點編號為(1,2,4)的正七邊形、正八邊形、正十邊形 
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符號 3.2 𝐵𝐵記作黑色頂點的編號之集合。 

以𝑁𝑁 = 10，給定𝐵𝐵 = {1,3,4,9}。則包含任意二個黑點的情形為（1，3）、（1，4）、 

（1，9）、（3，4）、（3，9）、（4，9）。 

 

 

 

 

圖 2. 正十邊形中，𝐵𝐵 = {1,3,4,10}的六種情形 

肆、 研究過程與結果 

一、文獻探討： 

（一）中華民國第 60屆科展國中組研究「七邊形之謎」問題的作品，改變原問題情境

設定，以紅點做為等腰三角形頂角的頂點，兩黑點作為等腰三角形的另外兩個頂

點，開展另一主題方向之研究。 

（二）屏東縣第 60屆科展國中組研究「七邊形之謎」問題的作品，研究 0個黑點及 2

個黑點的等腰三角形個數公式，並證明公式成立。 

（三）金門地區第 60屆科展國中組研究「七邊形之謎」問題的作品，依黑點個數及正

多邊形邊數作為判斷依據：黑點個數分為 0~4個黑點，再依邊數分為奇數邊、偶

數邊及 3的倍數邊，共計十四個基本公式；在每個基本公式下，依據不同的黑點

間隔數，延伸出數種修正補償的公式。 

上述作品(一)雖以「七邊形之謎」為出發點，但改變原問題情境，與本作品研究

方向不同。而作品(二)及作品(三)，所探討的圖形僅限於等腰三角形，且研究方法為

排除頂點為黑點的情形，直接計算所有頂點皆為紅點的等腰三角形個數，當黑點增加

時，需討論多邊形邊數為奇數、偶數，及是否是 3的倍數，以及黑點的間隔等等，分

類情形多且複雜，而難有一致的規律，所以探討到最多的黑點個數僅為 4個。 
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二、本作品的特色： 

1. 本作品超越前述三作品，除研究出在正N邊形中以紅點為頂點之等腰三角形

個數，更研究出等腰梯形的個數。 

2. 不同於上述作品直接計數的方法，本研究應用排容原理進行研究，不僅得到

0個黑點至 4個黑點的等腰三角形個數，更得出任意𝑩𝑩個黑點的正𝐍𝐍邊形中，

所構造出等腰三角形個數的一般化策略，其中𝑁𝑁 ≥ 4，𝐵𝐵 ≥ 0。 

3. 進一步利用排容原理探討等腰梯形個數，除了得到 0個黑點至 4個黑點的等

腰梯形個數外，更得出任意 B個黑點的正𝐍𝐍邊形中，所構造出等腰梯形個數

的一般化策略，其中𝑁𝑁 ≥ 5，𝐵𝐵 ≥ 0。 

三、正 N 邊形內，以紅點為頂點的等腰三角形個數 

剛開始著手進行解題時，我們也是逐一畫圖，排除黑點並直接計算頂點為紅點的

等腰三角形個數，找出正 N邊形內有 0個黑點到 4個黑點的等腰三角形個數判斷公

式，但發現當黑點增加時，分類情形與判斷式相當複雜！ 

雖然已得到答案，但我們卻不滿意！因此尋思另一種探究等腰三角形個數的方

法，而進入第二階段，利用排容原理進行研究：三角形有三個頂點，分別排除包含一

個黑點、包含二個黑點及包含三個黑點的情況，便是可構造的等腰三角形個數！用排

容原理進行研究，最多只需考慮等腰三角形的三個頂點皆為黑點的情況，使我們的研

究向前邁進一大步，因而得出超越 4個黑點，而到達黑點個數為任意數的驚人結果！ 

本研究先說明利用排容原理尋找正 N邊形中等腰三角形個數的過程及結果，再說

明等腰梯形個數過程及結果。以下便分別討論正多邊形內所有的等腰三角形個數，以

及包含一個黑點、二個黑點及三個黑點的等腰三角形個數。 

（一）0 個黑點：正 N 邊形內的等腰三角形個數 

我們先從月刊上的問題情境思考，發現正七邊形中，二個黑點有六種排列方式

（如圖 3），扣除對稱圖形後，仍有三種不同的排列位置，這三種排列位置仍得

一一判斷可否畫出等腰三角形，頗耗費時間。我們在想，正多邊形的每個邊一



5 
 

樣長、每個角都一樣大，而等腰三角形則是兩腰等長、兩底角一樣大，在正多

邊形內選擇適合的頂點畫出等腰三角形，是否存在一種判別的規律？ 

 

 

 

 

a             b            c            d            e            f 

     圖 3.  正七邊形的二個黑點有六種排列位置，其中 a-f、b-e、c-d各為對稱圖形 

於是，我們利用簡化問題的策略，研究在 0個黑點的情形下，連接正多邊形頂

點可構造出的等腰三角形個數，發現：當正多邊形邊數不是 3的倍數時，等腰

三角形個數和正多邊形邊數形成整數倍的關係，當正多邊形邊數是 3的倍數時

則否（如表 1）。除此之外，當正多邊形的邊數越多，所形成的等腰三角形也越

多，倍數也有越大的趨勢，顯示等腰三角形個數似乎與正多邊形的邊數有關。 

表 1.  等腰三角形個數與正多邊形邊數及其倍數關係 

 

正多邊形邊數(邊) 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

等腰三角形個數(個) 4 10 8 21 24 30 40 55 52 

倍數關係(倍) 1 2 1
2
3

 3 3 3
1
3

 4 5 4
1
3

 

因此，依上表結果，我們以正多邊形邊數為基準，分為二個方向討論： 

1.正多邊形邊數 N不是 3的倍數： 

以正五邊形為例，共可構造出 10個等腰三角形，乃由二種不同的三角形所構

成，每種三角形都是 5個，一種是等腰三角形的兩腰剛好是正五邊形的其中

二個邊（如圖 4所示之紅色等腰三角形），一種則是等腰三角形的底邊是正

五邊形的其中一邊（如圖 4所示之綠色等腰三角形）。 
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圖 4. 正五邊形可構造出二類等腰三角形，共計 10 個 

也就是說，以正五邊形的其中一個頂點作為等腰三角形頂角的頂點，可以畫

出兩種不同的等腰三角形，而正五邊形有 5個頂點，故可畫出的等腰三角形

有 

5 × 2 = 10 個。 

這也同時說明了為何等腰三角形個數與正多邊形邊數為倍數關係之原因。 

接下來，只要找出正多邊形邊數與可構造出的等腰三角形種類的數量關係，

便能列出一般式。我們利用正方形、正五邊形、正七邊形、正八邊形及正十

邊形畫畫看，發現各可畫出 1、2、3、3、4種等腰三角形（如圖 5），與表 1

所呈現的倍數關係不謀而合。 

 

 

 
 

圖 5. 以正四邊形、正五邊形、正七邊形、正八邊形及正十邊形的其中一個頂

點出發，各可畫出 1、2、3、3、4 種等腰三角形 

進一步觀察發現，正𝑵𝑵邊形的每一個頂點可以畫出的等腰三角形種類為 

 �
𝑁𝑁 − 1

2
� 

，其中[     ]為高斯符號。 

因此，邊數非 3 的倍數的正𝑵𝑵邊形，可畫出的等腰三角形個數為 

 

                       𝑁𝑁 ×  �
𝑁𝑁 − 1

2
� 

      (1) 

 (2) 
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以正八邊形為例，共有8個頂點，以其中1個頂點作為等腰三角形頂角的頂

點，還剩下(8 − 1)個頂點，每畫一個等腰三角形，還需要2個頂點，

(8 − 1) ÷ 2 = 3 … 1，剩下 1個頂點，無法再畫出等腰三角形。 

因此正八邊形的一個頂點可畫出�8−1
2
� = 3 種等腰三角形，而正八邊形的所

有頂點共可畫出8 × �8−1
2 � = 24 個等腰三角形。 

2.正多邊形邊數 N是 3的倍數： 

以正六邊形為例，每一頂點皆可畫出 2 種等腰三角形（在本研究中，正三角

形視為等腰三角形的一種），共可構造出6 × �6−1
2 � = 12個等腰三角形，與上

述(2)的結果相符。但圖 6a、6c、6e 的綠色正三角形雖由不同頂點所畫出，

實際上是同一個正三角形，圖 6b、6d、6f 的藍色正三角形亦同，因此正六邊

形頂點所構造出的等腰三角形個數應修正為12 − 4 = 8個（見圖 6）。 

 

 

 

a.            b.            c.           d.            e.            

f. 

圖 6. 正六邊形可構造出8個等腰三角形 

正六邊形可畫出 2種不同方向的正三角形，每一種正三角形都有 2 個被重複

計數，那麼，不同正多邊形可構造出多少種不同方向的正三角形，便是我們

所要解決的問題。我們找出正六邊形、正九邊形、正十二邊形及正十五邊形

各能構造出幾種方向不同的正三角形，發現各是 2、3、4及 5種（如圖 7）。 
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圖 7. 邊數為 3的倍數之正多邊形可構造出不同方向的正三角形種類 

對照正多邊形的邊數與所構造出方向不同的正三角形種類數，發現都是正多

邊形頂點數𝑁𝑁 ÷ 3，細究其原因，由於每一個正三角形需要用 3個頂點，將頂

點數每三個一數分成一堆，分出多少堆，就代表能畫出多少種不同方向的正

三角形。由此，便可得出 

邊數為 3 的倍數的正𝑵𝑵邊形，可畫出的等腰三角形個數為 

 

𝑁𝑁 × �
𝑁𝑁 − 1

2
� −

2
3
𝑁𝑁 

（二）黑點個數為 1 時，可構造出的等腰三角形個數 

有了 0個黑色頂點的公式為基礎，我們以正多邊形邊數是否為 3的倍數為

分界，尋找恰包含 1個黑色頂點的等腰三角形個數公式。以下就分為正多邊形

邊數 N不是 3的倍數及 N是 3的倍數進行討論： 

1.正多邊形邊數 N不是 3的倍數： 

列表觀察後發現， N不論是奇數或偶數，0個黑點和 1個黑點的等腰三角形

數量差，皆為 3的倍數（如表 2所示），這會不會就是和三角形有三個頂點

有關呢？我們又著手從圖形中找出隱藏的數字關係。 

表 2.  邊數 N 不是 3 的倍數的等腰三角形個數 

 
      正多邊形邊數 

黑點數量 
4 5 7 8 10 11 13 14 16 17 

0 4 10 21 24 40 55 78 84 112 136 

1 1 4 12 15 20 28 40 60 91 112 

差量 3 6 9 9 12 15 18 18 21 24 

以正七邊形為例，在 0個黑點時，共可構造出7 × �7−1
2 � = 21個等腰三角形，

當加入一個黑點後，每一種等腰三角形各會遇到 3次黑點（如圖 8），因此要

扣除3 × �7−1
2 � = 9個包含黑點的等腰三角形。 

(3) 
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圖 8. 每一種等腰三角形各會遇到 3次黑點 

不論邊數 N 為奇數或偶數，每一種三角形都會遇到黑點三次，因此，邊數 N

非 3的倍數之正𝑵𝑵邊形，恰包含 1 個黑點的等腰三角形個數為 

 

3 × �
𝑁𝑁 − 1

2
� 

2. 正多邊形邊數 N是 3的倍數： 

當邊數 N為 3的倍數，會有正三角形的出現，需扣除被重複計數的 2個正

三角形（如圖 9）。 

 

 

 

 

 

圖 9. N為 3的倍數，需扣除被重複計數的 2個正三角形 

因此，正𝑵𝑵邊形邊數 N為 3的倍數，恰包含 1個黑點的等腰三角形個數為 

 

3 × �
𝑁𝑁 − 1

2
� − 2 

整合式(2)及式(4)，邊數 N非 3的倍數之正𝑵𝑵邊形，在有 1個黑點時，所

能構造出的等腰三角形個數為 

 

𝑁𝑁 × �
𝑁𝑁 − 1

2
� − 3 × �

𝑁𝑁 − 1
2

� 

整合式(3)及(5)，邊數 N為 3的倍數之正𝑵𝑵邊形，在有 1個黑點時，所能

構造出的等腰三角形個數為 

 

(4) 

(5) 

(6) 

(7) 
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𝑁𝑁 × �
𝑁𝑁 − 1

2
� −

2
3
𝑁𝑁 −（3 × �

𝑁𝑁 − 1
2

� − 2） 

（三）黑點個數為 2 時，可構造出的等腰三角形個數 

利用式(4)及式(5)，我們可以算出恰包含 1個黑點的等腰三角形個數，但

當多增加一個黑點時，會有被重複扣除的等腰三角形，因此要加回來。以正八

邊形為例（如圖 10），紅點代表等腰三角形頂角的頂點，黃色線段代表以紅點

為頂角頂點的等腰三角形底邊，因此每一黃色線段便代表 1個等腰三角形，而

藍點代表第二個被加入的黑色頂點。由式(2)及式(4)，當黑點數為 0時，正八

邊形可畫出8 × �8−1
2
� =24個等腰三角形，加入一個黑點後，有3 × �8−1

2
� =9個

等腰三角形被扣除（以黃色虛線表示），而再加入藍點後，則會有 2個被重複

扣除的等腰三角形（以藍色三角形表示）。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

     圖 10. 加入第二個黑點時，有 2個等腰三角形被重複扣除 

上述是二個黑點在(1,2)位置時的情形，但當黑點在(1,3)位置時，被重複

扣除的等腰三角形卻是 4個（如圖 11藍色三角形所示）。 

 

 

 

 

 

 

1 

3 

1 
2 
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圖 11. 二黑點在(1,3)位置時，有 4個等腰三角形被重複扣除 

 

我們發現：等腰三角形的三個邊，恰好與二頂點間的邊之數量互相對應。

以圖 12來說明，在正八邊形中，當等腰三角形的兩腰的邊數為 1，底所對應的

邊數是 6（見圖 12a）；當等腰三角形的兩腰所對應的邊數為 2時，底所對應

的邊數是 4（見圖 12b），等腰三角形三邊所對應正多邊形的邊數和，恰與正

多邊形邊數 N相等。 

 

 

 

                        a                 b 

圖 12. 等腰三角形三邊邊數之和與正多邊形邊數 N相等。 

老師告訴我們，可以運用數學課所學「以符號代表未知數」的概念，將等腰三

角形兩腰所對應正多邊形邊的數量設為𝑥𝑥，等腰三角形底對應正多邊形邊的數

量設為𝑦𝑦，因此得到 

2𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 = 𝑁𝑁 

只要 x和 y符合這個算式，所形成的圖形就一定是等腰三角形！ 

我們將 x和 y的正整數解統整歸納成表格以便對照，如表 3和表 4所示。 

表 3. 𝑁𝑁為奇數時，x和 y的解          表 4. 𝑁𝑁為偶數時，x和 y的解 

 

     
 
 
 
 

 
 
 

1 

6 
2 2 

4 

1 

(8) 

𝑁𝑁為奇數 

𝑥𝑥 𝑦𝑦 

𝑁𝑁 − 1
2

 1 

𝑁𝑁 − 3
2

 
3 

𝑁𝑁 − 5
2

 
5 

…
 

…
 

1 𝑁𝑁 − 2 

 

𝑁𝑁為偶數 

𝑥𝑥 𝑦𝑦 

𝑁𝑁 − 2
2

 2 

𝑁𝑁 − 4
2

 4 

𝑁𝑁 − 6
2

 6 

…
 

…
 

1 𝑁𝑁 − 2 
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以下分為正多邊形邊數 N不是 3的倍數及 N是 3的倍數進行討論。 

1. 正多邊形邊數 N不是 3的倍數 

以正十一邊形舉例，我們將 x和 y的解列出來，正十一邊形可構造出 5種

等腰三角形，其等腰三角形的腰和底所對應的邊數如表 5所示。 

表 5. 𝑁𝑁為 11時，x和 y的解 

 

 

 

再將 x和 y的解與黑點編號相互比照，發現如下之關係： 

 

 

 

 

 

這是為什麼呢？當二黑點連線恰好是等腰三角形的腰時，因其有 2個腰，

故會有 2個等腰三角形被重複計數，此時二黑點所對應的邊數𝑗𝑗 − 𝑖𝑖，是𝑥𝑥的

解，當𝑁𝑁 − (𝑗𝑗 − 𝑖𝑖)是𝑥𝑥的解亦同此理（如圖 13a、圖 13b、圖 13d、圖

13e）；而當二黑點連線恰好是等腰三角形的底時，因只有 1個底，故會有

1個等腰三角形被重複計數，此時二黑點所對應的邊數𝑗𝑗 − 𝑖𝑖或𝑁𝑁 − (𝑗𝑗 − 𝑖𝑖)，

是𝑦𝑦的解（如圖 13c、圖 13f）。 

 

 

 

a            b             c              d             e             f 

𝑥𝑥 1 2 3 4 5 

𝑦𝑦 9 7 5 3 1 

 

1 

3 

1 

3 

1 

4 

1 

7 

1 

7 

1 

5 

設二黑色頂點編號為𝑖𝑖，𝑗𝑗，1 ≤ 𝑖𝑖 < 𝑗𝑗 ≤ 𝑁𝑁. 

如果𝑗𝑗 − 𝑖𝑖是𝑥𝑥的解之一，則計 2個等腰三角形； 

如果𝑗𝑗 − 𝑖𝑖是𝑦𝑦的解之一，則計 1個等腰三角形。 

如果𝑁𝑁 − (𝑗𝑗 − 𝑖𝑖)是𝑥𝑥的解之一，則計 2個等腰三角形； 

如果𝑁𝑁 − (𝑗𝑗 − 𝑖𝑖)是𝑦𝑦的解之一，則計 1個等腰三角形。 
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圖 13. 正十一邊形二黑點位置與 x、y解的關係 

2. 正多邊形邊數 N是 3的倍數 

以正十二邊形為例，正十二邊形可構造出 5種等腰三角形，此時的等腰三

角形的腰和底所對應的邊數如表 6所示。 

表 6. 𝑁𝑁為 12時，x和 y的解 

 

x和 y的解與黑點編號之關係如下： 

 

 

 

 

 

這是因為當 N為 3的倍數時，會出現正三角形，而二黑點連線恰好是正三

角形的其中一邊時，會有 1個正三角形被重複計數，此時二黑點所對應的

邊數𝑗𝑗 − 𝑖𝑖，恰好是
𝑁𝑁
3
或

2𝑁𝑁
3
（如圖 14a、圖 14b）；當此二黑點連線恰好是等

腰三角形的底時，會有 1個等腰三角形被重複計數，此時二黑點所對應的

邊數𝑁𝑁 − 𝑁𝑁
3
，是𝑦𝑦的解（如圖 14c）。 

 

 

 

 

a                   b                  c 

1 

5 

1 

9 

1 

5 

𝑥𝑥 1 2 3 4 5 

𝑦𝑦 10 8 6 4 2 

 

設二黑色頂點編號為𝑖𝑖，𝑗𝑗，1 ≤ 𝑖𝑖 < 𝑗𝑗 ≤ 𝑁𝑁. 

如果𝑗𝑗 − 𝑖𝑖 ≠ 𝑁𝑁
3
且𝑗𝑗 − 𝑖𝑖 ≠ 2𝑁𝑁

3
，則依𝑁𝑁非 3的倍數的方式去計數等腰三

角形的數量； 

如果𝑗𝑗 − 𝑖𝑖 = 𝑁𝑁
3
或𝑗𝑗 − 𝑖𝑖 = 2𝑁𝑁

3
，則計等腰三角形的數量為 1； 

如果𝑁𝑁 − 𝑁𝑁
3
是𝑦𝑦的解之一，則再計 1個等腰三角形。 
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             圖 14. 正十二邊形二黑點位置與 x、y解的關係 

合計或的數量即為所求。包含黑點𝑖𝑖, 𝑗𝑗的等腰三角形數量記為 

𝐼𝐼(𝑖𝑖, 𝑗𝑗)。 

因此，給定黑點編號𝐵𝐵，包含𝑩𝑩中任意兩頂點的等腰三角形數量為 

� 𝐼𝐼(𝑖𝑖, 𝑗𝑗)
𝑖𝑖,𝑗𝑗∈𝐵𝐵

 

那麼，在有 2個黑點的情形下，正𝑁𝑁邊形到底可以構造出幾個以紅點為頂點

的等腰三角形呢？根據(6)、(7)及(10)，得出如下兩個式子： 

邊數 N非 3的倍數之正𝑵𝑵邊形，在有 2個黑點時的等腰三角形個數為 

𝑁𝑁 × �
𝑁𝑁 − 1

2
� − 3 × �

𝑁𝑁 − 1
2

� × 2 + � 𝐼𝐼(𝑖𝑖, 𝑗𝑗)
𝑖𝑖,𝑗𝑗∈𝐵𝐵

 

邊數 N為 3的倍數之正𝑵𝑵邊形，在有 2個黑點時的等腰三角形個數為 

                         𝑁𝑁 × �
𝑁𝑁 − 1

2
� −

2
3
𝑁𝑁 −（3 × �

𝑁𝑁 − 1
2

� − 2） × 2 + � 𝐼𝐼(𝑖𝑖, 𝑗𝑗)
𝑖𝑖,𝑗𝑗∈𝐵𝐵

 

3. 舉例說明如下： 

以正九邊形，給定黑點編號𝐵𝐵 = {1,4}為例，x和 y的解為 

 

 

重複的等腰三角形個數列舉如下： 

 

 

 

註：(1,6)、(1,7)、(1,8)、(1,9)分別為(1,5)、(1,4)、 

                     (1,3)、(1,2)之對稱圖形，數量相等故不列出。 

𝐼𝐼(𝑖𝑖, j) (1,2) (1,3) (1,4) (1,5) 

𝑗𝑗 − 𝑖𝑖 1 2 3 4 

𝑁𝑁 − (𝑗𝑗 − 𝑖𝑖) 8 7 6 5 

等腰三角形個數 3 3 1 3 

(9) 

(11) 

(10) 

(12) 

𝑥𝑥 1 2 3 4 

𝑦𝑦 7 5 3 1 
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因此，正多邊形邊數𝑁𝑁 = 9，頂點編號 1、2、3、…、9，給定𝐵𝐵 = {1,4}。 

其等腰三角形個數為 

9 × �
9 − 1

2
� −

2
3

× 9 − (3 × �
9 − 1

2
� − 2) × 2 + 𝐼𝐼(1,4) = 30 − 20 + 1 = 11 

（四）黑點個數為 3 時，可構造出的等腰三角形個數 

當三個黑點恰好能構成等腰三角形，其中有二個邊要等長，也就是二個黑

點間的邊數相等，因此有以下三種情形： 

三個黑色頂點編號為𝑖𝑖、𝑗𝑗、𝑘𝑘，1 ≤ 𝑖𝑖 < 𝑗𝑗 < 𝑘𝑘 ≤ 𝑁𝑁.  

1.  點 i 與點 j 間的邊數 = 點 j 與點 k 間的邊數（如圖 15a）； 

2.  點 j 與點 k 間的邊數 = 點 k 與點 i 間的邊數（如圖 15b）； 

3.  點 i 與點 j 間的邊數 = 點 i 與點 k 間的邊數（如圖 15c）。 

 

 

 

 

a                 b                 c 

             圖 15. 三黑點構成等腰三角形之位置關係 

探討點 i、點 j與點 k之關係，結果如下： 

(1)點 i 與點 j 間的邊數 = 點 j 與點 k 間的邊數，此時 

𝒌𝒌 − 𝒋𝒋 = 𝒋𝒋 − 𝒊𝒊。 

(2)點 j 與點 k 間的邊數 = 點 k 與點 i 間的邊數， 

此時(𝑘𝑘 − 𝑗𝑗)本應與(𝑖𝑖 − 𝑘𝑘)相等，但𝑖𝑖 < 𝑘𝑘，將𝑖𝑖轉換為(𝑁𝑁 + 𝑖𝑖)， 

得到                      𝑘𝑘 − 𝑗𝑗 = (𝑁𝑁 + 𝑖𝑖) − 𝑘𝑘 

利用等量公理，得          𝑵𝑵 = 𝟐𝟐𝟐𝟐 − 𝒊𝒊 − 𝒋𝒋 

(3)點 i 與點 j 間的邊數 = 點 i 與點 k 間的邊數， 

同理，將𝑖𝑖轉換為(𝑁𝑁 + 𝑖𝑖)，得  𝑗𝑗 − 𝑖𝑖 = (𝑁𝑁 + 𝑖𝑖) − 𝑘𝑘 

利用等量公理，得          N = j + 𝒌𝒌 − 𝟐𝟐𝟐𝟐 

i 

j 

k 

i 

j k 

i 

j 

k 

 
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符合上列任一條件，計 1個等腰三角形，若都不符合則計 0個等腰三角形。 

合計數量即為所求。含𝑖𝑖, 𝑗𝑗,𝑘𝑘的等腰三角形數量記為 

𝐼𝐼(𝑖𝑖, 𝑗𝑗,𝑘𝑘)。 

因此，給定黑點編號𝐵𝐵，包含𝑩𝑩中任意三頂點的等腰三角形數量為 

� 𝐼𝐼(𝑖𝑖, 𝑗𝑗, 𝑘𝑘)
𝑖𝑖,𝑗𝑗,𝑘𝑘∈𝐵𝐵

 

在有 3個黑點的情形下，正𝑁𝑁邊形可以構造出幾個以紅點為頂點的等腰三角形

呢？我們得出如下兩個式子： 

邊數 N非 3的倍數之正𝑵𝑵邊形，在有 3個黑點時的等腰三角形個數為 

𝑁𝑁 × �
𝑁𝑁 − 1

2 � − 3 × �
𝑁𝑁 − 1

2 � × 3 + � 𝐼𝐼(𝑖𝑖, 𝑗𝑗)
𝑖𝑖,𝑗𝑗∈𝐵𝐵

− � 𝐼𝐼(𝑖𝑖, 𝑗𝑗,𝑘𝑘)
𝑖𝑖,𝑗𝑗,𝑘𝑘∈𝐵𝐵

 

邊數 N為 3的倍數之正𝑵𝑵邊形，在有 3個黑點時的等腰三角形個數為 

𝑁𝑁 × �
𝑁𝑁 − 1

2 � −
2
3
𝑁𝑁 −（3 × �

𝑁𝑁 − 1
2 � − 2） × 3 + � 𝐼𝐼(𝑖𝑖, 𝑗𝑗)

𝑖𝑖,𝑗𝑗∈𝐵𝐵

− � 𝐼𝐼(𝑖𝑖, 𝑗𝑗,𝑘𝑘)
𝑖𝑖,𝑗𝑗,𝑘𝑘∈𝐵𝐵

 

（五）計數正 N 邊形，B 個黑點的等腰三角形個數的一般化策略 

我們是如何想到要用排容原理進行第二階段研究的呢？其實研究的起源，

來自於一個小小的「疑問」。 

當得出包含 0個黑點、1個黑點、2個黑點和 3個黑點的等腰三角形個數

後，我們嘗試將它們組合列出一個公式，就是「把 0個黑點的等腰三角形個數

−1個黑點的等腰三角形個數+2個黑點重複的等腰三角形個數−3個黑點重複

的等腰三角形個數」，產生了新的疑惑： 

為什麼又是加、又是減，後來又要再加呢？ 

是否有容易理解的解釋方式呢？ 

我們用三個圓形來表示當黑點個數為 3個的情況，要計數紅色頂點所能構

(13) 

(14) 

(15) 

(16) 
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造的等腰三角形個數，就是用 0個黑點的等腰三角形個數，分別扣除含有 1個

黑點的等腰三角形個數，再分別加回包含 2個黑點的等腰三角形個數（如圖

16之 A、B、C區域），最後再減去包含 3個黑點的等腰三角形個數（如圖 16

之 D區域）。老師最後告訴我們，我們在第二階段用的這種研究方法，就是一

種「排容原理」的應用。 

 

 

 

 

        圖 16. 以排容原理說明包含黑點的等腰三角形計數方式 

由上述結果，得出計數正𝑁𝑁邊形，𝐵𝐵個黑點的等腰三角形個數的一般化策略： 

1. 𝑵𝑵不是 3的倍數，有𝒎𝒎個黑色的頂點. 

𝐼𝐼𝑁𝑁,𝐵𝐵記作給定𝐵𝐵，正𝑁𝑁多邊形內紅色頂點所能形成的等腰三角形數量。我們有

以下等式： 

𝐼𝐼𝑁𝑁,𝐵𝐵 = 𝑁𝑁 × �
𝑁𝑁 − 1

2 � − 3𝑚𝑚 × �
𝑁𝑁 − 1

2 � + � 𝐼𝐼(𝑖𝑖, 𝑗𝑗)
𝑖𝑖,𝑗𝑗∈𝐵𝐵

− � 𝐼𝐼(𝑖𝑖, 𝑗𝑗,𝑘𝑘)
𝑖𝑖,𝑗𝑗,𝑘𝑘∈𝐵𝐵

 

2. 𝑵𝑵是 3的倍數，有𝒎𝒎個黑色的頂點.  

當正多邊形邊數𝑁𝑁為 3的倍數時，我們得出以下等式： 

𝐼𝐼𝑁𝑁,𝐵𝐵 = 𝑁𝑁 × �
𝑁𝑁 − 1

2 � −
2
3
𝑁𝑁 −𝑚𝑚 × （3 × �

𝑁𝑁 − 1
2 � − 2） + � 𝐼𝐼(𝑖𝑖, 𝑗𝑗)

𝑖𝑖,𝑗𝑗∈𝐵𝐵

− � 𝐼𝐼(𝑖𝑖, 𝑗𝑗, 𝑘𝑘)
𝑖𝑖,𝑗𝑗,𝑘𝑘∈𝐵𝐵

 

3. 舉例說明： 

以𝑁𝑁 = 14，頂點編號 1、2、3、…、14，給定𝐵𝐵 = {1,3,4,9,11}。 

(1)符合2𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 = 14之正整數解如表 7。 

 

 

(17) 

(18) 

A 

B C 
D 
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表 7. 2𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 = 14的正整數解 

 
 
 
 

(2)分別計數黑點編號含 

（1，3）、（1，4）、（1，9）、（1，11）、（3，4）、（3，9）、（3，11）、 

（4，9）、（4，11）、（9，11） 

所能形成的等腰三角形數量，數量分別記作 

𝐼𝐼(1,3)、𝐼𝐼(1,4)、𝐼𝐼(1,9)、…、𝐼𝐼(9,11)。 

(3)分別計數黑點編號含 

（1，3，4）、（1，3，9）、（1，3，11）、（1，4，9）、（1，4，11）、 

（1，9，11）、（3，4，9）、（3，4，11）、（3，9，11）、（4，9，11） 

所能形成的等腰三角形數量，數量分別記作 

𝐼𝐼(1,3,4)、𝐼𝐼(1,3,9)、𝐼𝐼(1,3,11)、…、𝐼𝐼(4,9,11)。 

因此，邊數𝑁𝑁 = 14，黑點個數𝑚𝑚 = 5，根據式(13)，紅色頂點所能形成的

等腰三角形個數為 

𝐼𝐼14,5 = 14 × �
14 − 1

2
� − 3 × 5 × �

14 − 1
2

� + �𝐼𝐼(1,3) + 𝐼𝐼(1,4) + 𝐼𝐼(1,9) + ⋯+ 𝐼𝐼(9,11)� 

−�𝐼𝐼(1,3,4) + 𝐼𝐼(1,3,9) + 𝐼𝐼(1,3,11) + ⋯+ 𝐼𝐼(4,9,11)� 

= 84 − 90 + 30 − 2 

= 22 

四、策略延伸——以紅點為頂點的等腰梯形個數 

有了計數等腰三角形的經驗後，我們進一步猜想：同樣的策略用在計數等腰梯形

上，會不會也適用呢？於是，我們便再次利用排容原理，進行正𝑁𝑁邊形中，以紅點為

頂點的等腰梯形個數的研究，以下分別討論正多邊形內包含 0個黑點、包含一個黑

X 1 2 3 4 5 6 

y 12 10 8 6 4 2 
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點、二個黑點、三個黑點及四個黑點的等腰梯形個數。 

（一）0 個黑點：正多邊形內的等腰梯形個數 

依循著尋找等腰三角形的經驗，我們先固定一條邊當上底，找出總共有多

少種上底，以及同一個上底所能構造出的等腰梯形個數。而因梯形有二條平行

的底，為了避免重複數算，故以較短邊作為上底，較長邊作為下底。 

以正九邊形為例，共可找出 3種上底（見圖 17a紅線），綠色虛線因為是

連接二個頂點中最長的線，無法再找到更長的線當下底，因而不計。 

每一種上底所對應的下底數量也不相同，在這三種上底中，最長的上底可

畫出 1種等腰梯形（見圖 17b藍線），第二長的上底畫出 2種等腰梯形（見圖

17c藍線），而最短的上底可畫出 3種等腰梯形（見圖 17d藍線）。 

    

 

 

a              b             c              d 

圖 17. 正九邊形可找到的上底種類及相對應的下底數量 

再觀察正十二邊形，總共有 4種上底（見圖 18a紅線），綠色虛線因為是

連接二個頂點中最長的線，無法再找到更長的線當下底，而黃色虛線則因為當

它是上底時，另一條下底會和它等長，而形成長方形或正方形，故而不計。 

每一種上底所對應的下底數量，亦能找到相同的規律，在這四種上底中，

最長的上底可畫出 1種等腰梯形（見圖 18b藍線），第二長的上底可畫出 2種

等腰梯形（見圖 18c藍線），第三長的上底可畫出 3種等腰梯形（見圖 18d藍

線），而最短的上底可畫出 4種等腰梯形（見圖 18e藍線）。 

 

 

 

a             b              c             d              e 
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圖 18. 正十二邊形可找到的上底種類及相對應的下底數量 

因此，以正𝑁𝑁邊形的其中一個頂點作為上底的頂點，我們可以得到，正𝑵𝑵

邊形的每一個頂點可以畫出的等腰梯形上底的種類為 

�
𝑁𝑁 − 1

2
� − 1 

以正十二邊形為例，共有12個頂點，以其中1個頂點作為等腰梯形上底的

其中一個頂點，還剩下(12 − 1)個頂點，每2個頂點互相對稱，不重複計數，故

(12 − 1) ÷ 2 = 5 … 1，本可畫出 5種上底，但由於其中最長的一條當上底時，

會與另一條形成長方形或正方形，故而不計，因此正十二邊形的一個頂點可畫

出�12−1
2
� − 1 = 4 種等腰梯形的上底。 

而由正十二邊形其中一個頂點出發所畫出的四種上底中，最長的上底可畫

出 1種等腰梯形，次長的上底可畫出 2種等腰梯形，等腰梯形數量依序遞增，

最短上底可畫出 4種等腰梯形，正十二邊形有 12個頂點，總共可畫出 

1 × 12 + 2 × 12 + 3 × 12 + 4 × 12 = (1 + 2 + 3 + 4) × 12 種等腰梯形，因

此，正十二邊形可構造出的等腰梯形個數為 

(1 + 4) × 4
2

× 12 

結合式(19)，正多邊形最長上底可畫出 1種等腰梯形，次長上底可畫出 2

種等腰梯形，等腰梯形數量依序遞增，則最短上底可畫出（�𝑁𝑁−1
2
� − 1）種等

腰梯形，因此正𝑁𝑁邊形可畫出的等腰梯形個數為 

�1 + 2 + 3 + ⋯+ (�
𝑁𝑁 − 1

2
� − 1)� × 𝑁𝑁 

1,2,3 … (�𝑁𝑁−1
2
� − 1)的總和可用梯形面積公式表示為 

�1 + (�𝑁𝑁 − 1
2 � − 1)� × (�𝑁𝑁 − 1

2 � − 1)
2

× 𝑁𝑁 

=
�𝑁𝑁 − 1

2 � × (�𝑁𝑁 − 1
2 � − 1)

2
× 𝑁𝑁 

(19) 
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所以，正𝑵𝑵邊形可畫出的等腰梯形個數為 

𝑁𝑁 ×
�𝑁𝑁 − 1

2 � × ��𝑁𝑁 − 1
2 � − 1�

2
 

（二）黑點個數為 1 時，可構造出的等腰梯形個數 

以正九邊形為例，從一個頂點出發可畫出1 + 2 + 3 = 6種等腰梯形，當加

入一個黑點後，由於等腰梯形有四個頂點，所以每一種等腰梯形各會遇到 4次

黑點（如圖 19），共要扣除4 × (1 + 2 + 3) = 24個包含黑點的等腰梯形。 

 

 

 

圖 19. 每一種等腰梯形各會遇到 4次黑點 

因此，正𝑵𝑵邊形中，包含 1個黑點的等腰梯形個數為 

 

4 ×
�𝑁𝑁 − 1

2 � × (�𝑁𝑁 − 1
2 � − 1)

2
 

整合式(20)及(21)，正𝑵𝑵邊形在有 1個黑點時，所能構造出的等腰梯形個

數為 

𝑁𝑁 ×
�𝑁𝑁 − 1

2 � × (�𝑁𝑁 − 1
2 � − 1)

2
− 4 ×

�𝑁𝑁 − 1
2 � × (�𝑁𝑁 − 1

2 � − 1)
2

 

（三）黑點個數為 2 時，可構造出的等腰梯形個數 

黑點位置不同，所重複扣除的等腰梯形個數亦不相同，且等腰梯形各邊所

對應的正多邊形邊數總和，符合以下的公式： 

設等腰梯形兩腰對應的邊數為𝑥𝑥，上底對應邊數為𝑦𝑦，下底對應邊數為𝑧𝑧，則 

2𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 + 𝑧𝑧 = 𝑁𝑁              ，其中 𝑦𝑦 < z。 

(21) 

(22) 

(20) 

(23) 
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而 x、y、z的解與黑點編號，有如下之關係： 

 

 

 

 

 

當二黑點連線是等腰梯形的腰時，因其有 2個腰，故會有 2個等腰梯形被

重複計數，此時二黑點所對應的邊數𝑗𝑗 − 𝑖𝑖及𝑁𝑁 − (𝑗𝑗 − 𝑖𝑖)是𝑥𝑥的解（如圖 20a、圖

20b）；而當二黑點連線是等腰梯形的上底時，因只有 1個上底，故會有 1個等

腰梯形被重複計數，此時二黑點所對應的邊數𝑗𝑗 − 𝑖𝑖或𝑁𝑁 − (𝑗𝑗 − 𝑖𝑖)，是𝑦𝑦的解（如

圖 20c）；當二黑點連線是等腰梯形的下底時，因只有 1個下底，故會有 1個等

腰梯形被重複計數，此時二黑點所對應的邊數𝑗𝑗 − 𝑖𝑖或𝑁𝑁 − (𝑗𝑗 − 𝑖𝑖)，是𝑧𝑧的解（如

圖 20d）；當二黑點連線是等腰梯形的對角線時，因有 2條對角線，故會有 2個

等腰梯形被重複計數，此時二黑點所對應的邊數𝑗𝑗 − 𝑖𝑖或𝑁𝑁 − (𝑗𝑗 − 𝑖𝑖)，是(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)

的解（如圖 20e）。 

 

 

 

  

a             b             c             d             e             f 

圖 20. 正十一邊形二黑點位置與 x、y、z解的關係 

合計的數量即為所求。包含黑點𝑖𝑖, 𝑗𝑗的等腰梯形數量記為 

𝑇𝑇(𝑖𝑖, 𝑗𝑗)。 

因此，給定黑點編號𝐵𝐵，包含𝑩𝑩中任意兩頂點的等腰梯形數量為 

設二黑色頂點編號為𝑖𝑖，𝑗𝑗，1 ≤ 𝑖𝑖 < 𝑗𝑗 ≤ 𝑁𝑁. 

如果𝑗𝑗 − 𝑖𝑖或𝑁𝑁 − (𝑗𝑗 − 𝑖𝑖)是𝑥𝑥的解之一，則計 2個等腰梯形； 

如果𝑗𝑗 − 𝑖𝑖或𝑁𝑁 − (𝑗𝑗 − 𝑖𝑖)是𝑦𝑦的解之一，則計 1個等腰梯形； 

如果𝑗𝑗 − 𝑖𝑖或𝑁𝑁 − (𝑗𝑗 − 𝑖𝑖)是 z的解之一，則計 1個等腰梯形。 

如果𝑗𝑗 − 𝑖𝑖或𝑁𝑁 − (𝑗𝑗 − 𝑖𝑖)是𝑥𝑥 + 𝑦𝑦的解之一，則計 2個等腰梯形。 

i j j i j i 

j i j 

i 

j 

i 

(24) 

(25) 
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� 𝑇𝑇(𝑖𝑖, 𝑗𝑗)
𝑖𝑖,𝑗𝑗∈𝐵𝐵

 

根據式(22)及(25)，正𝑵𝑵邊形在有 2個黑點時，所能構造出的等腰梯形個數

為 
 

𝑁𝑁 ×
(�𝑁𝑁 − 1

2 � − 1) × �𝑁𝑁 − 1
2 �

2 − 2 × 4 ×
��𝑁𝑁 − 1

2 � − 1� × �𝑁𝑁 − 1
2 �

2 + � 𝑇𝑇(𝑖𝑖, 𝑗𝑗)
𝑖𝑖,𝑗𝑗∈𝐵𝐵

 

（四）黑點個數為 3 時，可構造出的等腰梯形個數 

當三個黑點恰好是等腰梯形的頂點時，兩兩黑點連線所對應的其中二個

邊，必為一個底邊及一個腰的組合，兩兩黑點連線共可連出三條連線，每一條

連線皆可當等腰梯形的底邊，因此計 3個等腰梯形（如圖 21）。 

 

 

 

 

圖 21. 三黑點連線必有 1個腰與 1個底邊 

當其中二條連線相等時，二條黑點連線只能形成上底與腰的組合，無法

形成下底與腰的組合，因此計 2個等腰梯形（如圖 22）。 

 

 

 

 

圖 22. 二連線相等，計 2個等腰梯形 

當其中一條連線恰為
𝑁𝑁
2
時，此連線是正 N邊形中最長的連線，只能當下

底，計 1個等腰梯形，因為其他二條連線若當底邊，就會形成長方形或正方

形（如圖 23）。 

 

(26) 

z 

x 

x 

y 

y 

x 

x 

y 

y 

x 

x 

y 
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圖 23. 其中一連線為 
𝑁𝑁
2
，計 1個等腰梯形 

當其中二條連線相等，且第三條連線為二條連線之和時，三個黑點恰為

正三角形頂點，因此無法形成底與腰的組合，計 0個等腰梯形（如圖 24）。 

 

 

 

圖 24. 三黑點形成正三角形，計 0個等腰梯形 

因此，黑點編號有如下關係： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

合計的數量即為所求。包含黑點𝑖𝑖, 𝑗𝑗,𝑘𝑘的等腰梯形數量記為 

𝑇𝑇(𝑖𝑖, 𝑗𝑗,𝑘𝑘)。 

因此，給定黑點編號𝐵𝐵，包含𝑩𝑩中任意兩頂點的等腰梯形數量為 

� 𝑇𝑇(𝑖𝑖, 𝑗𝑗, 𝑘𝑘)
𝑖𝑖,𝑗𝑗,𝑘𝑘∈𝐵𝐵

 

根據式(26)及式(28)，正𝑵𝑵邊形在有 3個黑點時，所構造出的等腰梯形個數

三個黑色頂點編號為𝑖𝑖、𝑗𝑗、𝑘𝑘，1 ≤ 𝑖𝑖 < 𝑗𝑗 < 𝑘𝑘 ≤ 𝑁𝑁.  

如果(𝑗𝑗 − 𝑖𝑖)、(𝑘𝑘 − 𝑗𝑗)或(𝑘𝑘 − 𝑖𝑖)任二邊=
𝑁𝑁
3
，且第三邊=

2𝑁𝑁
3
，計 0個 

等腰梯形； 

如果(𝑗𝑗 − 𝑖𝑖)、(𝑘𝑘 − 𝑗𝑗)或(𝑘𝑘 − 𝑖𝑖)=
𝑁𝑁
2
，計 1個等腰梯形； 

如果任兩邊相等，計 2個等腰梯形，三黑點關係如下： 

 𝒌𝒌 − 𝒋𝒋 = 𝒋𝒋 − 𝒊𝒊，或𝑵𝑵 = 𝟐𝟐𝟐𝟐 − 𝒊𝒊 − 𝒋𝒋，或𝑵𝑵 = 𝒋𝒋 + 𝒌𝒌 − 𝟐𝟐𝟐𝟐 

（與黑點數為 3的等腰三角形個數判別方式相同，見頁 15之說明） 

未符合、及，則計 3個等腰梯形。 

(27) 

(29) 

(28) 

9 

5 

1 2 

6 

10 

3 

7 

11 4 

8 

12 
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為 

𝑁𝑁 ×
��𝑁𝑁 − 1

2 � − 1� × �𝑁𝑁 − 1
2 �

2
− 3 × 4 ×

��𝑁𝑁 − 1
2 � − 1� × �𝑁𝑁 − 1

2 �
2

+ � 𝑇𝑇(𝑖𝑖, 𝑗𝑗)
𝑖𝑖,𝑗𝑗∈𝐵𝐵

− � 𝑇𝑇(𝑖𝑖, 𝑗𝑗, 𝑘𝑘)
𝑖𝑖,𝑗𝑗,𝑘𝑘∈𝐵𝐵

 

（五）黑點個數為 4 時，可構造出的等腰梯形個數 

在什麼情況下，4個黑點會恰好構成等腰梯形呢？我們從等腰梯形的性質

著手，因為等腰梯形的二條對角線等長（如圖 25a），只要滿足以下條件即可

構成等腰梯形： 

         頂點𝒊𝒊 與 頂點𝒌𝒌 間的邊數 = 頂點𝒋𝒋 與 頂點𝒍𝒍 間的邊數 

，其中黑色頂點編號為𝑖𝑖、𝑗𝑗、𝑘𝑘、𝑙𝑙，1 ≤ 𝑖𝑖 < 𝑗𝑗 < 𝑘𝑘 < 𝑙𝑙 ≤ 𝑁𝑁. 

此時，點 i、點 j、點 k與點 l有如下之關係： 

 

 

 

符合上列任一條件，計 1個等腰梯形，若都不符合則計 0個等腰梯形。 

 

 

 

a                  b                c 

圖 25. 四黑點構成等腰梯形之位置關係 

以正十一邊形為例，黑點編號為1,3,8,10，此時8 − 1 = 10 − 3（如圖

25b），此時  

  𝒌𝒌 − 𝒊𝒊 = 𝒍𝒍 − 𝒋𝒋。 

而當黑點編號為1,5，此時5 − 1 = 4，編號1 與編號 5間對應的邊數是 4，但黑

點編號3,10，10 − 3 = 7，算出的是另一端對應的邊數，故需用11 − 7 = 4找

出對應的邊數（如圖 25c），此時 

 𝒌𝒌 − 𝒊𝒊 = 𝒍𝒍 − 𝒋𝒋  或 

 𝒌𝒌 − 𝒊𝒊 = 𝑵𝑵 + 𝒋𝒋 − 𝒍𝒍 

i 

j k 

l 1 

3 8 

10 10 

3 

1 

5 
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𝑘𝑘 − 𝑖𝑖 = 𝑁𝑁 − (𝑙𝑙 − 𝑗𝑗) 

去括號後得到 

𝒌𝒌 − 𝒊𝒊 = 𝑵𝑵 + 𝒋𝒋 − 𝒍𝒍 

合計數量即為所求。含𝑖𝑖, 𝑗𝑗,𝑘𝑘, 𝑙𝑙的等腰梯形數量記為 

𝑇𝑇(𝑖𝑖, 𝑗𝑗,𝑘𝑘, 𝑙𝑙)。 

因此，給定黑點編號𝐵𝐵，包含𝑩𝑩中任意四頂點的等腰梯形數量為 
 

� 𝑇𝑇(𝑖𝑖, 𝑗𝑗, 𝑘𝑘, 𝑙𝑙)
𝑖𝑖,𝑗𝑗,𝑘𝑘,𝑙𝑙∈𝐵𝐵

 

根據式(29)及式(31)，正𝑵𝑵邊形在有 4個黑點時，所能構造出的等腰梯形個數

為 

𝑁𝑁 ×
(�𝑁𝑁 − 1

2 � − 1) × �𝑁𝑁 − 1
2 �

2 − 4 × 4 ×
��𝑁𝑁 − 1

2 � − 1� × �𝑁𝑁 − 1
2 �

2             

+ � 𝑇𝑇(𝑖𝑖, 𝑗𝑗)   − � 𝑇𝑇(𝑖𝑖, 𝑗𝑗,𝑘𝑘)    + � 𝑇𝑇(𝑖𝑖, 𝑗𝑗, 𝑘𝑘, 𝑙𝑙)
𝑖𝑖,𝑗𝑗,𝑘𝑘,𝑙𝑙∈𝐵𝐵𝑖𝑖,𝑗𝑗,𝑘𝑘∈𝐵𝐵𝑖𝑖,𝑗𝑗∈𝐵𝐵

 

 

（六）計數正 N邊形，B 個黑點的等腰梯形個數的一般化策略 

根據上述研究得出計數正𝑁𝑁邊形，𝐵𝐵個黑點的等腰梯形個數的一般化策略如下： 

正𝑵𝑵邊形中，有𝒎𝒎個黑色的頂點，𝑇𝑇𝑁𝑁,𝐵𝐵記作給定𝐵𝐵，正𝑁𝑁多邊形內紅色頂點所能形成

的等腰梯形數量。我們有以下等式： 

 

𝑇𝑇𝑁𝑁,𝐵𝐵 = 𝑁𝑁 ×
(�𝑁𝑁 − 1

2 � − 1) × �𝑁𝑁 − 1
2 �

2 − 4𝑚𝑚 ×
��𝑁𝑁 − 1

2 � − 1� × �𝑁𝑁 − 1
2 �

2             

+ � 𝑇𝑇(𝑖𝑖, 𝑗𝑗)   − � 𝑇𝑇(𝑖𝑖, 𝑗𝑗,𝑘𝑘)    + � 𝑇𝑇(𝑖𝑖, 𝑗𝑗, 𝑘𝑘, 𝑙𝑙)
𝑖𝑖,𝑗𝑗,𝑘𝑘,𝑙𝑙∈𝐵𝐵𝑖𝑖,𝑗𝑗,𝑘𝑘∈𝐵𝐵𝑖𝑖,𝑗𝑗∈𝐵𝐵

 

舉例說明，以𝑁𝑁 = 12，頂點編號 1、2、3、…、11，給定𝐵𝐵 = {1,3,4,9,11}。 

(1)符合2𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 + 𝑧𝑧 = 12之正整數解如表 8。 

表 8. 2𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 + 𝑧𝑧 = 12的正整數 

(30) 

(31) 

(32) 

(33) 
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(2)分別計數黑點編號含 

（1，3）、（1，4）、（1，9）、（1，11）、（3，4）、（3，9）、（3，11）、 

（4，9）、（4，11）、（9，11） 

所能形成的等腰三角形數量，數量分別記作 

𝐼𝐼(1,3)、𝐼𝐼(1,4)、𝐼𝐼(1,9)、…、𝐼𝐼(9,11)。 

(3)分別計數黑點編號含 

（1，3，4）、（1，3，9）、（1，3，11）、（1，4，9）、（1，4，11）、 

（1，9，11）、（3，4，9）、（3，4，11）、（3，9，11）、（4，9，11） 

所能形成的等腰梯形數量，數量分別記作 

𝑇𝑇(1,3,4)、𝑇𝑇(1,3,9)、𝑇𝑇(1,3,11)、…、𝑇𝑇(4,9,11)。 

(4)分別計數黑點編號含 

（1，3，4，9）、（1，3，4，11）、（1，3，9，11）、（1，4，9，11）、 

（3，4，9，11） 

所能形成的等腰梯形數量，數量分別記作 

𝑇𝑇(1,3,4,9)、𝑇𝑇(1,3,4,11)、𝑇𝑇(1,3,9,11)、𝑇𝑇(1,4,9,11)、𝑇𝑇(3,4,9,11)。 

因此，邊數𝑁𝑁 = 12，黑點個數𝑚𝑚 = 5，根據式(33)，紅色頂點所能形成的等腰梯

形個數為 

𝑇𝑇12,5 = 12 ×
��12 − 1

2 � − 1� × �12 − 1
2 �

2
− 4 × 5 ×

��12 − 1
2 � − 1� × �12 − 1

2 �
2

 

+（𝑇𝑇(1,3) + 𝑇𝑇(1,4) + 𝑇𝑇(1,9)  +…+𝑇𝑇(9,11)） 

−（𝑇𝑇(1,3,4) + 𝑇𝑇(1,3,9) + 𝑇𝑇(1,3,11)  +…+𝑇𝑇(4,9,11)） 

X 1 1 1 1 2 2 2 3 3 4 

y 1 2 3 4 1 2 3 1 2 1 

z 9 8 7 6 7 6 5 5 4 3 
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+�𝑇𝑇(1,3,4,9) + 𝑇𝑇(1,3,4,11) + 𝑇𝑇(1,3,9,11) + 𝑇𝑇(1,4,9,11) + 𝑇𝑇(3,4,9,11)� 

= 120 − 200 + 107 − 21 + 1 

= 7 

 

伍、結論 

一、 給出科學研習月刊 58卷第 2期「七邊形之謎」的解答。 

二、 利用排容原理，在正𝑁𝑁邊形中，給定任意𝑩𝑩個黑點（𝑩𝑩 = 𝟎𝟎,𝟏𝟏,𝟐𝟐, …），給出計數等腰三

角形個數的一般化策略與公式，列表呈現如下： 

表 9. 包含 0個黑色頂點~3個黑色頂點之等腰三角形個數 

     正 N 邊形邊數 

黑點個數 

𝑁𝑁不是 3的倍數 𝑁𝑁是 3的倍數 

0個黑點 𝑁𝑁 × �
𝑁𝑁 − 1

2
� 𝑁𝑁 × �

𝑁𝑁 − 1
2

� −
2
3
𝑁𝑁 

1個黑點 3 × �
𝑁𝑁 − 1

2
� 3 × �

𝑁𝑁 − 1
2

� − 2 

2個黑點 

� 𝐼𝐼(𝑖𝑖, 𝑗𝑗)
𝑖𝑖,𝑗𝑗∈𝐵𝐵

 

𝑗𝑗 − 𝑖𝑖或𝑁𝑁 − (𝑗𝑗 − 𝑖𝑖)是𝑥𝑥的解， 

計 2個； 

𝑗𝑗 − 𝑖𝑖或𝑁𝑁 − (𝑗𝑗 − 𝑖𝑖)是 𝑦𝑦的

解，計 1個。 

𝑗𝑗 − 𝑖𝑖 ≠ 𝑁𝑁
3
且 ≠ 2𝑁𝑁

3
，依𝑁𝑁非 3的倍

數計數。 

𝑗𝑗 − 𝑖𝑖 = 𝑁𝑁
3
或

2𝑁𝑁
3
，計 1個； 

𝑁𝑁 − 𝑁𝑁
3
是𝑦𝑦的解，再計 1個。 

3個黑點 

� 𝐼𝐼(𝑖𝑖, 𝑗𝑗,𝑘𝑘)
𝑖𝑖,𝑗𝑗,𝑘𝑘∈𝐵𝐵

 

𝑘𝑘 − 𝑗𝑗 = 𝑗𝑗 − 𝑖𝑖。 

  𝑁𝑁 = 2𝑘𝑘 − 𝑖𝑖 − 𝑗𝑗。 

𝑁𝑁 = j + 𝑘𝑘 − 2𝑖𝑖 

符合三條件任一條，計 1個等腰三角形； 
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都不符合則計 0個等腰三角形。 

 

表 10. 正 N邊形有 m個黑色頂點，紅色頂點可構造出之等腰三角形個數 

𝑁𝑁不是 3的倍數 𝐼𝐼𝑁𝑁,𝐵𝐵 = 𝑁𝑁 × �
𝑁𝑁 − 1

2
� − 3𝑚𝑚 × �

𝑁𝑁 − 1
2

� + � 𝐼𝐼(𝑖𝑖, 𝑗𝑗)
𝑖𝑖,𝑗𝑗∈𝐵𝐵

− � 𝐼𝐼(𝑖𝑖, 𝑗𝑗,𝑘𝑘)
𝑖𝑖,𝑗𝑗,𝑘𝑘∈𝐵𝐵

 

𝑁𝑁是 3的倍數 𝐼𝐼𝑁𝑁,𝐵𝐵 = 𝑁𝑁 × �
𝑁𝑁 − 1

2
� −

2
3
𝑁𝑁 −𝑚𝑚 × �3 × �

𝑁𝑁 − 1
2

� − 2� 

+ � 𝐼𝐼(𝑖𝑖, 𝑗𝑗)
𝑖𝑖,𝑗𝑗∈𝐵𝐵

− � 𝐼𝐼(𝑖𝑖, 𝑗𝑗, 𝑘𝑘)
𝑖𝑖,𝑗𝑗,𝑘𝑘∈𝐵𝐵

 

 

三、 利用排容原理，在正𝑁𝑁邊形中，給定任意𝑩𝑩個黑點（𝑩𝑩 = 𝟎𝟎,𝟏𝟏,𝟐𝟐, …），給出計數等腰梯

形個數的一般化策略與公式。列表呈現如下： 

表 11. 包含 0個黑色頂點~4個黑色頂點之等腰梯形個數 

黑點個數 等腰梯形個數 

0個黑點 𝑁𝑁 ×
�𝑁𝑁 − 1

2 � × ��𝑁𝑁 − 1
2 � − 1�

2
 

1個黑點 4 ×
�𝑁𝑁 − 1

2 � × (�𝑁𝑁 − 1
2 � − 1)

2
 

2個黑點 

� 𝑇𝑇(𝑖𝑖, 𝑗𝑗)
𝑖𝑖,𝑗𝑗∈𝐵𝐵

 

𝑗𝑗 − 𝑖𝑖或𝑁𝑁 − (𝑗𝑗 − 𝑖𝑖)是𝑥𝑥的解，計 2個； 

    𝑗𝑗 − 𝑖𝑖或𝑁𝑁 − (𝑗𝑗 − 𝑖𝑖)是𝑦𝑦的解，計 1個； 

    𝑗𝑗 − 𝑖𝑖或𝑁𝑁 − (𝑗𝑗 − 𝑖𝑖)是 z的解，計 1個。 

𝑗𝑗 − 𝑖𝑖或𝑁𝑁 − (𝑗𝑗 − 𝑖𝑖)是𝑥𝑥 + 𝑦𝑦的解，計 2個。 

3個黑點 

� 𝑇𝑇(𝑖𝑖, 𝑗𝑗, 𝑘𝑘)
𝑖𝑖,𝑗𝑗,𝑘𝑘∈𝐵𝐵

 

(𝑗𝑗 − 𝑖𝑖)、(𝑘𝑘 − 𝑗𝑗)或(𝑘𝑘 − 𝑖𝑖)任二邊=
𝑁𝑁
3
，且第三邊=

2𝑁𝑁
3
，計 0個； 
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(𝑗𝑗 − 𝑖𝑖)、(𝑘𝑘 − 𝑗𝑗)或(𝑘𝑘 − 𝑖𝑖)=
𝑁𝑁
2
，計 1個； 

𝑘𝑘 − 𝑗𝑗 = 𝑗𝑗 − 𝑖𝑖，或𝑁𝑁 = 2𝑘𝑘 − 𝑖𝑖 − 𝑗𝑗，或𝑁𝑁 = 𝑗𝑗 + 𝑘𝑘 − 2𝑖𝑖，計 2個；

未符合、及，計 3個。

4個黑點 

� 𝐼𝐼(𝑖𝑖, 𝑗𝑗,𝑘𝑘, 𝑙𝑙)
𝑖𝑖,𝑗𝑗,𝑘𝑘,𝑙𝑙∈𝐵𝐵

 

𝑘𝑘 − 𝑖𝑖 = 𝑙𝑙 − 𝑗𝑗

𝑘𝑘 − 𝑖𝑖 = 𝑁𝑁 + 𝑗𝑗 − 𝑙𝑙

符合二條件任一條，計 1個等腰梯形； 

都不符合則計 0個等腰梯形。 

表 12. 正 N邊形內有 m個黑色頂點，紅色頂點可構造出之等腰梯形個數 

𝑇𝑇𝑁𝑁,𝐵𝐵 = 𝑁𝑁 ×
(�𝑁𝑁 − 1

2 � − 1) × �𝑁𝑁 − 1
2 �

2 − 4𝑚𝑚 ×
��𝑁𝑁 − 1

2 � − 1� × �𝑁𝑁 − 1
2 �

2
+ � 𝑇𝑇(𝑖𝑖, 𝑗𝑗)   − � 𝑇𝑇(𝑖𝑖, 𝑗𝑗,𝑘𝑘)    + � 𝑇𝑇(𝑖𝑖, 𝑗𝑗, 𝑘𝑘, 𝑙𝑙)

𝑖𝑖,𝑗𝑗,𝑘𝑘,𝑙𝑙∈𝐵𝐵𝑖𝑖,𝑗𝑗,𝑘𝑘∈𝐵𝐵𝑖𝑖,𝑗𝑗∈𝐵𝐵
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【評語】080414  

1. 本研究從「科學研習月刊」一個有趣的數學題引發探究的靈

感，經由一連串的提問，衍生出許多可探討的問題；作者利

用排容原理進行研究，有系統地分析問題、用圖示協助、並

清楚的說明各種情境的考量與對應的解法，循序解決問題，

然後得出一般化的結果，並進一步延伸探討正多邊形內的等

腰梯形個數，給出計數等腰梯形個數的一般化策略與公式，

研究歷程堪稱完整。 

2. 能先針對過去的相關研究進行討論與分析，從而指出本研究

與過去研究不同之處，值得肯定；可以考慮改以表列呈現的

方式，應更能令讀者一目了然。 
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研究問題

正七邊形的頂點中有五個紅點，二個黑點，用紅點當頂點可以連成幾個等腰三角形？

前言

研究目的

圖1. 黑點位置有多種變化，影響等腰三角形個數。

l 利用排容原理，探討任意𝑩個黑點的正𝑁邊形中，計數以紅點為頂點之等腰三角
形個數的一般化策略，其中𝑁 ≥ 4，𝐵 ≥ 0。

l 利用排容原理，探討任意𝑩個黑點的正𝑁邊形中，計數以紅點為頂點之等腰梯形
個數的一般化策略，其中𝑁 ≥ 5，𝐵 ≥ 0。

1

l 所探討圖形僅限於等腰三角形。
l 直接計算頂點為紅點的等腰三角形個數，最多探討到的黑點個數僅為4個。

文獻探討



𝑁×
𝑁 − 1
2

−
2
3
𝑁

𝑁×
𝑁 − 1
2

圖2. 正五邊形可構造出 !"#
$

類等腰三⾓形，共計𝑁× !"#
$

個

圖3. 每一類正三角形都有2個被重複計數，共計$
%
𝑁個

等腰三角形個數
恰包含0個黑色頂點

lN非3的倍數

lN是3的倍數

2



𝑁×
𝑁 − 1
2 − 𝟑×

𝑵 − 𝟏
𝟐

圖4. 每一種等腰三角形會遇到 3 次黑點

𝑁×
𝑁 − 1
2 −

2
3𝑁 − (𝟑×

𝑵 − 𝟏
𝟐 − 𝟐)

圖5. 需扣除被重複計數的2個正三角形

等腰三角形個數
恰包含1個黑色頂點

lN非3的倍數

lN是3的倍數

3



� 𝑗 − 𝑖 = 𝑵
𝟑
或 𝟐𝑵

𝟑
，計1個；

�
$%
&
是 𝐲的解，計1個。

等腰三角形個數
恰包含2個黑色頂點

2𝑥 + 𝑦 = 𝑁
設二黑色頂點編號為𝑖，𝑗，1 ≤ 𝑖 < 𝑗 ≤ 𝑁.

� 𝑗 − 𝑖或 𝑁 − 𝑗 − 𝑖 是 𝒙的解，計2個；

� 𝑗 − 𝑖或 𝑁 − 𝑗 − 𝑖 是 𝐲的解，計1個。

lN非3的倍數

lN是3的倍數

圖6. 正十一邊形二黑點位置與x、y的關係

1

5

1

9

1

5

4

圖7. 正十二邊形二黑點位置與x、y的關係

表1. 2𝑥 + 𝑦 = 11的正整數解

表2. 2𝑥 + 𝑦 = 12的正整數解

𝑥 𝑦

1 9

2 7

3 5

4 3

5 1

𝑥 𝑦

1 10

2 8

3 6

4 4

5 2

1

3

1

3

1

7

1

7

1

4

1

5



圖8. 三黑點構成等腰三角形之位置關係

等腰三角形個數
恰包含3個黑色頂點

𝑁×
𝑁 − 1
2

− 3𝑚×
𝑁 − 1
2

+ )
!,#∈%

𝐼 𝑖, 𝑗 − )
!#,&∈%

𝐼(𝑖, 𝑗, 𝑘)

𝑁×
𝑁 − 1
2

−
2
3
𝑁 −𝑚×（3×

𝑁 − 1
2

− 2）+ )
!,#∈%

𝐼 𝑖, 𝑗 − )
!,#,&∈%

𝐼(𝑖, 𝑗, 𝑘)lN是3的倍數

lN非3的倍數

5

等腰三角形個數的一般化公式

l 點𝑖與點𝑗間的邊數=點𝑗與點𝑘間的邊數，即 𝒌 − 𝒋 = 𝒋 − 𝒊
l 點𝑗與點𝑘間的邊數=點𝑘與點𝑖間的邊數，即𝑵 = 𝟐𝒌 − 𝒊 − 𝒋
l 點𝑖與點𝑗間的邊數=點𝑖與點𝑘間的邊數，即𝑵 = 𝒋 + 𝒌 − 𝟐𝒊

需扣除1個被重複計數的等腰三角形。有如下三種情形：



𝑁×
𝑁 − 1
2 × 𝑁 − 1

2 − 1
2

圖10. 每一種上底可構造出的等腰梯形數量依序遞增

等腰梯形個數
恰包含0個黑色頂點

6

l 從一頂點出發的上底個數為

𝑁 − 1
2

− 1

圖9. 所畫之不等長線段，有一條無法做上底

l 正N邊形所能構造出的等腰梯形個數為

恰包含1個黑色頂點

𝑁×
𝑁 − 1
2 − 1 × 𝑁 − 1

2
2 − 𝟒×

𝑵 − 𝟏
𝟐 − 𝟏 × 𝑵 − 𝟏

𝟐
𝟐

圖11. 每一種等腰梯形會遇到4次黑點



8

等腰梯形個數
恰包含2個黑色頂點

7

2𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 𝑁 ，其中 𝑦 < z。

設二黑色頂點編號為𝑖，𝑗，1 ≤ 𝑖 < 𝑗 ≤ 𝑁.
�𝑗 − 𝑖或 𝑁 − 𝑗 − 𝑖 是 𝒙的解，計2個；
𝑗 − 𝑖或 𝑁 − 𝑗 − 𝑖 是 𝐲的解，計1個；
𝑗 − 𝑖或 𝑁 − 𝑗 − 𝑖 是 𝐳的解，計1個。

�𝑗 − 𝑖或 𝑁 − 𝑗 − 𝑖 是 𝒙 + 𝒚的解，計2個。

i j ji ji

ji j

i

j

i

圖12. 正十一邊形二黑點位置與x、y、z解的關係



l 其中二條邊等長，計2個。

等腰梯形個數
恰包含3個黑色頂點

8

連接兩兩黑點所形成的邊，其中二邊只能為一個底邊及一個腰，有以下四種情形：

圖13. 二條連線各為一個底邊與一個腰

圖14. 二連線等長，計2個等腰梯形

𝒌 − 𝒋 = 𝒋 − 𝒊，或𝑵 = 𝟐𝒌 − 𝒊 − 𝒋，或𝑵 = 𝒋 + 𝒌 − 𝟐𝒊

l 每一條連線皆可當等腰梯形的底邊，計3個。



圖15. 其中一連線為!
"
，計1個等腰梯形

等腰梯形個數
恰包含3個黑色頂點(續前頁)

l 其中一條連線恰為 𝑵
𝟐
時，計1個。

𝑗 − 𝑖= %
$
，或𝑘 − 𝑗= %

$
，或𝑘 − 𝑖=1

2

l 三個黑點恰為正三角形頂點，計0個。

任二邊=%
&
，且第三邊=$%

&

圖16.三黑點形成正三角形，計0個等腰梯形
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7

11 4
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9



等腰梯形個數

恰包含4個黑色頂點

10

有1個等腰梯形被重複計數，此時二條對角線等長。

� 𝒌 − 𝒊 = 𝒍 − 𝒋
� 𝒌 − 𝒊 = 𝑵 + 𝒋 − 𝒍

i

jk

l 1

38

10 10

3

1

5

圖17. 四黑點構成等腰梯形之位置關係

點𝑖與點𝑘間的邊數=點𝑗與點𝑙間的邊數

等腰梯形個數的一般化公式

𝑁×
( 𝑁 − 12 − 1)× 𝑁− 1

2
2 − 4𝑚×

𝑁−1
2 − 1 × 𝑁−1

2
2 + -

&,(∈*

𝑇 𝑖, 𝑗 − -
&,(,+∈*

𝑇 𝑖, 𝑗, 𝑘 + -
&,(,+,,∈*

𝑇 𝑖, 𝑗, 𝑘, 𝑙



給出在正𝑁邊形中，給定任意𝒎個黑點（m= 𝟎, 𝟏, 𝟐, …），等腰三角形個數
及等腰梯形個數的一般式。

1. 游森棚（2019）。七邊形之謎。科學研習月刊，58(2)。紀珮羽、吳珈榛、黃薇均（2020）。
2. 鍾秉樺、黃裕翔、歐陽嘉駿（2020）。「形形相印」—探討正多邊形內等腰三角形個數。金門地區第60屆中小學科學展覽會。

國中組數學科。
3. 佚名（2020）。三角奇連—研究正n邊形中等腰三角形個數之規律。屏東縣第60屆中小學科學展覽會。國中組數學科。
4. 李源順（主編）（2020）。國民小學五下數學第十單元。臺南市：南一。

結論

參考資料

等腰三角形

等腰梯形

𝑁×
𝑁 − 1
2

− 3𝑚×
𝑁 − 1
2

+ -
&,(∈*

𝐼 𝑖, 𝑗 − -
&(,+∈*

𝐼(𝑖, 𝑗, 𝑘)

𝑁×
𝑁 − 1
2

−
2
3
𝑁 −𝑚×（3×

𝑁 − 1
2

− 2）+ -
&,(∈*

𝐼 𝑖, 𝑗 − -
&,(,+∈*

𝐼(𝑖, 𝑗, 𝑘)l N是3的倍數

l N非3的倍數

𝑁×
( 𝑁 − 12 − 1)× 𝑁− 1

2
2 − 4𝑚×

𝑁−1
2 − 1 × 𝑁−1

2
2 + -

&,(∈*

𝑇 𝑖, 𝑗 − -
&,(,+∈*

𝑇 𝑖, 𝑗, 𝑘 + -
&,(,+,,∈*

𝑇 𝑖, 𝑗, 𝑘, 𝑙
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