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摘要 

本研究發現互不整除的組合個數在 2 至
Ｎ

２
（

Ｎ＋１

２
）之間。且快速找出其中一個互不整

除的最少組合內容為(N-1,N)且必有(2,3)。 

當 N 為質數，組合個數(P)為 2 的情況下， 1~N 的組合數量（a𝑁𝑁）有a𝑁𝑁=a𝑁𝑁−1 + 𝑁𝑁 − 𝐹𝐹𝑁𝑁的

關係存在。組合個數(P)的組合數量（a(𝑁𝑁,𝑃𝑃)）有a(𝑁𝑁,𝑃𝑃)=a(𝑁𝑁−1,𝑃𝑃−1) + a(𝑁𝑁−1,𝑃𝑃)的關係存在。也出

現連續數的狀況，連續數的數量與 N 及組合個數(P)，呈現 N-2(P-1)的關係存在。 

另外，我們創造了「互不整除表」，透過螢光筆劃線即可來快速判斷該組合是否為互不

整除的組合。我們也可以透過「互不整除表」快速找出組合個數為 2 時，1~N 的組合數會有

多少種組合數量。 

壹、研究動機 

  在開學時，老師詢問有沒有同學想參加科展。我們有很多同學都踴躍報名參加。到了自

然教室時，老師在桌上蓋了幾張白張，要我們看看想研究什麼內容。心想，科展應該是研究

一些科學的東西吧。 

  在翻開了幾張問題後，想不到都是數學問題，有的看起來很簡單，有的卻看不懂在問什

麼。但在老師一一問了一些問題之後，發現，答案好像不是表面想的那麼簡單似的。 

  這些題目中，我們挑了一個森棚教官的數學題——「互不整除」來研究，想說應該不會

太難，就除來除去而己。而在研究過程中，發現到，原來一個看似簡單的「互不整除」，竟然

與許多數學觀念(因倍數、規律)是有關係。 

  在研究過程中，我們運用了數學課常用的除法，還有因倍數。其實不算太難，但困難的

在找出規則或整體性的答案。我們也發現到透過許多數字的大量觀察，和同學的互動才能找

出化繁為簡的公式或結論。 

  最後，我們也期望可以找出一個快速的方式來判斷組合內容是否為互不整除。皇天不負

苦心人，我們終於找出來了。 
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貳、名詞定義 

一、1~N 

  本研究中的 1~N，指從 1 到 N 的連續自然數，亦即 1、2、3…(N-2)、(N-1)、N。且

N 最少為 3。 

二、互不整除 

本研究中互不整除的意思是在 1~N 中，任意兩數彼此間互相不能整除。 

三、高斯符號 

高斯符號為方括號[  ] ，[x]表示不大於（等於或小於）x 的最大整數。例如：[3.2]=3、

[8]=8。 

四、組合數、組合內容及組合個數 

(一) 組合數指符合同條件下，不同順序所形成之組合。本研究所稱之組合數，皆以由小

到大依序排列為代表。如數字 2、3、5 可形成的組合為：組合一 2,3,5)、組合二(2,5,3)、

組合三(3,2,5)、組合四(3,5,2)、組合五(5,2,3)、組合六(5,3,2)共六種。但以組合一(2,3,5)

為代表。 

(二) 組合內容為組合數內的元素，如組合(2,3,5)的組合內容為 2、3、5。 

(三) 組合個數為組合數內的元素個數，如組合(2,3,5)的組合個數為 3 個。 

五、𝑎𝑎𝑁𝑁、𝑎𝑎(𝑁𝑁,𝑃𝑃)、𝑎𝑎(𝑁𝑁,𝐾𝐾)、FN、、Ｖ
(𝐾𝐾,𝑁𝑁)

 

(一) 𝑎𝑎𝑁𝑁指 1~N 的組合數總數量。 

(二) 𝑎𝑎(𝑁𝑁,𝑃𝑃)指組合個數有 P 個時，1~N 的組合數總數量。 

(三) 𝑎𝑎(𝑁𝑁,𝐾𝐾)指在組合個數有 2 個時，組合開頭數為 K，1~N 的組合數總數量。 

(四) FN指 N 的因數個數，如 3 的因數有 1、3，所以 F３=2；16 的因數有 1、2、4、8、16，

所以 F16=5。 

(五) Ｖ
(𝐾𝐾,𝑁𝑁)

指在組合個數有 2 個時，組合開頭數為 K，Ｋ與 N 是否有倍數關係。當 N 不

為 K 的倍數時，Ｖ
(𝐾𝐾,𝑁𝑁)

為 V；當 N 為 K 的倍數時，Ｖ
(𝐾𝐾,𝑁𝑁)

為 0。例如： Ｖ
(2,6)

=0、

Ｖ
(3,7)

= V。 

參、研究目的 

一、找出 1~N 中，互不整除之下，最少組合個數及最多組合個數與 N 的關係。 

二、找出 1~N 中，互不整除之下，快速找出符合最少組合內容及最多組合內容的方法。 

三、找出 1~N 中，互不整除之下，組合個數為 2 時，組合數量的規律。 



 3 

四、找出 1~N 中，互不整除之下，N 為質數時，組合數量的規律。 

五、找出 1~N 中，互不整除之下，組合個數為 2 時，組合數的開頭數(K)是 N 的因數的特性。 

六、找出 1~N 中，互不整除之下，組合內容中連續數的規律。 

七、設計「互不整除表」，來找出組合數內容、數量及是否符合互不整除的規則。 

肆、研究設備及器材 

紙、鉛筆。 

伍、研究過程及討論 

一、找出 1~N 中，互不整除之下，最少組合個數及最多組合個數與 N 的關係。 

(一) 列出 1~3 中，組合個數及組合內容。 

組合個數 組合內容 個數 增加數 總數 

2 個 (2,3) 1 +1 1 

3 個 沒有 0 0 0 

表 1-1  1~3 組合個數與組合內容分析表 

 

1. 由表 1-1 可知，在 1~3 中，組合數只有 1 種。 

2. 由表 1-1 可知，在 1~3 中，組合個數只有 2 個。 

3. 由表 1-1 可知，在 1~3 中，最少組合個數為 2 個；最多組合個數也剛好為 2 個。 

(二) 列出 1~4，組合個數及組合內容。 

組合個數 組合內容 個數 增加數 總數 

2 個 
(2,3) 1 

+1 2 
(3,4) 1 

3 個 沒有 0 0 0 

表 1-2  1~4 組合個數與組合內容分析表 

 

1. 由表 1-2 可知，在 1~4 中，組合數有 2 種。 

2. 由表 1-2 可知，在 1~4 中，組合個數只有 2 個數字。 

3. 由表 1-2 可知，在 1~4 中，最少組合個數為 2 個；最多組合個數也剛好為 2 個。 

(三) 列出 1~5，組合個數及組合內容。 

組合個數 組合內容 個數 增加數 總數 

2 個 

(2,3)(2,5) 2 

+3 5 (3,4)(3,5) 2 

(4,5) 1 

3 個 
(2,3,5) 1 

+2 2 
(3,4,5) 1 

4 個 沒有 0 0 0 

表 1-3  1~5 組合個數與組合內容分析表 
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1. 由表 1-3 可知，在 1~5 中，組合數有 7 種。 

2. 由表 1-3 可知，在 1~5 中，除了有 2 個數字的組合內容外，新增加了 3 個數字的組

合內容。 

3. 由表 1-3 可知，在 1~5 中，最少組合個數為 2 個；最多組合個數為 3 個。 

(四) 列出 1~6，組合個數及組合內容。 

組合個數 組合內容 個數 增加數 總數 

2 個 

(2,3)(2,5) 2 

+2 7 
(3,4)(3,5) 2 

(4,5)(4,6) 2 

(5,6) 1 

3 個 

(2,3,5) 1 

+1 3 (3,4,5) 1 

(4,5,6) 1 

4 個 沒有 0 0 0 

表 1-4  1~6 組合個數與組合內容分析表 

 

1. 由表 1-4 可知，在 1~6 中，組合數有 10 種。 

2. 由表 1-4 可知，在 1~6 中，仍有 2 個及 3 個數字的組合內容。 

3. 由表 1-4 可知，在 1~6 中，最少組合個數為 2 個；最多組合個數為 3 個。 

(五) 找出 1~7、1~8 及 1~9 中，最少組合個數及最多組合個數 

1. 猜想：由之前的結果整理成表 1-5，並推測如下 

(1) 無論 N 為何數，最少組合個數應為 2 個。 

(2) 如果 N 是奇數，最多組合個數應為
𝑁𝑁＋１

2
個。 

(3) 如果 N 是偶數，最多組合個數應為
𝑁𝑁
2
個。 

 
組合個數 

2 個 3 個 4 個 5 個 

1~3 V    

1~4 V    

1~5 V V   

1~6 V V   

1~7 V V V  

1~8 V V V  

1~9 V V V V 

表 1-5  1~3 至 1-9 組合個數分析表 
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2. 驗證：一一列出 1~7、1~8 及 1~9，組合個數及組合內容。 

組合個數 組合內容 
個

數 
增加數 總數 

2 個 

(2,3)(2,5)(2,7) 3 

+5 12 

(3,4)(3,5)(3,7) 3 

(4,5)(4,6)(4,7) 3 

(5,6)(5,7) 2 

(6,7) 1 

3 個 

(2,3,5)(2,3,7)(2,5,7) 3 

+7 10 
(3,4,5)(3,4,7)(3,5,7) 3 

(4,5,6)(4,5,7)(4,6,7) 3 

(5,6,7) 1 

4 個 

(2,3,5,7) 1 

+3 3 (3,4,5,7) 1 

(4,5,6,7) 1 

5 個 沒有 0 0 0 

表 1-6  1~7 組合個數與組合內容分析表 

 

組合個數 組合內容 個數 增加數 總數 

2 個 

(2,3)(2,5)(2,7) 3 

+4 16 

(3,4)(3,5)(3,7)(3,8)  4 

(4,5)(4,6)(4,7) 3 

(5,6)(5,7)(5,8) 3 

(6,7)(6,8) 2 

(7,8) 1 

3 個 

(2,3,5)(2,3,7)(2,5,7)  3 

+5 15 

(3,4,5)(3,4,7)(3,5,7)(3,5,8)(3,7,8) 5 

(4,5,6)(4,5,7)(4,6,7) 3 

(5,6,7)(5,6,8)(5,7,8) 3 

(6,7,8) 1 

4 個 

(2,3,5,7) 1 

+2 5 
(3,4,5,7)(3,5,7,8) 2 

(4,5,6,7) 1 

(5,6,7,8) 1 

5 個 沒有 0 0 0 

表 1-7  1~8 組合個數與組合內容分析表 
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組合個數 組合內容 個數 增加數 總數 

2 個 

(2,3)(2,5)(2,7)(2,9) 4 

+6 22 

(3,4)(3,5)(3,7)(3,8) 4 

(4,5)(4,6)(4,7)(4,9) 4 

(5,6)(5,7)(5,8)(5,9) 4 

(6,7)(6,8)(6,9) 3 

(7,8)(7,9) 2 

(8,9) 1 

3 個 

(2,3,5)(2,3,7)(2,5,7)(2,5,9)(2,7,9) 5 

+11 26 

(3,4,5)(3,4,7)(3,5,7)(3,5,8)(3,7,8) 5 

(4,5,6)(4,5,7)(4,5,9)(4,6,7)(4,6,9)(4,7,9) 6 

(5,6,7)(5,6,8)(5,6,9)(5,7,8)(5,7,9)(5,8,9) 6 

(6,7,8)(6,7,9)(6,8,9) 3 

(7,8,9) 1 

4 個 

(2,3,5,7)(2,5,7,9) 2 

+8 13 

(3,4,5,7)(3,5,7,8) 2 

(4,5,6,7)(4,5,6,9)(4,5,7,9)(4,6,7,9) 4 

(5,6,7,8)(5,6,7,9)(5,6,8,9)(5,7,8,9) 4 

(6,7,8,9) 1 

5 個 
(4,5,6,7,9) 1 

+2 2 
(5,6,7,8,9) 1 

6 個 沒有 0 0 0 

表 1-8  1~9 組合個數與組合內容分析表 

 

3. 小結:  

1~N 最少組合個數 最多組合個數 

1~7 2 4 

1~8 2 4 

1~9 2 5 

表 1-9  1~7 至 1~9 組合個數與組合內容分析表 

 

(1) 符合猜想：無論 N 為何數，最少組合個數為 2 個。 

(2) 符合猜想：N 是奇數時，最多組合個數應為
𝑁𝑁＋１

2
個，。 

(3) 符合猜想：N 是偶數時，最多組合個數應為
𝑁𝑁
2
個。 

(4) 綜合(2)(3)兩點，無論 N 為何數，最多組合個數為�Ｎ＋１

２
�個。 
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(六) 找出 1~10 中，組合個數及組合內容 

1. 推測 1：最少組合個數為 2 個。 

2. 推測 2：最多組合個數為 5 個。 

3. 列出 1~10 組合個數及組合內容驗證。 

組合

個數 
組合內容 個數 增加數 總數 

2 個 

(2,3)(2,5)(2,7)(2,9) 4 

＋6 28 

(3,4)(3,5)(3,7)(3,8)(3,10) 5 

(4,5)(4,6)(4,7)(4,9)(4,10) 5 

(5,6)(5,7)(5,8)(5,9) 4 

(6,7)(6,8)(6,9)(6,10) 4 

(7,8)(7,9)(7,10) 3 

(8,9)(8,10) 2 

(9,10) 1 

3 個 

(2,3,5)(2,3,7)(2,5,7)(2,5,9)(2,7,9) 5 

+12 38 

(3,4,5)(3,4,7)(3,4,10)(3,5,7)(3,5,8)(3,7,8)(3,7,10)(3,8,10) 8 

(4,5,6)(4,5,7,)(4,5,9)(4,6,7)(4,6,9)(4,6,10)(4,7,9)(4,7,10)(4,9,10) 9 

(5,6,7)(5,6,8)(5,6,9)(5,7,8)(5,7,9)(5,8,9) 6 

(6,7,8)(6,7,9)(6,7,10)(6,8,9)(6,8,10)(6,9,10) 6 

(7,8,9)(7,8,10)(7,9,10) 3 

(8,9,10) 1 

4 個 

(2,3,5,7)(2,5,7,9) 2 

+9 22 

(3,4,5,7)(3,4,7,10)(3,5,7,8)(3,7,8,10) 4 

(4,5,6,7)(4,5,6,9)(4,5,7,9)(4,6,7,9)(4,6,7,10)(4,6,9,10)(4,7,9,10)  7 

(5,6,7,8)(5,6,7,9)(5,6,8,9)(5,7,8,9) 4 

(6,7,8,9)(6,7,8,10)(6,7,9,10)(6,8,9,10) 4 

(7,8,9,10) 1 

5 個 

(4,5,6,7,9)(4,6,7,9,10) 2 

+2 4 (5,6,7,8,9) 1 

(6,7,8,9,10) 1 

6 個 沒有 0 0 0 

表 1-10  1~10 組合個數與組合內容分析表 

 

4. 由表 1-10 可知，推測 1 及推測 2 皆符合。 

5. 因此可得到以下結論 

(1) 無論 N 為何數，最少組合個數為 2 個。 

(2) 無論 N 為何數，最多組合個數為�Ｎ＋１

２
�個。 
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(七) 試證明規則如下： 

從 1~N，任選�𝑁𝑁+1
2
� + 1個數，則一定可找到二個數，其中一個數一定被另一個數整除。 

說明：𝐴𝐴𝒾𝒾 = �2ℓ(2𝒾𝒾 − 1)|ℓ ∈ 𝑁𝑁 ∪ {0}, 2ℓ(2𝒾𝒾 − 1) ≤ 𝑁𝑁� 

則𝐴𝐴1 ∪ 𝐴𝐴2 ∪ …∪ 𝐴𝐴�𝑁𝑁+12 �={1,2,3, … ,𝑁𝑁} 且𝐴𝐴𝒾𝒾 ∩ 𝐴𝐴𝒿𝒿=Φ,∀ 𝒾𝒾 ≠ 𝒿𝒿 

從𝐴𝐴1、𝐴𝐴2、…、𝐴𝐴�𝑁𝑁+12 �中，任取�𝑁𝑁+1
2
� + 1個數，由鴿籠原理可知，一定有 2 個數會落在

同一個𝐴𝐴𝓀𝓀中，𝓀𝓀為�1,2,3, … , �𝑁𝑁+1
2
��中的某一個數，則此兩數必為倍數關係。 

(八) 試舉例說明如下： 

1. {1,2,3,4,5,6}，取𝐴𝐴1 = {1,2,4}、𝐴𝐴2 = {3,6}、𝐴𝐴3 = {5}，從𝐴𝐴1、𝐴𝐴2、𝐴𝐴3中取 4 個數

出來(�6+1
2
� + 1 = 4)，一定有 2 個數落在同一個集合中，因此兩個數為倍數關係。 

2. {1,2,3,4,5,6,7,8,9}，取𝐴𝐴1 = {1,2,4,8}、𝐴𝐴2 = {3,6}、𝐴𝐴3 = {5}、𝐴𝐴4 = {7}、𝐴𝐴5 = {9}，
從𝐴𝐴1、𝐴𝐴2、𝐴𝐴3、𝐴𝐴4、𝐴𝐴5中取 6 個數出來(�9+1

2
� + 1 = 6)，一定有 2 個數落在同一個

集合中，因此兩個數為倍數關係。 

二、找出 1~N 中，互不整除之下，快速找出符合最少組合內容及最多組合內容的方法。 

(一) 將 1~3 至 1~10 互不整除的資料，整理列表如下 

 
組合個數  

最少組合內容 最多組合內容  

1~3 (2,3) (2,3)  
 

1~4 (2,3)(3,4) (2,3)(3,4)  
 

1~5 (2,3)(2,5)(3,4)(3,5)(4,5) (2,3,5)(3,4,5) 
 

1~6 
(2,3)(2,5)(3,4)(3,5)(4,5)(4,6) 

(5,6) 
(2,3,5)(3,4,5)(4,5,6) 

 

1~7 
(2,3)(2,5)(2,7)(3,4)(3,5)(3,7) 

(4,5)(4,6)(4,7)(5,6)(5,7)(6,7) 
(2,3,5,7)(3,4,5,7)(4,5,6,7) 

 

1~8 

(2,3)(2,5)(2,7)(3,4)(3,5)(3,7) 

(3,8)(4,5)(4,6)(4,7)(5,6)(5,7) 

(5,8)(6,7)(6,8)(7,8) 

(2,3,5,7)(3,4,5,7)(3,5,7,8) 

(4,5,6,7)(5,6,7,8)  

1~9 

(2,3)(2,5)(2,7)(2,9)(3,4)(3,5) 

(3,7)(3,8)(4,5)(4,6)(4,7)(4,9) 

(5,6)(5,7)(5,8)(5,9)(6,7)(6,8) 

(6,9)(7,8)(7,9)(8,9) 

(4,5,6,7,9)(5,6,7,8,9) 
 

1~10 

(2,3)(2,5)(2,7)(2,9)(3,4)(3,5) 

(3,7)(3,8)(3,10)(4,5)(4,6)(4,7)

(4,9)(4,10)(5,6)(5,7)(5,8)(5,9)

(6,7)(6,8)(6,9)(6,10)(7,8)(7,9)

(7,10)(8,9)(8,10)(9,10) 

(4,5,6,7,9)(4,6,7,9,10) 

(5,6,7,8,9)(6,7,8,9,10)  

表 2-1  1~3 至 1~10 最少、最多組合內容分析表 

由 3 往回推 2 個 

由 4 往回推 2 個 

由 5 往回推 3 個 

由 6 往回推 3 個 

由 7 往回推 4 個 

由 8 往回推 4 個 

由 9 往回推 5 個 

由 10 往回推 5 個 
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(二) 找出 1~11 及 1~12，符合最少組合內容及最多組合內容的答案。 

1. 猜想：由表 2-1 中發現 

(1) 1~N 中，互不整除之下，最少組合內容為(N-1,N)且至少有(2,3)。 

(2) 如果 N 是奇數，1~N 中，互不整除之下，最多組合內容至少有 N 往回推
𝑁𝑁＋１

2
個

的內容。 

(3) 如果 N 是偶數，1~N 中，互不整除之下，最多組合內容至少有 N 往回推
𝑁𝑁
2
個的

內容。 

2. 將表 2-1 最少組合內容及最多組合內容之一解加上預測 1~11 及 1~12 的資料，整理

如表 2-2。 

1-N 最少組合內容之一解 最多組合內容之一解 

1~3 (2,3) (2,3)  

1~4 (2,3)(3,4) (3,4)  

1~5 (2,3)(4,5) (3,4,5) 

1~6 (2,3)(5,6) (4,5,6) 

1~7 (2,3)(6,7) (4,5,6,7) 

1~8 (2,3)(7,8) (5,6,7,8) 

1~9 (2,3)(8,9) (5,6,7,8,9) 

1~10 (2,3)(9,10) (6,7,8,9,10) 

1~11 (2,3)(10,11) (6,7,8,9,10,11) 

1~12 (2,3)(11,12) (7.8.9.10.11.12) 

表 2-2   1~3 至 1~12 最少、最多組合內容分析表 

3. 驗證：一一列出 1~11 及 1~12，組合個數及組合內容。 

組合個數 組合內容 個數 增加數 總數 

2 個 

(2,3)(2,5)(2,7)(2,9)(2,11) 5 

+9 37 

(3,4)(3,5)(3,7)(3,8)(3,10)(3,11) 6 

(4,5)(4,6)(4,7)(4,9)(4,10)(4,11) 6 

(5,6)(5,7)(5,8)(5,9)(5,11) 5 

(6,7)(6,8)(6,9)(6,10)(6,11) 5 

(7,8)(7,9)(7,10)(7,11) 4 

(8,9)(8,10)(8,11) 3 

(9,10)(9,11) 2 

(10,11) 1 

3 個 

(2,3,5)(2,3,7)(2,3,11)(2,5,7)(2,5,9)(2,5,11)(2,7,9)(2,7,11) 
(2,9,11) 

9 
+28 66 

(3,4,5)(3,4,7)(3,4,10)(3,4,11)(3,5,7)(3,5,8)(3,5,11)(3,7,8) 
(3,7,10)(3,7,11)(3,8,10)(3,8,11)(3,10,11) 

13 
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組合個數 組合內容 個數 增加數 總數 

(4,5,6)(4,5,7)(4,5,9)(4,5,11)(4,6,7)(4,6,9)(4,6,10)(4,6,11) 
(4,7,9)(4,7,10)(4,7,11)(4,9,10)(4,9,11)(4,10,11) 

14 

(5,6,7)(5,6,8)(5,6,9)(5,6,11)(5,7,8)(5,7,9)(5,7,11)(5,8,9) 
(5,8,11)(5,9,11) 

10 

(6,7,8)(6,7,9)(6,7,10)(6,7,11)(6,8,9)(6,8,10)(6,8,11)(6,9,10) 
(6,9,11,)(6,10,11) 

10 

(7,8,9)(7,8,10)(7,8,11)(7,9,10)(7,9,11)(7,10,11) 6 

(8,9,10)(8,9,11)(8,10,11) 3 

(9,10,11) 1 

4 個 

(2,3,5,7)(2,3,5,11)(2,3,7,11)(2,5,7,9)(2,5,7,11)(2,5,9,11) 
(2,7,9,11) 

7 

+38 60 

(3,4,5,7)(3,4,5,11)(3,4,7,10)(3,4,7,11)(3,4,10,11)(3,5,7,8) 
(3,5,7,11)(3,5,8,11)(3,7,8,10)(3,7,8,11)(3,7,10,11)(3,8,10,11) 

12 

(4,5,6,7)(4,5,6,9)(4,5,6,11)(4,5,7,9)(4,5,7,11)(4,5,9,11) 
(4,6,7,9)(4,6,7,10)(4,6,7,11)(4,6,9,10)(4,6,9,11)(4,6,10,11) 
(4,7,9,10)(4,7,9,11)(4,7,10,11)(4,9,10,11) 

16 

(5,6,7,8)(5,6,7,9)(5,6,7,11)(5,6,8,9)(5,6,8,11)(5,6,9,11) 
(5,7,8,9)(5,7,8,11)(5,7,9,11)(5,8,9,11) 

10 

(6,7,8,9)(6,7,8,10)(6,7,8,11)(6,7,9,10)(6,7,9,11)(6,7,10,11) 
(6,8,9,10)(6,8,9,11)(6,8,10,11)(6,9,10,11) 

10 

(7,8,9,10)(7,8,9,11)(7,8,10,11)(7,9,10,11) 4 

(8,9,10,11) 1 

5 個 

(2,3,5,7,11)(2,5,7,9,11) 2 

+22 26 

(3,4,5,7,11)(3,4,7,10,11)(3,5,7,8,11)(3,7,8,10,11) 4 

(4,5,6,7,9)(4,5,6,7,11)(4,5,6,9,11)(4,5,7,9,11)(4,6,7,9,10) 
(4,6,7,9,11)(4,6,7,10,11)(4,6,9,10,11)(4,7,9,10,11) 

9 

(5,6,7,8,9)(5,6,7,8,11)(5,6,7,9,11)(5,6,8,9,11)(5,7,8,9,11) 5 

(6,7,8,9,10)(6,7,8,9,11)(6,8,9,10,11)(6,7,9,10,11) 
(6,8,9,10,11) 

5 

(7,8,9,10,11) 1 

6 個 

(4,5,6,7,9,11)(4,6,7,9,10,11) 2 

+4 4 (5,6,7,8,9,11) 1 

(6,7,8,9,10,11) 1 

7 個 沒有 0 0 0 

表 2-3  1~11 組合個數與組合內容分析表 
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組合個數 組合內容 個數 增加數 總數 

2 個 

(2,3)(2,5)(2,7)(2,9)(2,11) 5 

+6 43 

(3,4)(3,5)(3,7)(3,8)(3,10)(3,11) 6 

(4,5)(4,6)(4,7)(4,9)(4,10)(4,11) 6 

(5,6)(5,7)(5,8)(5,9)(5,11)(5,12) 6 

(6,7)(6,8)(6,9)(6,10)(6,11) 5 

(7,8)(7,9)(7,10)(7,11)(7,12) 5 

(8,9)(8,10)(8,11)(8,12) 4 

(9,10)(9,11)(9,12) 3 

(10,11)(10,12) 2 

(11,12) 1 

3 個 

(2,3,5)(2,3,7)(2,3,11)(2,5,7)(2,5,9)(2,5,11)(2,7,9)(2,7,11) 
(2,9,11) 

9 

+14 80 

(3,4,5)(3,4,7)(3,4,10)(3,4,11)(3,5,7)(3,5,8)(3,5,11)(3,7,8) 
(3,7,10)(3,7,11)(3,8,10)(3,8,11)(3,10,11) 

13 

(4,5,6)(4,5,7)(4,5,9)(4,5,11)(4,6,7)(4,6,9)(4,6,10)(4,6,11) 
(4,7,9)(4,7,10)(4,7,11)(4,9,10)(4,9,11)(4,10,11)  

14 

(5,6,7)(5,6,8)(5,6,9)(5,6,11)(5,7,8)(5,7,9)(5,7,11)(5,7,12) 
(5,8,9)(5,8,11)(5,8,12)(5,9,11)(5,9,12)(5,11,12) 

14 

(6,7,8)(6,7,9)(6,7,10)(6,7,11)(6,8,9)(6,8,10)(6,8,11)(6,9,10) 
(6,9,11,)(6,10,11) 

10 

(7,8,9)(7,8,10)(7,8,11)(7,8,12)(7,9,10)(7,9,11)(7,9,12)(7,10,11)
(7,10,12)(7,11,12) 

10 

(8,9,10)(8,9,11)(8,9,12)(8,10,11)(8,10,12)(8,11,12) 6 

(9,10,11)(9,10,12)(9,11,12) 3 

(10,11,12) 1 

4 個 

(2,3,5,7)(2,3,5,11)(2,3,7,11)(2,5,7,9)(2,5,7,11)(2,5,9,11) 
(2,7,9,11) 

7 

+16 76 

(3,4,5,7)(3,4,5,11)(3,4,7,10)(3,4,7,11)(3,4,10,11)(3,5,7,8) 
(3,5,7,11)(3,5,8,11)(3,7,8,10)(3,7,8,11)(3,7,10,11)(3,8,10,11) 

12 

(4,5,6,7)(4,5,6,9)(4,5,6,11)(4,5,7,9)(4,5,7,11)(4,5,9,11)(4,6,7,9)
(4,6,7,10)(4,6,7,11)(4,6,9,10)(4,6,9,11)(4,6,10,11)(4,7,9,10) 
(4,7,9,11)(4,7,10,11)(4,9,10,11) 

16 

(5,6,7,8)(5,6,7,9)(5,6,7,11)(5,6,8,9)(5,6,8,11)(5,6,9,11)(5,7,8,9)
(5,7,8,11)(5,7,8,12)(5,7,9,11)(5,7,9,12)(5,7,11,12)(5,8,9,11) 
(5,8,9,12)(5,8,11,12)(5,9,11,12) 

16 

(6,7,8,9)(6,7,8,10)(6,7,8,11)(6,7,9,10)(6,7,9,11)(6,7,10,11) 
(6,8,9,10)(6,8,9,11)(6,8,10,11)(6,9,10,11) 

10 

(7,8,9,10)(7,8,9,11)(7,8,9,12)(7,8,10,11)(7,8,10,12)(7,8,11,12) 
(7,9,10,11)(7,9,10,12)(7,9,11,12)(7,10,11,12) 

10 

(8,9,10,11)(8,9,10,12)(8,9,11,12)(8,10,11,12) 4 

(9,10,11,12) 1 

5 個 

(2,3,5,7,11)(2,5,7,9,11) 2 

+9 35 

(3,4,5,7,11)(3,4,7,10,11)(3,5,7,8,11)(3,7,8,10,11) 4 

(4,5,6,7,9)(4,5,6,7,11)(4,5,6,9,11)(4,5,7,9,11)(4,6,7,9,10) 
(4,6,7,9,11)(4,6,7,10,11)(4,6,9,10,11)(4,7,9,10,11) 

9 

(5,6,7,8,9)(5,6,7,8,11)(5,6,7,9,11)(5,6,8,9,11)(5,7,8,9,11) 9 
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組合個數 組合內容 個數 增加數 總數 

(5,7,8,9,12)(5,7,8,11,12)(5,7,9,11,12)(5,8,9,11,12) 

(6,7,8,9,10)(6,7,8,9,11)(6,8,9,10,11)(6,7,9,10,11)(6,8,9,10,11) 5 

(7,8,9,10,11)(7,8,9,10,12)(7,8,9,11,12)(7,8,10,11,12) 
(7,9,10,11,12) 

5 

(8,9,10,11,12) 1 

6 個 

(4,5,6,7,9,11)(4,6,7,9,10,11) 2 

+2 6 
(5,6,7,8,9,11)(5,7,8,9,11,12) 2 

(6,7,8,9,10,11) 1 

(7,8,9,10,11,12) 1 

7 個 沒有 0 0 0 

表 2-4  1~12 組合個數與組合內容分析表 

4. 小結 

1~N 最少組合內容之一解 最多組合內容之一解 

1~11 (2,3)(10,11) (6,7,8,9,10,11) 

1~12 (2,3)(11,12) (7.8.9.10.11.12) 

表 2-5  1-11、1-12 最少、最多組合內容分析表 

(1) 符合猜想：1~N 中，互不整除之下，最少組合內容為(N-1,N)且至少有(2,3) 

(2) 符合猜想：如果 N 是奇數，1~N 中，互不整除之下，最多組合內容至少有 N 往

回推
𝑁𝑁＋１

2
個的內容。 

(3) 符合猜想：如果 N 是偶數，1~N 中，互不整除之下，最多組合內容至少有 N 往

回推
𝑁𝑁
2
個的內容。 

(4) 綜合(2)(3)兩點，無論 N 為何數，1~N 中，互不整除之下，最多組合內容至少有

N 往回推�Ｎ＋１

２
�個的內容。 

(三) 找出 1~13 中，組合個數及組合內容 

1. 推測 1：最少組合內容至少有(2,3)(12,13)。 

2. 推測 2：最多組合個數至少有(7,8,9,10,11,12,13)。 

3. 列出 1~13 組合個數及組合內容驗證。 

組合個數 組合內容 個數 增加數 總數 

2 個 

(2,3)(2,5)(2,7)(2,9)(2,11)(2,13) 6 

+11 54 

(3,4)(3,5)(3,7)(3,8)(3,10)(3,11)(3,13) 7 

(4,5)(4,6)(4,7)(4,9)(4,10)(4,11)(4,13) 7 

(5,6)(5,7)(5,8)(5,9)(5,11)(5,12)(5,13) 7 

(6,7)(6,8)(6,9)(6,10)(6,11)(6,13) 6 

(7,8)(7,9)(7,10)(7,11)(7,12)(7,13) 6 

(8,9)(8,10)(8,11)(8,12)(8,13) 5 

(9,10)(9,11)(9,12)(9,13) 4 

(10,11)(10,12)(10,13) 3 

(11,12)(11,13) 2 

(12,13) 1 
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組合個數 組合內容 個數 增加數 總數 

3 個 

(2,3,5)(2,3,7)(2,3,11)(2,3,13)(2,5,7)(2,5,9)(2,5,11)(2,5,13)(2,7,9) 

(2,7,11)(2,7,13)(2,9,11)(2,9,13)(2,11,13) 
14 

+43 123 

(3,4,5)(3,4,7)(3,4,10)(3,4,11)(3,4,13)(3,5,7)(3,5,8)(3,5,11)(3,5,13) 

(3,7,8)(3,7,10)(3,7,11)(3,7,13)(3,8,10)(3,8,11)(3,8,13)(3,10,11) 

(3,10,13)(3,11,13) 

19 

(4,5,6)(4,5,7)(4,5,9)(4,5,11)(4,5,13)(4,6,7)(4,6,9)(4,6,10)(4,6,11) 

(4,6,13)(4,7,9)(4,7,10)(4,7,11)(4,7,13)(4,9,10)(4,9,11)(4,9,13) 

(4,10,11)(4,10,13)(4,11,13) 

20 

(5,6,7)(5,6,8)(5,6,9)(5,6,11)(5,6,13)(5,7,8)(5,7,9)(5,7,11)(5,7,12) 

(5,7,13)(5,8,9)(5,8,11)(5,8,12)(5,8,13)(5,9,11)(5,9,12)(5,9,13) 

(5,11,12)(5,11,13)(5,12,13) 

20 

(6,7,8)(6,7,9)(6,7,10)(6,7,11)(6,7,13)(6,8,9)(6,8,10)(6,8,11) 

(6,8,13)(6,9,10)(6,9,11,)(6,9,13)(6,10,11)(6,10,13)(6,11,13) 
15 

(7,8,9)(7,8,10)(7,8,11)(7,8,12)(7,8,13)(7,9,10)(7,9,11)(7,9,12) 

(7,9,13)(7,10,11)(7,10,12)(7,10,13)(7,11,12)(7,11,13)(7,12,13) 
15 

(8,9,10)(8,9,11)(8,9,12)(8,9,13)(8,10,11)(8,10,12)(8,10,13)(8,11,12) 

(8,11,13)(8,12,13) 
10 

(9,10,11)(9,10,12)(9,10,13)(9,11,12)(9,11,13)(9,12,13) 6 

(10,11,12)(10,11,13)(10,12,13) 3 

(11,12,13) 1 

4 個 

(2,3,5,7)(2,3,5,11)(2,3,5,13)(2,3,7,11)(2,3,7,13)(2,3,11,13)(2,5,7,9) 

(2,5,7,11)(2,5,7,13)(2,5,9,11)(2,5,9,13)(2,5,11,13)(2,7,9,11) 

(2,7,9,13)(2,7,11,13)(2,9,11,13) 

16 

+80 156 

(3,4,5,7)(3,4,5,11)(3,4,5,13)(3,4,7,10)(3,4,7,11)(3,4,7,13)(3,4,10,11)

(3,4,10,13)(3,4,11,13)(3,5,7,8)(3,5,7,11)(3,5,7,13)(3,5,8,11) 

(3,5,8,13)(3,5,11,13)(3,7,8,10)(3,7,8,11)(3,7,8,13)(3,7,10,11) 

(3,7,10,13)(3,7,11,13)(3,8,10,11)(3,8,10,13)(3,8,11,13)(3,10,11,13) 

25 

(4,5,6,7)(4,5,6,9)(4,5,6,11)(4,5,6,13)(4,5,7,9)(4,5,7,11)(4,5,7,13) 

(4,5,9,11)(4,5,9,13)(4,5,11,13)(4,6,7,9)(4,6,7,10)(4,6,7,11)(4,6,7,13)

(4,6,9,10)(4,6,9,11)(4,6,9,13)(4,6,10,11)(4,6,10,13)(4,6,11,13) 

(4,7,9,10)(4,7,9,11)(4,7,9,13)(4,7,10,11)(4,7,10,13)(4,7,11,13) 

(4,9,10,11)(4,9,10,13)(4,9,11,13)(4,10,11,13) 

30 

(5,6,7,8)(5,6,7,9)(5,6,7,11)(5,6,7,13)(5,6,8,9)(5,6,8,11)(5,6,8,13) 

(5,6,9,11)(5,6,9,13)(5,6,11,13)(5,7,8,9)(5,7,8,11)(5,7,8,12)(5,7,8,13)

(5,7,9,11)(5,7,9,12)(5,7,9,13)(5,7,11,12)(5,7,11,13)(5,7,12,13) 

(5,8,9,11)(5,8,9,12)(5,8,9,13)(5,8,11,12)(5,8,11,13)(5,8,12,13) 

(5,9,11,12)(5,9,11,13)(5,9,12,13)(5,11,12,13) 

30 

(6,7,8,9)(6,7,8,10)(6,7,8,11)(6,7,8,13)(6,7,9,10)(6,7,9,11)(6,7,9,13) 

(6,7,10,11)(6,7,10,13)(6,7,11,13)(6,8,9,10)(6,8,9,11)(6,8,9,13) 

(6,8,10,11)(6,8,10,13)(6,8,11,13)(6,9,10,11)(6,9,10,13)(6,9,11,13) 

(6,10,11,13) 

20 

(7,8,9,10)(7,8,9,11)(7,8,9,12)(7,8,9,13)(7,8,10,11)(7,8,10,12) 

(7,8,10,13)(7,8,11,12)(7,8,11,13)(7,8,12,13)(7,9,10,11)(7,9,10,12) 

(7,9,10,13)(7,9,11,12)(7,9,11,13)(7,9,12,13)(7,10,11,12)(7,10,11,13)

(7,10,12,13)(7,11,12,13) 

 

20 

(8,9,10,11)(8,9,10,12)(8,9,10,13)(8,9,11,12)(8,9,11,13)(8,9,12,13) 

(8,10,11,12)(8,10,11,13)(8,10,12,13)(8,11,12,13) 
10 

(9,10,11,12)(9,10,11,13)(9,10,12,13)(9,11,12,13) 4 
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組合個數 組合內容 個數 增加數 總數 

(10,11,12,13) 1 

5 個 

(2,3,5,7,11)(2,3,5,7,13)(2,3,5,11,13)(2,3,7,11,13) 

(2,5,7,9,11)(2,5,7,9,13)(2,5,7,11,13)(2,5,9,11,13)(2,7,9,11,13) 
9 

+76 111 

(3,4,5,7,11)(3,4,5,7,13)(3,4,5,11,13)(3,4,7,10,11)(3,4,7,10,13) 

(3,4,7,11,13)(3,4,10,11,13)(3,5,7,8,11)(3,5,7,8,13)(3,5,7,11,13) 

(3,5,8,11,13)(3,7,8,10,11)(3,7,8,10,13)(3,7,8,11,13)(3,7,10,11,13) 

(3,8,10,11,13) 

16 

(4,5,6,7,9)(4,5,6,7,11)(4,5,6,7,13)(4,5,6,9,11)(4,5,6,9,13) 

(4,5,6,11,13)(4,5,7,9,11)(4,5,7,9,13)(4,5,7,11,13)(4,5,9,11,13) 

(4,6,7,9,10)(4,6,7,9,11)(4,6,7,9,13)(4,6,7,10,11)(4,6,7,10,13) 

(4,6,7,11,13)(4,6,9,10,11)(4,6,9,10,13)(4,6,9,11,13)(4,6,10,11,13) 

(4,7,9,10,11)(4,7,9,10,13)(4,7,9,11,13)(4,7,10,11,13)(4,9,10,11,13) 

25 

(5,6,7,8,9)(5,6,7,8,11)(5,6,7,8,13)(5,6,7,9,11)(5,6,7,9,13) 

(5,6,7,11,13)(5,6,8,9,11)(5,6,8,9,13)(5,6,8,11,13)(5,6,9,11,13) 

(5,7,8,9,11)(5,7,8,9,12)(5,7,8,9,13)(5,7,8,11,12)(5,7,8,11,13) 

(5,7,8,12,13)(5,7,9,11,12)(5,7,9,11,13)(5,7,9,12,13)(5,7,11,12,13) 

(5,8,9,11,12)(5,8,9,11,13)(5,8,9,12,13)(5,8,11,12,13)(5,9,11,12,13) 

25 

(6,7,8,9,10)(6,7,8,9,11)(6,7,8,9,13)(6,7,8,10,13)(6,7,8,11,13) 

(6,7,9,10,13)(6,7,9,11,13)(6,7,10,11,13)(6,8,9,10,11)(6,8,9,10,13) 

(6,8,9,11,13)(6,8,10,11,13)(6,7,9,10,11)(6,8,9,10,11)(6,9,10,11,13) 

15 

(7,8,9,10,11)(7,8,9,10,13)(7,8,9,11,13)(7,8,9,10,12)(7,8,9,11,12) 

(7,8,9,12,13)(7,8,10,11,12)(7,8,10,11,13)(7,8,10,12,13) 

(7,8,11,12,13)(7,9,10,11,12)(7,9,10,11,13)(7,9,10,12,13) 

(7,9,11,12,13)(7,10,11,12,13) 

15 

(8,9,10,11,12)(8,9,10,11,13)(8,9,10,12,13)(8,9,11,12,13) 

(8,10,11,12,13) 
5 

(9,10,11,12,13) 1 

6 個 

(2,3,5,7,11,13)(2,5,7,9,11,13) 2 

+35 41 

(3,4,5,7,11,13)(3,4,7,10,11,13)(3,5,7,8,11,13)(3,7,8,10,11,13) 4 

(4,5,6,7,9,11)(4,5,6,7,9,13)(4,5,6,7,11,13)(4,5,6,9,11,13) 

(4,5,7,9,11,13)(4,6,7,9,10,11)(4,6,7,9,10,13)(4,6,7,9,11,13) 

(4,6,7,10,11,13)(4,6,9,10,11,13)(4,7,9,10,11,13) 

11 

(5,6,7,8,9,11)(5,6,7,8,9,13)(5,6,7,8,11,13)(5,6,7,9,11,13) 

(5,6,8,9,11,13)(5,7,8,9,11,12)(5,7,8,9,11,13)(5,7,8,9,12,13) 

(5,7,8,11,12,13)(5,7,9,11,12,13)(5,8,9,11,12,13) 

11 

(6,7,8,9,10,11)(6,7,8,9,10,13)(6,7,8,10,11,13)(6,7,8,9,11,13) 

(6,7,9,10,11,13)(6,8,9,10,11,13) 
6 

(7,8,9,10,11,12)(7,8,9,10,11,13)(7,8,9,10,11,13)(7,8,9,11,12,13) 

(7,8,10,11,12,13)(7,9,10,11,12,13) 
6 

(8,9,10,11,12,13) 1 

7 個 

(4,5,6,7,9,11,13)(4,6,7,9,10,11,13) 2 

+6 6 
(5.6.7.8.9.11.13)(5,7,8,9,11,12,13) 2 

(6,7,8,9,10,11,13) 1 

(7,8,9,10,11,12,13) 1 

8 個 沒有 0 0 0 

表 2-6  1~13 組合個數與組合內容分析表 

4. 由表 2-6 可知，推測 1 及推測 2 皆符合。 
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三、找出 1~N 中，互不整除之下，組合個數為 2 時，組合數量的規律。 

(一) 列出 1~3 至 1~13，組合個數 2 個的組合內容。 

1~N 1~3 1~4 1~5 1~6 1~7 1~8 1~9 1~10 

組合數量 1 2 5 7 12 16 22 28 

組合內容 

(組合個數=2) 

(2,3) (2,3) 

 

 

 

(3,4) 

(2,3) 

(2,5) 

 

 

(3,4) 

(3,5) 

 

 

 

(4,5) 

(2,3) 

(2,5) 

 

 

(3,4) 

(3,5) 

 

 

 

(4,5) 

(4,6) 

 

 

 

(5,6) 

(2,3) 

(2,5) 

(2,7) 

 

(3,4) 

(3,5) 

(3,7) 

 

 

(4,5) 

(4,6) 

(4,7) 

 

 

(5,6) 

(5,7) 

 

 

(6,7) 

(2,3) 

(2,5) 

(2,7) 

 

(3,4) 

(3,5) 

(3,7) 

(3,8) 

 

(4,5) 

(4,6) 

(4,7) 

 

 

(5,6) 

(5,7) 

(5,8) 

 

(6,7) 

(6,8) 

 

 

(7,8)  

(2,3) 

(2,5) 

(2,7) 

(2,9) 

(3,4) 

(3,5) 

(3,7) 

(3,8) 

 

(4,5) 

(4,6) 

(4,7) 

(4,9) 

 

(5,6) 

(5,7) 

(5,8) 

(5,9) 

(6,7) 

(6,8) 

(6,9) 

 

(7,8) 

(7,9) 

 

(8,9) 

(2,3) 

(2,5) 

(2,7) 

(2,9) 

(3,4) 

(3,5) 

(3,7) 

(3,8) 

(3,10) 

(4,5) 

(4,6) 

(4,7) 

(4,9) 

(4,10) 

(5,6) 

(5,7) 

(5,8) 

(5,9) 

(6,7) 

(6,8) 

(6,9) 

(6,10) 

(7,8) 

(7,9) 

(7,10) 

(8,9) 

(8,10) 

(9,10) 

表 3-1  1~3 至 1~10 組合個數 2 個的組合數量分析表 
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(二) 列出 N 與各項增加數字的關係 

1~N 1~3 1~4 1~5 1~6 1~7 1~8 1~9 1~10 

增加的數字 2 3 2,3,4 4,5 2,3,4,5,6 3,5,6,7 2,4,5,6,7,8 3,4,6,7,8,9 

表 3-2  1~3 至 1~10，N 與增加的數字對照表 

1. 由表 3-1，可以發現增加的數量有一定的規則。 

2. 由表 3-2，可以發現增加的數字與 N 互質。 

(三) 推測： 

1. 增加的數量為 N 的互質數量。 

2. 1~N，互不整除下，組合個數為 2 時，N 的組合數量（a𝑁𝑁），a𝑁𝑁=a𝑁𝑁−1 + 𝑁𝑁 − 𝐹𝐹𝑁𝑁。 

(四) 列出 1~8 到 1~13 的組合來驗證 

1~N 1~8 1~9 1~10 1~11 1~12 1~13 

N 8 9 10 11 12 13 

𝐹𝐹𝑁𝑁 4 3 4 2 6 2 

組合數量

（a𝑁𝑁） 
16 22 28 37 43 54 

表 3-3  1~8 到 1~13 組合個數 2 個的組合數量分析表 

1. 將表 3-3 的組合數量內容與表 1-6、表 1-7、表 1-8、表 2-2、表 2-3 及表 2-4 對應，,

可以發現推測的內容是符合的。 

2. 透過表 3-3可以驗證出來，組合個數為 2時，N的組合數量（a𝑁𝑁），a𝑁𝑁=a𝑁𝑁−1 + 𝑁𝑁 − 𝐹𝐹𝑁𝑁。 

四、找出 1~N 中，互不整除之下，N 為質數時，組合數量的規律。 

(一) 列出 1~3 到 1~10 的組合個數的資料 

1~N 

組合個數(P) 
1~3 1~4 1~5 1~6 1~7 1~8 1~9 1~10 

2 個 1 2 5 7 12 16 22 28 

3 個   2 3 10 15 26 38 

4 個     3 5 13 22 

5 個       2 4 

表 4-1  1~3 到 1~10 N 與組合個數分析表 

1. 從表 4-1 可以發現，質數中的數字與前一排的數字有加總的關係。 

2. 分析表 4-1 數字間的關係 

(1)a(5,3)的組合數為 2，組合內容分別為(2,3,5)、(3,4,5)，而a(4,2)的組合數為２，組合內

容分別為(2,3)、(3,4)， a(4,3)無組合數。與 N=4 比較，新增加的 N=5，為質數，除了

１以外，不為任何數的倍數，因此a(5,3)的組合內容為a(4,2)的組合內容再增加第 3 個

數 5。兩者的組合數相同，得到a(5,3)=a(4,2)。 

(2)a(7,3)的組合數為 10，組合內容分別為(2,3,5)、(2,3,7)、(2,5,7)、(3,4,5)、(3,4,7)、 (3,5,7)、

(4,5,6)、(4,5,7)、(4,5,7)、(5,6,7)，而a(6,2)的組合數為 7，組合內容分別為(2,3)、(2,5)、
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(3,4)、(3,5)、(4,5)、(4,6)、(5,6)，a(6,3)的組合數為 3，組合內容分別為(2,3,5)、(3,4,5)、

(4,5,6)。與N＝6比較，新增加的 N=7，為質數，除了１以外，不為任何數的倍數，a(7,3)

的組合內容為a(6,2)的組合內容再增加第 3 個數 7。且a(7,3)的組合內容中包含a(6,3)

的所有組合內容。由此可知， a(7,3) 的組合數為 a(6,2) 及a(6,3) 兩數之和。得到

a(7,3)=a(6,2)+a(6,3)。 

(3)a(7,4)的組合數為 3，組合內容分別為(2,3,5,7)、(3,4,5,7)、(4,5,6,7)，而a(6,3)的組合數為

3，組合內容分別為(2,3,5)、(3,4,5)、(4,5,6)，a(6,4)無組合數。與 N＝6 比較，新增加

的 N=7，為質數，除了１以外，不為任何數的倍數，因此a(7,4)的組合內容為a(6,3)的

組合內容再增加第 4 個數 7。兩者的組合數相同，得到a(7,4)=a(6,3)。 

3. 推測，如果 N 是質數時，組合個數(P)的組合數量（a(𝑁𝑁,𝑃𝑃)），a(𝑁𝑁,𝑃𝑃)=a(𝑁𝑁−1,𝑃𝑃−1) +
a(𝑁𝑁−1,𝑃𝑃)。 

(二) 列出 1~9 到 1~13 的組合個數的資料來驗證 

1~N 

組合個數(P) 
1~9 1~10 1~11 1~12 1~13 

2 個 22 28 37 43 54 

3 個 26 38 66 80 123 

4 個 13 22 60 76 156 

5 個 2 4 26 35 111 

6 個   4 6 41 

7 個     6 

表 4-2  1~9 到 1~13 組合個數分析表 

1. 分析表 4-2 內容，可以發現 

(1)Ｎ為 11(質數)，a(11,3)組合內容有a(10,2)的組合內容，再增加第３個數 11，且包含a(10,3)

的一樣組合內容。a(11,3)＝66，a(10,2)＝28，a(10,3)＝38，a(11,3)=a(10,2) + a(10,3)。 

(2)Ｎ為 11(質數)，a(11,4)組合內容有a(10,3)的組合內容，再增加第 4 個數 11，且包含

a(10,4)的一樣組合內容。a(11,4)＝60，a(10,3)＝38，a(10,4)＝22，a(11,4) = a(10,3) +

a(10,4)。 

(3)Ｎ為 11(質數)，a(11,5)組合內容有a(10,4)的組合內容，再增加第 5 個數 11，且包含

a(10,5)的一樣組合內容。a(11,5)＝26，a(10,4)＝22，a(10,5)＝4，a(11,5) = a(10,4) +

a(10,5)。 

(4)Ｎ為 11(質數)，a(11,6)組合內容有a(10,5)的組合內容，再增加第 6 個數 11，但a(10,6)

為 0。a(11,6)＝4，a(10,5)＝4，a(11,6) = a(10,5) + a(10,6)。 
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(5)為 13(質數)，a(13,3)組合內容有a(12,2)的組合內容，再增加第３個數 13，且包含

a(12,3)的一樣組合內容。a(13,3)＝123，a(12,2)＝43，a(12,3)＝80，a(13,3)=a(12,2) + a(12,3)。 

(6)Ｎ為 13(質數)，a(13,4)組合內容有a(12,3)的組合內容，再增加第 4 個數 13，且包含a(12,4)

的一樣組合內容。a(13,4)＝156，a(12,3)＝80，a(12,4)＝76，a(13,4)=a(12,3) + a(12,4)。 

(7)Ｎ為 13(質數)，a(13,5)組合內容有a(12,4)的組合內容，再增加第 5 個數 13，且包含a(12,5)

的一樣組合內容。a(13,5)＝111，a(12,4)＝76，a(12,5)＝35，a(13,5)=a(12,4) + a(12,5)。 

(8)Ｎ為 13(質數)，a(13,6)組合內容有a(12,5)的組合內容，再增加第 6 個數 13，且包含a(12,6)

的一樣組合內容。a(13,6)＝41，a(12,5)＝35，a(12,6)＝6，a(13,5)=a(12,4) + a(12,5)。 

(9)Ｎ為 13(質數)，a(13,7)組合內容有a(12,6)的組合內容，再增加第 7 個數 13，但a(12,7)為

0。a(13,7)＝6，a(12,6)＝6，a(13,7)=a(12,6) + a(12,7)。 

2. 由上述歸納可知，當 N 是質數時，組合個數(P)的組合數量（a(𝑁𝑁,𝑃𝑃)）符合

a(𝑁𝑁,𝑃𝑃)=a(𝑁𝑁−1,𝑃𝑃−1) + a(𝑁𝑁−1,𝑃𝑃)的規則。 

3. 試證明規則如下： 

若 N 為質數，則a(𝑁𝑁,𝑃𝑃)=a(𝑁𝑁−1,𝑃𝑃−1) + a(𝑁𝑁−1,𝑃𝑃) 

說明：  設1 ≤ 𝑛𝑛1 ≤ 𝑛𝑛2 ≤ ⋯ ≤ 𝑛𝑛𝑝𝑝 ≤ N 

(1)若�𝑛𝑛1;𝑛𝑛2; … ;𝑛𝑛𝑝𝑝�為互不整除，且𝑛𝑛𝑝𝑝 = N 

因為 N 為質數，則�𝑛𝑛1;𝑛𝑛2; … ;𝑛𝑛𝑝𝑝−1�為互不整除 

(2)若�𝑛𝑛1;𝑛𝑛2; … ;𝑛𝑛𝑝𝑝−1�為互不整除，且𝑛𝑛𝑝𝑝−1 ≤= N − 1 

因為 N 為質數，則�𝑛𝑛1;𝑛𝑛2; … ;𝑛𝑛𝑝𝑝−1;𝑁𝑁�為互不整除 

由(1)(2)可知，當 N 為質數時，a(𝑁𝑁,𝑃𝑃)=a(𝑁𝑁−1,𝑃𝑃−1) + a(𝑁𝑁−1,𝑃𝑃)成立。 

4. 試舉例說明 

(1){2; 3; 5; 7; 9; 11}為互不整除，因為 11 是質數，去除 11 之後，則{2; 3; 5; 7; 9}仍維持

互不整除的關係，則{2; 3; 5; 7; 9}所形成的組合內容(例如:(2,3))，再增加一個數 11，

也必形成另一組組合內容(例如:(2,3,11))。則a(11,3)的組合數量必包含a(10,2)的組合數

量。 

(2){2; 3; 5; 7; 9}為互不整除，因為 11 是質數，增加 11 之後，則{2; 3; 5; 7; 9; 11}仍維持

互不整除的關係，則{2; 3; 5; 7; 9}所形成的組合內容(例如:(2,3,5))，再增加一個數 11，

仍包含組合內容(2,3,5)，也就是不含數字 11 的組合內容仍包含在內含數字 11 的組合

內容內。則a(11,3)的組合數量必含a(10,3)的組合數量。 

(3)由(1)(2)可知，a(𝑁𝑁,𝑃𝑃)=a(𝑁𝑁−1,𝑃𝑃−1) + a(𝑁𝑁−1,𝑃𝑃)成立 
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五、找出 1~N 中，互不整除之下，組合個數為 2 時，組合數的開頭數(K)是 N 的因數的特性。 

(一) 列出 1~3 至 1~10，組合個數=2 時，不同的組合數開頭(K)數量分析。 

1~N 

組合數開頭(K) 
1~3 1~4 1~5 1~6 1~7 1~8 1~9 1~10 

2 1 1 2 2 3 3 4 4 

3   1 2 2 3 4 4 5 

4     1 2 3 3 4 5 

5       1 2 3 4 4 

6         1 2 3 4 

7           1 2 3 

表 5-1  1~3 至 1~10 組合數開頭(K)與 N 數量分析表 

1. 從表 5-1 可知，在不同的組合數開頭的組合數量，有某一些 N，它的組合數量不

會改變(也就是不會增加)。 

2. 當組合開頭 k=2 時， 𝑎𝑎4 = 𝑎𝑎3、𝑎𝑎6 = 𝑎𝑎5、𝑎𝑎8 = 𝑎𝑎7、𝑎𝑎10 = 𝑎𝑎9。 

3. 當組合開頭 k=3 時，𝑎𝑎6 = 𝑎𝑎5、𝑎𝑎9 = 𝑎𝑎8。 

4. 當組合開頭 k=4 時，𝑎𝑎8 = 𝑎𝑎7。 

5. 當組合開頭 k=5 時，𝑎𝑎10 = 𝑎𝑎9。 

6. 因為不會改變的數量（字），N 都是 K 的倍數。所以推測，當 N 是 K 的倍數時，

組合數量會延續下去，不會增加。 

(二) 列出 1~11 至 1~13，不同的組合數開頭數量分析。 

1~N 

組合數開頭(K) 
1~3 1~4 1~5 1~6 1~7 1~8 1~9 1~10 1~11 1~12 1~13 

2 1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 

3   1 2 2 3 4 4 5 6 6 7 

4     1 2 3 3 4 5 6 6 7 

5       1 2 3 4 4 5 6 7 

6         1 2 3 4 5 5 6 

7           1 2 3 4 5 6 

8         3 4 5 

9         2 3 4 

10         1 2 3 

11           1 2 

12             1 

表 5-2  1~3 至 1~13 組合數開頭(K)與 N 數量分析表 

1. 由表 5-2 可知，1~11 至 1~13 部份，當 N 為 K 的倍數時，組合數量符合推測，會

延續下去。 
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六、找出 1~N 中，互不整除之下，組合內容中連續數的規律。 

(一) 列出 1~3 至 1~10 的組合內容 

 
組合個數 

2 個 3 個 4 個 5 個 

1~3 (2,3)    

1~4 
(2,3) 

(3,4) 
  

 

1~5 
(2,3)(2,5) 

(3,4)(3,5) 

(4,5) 

(2,3,5) 

(3,4,5)  

 

1~6 

(2,3)(2,5) 

(3,4)(3,5) 

(4,5)(4,6) 

(5,6) 

(2,3,5) 

(3,4,5) 

(4,5,6) 
 

 

1~7 

(2,3)(2,5)(2,7) 

(3,4)(3,5)(3,7) 

(4,5)(4,6)(4,7) 

(5,6)(5,7) 

(6,7) 

(2,3,5) (2,3,7)(2,5,7) 

(3,4,5)(3,4,7)(3,5,7) 

(4,5,6) (4,5,7)(4,6,7) 

(5,6,7) 

(2,3,5,7) 

(3,4,5,7) 

(4,5,6,7) 

 

1~8 

(2,3)(2,5)(2,7) 

(3,4)(3,5)(3,7)(3,8) 

(4,5)(4,6)(4,7) 

(5,6)(5,7)(5,8) 

(6,7)(6,8) 

(7,8) 

(2,3,5)(2,3,7)(2,5,7)  

(3,4,5)(3,4,7)(3,5,7) 

(3,5,8)(3,7,8) 

(4,5,6)(4,5,7)(4,6,7) 

(5,6,7)(5,6,8)(5,7,8) 

(6,7,8) 

(2,3,5,7) 

(3,4,5,7)(3,5,7,8) 

(4,5,6,7) 

(5,6,7,8) 

 

1~9 

(2,3)(2,5)(2,7)(2,9) 

(3,4)(3,5)(3,7)(3,8) 

(4,5)(4,6)(4,7)(4,9) 

(5,6)(5,7)(5,8)(5,9) 

(6,7)(6,8)(6,9) 

(7,8)(7,9) 

(8,9) 

(2,3,5)(2,3,7)(2,5,7)(2,5,9)(2,7,9) 

(3,4,5)(3,4,7)(3,5,7)(3,5,8)(3,7,8) 

(4,5,6)(4,5,7)(4,5,9)(4,6,7)(4,6,9)

(4,7,9) 

(5,6,7)(5,6,8)(5,6,9)(5,7,8)(5,7,9)

(5,8,9) 

(6,7,8)(6,7,9)(6,8,9) 

(7,8,9) 

(2,3,5,7)(2,5,7,9) 

(3,4,5,7)(3,5,7,8) 

(4,5,6,7)(4,5,6,9)(4,5,7,9) 

(4,6,7,9) 

(5,6,7,8)(5,6,7,9)(5,6,8,9) 

(5,7,8,9) 

(6,7,8,9) 

(4,5,6,7,9) 

(5,6,7,8,9) 

1~10 

(2,3)(2,5)(2,7)(2,9) 

(3,4)(3,5)(3,7)(3,8) 

(3,10) 

(4,5)(4,6)(4,7)(4,9) 

(4,10) 

(5,6)(5,7)(5,8)(5,9) 

(6,7)(6,8)(6,9) 

(6,10) 

(7,8)(7,9) 

(7,10) 

(8,9)(8,10) 

(9,10) 

(2,3,5)(2,3,7)(2,5,7)(2,5,9)(2,7,9) 

(3,4,5)(3,4,7)(3,4,10)(3,5,7) 

(3,5,8)(3,7,8)(3,7,10)(3,8,10) 

(4,5,6)(4,5,7,)(4,5,9)(4,6,7) 

(4,6,9)(4,6,10)(4,7,9)(4,7,10) 

(4,9,10) 

(5,6,7)(5,6,8)(5,6,9)(5,7,8)(5,7,9) 

(5,8,9) 

(6,7,8)(6,7,9)(6,7,10)(6,8,9) 

(6,8,10)(6,9,10) 

(7,8,9)(7,8,10)(7,9,10) 

(8,9,10) 

(2,3,5,7)(2,5,7,9) 

(3,4,5,7)(3,4,7,10)(3,5,7,8) 

(3,7,8,10) 

(4,5,6,7)(4,5,6,9)(4,5,7,9) 

(4,6,7,9)(4,6,7,10)(4,6,9,10) 

(4,7,9,10) 

(5,6,7,8)(5,6,7,9)(5,6,8,9) 

(5,7,8,9) 

(6,7,8,9)(6,7,8,10)(6,7,9,10) 

(6,8,9,10) 

(7,8,9,10) 

(4,5,6,7,9) 

(4,6,7,9,10) 

(5,6,7,8,9) 

(6,7,8,9,10) 

表 6-1  1~3 至 1~10 組合個數與組合內容分析表 
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(二) 計算 1~3 至 1~10 的組合內容中，符合連續數的數量 

連續數數量 

1~N 

組合個數(P) 

2 個 3 個 4 個 5 個 

1~3 1    

1~4 2    

1~5 3 1   

1~6 4 2   

1~7 5 3 1  

1~8 6 4 2  

1~9 7 5 3 1 

1~10 8 6 4 2 

 

 

 

 

 

 

 

  

組合個數為 2 個，連續數有(N-2)個 

組合個數為 3 個，連續數有(N-4)個 

組合個數為 4 個，連續數有(N-6)個 

組合個數為 5 個，連續數有(N-8)個 

1~N 的組合個數有 P 個時，連續數有 N-2(P-1)個 
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(三) 列出 1~3 至 1~10 的組合內容中，符合連續數的組合內容 

 
組合個數(P) 

2 個 3 個 4 個 5 個 

1~3 (2,3)    

1~4 (2,3)(3,4)    

1~5 (2,3)(3,4)(4,5) (3,4,5)   

1~6 (2,3)(3,4)(4,5)(5,6) (3,4,5)(4,5,6)   

1~7 
(2,3)(3,4)(4,5)(5,6) 

(6,7) 
(3,4,5)(4,5,6)(5,6,7) 

(4,5,6,7) 
 

1~8 
(2,3)(3,4)(4,5)(5,6) 

(6,7)(7,8) 
(3,4,5)(4,5,6)(5,6,7)(6,7,8) (4,5,6,7)(5,6,7,8) 

 

1~9 
(2,3)(3,4)(4,5)(5,6) 

(6,7)(7,8)(8,9) 

(3,4,5)(4,5,6)(5,6,7)(6,7,8) 

(7,8,9) 

(4,5,6,7)(5,6,7,8) 

(6,7,8,9) 
(5,6,7,8,9) 

1~10 
(2,3)(3,4)(4,5)(5,6) 

(6,7)(7,8)(8,9)(9,10) 

(3,4,5)(4,5,6)(5,6,7)(6,7,8) 

(7,8,9)(8,9,10) 

(4,5,6,7)(5,6,7,8) 

(6,7,8,9)(7,8,9,10) 

(5,6,7,8,9) 

(6,7,8,9,10) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(四) 小結 

1. 1~N 的組合個數有 P 個時，連續數有 N-2(P-1)個。 

2. 1~N 的組合個數有 P 個時，最小的連續數組合內容為(P,P+1…,2P-1)。 

3. 1~N 的組合個數有 P 個時，最大的連續數組合內容為(N-P+1…,N-1,N)。 

 

組合個數為 2 個，連續數內容為，

(2,3)、(3,4)…(9,10) 

組合個數為 4 個，連續數內容為， 
(4,5,6,7)、(5,6,7,8)、(6,7,8,9)、(7,8,9,10) 

組合個數為 3 個，連續數內容為，

(3,4,5)、(4,5,6)…(8,9,10) 

組合個數為 5個，連續數內容為， 
(5,6,7,8,9)、(6,7,8,9,10) 

 1~N 的組合個數有 P 個時，連續數內容最小數字為 P，最大為 N，依序為 P、P+1、P+2、...,、
N-2、N-1、N，任一數連續取 P 個，即可形成連續數(Q1,Q2,…QP)。 

 無論 N 為多少，最小的連續數為 P 開頭的數，組合內容為(P,P+1…,2P-1) 
 無論 N 為多少，最大的連續數為Ｎ結尾的數，組合內容為(N-P+1…,N-1,N) 
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七、設計「互不整除表」，來找出組合數內容、數量及是否符合互不整除的規則。 

(一) 利用 N 與組合數開頭(K)的互不整除的概念設計「互不整除表」 

1~N 

組合數開頭(K) 

1~2 1~3 1~4 1~5 1~6 1~7 1~8 1~9 1~10 1~11 1~12 1~13 

2  V  V  V  V  V  V 

3   V V  V V  V V  V 

4    V V V  V V V  V 

5     V V V V  V V V 

6      V V V V V  V 

7       V V V V V V 

8        V V V V V 

9         V V V V 

10          V V V 

表 7-1  互不整除表 

1.表 7-1 中，Ｖ
(𝐾𝐾,𝑁𝑁)

指在 1~N 中，組合開頭數(K)時的狀況，當 N 不為 K 的倍數時，Ｖ
(𝐾𝐾,𝑁𝑁)

為 V；當 N 為 K 的倍數時，Ｖ
(𝐾𝐾,𝑁𝑁)

為０(或無)。 

2.「互不整除表」的限制為組合個數為 2 時使用，亦即每一個格子中，如有組合內容

必為 1 個，組合內容為(K,N)。 
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(二) 「互不整除表」的使用方式—找出組合個數為 2 時，1~N 的組合數量。 

1.K=2 時 

(1)列出 K=2 的互不整除表與組合數量的分析。 

1~N 

組合數開頭(K) 
1~2 1~3 1~4 1~5 1~6 1~7 1~8 1~9 1~10 1~11 1~12 1~13 

2  V  V  V  V  V  V 

             

1~N 

組合數開頭(K) 
1~2 1~3 1~4 1~5 1~6 1~7 1~8 1~9 1~10 1~11 1~12 1~13 

2 0 1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 

圖 7-1  互不整除表(K=2)與組合個數(P=2)分析圖 

(2)由圖 7-1 可知，當組合個數(P)為 2，且組合數開頭數(K=2)固定，無論 N 為何數，黑

色區域皆為 2(1~1 及 1~2 的格子)，扣除 1~1 及 1~2 後，其餘空格的位置皆為 K 的倍

數，其關係歸納如下。 

 

K=2 時 

黑色區域數 

(A) 

K~N 中 K 的倍數總數 

(B) 
A 與 B 重疊數(1~2 的格子) 

( C) 

V 的總數 

(N-A-B+C) 
𝑎𝑎(𝑛𝑛,2) 

N=2 2 1 1 2-2-1+1=0 0 

N=3 2 1 1 3-2-1+1=1 1 

N=4 2 2 1 4-2-2+1=1 1 

N=5 2 2 1 5-2-2+1=2 2 

N=6 2 3 1 6-2-3+1=2 2 

N=7 2 3 1 7-2-3+1=3 3 

N=8 2 4 1 8-2-4+1=3 3 

N=9 2 4 1 9-2-4+1=4 4 

N=10 2 5 1 10-2-5+1=4 4 

N=11 2 5 1 11-2-5+1=5 5 

N=12 2 6 1 12-2-6+1=5 5 

N=13 2 6 1 13-2-6+1=6 6 

…
 

…
 

…
 

…
 

…
  

N 2 �
𝑁𝑁
𝐾𝐾
� 1 N-2-�𝑁𝑁

𝐾𝐾
�+1 

 

表 7-2  互不整除表(K=2)與組合數量歸納表 
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(3)從表 7-2 可知，V 的總數與𝑎𝑎(𝑛𝑛,2)相同，𝑎𝑎(𝑛𝑛,2) = N − 2 − �𝑁𝑁
𝐾𝐾
�+ 1。 

2.K=3 時 

(1)列出 K=3 的互不整除表與組合數量的分析。 

1~N 

組合數開頭(K) 

1~2 
1~3 

1~4 1~5 1~6 1~7 1~8 1~9 1~10 1~11 1~12 1~13 

3   V V  V V  V V  V 

             

1~N 

組合數開頭(K) 
1~2 1~3 1~4 1~5 1~6 1~7 1~8 1~9 1~10 1~11 1~12 1~13 

3 0 0  1 2 2 3 4 4 5 6 6 7 

圖 7-2  互不整除表(K=3)與組合個數(P=2)分析圖 

(2)由圖 7-２可知，當組合個數(P)為 2，且組合數開頭數(K=3)固定，無論 N 為何數，黑

色區域皆為 2(1~1、1~2 及 1~3 的格子)，扣除 1~1、1~2 及 1~3 後，其餘空格的位置

皆為 K 的倍數，其關係歸納如下。 

 

K=3 時 

黑色區域數 

(A) 

K~N 中 K 的倍數總數 

(B) 
A 與 B 重疊數(1~2 的格子) 

( C) 

V 的總數 

(N-A-B+C) 
𝑎𝑎(𝑛𝑛,3) 

N=3 3 1 1 3-3-1+1=1 0 

N=4 3 1 1 4-3-1+1=1 1 

N=5 3 1 1 5-3-1+1=2 2 

N=6 3 2 1 6-3-2+1=2 2 

N=7 3 2 1 7-3-2+1=3 3 

N=8 3 2 1 8-3-2+1=4 4 

N=9 3 3 1 9-3-3+1=4 4 

N=10 3 3 1 10-3-3+1=5 5 

N=11 3 3 1 11-3-3+1=6 6 

N=12 3 4 1 12-3-4+1=6 6 

N=13 3 4 1 13-3-4+1=7 7 

…
 

…
 

…
 

…
 

…
  

N 3 �
𝑁𝑁
𝐾𝐾
� 1 N-3-�𝑁𝑁

𝐾𝐾
�+1 

 

表 7-3  互不整除表(K=3)與組合數量歸納表 
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(3)從表 7-3 可知，V 的總數與𝑎𝑎(𝑛𝑛,3)相同，𝑎𝑎(𝑛𝑛,3) = N − 3 − �𝑁𝑁
𝐾𝐾
�+ 1 

3.K=4 時 

(1)列出 K=4 的互不整除表與組合數量的分析。 

1~N 

組合數開頭(K) 

1~2 1~3 1~4 1~5 1~6 1~7 1~8 1~9 1~10 1~11 1~12 1~13 

4    V V V  V V V  V 

             

1~N 

組合數開頭(K) 
1~2 1~3 1~4 1~5 1~6 1~7 1~8 1~9 1~10 1~11 1~12 1~13 

4 0 0  0 1 2 3 3 4 5 6 6 7 

圖 7-3  互不整除表(K=4)與組合個數(P=2)分析圖 

(2)由圖 7-3 可知，當組合個數(P)為 2，且組合數開頭數(K=4)固定，無論 N 為何數，黑

色區域皆為 2(1~1、1~2、1~3 及 1~4 的格子)，扣除 1~1、1~2、1~3 及 1~4 後，其餘

空格的位置皆為 K 的倍數，其關係歸納如下。 

 

K=4 時 

黑色區域數 

(A) 

K~N 中 K 的倍數總數 

(B) 
A 與 B 重疊數(1~2 的格子) 

( C) 

V 的總數 

(N-A-B+C) 
𝑎𝑎(𝑛𝑛,4) 

N=4 4 1 1 4-4-1+1=0 0 

N=5 4 1 1 5-4-1+1=1 1 

N=6 4 1 1 6-4-1+1=2 2 

N=7 4 1 1 7-4-1+1=3 3 

N=8 4 2 1 8-4-2+1=3 3 

N=9 4 2 1 9-4-2+1=4 4 

N=10 4 2 1 10-4-2+1=5 5 

N=11 4 2 1 11-4-2+1=6 6 

N=12 4 3 1 12-4-3+1=6 6 

N=13 4 3 1 13-4-3+1=7 7 

…
 

…
 

…
 

…
 

…
  

N 4 �
𝑁𝑁
𝐾𝐾
� 1 N-4-�𝑁𝑁

𝐾𝐾
�+1 

 

表 7-4  互不整除表(K=4)與組合數量歸納表 
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(3)從表 7-4 可知，V 的總數與𝑎𝑎(𝑛𝑛,4)相同，𝑎𝑎(𝑛𝑛,4) = N − 4 − �𝑁𝑁
𝐾𝐾
�+ 1 

4.由表 7-2、表 7-3及表 7-4可歸納出，表 7-1中，每一列V的數量為𝑎𝑎(𝑛𝑛,𝑘𝑘) = 𝑁𝑁 − 𝐾𝐾 − �𝑁𝑁
𝐾𝐾
�+

1。 

(三) 「互不整除表」的使用方式—快速判斷組合內容是否符合互不整除。 

1.操作方式：將給定的組合內容內的元素，畫記在互不整除表上。再觀察畫記部份交

叉的地方是否有Ｖ。如果每交叉的地方都有Ｖ，代表該組合符合互不整除的規則。反

之，亦然。 

2.範例一：不符合互不整除的規則，組合 1(2,3,4,5,6)。 

(1) 在互不整除表兩側，將組合 1 內的組合元素分別畫線如圖 7-4。 

(2) 發現組合數開頭(K=2)與 1~4、1~6 及組合數開頭(K=3)與 1~6 的交叉部份沒有 V

記號（紅色框框處），代表組合 1(2,3,4,5,6)並不符合互不整除的規則。 

(3) 知道是造成互不整除的原因是 2 與 4、2 與 6 及 3 與 6 這些因素造成的。 

1~N 

組合數開頭(K) 
1~2 1~3 1~4 1~5 1~6 1~7 1~8 1~9 1~10 1~11 1~12 1~13 

2  V  V  V  V  V  V 

3   V V  V V  V V  V 

4    V V V  V V V  V 

5     V V V V  V V V 

6      V V V V V  V 

7       V V V V V V 

8        V V V V V 

9         V V V V 

10          V V V 

圖 7-4  組合 1 (2,3,4,5,6)交叉圖 
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3.範例二：符合互不整除的規則，組合 2(3,5,7,8) 

(1) 在互不整除表兩側，將組合 2 內的組合元素分別畫線如圖 7-5。 

(2) 發現畫線部份，每一個交叉的地方都有Ｖ存在。 

(3) 確認組合 2 符合互不整除的規則。 

1~N 

 

1~2 1~3 1~4 1~5 1~6 1~7 1~8 1~9 1~10 1~11 1~12 1~13 
2  V  V  V  V  V  V 
3   V V  V V  V V  V 
4    V V V  V V V  V 
5     V V V V  V V V 
6      V V V V V  V 
7       V V V V V V 
8        V V V V V 
9         V V V V 
10          V V V 

圖 7-5  組合 2(3,5,7,8)交叉圖 

 

陸、研究結果 

一、找出 1~N 中，互不整除之下，最少組合個數及最多組合個數與 N 的關係。 

(一) 無論 N 為何數，最少組合個數為 2 個。 

(二) 無論 N 為何數，最多組合個數為�Ｎ＋１

２
�個。 

二、找出 1~N 中，互不整除之下，快速找出符合最少組合內容及最多組合內容的方法。 

(一) 無論 N 為何數，1~N 中，互不整除之下，最少組合內容為(N-1,N)且至少有(2,3)。 

(二) 無論 N 為何數，1~N 中，互不整除之下，最多組合內容至少有 N 往回推�Ｎ＋１

２
�個的

內容。 

三、找出 1~N 中，互不整除之下，組合個數為 2 時，組合數量的規律。 

(一) 組合個數為 2 時，N 的組合數量（a𝑁𝑁），a𝑁𝑁=a𝑁𝑁−1 + 𝑁𝑁 − 𝐹𝐹𝑁𝑁。 

四、找出 1~N 中，互不整除之下，N 為質數時，組合數量的規律。 

(一) 當 N 是質數時，組合個數(P)的組合數量（a(𝑁𝑁,𝑃𝑃)），a(𝑁𝑁,𝑃𝑃)=a(𝑁𝑁−1,𝑃𝑃−1) + a(𝑁𝑁−1,𝑃𝑃) 

五、找出 1~N 中，互不整除之下，組合個數為 2 時，組合數的開頭數(K)是 N 的因數的特性。 

(一) 當 N 為 K 的倍數時，組合數量會延續下去。 
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六、找出 1~N 中，互不整除之下，組合內容內中連續數的規律。 

(一) 1~N 的組合個數有 P 個時，連續數有 N-2(P-1)個。 

(二) 1~N 的組合個數有 P 個時，最小的連續數組合內容為(P,P+1…,2P-1)。 

(三) 1~N 的組合個數有 P 個時，最大的連續數組合內容為(N-P+1…,N-1,N)。 

七、設計「互不整除表」，來找出組合數內容、數量及是否符合互不整除的規則。 

(一) 「互不整除表」的使用方式—找出組合個數為 2 時，1~N 的組合數量。 

1. 當組合個數(P)為 2，且組合數開頭數(K)固定，1~N 的組合數量等於 V 數量。 

2. 每一列 V 的數量為𝑎𝑎(𝑛𝑛,𝑘𝑘) = 𝑁𝑁 − 𝐾𝐾 − �𝑁𝑁
𝐾𝐾
� + 1。 

(二) 「互不整除表」的使用方式—快速判斷組合內容是否符合互不整除。 

1. 透過給定的組合內容，將其數字在互不整除表中進行畫線，如果交叉的地方都有

Ｖ，則該組合即符合互不整除的規則。 

 

 

柒、未來研究方向 

本研究目前己探討出，N 與最小組合內容及最大組合內容的關係，並可以快速找出其中

之一解。並透過設計的互不整除表可以快速判斷給定之組合是否為互不整除的關係。 

但互不整除表的設計及研究 N 的組合數量（a𝑁𝑁），a𝑁𝑁=a𝑁𝑁−1 + 𝑁𝑁 − 𝐹𝐹𝑁𝑁都僅限於組合個數

為 2 的情形之下，未來可以再深入研究，當組合個數為 3、4…之下，是否有一個更全面性的

關係存在。 
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【評語】080405  

本作品來自於科學研習月刊的一個「互不整除」數學問題，引

發作者探討 1~N的整數中，形成互不整除的組合內容與個數以及

嘗試找出一些規律，從 n=3的情形開始條列式的列出所有可能情

形，再從數字中歸納可能的結論並試圖予以證明，整個思路過程完

整，然而研究結果侷限於「互不整除表」，應可思考如何增加「互

不整除表」的實用性，以豐富研究成果。 
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”因數”小子之不能”除”的秘密

國小組 數學科
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本研究主要在找出1~N中，互不整除的組合個數在2到
𝑁

2
（

𝑁+1

2
）之間，而且一定

有互不整除的最少組合個數為2，其內容可為(N-1,N)：最多組合個數為
𝑁+1

2
，其內

容可為N往回推
𝑁+1

2
個。

當N為質數，組合個數(P)為2，我們找出1~N互不整除組合數總數量為a(𝑁,2)，其

a(𝑁,2)=a(𝑁−1,2) + 𝑁 − 𝐹𝑁（𝐹𝑁是N的因素個數)。若組合個數為P時， 1~N互不整除組合

數總數量為a(𝑁,𝑃)，其a(𝑁,𝑃)=a 𝑁−1,𝑃−1 + a(𝑁−1,𝑃)。

我們創造了「互不整除表」，透過螢光筆劃線即可來快速判斷該組合是否為互不

整除。也能快速找出組合個數為2時，1~N的組合數會有𝑎(𝑁,2,𝐾) = 𝑁 − 𝐾 −
𝑁

𝐾
+ 1。

摘要

研究動機

名詞定義  1~N：指從1到N的連續自然數且N最少為3。
 互不整除：在1~N中，任意兩數彼此間互相不能整除。
 高斯符號：為方括號[  ] ，[x]表示不大於（等於或小於）x的最大整數。
 組合數、組合內容及組合個數
組合數指符合同條件下，不同順序所形成之組合。。
組合內容為組合數內的元素，如組合(2,3,5)的組合內容為2、3、5。
組合個數為組合數內的元素個數，如組合(2,3,5)的組合個數為3個。

 𝑎𝑁、𝑎(𝑁,𝑃)、𝑎(𝑁,2,𝐾)、FN
𝑎𝑁指1~N中，互不整除下， 1~N的組合數總數量。
𝑎(𝑁,𝑃)指1~N中，互不整除下，組合個數有P個時，1~N的組合數總數量。

𝑎(𝑁,2,𝐾)指1~N中，互不整除下，在組合個數有2個時，組合開頭數為K， 1~N的組

合數總數量。
FN指N的因數個數。

國立臺灣科學教育館，「森棚教官的數學題」：互不整除
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研究目的 一.找出1~N中，互不整除之下，最少組合個數及最多組合個數與N的關係。
二.找出1~N中，互不整除之下，快速找出符合最少組合內容及最多組合內容的方法。
三.找出1~N中，互不整除之下，組合個數(P)為2時的特性。
四.找出1~N中，互不整除之下，N為質數時的特性。
五.找出1~N中，互不整除之下，組合數的開頭數(K)是N的因數時的特性。
六.找出1~N中，互不整除之下，組合內容內的數字之間的特性。
七.設計「互不整除表」，來找出組合數內容、數量及是否符合互不整除的規則。

研究一:找出1~N中，互不整除之下，最少組合個數及最多組合個數與N的關係。

研究結果

1.無論N為何數，最少組合個數為2個。 2.無論N為何數，最多組合個數為
𝑁+1

2
個。

組合個數
1~N

組合個數
2個 3個 4個 5個

1~3 V
1~4 V
1~5 V V
1~6 V V
1~7 V V V
1~8 V V V
1~9 V V V V

1~3至1-9組合個數分析表

3

性質： 從1~N，任選
𝑁+1

2
+ 1個數，則一定可找到二個數，

其中一個數一定被另一個數整除。

舉例說明如下：
1,2,3,4,5,6,7,8,9 ， 取 𝐴1 = 1,2,4,8 、 𝐴2 = 3,6 、

𝐴3 = 5 、𝐴4 = 7 、𝐴5 = 9 從𝐴1、𝐴2、𝐴3、𝐴4、𝐴5中取6

個數出來(
9+1

2
+ 1 = 6)，一定有2個數落在同一個集合中，

因此兩個數為倍數關係。

𝐴1
５

𝐴2
６
３

𝐴3
７

𝐴4
８
４
２
１

𝐴5
９

研究過程



研究二:找出1~N中，互不整除之下，快速找出符合最少組合內容及最多組合內容的方法。

組合個數

最少組合內容 最多組合內容

1~3 (2,3) (2,3)

1~4 (2,3)(3,4) (2,3)(3,4)

1~5 (2,3)(2,5)(3,4)(3,5)(4,5) (2,3,5)(3,4,5)

1~6
(2,3)(2,5)(3,4)(3,5)(4,5)
(4,6)(5,6)

(2,3,5)(3,4,5)
(4,5,6)

1~7
(2,3)(2,5)(2,7)(3,4)(3,5)
(3,7)(4,5)(4,6)(4,7)(5,6)
(5,7)(6,7)

(2,3,5,7)(3,4,5,7)
(4,5,6,7)

1~8

(2,3)(2,5)(2,7)(3,4)(3,5)
(3,7)(3,8)(4,5)(4,6)(4,7)
(5,6)(5,7)(5,8)(6,7)(6,8)
(7,8)

(2,3,5,7)(3,4,5,7)
(3,5,7,8)(4,5,6,7)
(5,6,7,8)

1~9

(2,3)(2,5)(2,7)(2,9)(3,4)
(3,5)(3,7)(3,8)(4,5)(4,6)
(4,7)(4,9)(5,6)(5,7)(5,8)
(5,9)(6,7)(6,8)(6,9)(7,8)
(7,9)(8,9)

(4,5,6,7,9)
(5,6,7,8,9)

1~10

(2,3)(2,5)(2,7)(2,9)(3,4)
(3,5)(3,7)(3,8)(3,10)(4,5)
(4,6)(4,7)(4,9)(4,10)(5,6)
(5,7)(5,8)(5,9)(6,7)(6,8)
(6,9)(6,10)(7,8)(7,9)
(7,10)(8,9)(8,10)(9,10)

(4,5,6,7,9)
(4,6,7,9,10)
(5,6,7,8,9)
(6,7,8,9,10)

表 2-1 1~3至1~10最少、最多組合內容分析表

由3往回推2個

由4往回推2個

由10往回推5個

由6往回推3個

由7往回推4個

由8往回推4個

由9往回推5個

由5往回推3個

1.無論N為何數，1~N中，互不整除之下，最少組合內容可為(N-1,N)且至少有(2,3) 。

2.無論N為何數，1~N中，互不整除之下，最多組合內容至少有N往回推
𝑁+1

2
個的內容。

1-N
最少組合內
容之一解

最多組合內容之
一解

1~3 (2,3) (2,3)

1~4 (2,3)(3,4) (3,4)

1~5 (2,3)(4,5) (3,4,5)

1~6 (2,3)(5,6) (4,5,6)

1~7 (2,3)(6,7) (4,5,6,7)

1~8 (2,3)(7,8) (5,6,7,8)

1~9 (2,3)(8,9) (5,6,7,8,9)

1~10 (2,3)(9,10) (6,7,8,9,10)

1~11 (2,3)(10,11) (6,7,8,9,10,11)

1~12 (2,3)(11,12) (7.8.9.10.11.12)

表2-2   
1~3至1~12最少、最多組合內容分析表

4
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研究三:找出1~N中，互不整除之下，組合個數(P)為2時的特性。

1~N 1~3 1~4 1~5 1~6 1~7 1~8 1~9 1~10

組合
數量

1 2 5 7 12 16 22 28

組合
內容

(組合個
數=2)

(2,3) (2,3)

(3,4)

(2,3)
(2,5)

(3,4)
(3,5)

(4,5)

(2,3)
(2,5)

(3,4)
(3,5)

(4,5)
(4,6)

(5,6)

(2,3)
(2,5)
(2,7)

(3,4)
(3,5)
(3,7)

(4,5)
(4,6)
(4,7)

(5,6)
(5,7)

(6,7)

(2,3)
(2,5)
(2,7)

(3,4)
(3,5)
(3,7)
(3,8)

(4,5)
(4,6)
(4,7)

(5,6)
(5,7)
(5,8)

(6,7)
(6,8)

(7,8)

(2,3)
(2,5)
(2,7)
(2,9)
(3,4)
(3,5)
(3,7)
(3,8)

(4,5)
(4,6)
(4,7)
(4,9)

(5,6)
(5,7)
(5,8)
(5,9)
(6,7)
(6,8)
(6,9)

(7,8)
(7,9)

(8,9)

(2,3)
(2,5)
(2,7)
(2,9)
(3,4)
(3,5)
(3,7)
(3,8)
(3,10)
(4,5)
(4,6)
(4,7)
(4,9)
(4,10)
(5,6)
(5,7)
(5,8)
(5,9)
(6,7)
(6,8)
(6,9)
(6,10)
(7,8)
(7,9)
(7,10)
(8,9)
(8,10)
(9,10)

表 3-1 1~3至1~10組合個數2個的組合數量分析表

組合個數為2時，1~N的組合數總數量（a(𝑁,2)），a(𝑁,2)=a(𝑁−1,2) + 𝑁 − 𝐹𝑁。

1~N 1~8 1~9 1~10 1~11 1~12 1~13

N 8 9 10 11 12 13

FN 4 3 4 2 6 2

組合數量
（aN）

16 22 28 37 43 54

表3-3  1~8到1~13組合個數2個的組合數量分析表

1~N 1~3 1~4 1~5 1~6 1~7 1~8 1~9 1~10
增加的
數字

2 3
2,3
4

4,5
2,3,4
5,6

3,5
6,7

2,4,5
6,7,8

3,4,6
7,8,9

表 3-2 1~3至1~10，N與增加的數字對照表

列出1~3至1~10，組合個數2個的組合內容。

 探討N與各項增加數字的關係
1.由表3-1，可以發現增加的數量有一定的規
則。

2.由表3-2，可以發現增加的數字與N互不整除。

 列出1~8到1~13的組合來驗證
1.透過表3-3可以驗證出來，組合個數為2時，
1~N的組合數總數量(a𝑁)，a𝑁=a𝑁−1 + 𝑁 − 𝐹𝑁。
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研究四:找出1~N中，互不整除之下，N為質數時的特性。

 列出1~3到1~13的組合個數的資料

 證明 若N為質數，則a(𝑁,𝑃)=a 𝑁−1,𝑃−1 + a(𝑁−1,𝑃)
說明：設1 ≤ 𝑛1 ≤ 𝑛2 ≤ ⋯ ≤ 𝑛𝑝 ≤ N

1.若 𝑛1; 𝑛2; … ; 𝑛𝑝 為互不整除，且𝑛𝑝 = N

因為N為質數，則 𝑛1; 𝑛2; … ; 𝑛𝑝−1 為互不整除

2.若 𝑛1; 𝑛2; … ; 𝑛𝑝−1 為互不整除，且𝑛𝑝−1 ≤= N− 1

因為N為質數，則 𝑛1; 𝑛2; … ; 𝑛𝑝−1 ; 𝑁 為互不整除

3.由(1)(2)可知，當N為質數時，
a(𝑁,𝑃)=a 𝑁−1,𝑃−1 + a(𝑁−1,𝑃)成立。

 舉例說明
1.在1~11中， 2; 3; 5; 7; 9; 11 為互不
整除，因為11是質數，去除11之後，
則 2; 3; 5; 7; 9 仍維持互不整除的關
係，則 2; 3; 5; 7; 9 所形成的組合內
容(例如:(2,3))，再增加一個數11，
也必形成另一組組合內容(例
如:(2,3,11))。則a(11,3)的組合數量

必包含a(10,2)的組合數量。

2.在1~9中 ， 2; 3; 5; 7; 9 為互不整除，
因為11是質數，增加11之後，則
2; 3; 5; 7; 9; 11 仍維持互不整除的
關係，則 2; 3; 5; 7; 9 所形成的組合
內容(例如:(2,3,5))，再增加一個
數11，仍包含組合內容(2,3,5)，也
就是不含數字11的組合內容仍包含
在內含數字11的組合內容內。則
a(11,3)的組合數量必含a(10,3)的組合

數量。

N是質數時，組合個數(P)的組合數總數量（a(𝑁,𝑃)），a(𝑁,𝑃)=a 𝑁−1,𝑃−1 + a(𝑁−1,𝑃)

1~N
組合個
數(P)

1~3 1~4 1~5 1~6 1~7 1~8 1~9 1~10 1~11 1~12 1~13

2個 1 2 5 7 12 16 22 28 37 43 54
3個 2 3 10 15 26 38 66 80 123
4個 3 5 13 22 60 76 156
5個 2 4 26 35 111
6個 4 6 41
7個 6

1~3到1~13 N與組合個數分析表

6
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研究五:找出1~N中，互不整除之下，組合數的開頭數(K)是N的因數時的特性。

1~N
組合數開頭(K)

1~3 1~4 1~5 1~6 1~7 1~8 1~9 1~10 1~11 1~12 1~13

2 1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6
3 1 2 2 3 4 4 5 6 6 7
4 1 2 3 3 4 5 6 6 7
5 1 2 3 4 4 5 6 7
6 1 2 3 4 5 5 6
7 1 2 3 4 5 6
8 3 4 5
9 2 3 4
10 1 2 3
11 1 2
12 1

1~3至1~13組合數開頭(K)與N數量分析表

1. 當組合開頭k=2時，
𝑎4 = 𝑎3、𝑎6 = 𝑎5、
𝑎8 = 𝑎7、𝑎10 = 𝑎9。

2. 當組合開頭k=3時，
𝑎6 = 𝑎5、𝑎9 = 𝑎8。

3. 當組合開頭k=4時，
𝑎8 = 𝑎7。

4. 當組合開頭k=5時，
𝑎10 = 𝑎9。

5. 當N是K的倍數時，組合
數量會延續下去，不會
增加。

當N為K的倍數時，組合數總數量𝑎(𝑁,2,𝐾) = 𝑎(𝑁−1,2,𝐾)。

 證明 若組合個數為2時，N為K的倍數，則
a(𝑁,2,𝐾)=a(𝑁−1,2,𝐾)
說明：設1 ≤ 𝑛1 ≤ 𝑛2 ≤ ⋯ ≤ 𝑛𝑝 ≤ N

若𝑛𝑝 mod k =0，且𝑛𝑝 = N，則𝑛𝑝−1 mod k≠ 0。

令a𝑁−1 = 𝑋，因為N為K的倍數，則(N,K)不為互不
整除的組合，所以a𝑁=a𝑁−1得證。

 舉例說明
在1~9中，組合數開頭4，則 8; 12 為4

的倍數。則 7; 11 必不為 3的倍數。
a7, =3， a11 =6，(8,4)、(12,4)不為互

不整除的組合，所以。 a8, = a7,=3、

a12 = a11=6

7
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研究六:找出1~N中，互不整除之下，組合內容內的數字之間的特性。

 列出1~3至1~10的組合內容中，符合連續數的數量(左圖)、組合內容(右圖)

連續數數量

1~N

組合個數(P)

2個 3個 4個 5個

1~3 1

1~4 2

1~5 3 1

1~6 4 2

1~7 5 3 1

1~8 6 4 2

1~9 7 5 3 1

1~10 8 6 4 2

組合個數為2個，連續數內容為，
(2,3)、(3,4)…(9,10)

組合個數為4個，連續數內容為，
(4,5,6,7)、(5,6,7,8)…(7,8,9,10)

組合個數為3個，連續數內容為，
(3,4,5)、(4,5,6)…(8,9,10)

組合個數為5個，連續數內容為，
(5,6,7,8,9)、(6,7,8,9,10)

1~N的組合個數有P個時，連續數有N-2(P-1)個

組合個數(P)

2個 3個 4個 5個
1~3 (2,3)
1~4 (2,3)(3,4)
1~5 (2,3)(3,4)(4,5) (3,4,5)
1~6 (2,3)(3,4)(4,5)(5,6) (3,4,5)(4,5,6)

1~7
(2,3)(3,4)(4,5)(5,6)
(6,7)

(3,4,5)(4,5,6)(5,6,7) (4,5,6,7)

1~8
(2,3)(3,4)(4,5)(5,6)
(6,7)(7,8)

(3,4,5)(4,5,6)
(5,6,7)(6,7,8)

(4,5,6,7)
(5,6,7,8)

1~9
(2,3)(3,4)(4,5)(5,6)
(6,7)(7,8)(8,9)

(3,4,5)(4,5,6)(5,6,7)
(6,7,8)(7,8,9)

(4,5,6,7)(5,6,7,8)
(6,7,8,9)

(5,6,7,8,9)

1~10
(2,3)(3,4)(4,5)(5,6)
(6,7)(7,8)(8,9)(9,10)

(3,4,5)(4,5,6)(5,6,7)
(6,7,8)(7,8,9)(8,9,10)

(4,5,6,7)(5,6,7,8)
(6,7,8,9)(7,8,9,10)

(5,6,7,8,9)
(6,7,8,9,10)

組合個數為2個，連續數內容為，
(2,3)、(3,4)…(9,10)

組合個數為4個，連續數內容為，
(4,5,6,7)、(5,6,7,8)…(7,8,9,10)

組合個數為3個，連續數內容為，
(3,4,5)、(4,5,6)…(8,9,10)

組合個數為5個，連續數內容為，
(5,6,7,8,9)、(6,7,8,9,10)

•無論N為多少，最小的連續數為P開頭的數，組合內容為(P,P+1…,2P-1)
•無論N為多少，最大的連續數為Ｎ結尾的數，組合內容為(N-P+1…,N-1,N)

1.1~N的組合個數有P個時，連續數有N-2(P-1)個。
2.1~N的組合個數有P個時，最小的連續數組合內容為(P,P+1…,2P-1)。
3.1~N的組合個數有P個時，最大的連續數組合內容為(N-P+1…,N-1,N)。 8
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研究七:設計「互不整除表」，來找出組合數內容、數量及是否符合互不整除的規則。

 利用N與組合數開頭(K)的互不整除的概念
設計「互不整除表」

1.表7-1中，Ｖ(𝑁,2,𝐾)指在1~N中，組合開頭數

(K)時的狀況，當N不為K的倍數時，Ｖ(𝑁,2,𝐾)

為V；當N為K的倍數時，Ｖ(𝑁,2,𝐾)為０(或無)。

2.「互不整除表」的限制為組合個數為2時使
用，亦即每一個格子中，如有組合內容必為
(K,N)。

1~N

組合數開

頭(K)

1~2 1~3 1~4 1~5 1~6 1~7 1~8 1~9 1~10 1~11 1~12 1~13

2 V V V V V V

3 V V V V V V V

4 V V V V V V V

5 V V V V V V V

6 V V V V V V

7 V V V V V V

8 V V V V V

9 V V V V

10 V V V

表7-1  互不整除表

 「互不整除表」的使用方式—找出組合個數為2時，1~N的組合數量
1~N

組合數

開頭

(K)

1~2 1~3 1~4 1~5 1~6 1~7 1~8 1~9 1~10 1~11 1~12 1~13

2 V V V V V V

1~N

組合數

開頭

(K)

1~2 1~3 1~4 1~5 1~6 1~7 1~8 1~9 1~10 1~11 1~12 1~13

2 0 1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6

圖7-1  互質表(K=2)與組合個數(P=2)分析圖

K=2時

黑色區域
數
(A)

K~N中K的
倍數總數

(B)

A與B重疊
數(1~2的
格子)
( C)

V的總數
(N-A-B+C)

a(𝑁,2,K)

N=2 2 1 1 2-2-1+1=0 0
N=3 2 1 1 3-2-1+1=1 1
N=4 2 2 1 4-2-2+1=1 1
N=5 2 2 1 5-2-2+1=2 2
N=6 2 3 1 6-2-3+1=2 2
N=7 2 3 1 7-2-3+1=3 3
N=8 2 4 1 8-2-4+1=3 3
N=9 2 4 1 9-2-4+1=4 4
N=10 2 5 1 10-2-5+1=4 4
N=11 2 5 1 11-2-5+1=5 5
N=12 2 6 1 12-2-6+1=5 5
N=13 2 6 1 13-2-6+1=6 6… … … … …

N 2
N

K
1 N-2-

N

K
+1

表7-2  互不整除表(K=2)與組合數量歸納表
V的總數與𝑎(𝑁,2,𝐾)相同，𝑎(𝑁,2,𝐾) = N− K −

𝑁

𝐾
+ 1。
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1~N
組合數開頭
(K)

1~2 1~3 1~4 1~5 1~6 1~7 1~8 1~9 1~10 1~11 1~12 1~13

2 V V V V V V

3 V V V V V V V

4 V V V V V V V

5 V V V V V V V

6 V V V V V V

7 V V V V V V

8 V V V V V

9 V V V V

10 V V V

圖7-5  組合1 (3,5,7,8)交叉圖

1~N
組合數開頭
(K)

1~2 1~3 1~4 1~5 1~6 1~7 1~8 1~9 1~10 1~11 1~12 1~13

2 V V V V V V

3 V V V V V V V

4 V V V V V V V

5 V V V V V V V

6 V V V V V V

7 V V V V V V

8 V V V V V

9 V V V V

10 V V V

圖7-4  組合1 (2,3,4,5,6)交叉圖

 範例二:符合互不整除的規則，組合
2(3,5,7,8)

1.在互不整除表兩側，將組合2內的組合
元素分別畫線如圖7-5。

2.發現畫線部份，每一個交叉的地方都
有Ｖ存在。

 範例一：不符合互不整除的規則，組
合1(2,3,4,5,6)。

1.在互不整除表兩側，將組合1內的組合
元素分別畫線如圖7-4。

2.發現組合數開頭(K=2)與1~4、1~6及組
合數開頭(K=3)與1~6的交叉部份沒有V
記號（紅色框框處），代表組合
1(2,3,4,5,6)並不符合互不整除的規
則。

 互不整除表的使用方式—快速判斷組合內容是否符合互不整除。
 操作方式：將給定的組合內容內的元素，畫記在互不整除表上。再觀察畫記部份交叉的地

方是否有Ｖ。如果每交叉的地方都有Ｖ，代表該組合符合互不整除的規則。反之，亦然。
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研究一：找出1~N中，互不整除之下，最少組合個數及最多組合個數與N的關係。
1.無論N為何數，最少組合個數為2個。

2.無論N為何數，最多組合個數為
𝑁+1

2
個。

 研究二：找出1~N中，互不整除之下，快速找出符合最少組合內容及最多組合內容
的方法。
1.無論N為何數，1~N中，互不整除之下，最少組合內容為(N-1,N)且至少有(2,3)。

2.無論N為何數，1~N中，互不整除之下，最多組合內容至少有N往回推
𝑁+1

2
個的內

容。

研究三：找出1~N中，互不整除之下，組合個數為2時的特性。
1.組合個數為2時，N的組合數量（a𝑁），a𝑁=a𝑁−1 +𝑁 − 𝐹𝑁。

研究四：找出1~N中，互不整除之下，N為質數時的特性。
1.當N是質數時，組合個數(P)的組合數量（a(𝑁,𝑃)），a(𝑁,𝑃)=a 𝑁−1,𝑃−1 + a(𝑁−1,𝑃)

研究五：找出1~N中，互不整除之下，組合數的開頭數(K)是N的因數時的特性。
1.當N為K的倍數時，組合數量會延續下去(𝑎𝑁 = 𝑎𝑁−1)。

研究六：找出1~N中，互不整除之下，組合內容內的數字之間的特性。
1.1~N的組合個數有P個時，連續數有N-2(P-1)個。
2.1~N的組合個數有P個時，最小的連續數組合內容為(P,P+1…,2P-1)。
3.1~N的組合個數有P個時，最大的連續數組合內容為(N-P+1…,N-1,N)。

研究結果
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參考文獻  游森棚(2018)。互不整除。科學研習。57(10)，57。
 翰林數學學習領域教師手冊（民109）。國小數學第七冊。第五單元 除法。台

北：翰林出版事業股份有限公司。
 翰林數學學習領域教師手冊（民109）。國小數學第九冊。第二單元 因數與公

因數。台北：翰林出版事業股份有限公司。
 翰林數學學習領域教師手冊（民109）。國小數學第九冊。第三單元 倍數與公

倍數。台北：翰林出版事業股份有限公司。
 康軒數學學習領域教師手冊（民109）。國小數學第七冊。第四單元 整數的除

法。台北：康軒文教事業股份有限公司。
 康軒數學學習領域教師手冊（民109）。國小數學第九冊。第二單元 因數與倍

數。台北：康軒文教事業股份有限公司。

研究七：設計互不整除表，來找出組合數內容、數量及是否符合互不整除的規則。
互不整除表的使用方式—找出組合個數為2時，1~N的組合數量。
1.當組合個數(P)為2，且組合數開頭數(K)固定，1~N的組合數量等於V數量。

2.每一列V的數量為𝑎(𝑁,2,𝐾) = 𝑁 − 𝐾 −
𝑁

𝐾
+ 1。

互不整除表的使用方式—快速判斷組合內容是否符合互不整除。
1.透過給定的組合內容，將其數字在互不整除表中進行畫線，如果交叉的地方
都有Ｖ，則該組合即符合互不整除的規則。
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