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摘要 

    我的研究是在𝑚 × 𝑛層的教室座位圖，每位同學只能朝前後左右移動一格的情形下，有

幾種交換座位的方法數探討。我利用圖形分析方式，得出以下四個主要結論：（1）座位圖為

奇數時就無法進行交換座位，某些座位圖為偶數時亦無法進行交換座位。（2）透過樹狀圖分

析發現2 × 𝑛交換座位的方法數為費氏數列的完全平方數。（3）利用木棒擺放的圖形方式來

解釋交換座位的情形，進而推導出交換座位方法數為兩兩互換座位方法數的完全平方數。

（4）找到了2 × 𝑛、3 × 𝑛、4 × 𝑛交換座位方法數的遞迴關係及規律和2 × 2 × 2之立體圖形

的交換座位方法數。 

壹、研究動機 

    老師在數學課時，教到如何利用火車座位圖（圖 1-1）找出自己的座位[1]。我心想下堂

課就要進行本周的交換座位活動（圖 1-2），如果大家都朝自己的前後左右進行交換，那會有

幾種方法呢？ 

  

          圖 1-1：火車走道圖            圖 1-2：教室座位圖 

有了這樣初步想法後，我便開始透過國立科學教育館科展資訊管理系統，在歷屆科展作

品中找到與我研究方向較具有相關性的作品來進行研讀，希望能對研究的方向有更進一步的

了解。很快地我就從第 28 屆的「一種排列的探討」[2]一文中，發現我能利用樹狀圖來找出

交換座位方法數。在拜讀第 30 屆的「奇妙的骨牌世界」[3]一文後，發現其探討骨牌在不同

圖形的排列方式並找出骨牌排列方式之遞迴關係。讓我也想找看看交換座位是否有規律與遞

迴關係隱含其中。 

    最後，我從交換座位與遞迴關係的關鍵字裡，找到了第 49 屆高中組數學科展中「旋乾

轉坤陰陽易位」[4]一文，發現此篇文獻雖然已經探討出2× 𝑛的交換座位之遞迴關係及兩兩
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交換座位方法數。但他們採用的探討方式較為抽象，加上我曾看到「棋迷之謎的探討」[5]

要了解2 × 1牙牌在不同圖形的排列方式而利用西洋棋盤來當作座位，區分出可進行交換座

位之座位圖，及不可進行交換座位之座位圖，然後找出牙牌排列之遞迴關係。因此激發我想

試著用類似的實物操作的方式來進行研究，同時還要探討3 × 𝑛及 4 × 𝑛的交換座位的情形，

並找到遞迴關係。 

貳、研究目的 

一、名詞釋義 

(一) 交換座位 

     本研究所指交換座位方式為每一人自原本座位，朝自己的前後左右其中一格座位進

行交換，不能移動到斜對角處座位，且每人皆必須進行交換座位。 

在上述前提下，本研究所指的交換座位會發生兩種形式，一種是兩兩互換，是指兩個人

互相交換座位，而不與他人交換座位，另一種則是繞圈交換座位，是指形成順時針或逆

時針交換座位。例如： 

1. 圖 2-1 為2× 1的座位圖，而 A 只能和 B 互換，因此本圖只有 1 種交換座位方式。 

2. 圖 2-2 是一個2× 2的座位圖，而 A 有兩個地方可以交換座位，一個是移至 B 的座 

位，另一個則是可以移至 C 的座位。接著由 B、C、D 依此順序進行交換。可得 

2× 2的座位圖有 4 種交換座位方式。 

 

A 

B 
 

A B 

C D 
 

圖 2-1：交換座位說明示意圖 圖 2-2：交換座位說明示意圖 

 

(二) 遞迴關係式[6] 

    數列<𝑎𝑛>第 n項𝑎𝑛與𝑎𝑛−1、𝑎𝑛−2、⋯、𝑎2、𝑎1之關係式。給定前面幾項的值(初始條

件)，能夠藉由關係式推導數列後面的值。  
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二、研究目的 

(一) 計算座位圖為2 × 𝑛、3 × 𝑛、4 × 𝑛時，其交換座位的方法數。 

(二) 找出交換座位問題方法數之規律。 

(三) 建立座位數與交換座位方法數之遞迴關係。 

參、研究設備及器材 

電腦、相機（手機）、筆、紙、木棒（紫色、黃色）、紅綠交錯之格子紙。 

肆、研究過程與架構 

一、研究流程圖 

  

研究五：找出2 × 𝑛、3 × 𝑛、4 × 𝑛座位圖方法數的規律及遞迴關係

透過圖形的討論研究，發現方法數的規律關係，並進而推導缺格情形及立體圖形

研究四：比對樹狀圖、木棒擺設圖研究結果，證明規則可行

比對研究二的樹狀圖排法與研究三的各種擺設圖排法，證明結果相符

研究三：發展出木棒擺設圖的規則並計算交換座位方法數

找出方格圖配上木棒，呈現出2 × 2、2 × 3、2 × 4交換座位的各種情形

研究二：以樹狀圖排列計算不同座位組合的交換座位方法數

利用樹狀圖發現2 × 1、2 × 2、2 × 3、2 × 4、2 × 5座位圖交換座位方法數為完全平方數

研究一：探討座位數為奇偶數時，是否可進行交換座位

發現奇數個座位時不可以交換座位 發現部分偶數個座位圖不能交換座位

從動機形成作品主題，然後搜索各屆科展文獻，設定研究問題
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二、研究架構圖 

 

 

 

三、符號定義 

𝑏(2,𝑛)：指2 × 𝑛座位圖兩兩互換的方法數。 

𝑐(2,𝑛)：指3 × 𝑛座位圖兩兩互換的方法數。 

𝑑(2,𝑛)：指4 × 𝑛座位圖兩兩互換的方法數。 

𝐵(2,𝑛)：指2 × 𝑛座位圖的交換座位方法數。 

𝐶(3,𝑛)：指3 × 𝑛座位圖的交換座位方法數。 

𝐷(4,𝑛)：指4 × 𝑛座位圖的交換座位方法數。 
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伍、研究結果 

研究一、 討論奇數個與偶數個座位圖是否可進行交換座位 

      經過研究後，我發現「奇數個座位數皆無法進行交換座位」（圖 3-1），因為綠色座位

的學生都必須移動到黃色座位，黃色座位必移動到綠色座位。而有些的偶數個座位數

（圖 3-2），是可以完成交換座位的。 

A B C 

D E F 

G H I 
 

 

A B C 

D E F 

圖 3-1：奇數個座位示意圖 圖 3-2：偶數個座位示意圖 

  因為我雖然確定奇數個座位圖無法交換座位，但也不能肯定每種偶數個座位圖都能

完成交換座位，所以開始進行進行了偶數個座位圖可否交換座位的研究，研究後發現，

並非所有偶數座位圖都能進行交換座位如圖 4-1、圖 4-2。圖 4-1 在交換座位時，我發現

A、C、E、G、H 屬於同類座位（黃色），而 B、D、F 屬於同類座位（綠色），兩類座位

數目並不相等，所以本圖無法完成交換座位。圖 4-2 在交換座位時，因為在紅線區塊內的

綠色 A、B、F 只能移動到黃色的 C、G，或是 K 和 L 只能換到 J，因此圖 4-2 無法完成交

換座位。 
 

A B C  

D E F G 

  H  

 

  A    

  B C D E  

F G H I J K 

    L  

 

圖 4-1：兩類座位數目不相等 

 

       圖 4-2：兩類座位數目相等 

 

 

 

小結 

透過研究一我發現只要是奇數個座位數的情形皆無法進行交換座位，有些偶數個座

位數的情形亦無法交換座位，先確定能進行研究的對象後，我決定先從樹狀圖的探討出

發，進行更進一步的研究。 
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研究二、 用樹狀圖探討𝟐 × 𝒏層圖形交換座位方法數規律關係 

(一)  樹狀圖討論 

1. 𝟐 × 𝟏層的交換座位方法數 

    圖 5-1 是一個2 × 1座位的圖形。由右圖可知，此圖只有 A、B 兩者，只能夠用兩

兩互換的方式，所以這種座位圖僅有一種交換座位的方式。 

因此我發現𝐵(2,1) = 1。 

 

 

 

2. 𝟐 × 𝟐層的交換座位方法數 

    圖 5-2 是一個2 × 2座位的圖形。根據樹狀圖可知，此圖有 A、B、C、D 者，因為

不能坐在原本的座位，所以 A 初始有兩種選擇，接著再由 B 選擇移動。最後我發現此

圖有四種交換座位之方式。因此我發現𝐵(2,2) = 4。 

 

 

 

 

 

 

 

3. 𝟐 × 𝟑層的交換座位方法數 

    圖 5-3 是一個2 × 3座位的圖形。根據圖表可知，此圖有 A、B、C、D、E、F 者可

以交換座位。先把 A 移到原本的 B 或 C 座位，接著再移動 B，以此類推。最後在進行

數次交換座位後，我發現這種座位圖表僅有九種交換座位之方式。因此我發現

 𝐵(2,3)=9。 

圖 5-2：2 × 2層交換座位情形樹狀圖 

圖 5-1：2 × 1層交換座位情形樹狀圖 
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4. 𝟐 × 𝟒層的交換座位方法數 

    圖 5-4 是一個2 × 4的座位圖形。根據圖表可知，此圖有 A、B、C、D、E、F、

G、H 者，先將 A 移到原本的 B 或 C 座位，接著再移動 B，以此類推。最後，我發現

此圖有 25 種交換座位方式，因此𝐵(2,4)=25。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
圖 5-4：2 × 4層交換座位情形樹狀圖 

圖 5-3：2 × 3層交換座位情形樹狀圖 
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5. 𝟐 × 𝟓層的交換座位方法數  

     圖 5-5 是一個 2×5 的座位圖形。根據圖表可知，此圖有 A、B、C、D、E、F、

G、H、I、J 者。先將 A 移到原本的 B 或 C 座位，並且依序移動，最後我發現此圖有

64 種交換座位方式。因此我發現𝐵(2,5) = 𝐵(2,4) + 3𝐵(2,3) + 2𝐵(2,2) + 4 =64。 

 

 

 

(二)   𝟐 × 𝒏層圖形交換座位方法數規律探討 

透過樹狀圖找到以下各圖形的交換座位方法數： 

𝐵(2,1) =1→指2 × 1圖交換座位方法數有 1 種換法 

𝐵(2,2) =4→指2 × 2圖交換座位方法數有 4 種換法 

𝐵(2,3) =9→指2 × 3圖交換座位方法數有 9 種換法 

𝐵(2,4) =25→指2 × 4圖交換座位方法數有 25 種換法 

𝐵(2,5) =64→指2 × 5圖交換座位方法數有 64 種換法 

再透過圖形討論所有的2 × 𝑛層交換座位方法數之關係，如圖 6-1 至圖 6-4。  

圖 5-5：2 × 5層交換座位情形樹狀圖 
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小結 

研究二主要是探討在2 × 𝑛層的交換座位的方法數，透過樹狀圖計算了2 × 1、2 × 2、 

2 × 3、2 × 4、2 × 5的情形，分別是1、4、9、25、64種交換座位的方法數。然後分析出 

2 × 𝑛圖形中交換座位的方法數為兩兩互換的方法數之平方數，且交換座位的方法數其 

遞迴關係為：𝐵(2,𝑛) = 2𝐵(2,𝑛−1) + 2𝐵(2,𝑛−2) − 𝐵(2,𝑛−3)。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 6-1 圖 6-2 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 6-3 圖 6-4 
 

 

𝐵(2,𝑛) = 𝐵(2,𝑛−1) + 𝐵(2,𝑛−2) + 2(𝐵(2,𝑛−2) + 𝐵(2,𝑛−3) +∙∙∙∙∙∙ +𝐵(2,1) + 1) 

= 𝐵(2,𝑛−1) + 𝐵(2,𝑛−2) + 𝐵(2,𝑛−3) + 2(𝐵(2,𝑛−3) +∙∙∙ +𝐵(2,1) + 1) + 2𝐵(2,𝑛−2) − 𝐵(2,𝑛−3) 

= 𝐵(2,𝑛−1) + 𝐵(2,𝑛−1) + 2𝐵(2,𝑛−2) − 𝐵(2,𝑛−3) = 2𝐵(2,𝑛−1) + 2𝐵(2,𝑛−2) − 𝐵(2,𝑛−3) 

利用上述得到的遞迴關係，使用數學歸納法證明𝐵(2,𝑛)為完全平方數，證明如下： 

當 n=4 時，已知 𝐵(2,1) = 1
2 ，𝐵(2,2) = 2

2，𝐵(2,3) = 3
2，且√𝐵(2,3) = √𝐵(2,1)+√𝐵(2,2) 

則𝐵(2,4) = 2 × 3
2 + 2 × 22 − 12 = 2 × (2 + 1)2 + 2 × 22 − 12 

= 2 × (22 + 2 × 2 × 1 + 12) + 2 × 22 − 12 

= 4 × 22 + 4 × 2 × 1 + 12 = (2 × 2 + 1)2 = 52 = (√𝐵(2,2) +√𝐵(2,3))
2  成立 

設 n=k時，𝐵(2,𝑘−3) = x
2 ，𝐵(2,𝑘−2) = y

2，𝐵(2,𝑘−1) = (x + y)2  成立 

則𝐵(2,𝑘) = 2(𝑥 + 𝑦)2 + 2𝑦2 − 𝑥2 = 2𝑥2 + 4𝑥𝑦 + 2𝑦2 + 2𝑦2 − 𝑥2 

= 𝑥2 + 4𝑥𝑦 + 4𝑦2 = (𝑥 + 2𝑦)2 = [𝑦 + (𝑥 + 𝑦)]2  為完全平方數成立 

依數學歸納法原理可知，𝑛 ∈ N時，𝐵(2,𝑛)為完全平方數 
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研究三、 發展木棒擺設圖使用方法並計算交換座位方法數 

在利用樹狀圖發現2 × 𝑛層圖形交換座位方法數的規律後，由於3 × 𝑛層的交換座位方

法數極多，若以手繪樹狀圖則易產生人為失誤，如此一來，利用樹狀圖列出每種圖形的

交換座位方法數便耗時費力，因此我想找到其他操作方法來幫助計算。結果從文獻發現

可以透過方格圖來表示座位圖，而我嘗試再加上木棒擺設來呈現座位交換的過程情形。 

 

 

 

 

 

 

 

 

    我一開始先用單色木棒來標示，發現難以區辨方向，最後發展出用雙色木棒來呈現

交換座位的方法，圖 7 為B(2,2)的樹狀圖，我發現樹狀圖的換座位結果類型與我的木棒擺

設圖呈現的結果相符，因此我決定繼續將2 × 3、2 × 4交換方式以木棒擺設圖排列出來。 

    本研究所使用的木棒擺設圖排列規則與判讀方式說明於下，表 1-1 為木棒擺設圖交換

座位方式判讀範例說明： 

  

圖 7： B(2,2)四種方法比對

圖 

1. 當圖形成繞圈時，要判斷是為「順時針」還是「逆時針」時，就是先看該圈的左

上角與其右側一格之間（如表 3-1紅圈處）是為紫色木棒還是黃色木棒，紫色木

棒連接為順時針交換座位，黃色木棒連接為逆時針交換座位。 

2. 黃色木棒代表：朝上方或朝左方交換座位。 

紫色木棒代表：朝下方或朝右方交換座位。 
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表 1-1：木棒擺設圖例說明表 

當座位圖形為2 × 2時，透過木棒擺設圖排出所有交換座位方法數共 4 種，當座位圖

形為2 × 3時，透過木棒擺設圖排出所有交換座位方法數共 9 種，而當座位圖形為2 × 4

時，透過木棒擺設圖排出所有交換座位方法數共 25 種，由於篇幅的限制，僅呈現2 × 2、

2 × 3座位圖的所有木棒擺設圖方法列表如表 3-2、表 3-3，而4 × 𝑛座位圖之木棒擺設圖因

說明書頁面不足，僅列於實驗紀錄。 

(一)  𝟐 × 𝟐層木棒擺設圖交換方式                                                      

當座位圖形為2 × 2時，透過木棒擺設圖排出所有交換座位 

方法數共 4 種，交換座位情形如表 1-2。 

表 1-2：2 × 2木棒擺設圖交換方式 

圖片 圖片探討 圖片 圖片探討 

 

表示 A、C、D、B 採用

順時針繞圈的方式進交

換座位。 
 

表示 A 和 C 互換，

B 和 D 互換。 

 

表示 A 和 B 互換，C 和

D 互換。 

 

表示 A、B、D、C

採用逆時針繞圈的

方式交換座位。 

 

圖
例 

   

判
讀
說
明 

左邊四格為逆時針繞圈交換

座位，因為紅圈處為黃色木

棒連接。然後旁邊兩格進行

兩兩互換。 

紅圈處為是黃色木棒連

接，所以為逆時針交換座

位。 

左邊兩格進行兩兩互

換。然後右邊六格為順

時針交換座位，因為紅

圈處是紫色木棒連接。 

圖 8-1：2 × 2座位圖座位編

號 
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A C E 

B D F 

 

(二)    𝟐 × 𝟑層木棒擺設圖交換方式                                                      

當座位圖形為2 × 3時，透過木棒擺設圖排出所有交換座位 

方法數共 9 種，交換座位情形如表 1-3。 

 

表 1-3：2 × 3木棒擺設圖交換座位方法列表 

圖片 圖片探討 圖片 圖片探討 

 

表示 A 和 B 互

換，C、E、F、D

順時針繞圈。 

 

表示 A、B、D、

C 採用逆時針繞

圈的方式且 E 和

F 互換。 

 

 

表示 A 和 B 互換

且 C、D、F、E 用

逆時針繞圈的方式

交換座位。                                                                                              
  

 

表示 A、C、D、

B 採用順時針繞

圈的方式且 E 和

F 互換。 

 

表示 A、B、D、

F、E、C 用逆時針

繞圈的方式進行交

換座位。 

 

表示 A、C、E、

F、D、 B 用順時

針繞圈的方式進

行交換座位。 

 

表示 A 和 C 互

換，B 和 D 互換，

E 和 F 互換。 
 

表示 A 和 B 互

換，C 和 E 互

換，D 和 F 互

換。 

 

表示 A 和 B 互

換，C 和 D 互換，

E 和 F 互換。 

 

圖 8-2：2 × 3座位圖座位編號 
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研究四、 比對樹狀圖、木棒擺設圖研究結果 

  

    為了確認樹狀圖與木棒擺設圖所列的交換座位情形一致，才可以利用木棒擺設圖進

行後續討論，因此又將2 × 3樹狀圖與木棒擺設圖進行一一比對，發現透過木棒的擺設方

式與樹狀圖的交換方式相符。圖 9 為𝐵(2,3)的樹狀圖，發現此樹狀圖結果與擺設結果相

符。並統整2 × 𝑛座位數於樹狀圖及木棒擺設圖交換座位方法數於表 2-1。 

表 2-1：2 × 𝑛樹狀圖與木棒擺設圖結果對照表 

                     𝒏值 

做法       方法數 
𝒏=1 𝒏=2 𝒏=3 𝒏=4 𝒏=5 

樹狀圖 1 4 9 25 64 

木棒擺設圖 1 4 9 25 64 

    由表 2-1 可知，我可以利用樹狀圖及木棒擺設圖來找出圖形之交換座位方法數。而在

討論上述座位圖交換座位方法數的過程中，利用雙色木棒的擺設，透過不同擺法找出各

種交換座位的方式，結果發現，同一種顏色木棒的擺設方式，其方法數等於兩兩互換座

位的方法數。而藉由兩種顏色木棒的擺設方式，則會等於交換座位的方法數。透過以上

的研究整理出了三個要點對照表，如表 2-2。 

圖 9： 𝐵(2,3)的樹狀圖與木棒擺設圖之比對圖 

小結 

透過研究三證明了研究二之研究結果正確，並且再配合設定出的規則，能更清楚的

呈現較換座位的方法，也能減少錯誤機率及減少計算時間。因此我想先利用木棒擺設圖

和樹狀圖比對，希望能在比對中找到一些幫助推導公式的要點。 
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𝟐 × 𝟑 

 

   

   

表 2-2：2 × 𝑛樹狀圖與木棒擺設圖成果對照表

 成果發現 功用 

1 木棒擺設圖可呈現出交換座位方式 木棒擺設圖可以簡化樹狀圖的情形 

2 樹狀圖和木棒擺設圖可互相比對 有助簡易的探討規律與遞迴關係 

3 木棒擺設圖能呈現出交換座位的方向 清楚呈現交換座位的方式，幫助後續推導 

但因這兩種方式都需要透過的討論才能找到結果，所以想試著找找看交換座位的方

法數有無規律關係。 

 

 

 

 

 

 

研究五、 規律推導及遞迴關係 

(一)   𝟐 × 𝒏層圖形交換座位方法數規律探討  

𝑏(2,𝑛)→指此圖在2 × 𝑛層，兩兩互換時有多少種不同的交換座位方法數 

𝑏(2,1) = 1→指此圖在兩兩互換時只有 1 種換法              

𝑏(2,2) = 2→指此圖在兩兩互換時只有 2 種換法              

𝑏(2,3) = 3→指此圖在兩兩互換時只有 3 種換法              

𝑏(2,4) = 5→指此圖在兩兩互換時只有 5 種換法              

𝑏(2,5) = 8→指此圖在兩兩互換時只有 8 種換法              

  

 

 

 

    

圖 10-1 圖 10-2 圖 10-3 圖 10-4 圖 10-5 圖 10-6 

小結 

研究四找到𝑚 × 𝑛層座位圖均有下列關係 

兩兩互換方法數之平方數 =交換座位的方法數 

    若繼續推導出3 × 𝑛、4 × 𝑛、5 × 𝑛、…𝑚 × 𝑛層座位圖的木棒擺放情形及遞迴關係，

就可找到𝑚 × 𝑛層座位圖兩兩互換的方法數，推導出𝑚× 𝑛層座位圖交換座位的方法數。 

 

𝟐 × 𝟐 

 

  

  

𝟐 × 𝟐 

 

  

  

𝟐 × 𝟑 

 

   

   

𝟐 × 𝟑 

 

   

   

𝟐 × 𝟏 

 

 

 

 



15 

𝟑 × 𝟒 

 

    

   

   

 

現在透過圖形討論2 × 𝑛層兩兩互換時的交換座位方法數 

圖 11-1 圖 11-2 

      透過觀察圖形可知遞迴關係 

    𝑏(2,𝑛) = 𝑏(2,𝑛−2) + 𝑏(2,𝑛−1) (𝑛 ≥ 3時)， 

    𝑏(2,𝑛)數列依序為 1、2、3、5、8、 ∙∙∙∙∙∙ 

    為費氏數列第二項起的數列。 

 

圖 11-3 

(二)   𝟑 × 𝒏層圖形交換座位方法數規律探討 (𝒏為偶數) 

𝑐(3,𝑛)→指此圖在3 × 𝑛層，兩兩互換時有多少種不同的交換座位方法數。 

𝑐(3,2) = 3→指此圖在兩兩互換時只有 3 種換法（同𝑏(2,3) = 3） 

𝑐(3,4) = 11→指此圖在兩兩互換時只有 11 種換法  

𝑐(3,6) = 41→指此圖在兩兩互換時只有 41 種換法 

𝑘(3,𝑛)→指此圖在3 × 𝑛層，第 n行缺少上方兩格或是下方兩格時， 

 兩兩互換有多少種不同的交換座位方法數。 

𝑘(3,2) = 1→指此圖在兩兩互換時只有 1 種換法 

𝑘(3,4) = 4→指此圖在兩兩互換時只有 4 種換法 

𝑘(3,6) = 15→指此圖在兩兩互換時只有 15 種換法 

     

圖 12-1 圖 12-2 圖 12-3 圖 12-4 圖 12-5 

𝑏(2,𝑛−1)       

 

    … …   

    … …   

 

𝟑 × 𝟒 

 

    

   

   

𝑏(2,𝑛)   

 

    … …   

    … …   

 

𝑏(2,𝑛−2)              

 

    … …   

    … …   

 

𝟑 × 𝟐 

 

 

 

  

 

𝟑 × 𝟒 

 

    

   

   

 

𝟑 × 𝟒 
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圖 12-6 圖 12-7 圖 12-8 圖 12-9 圖 12-10 

以上兩排的排法數視為𝑘(3,2)與𝑘(3,4)的不同的圖形排法 

現在透過圖形討論3 × 𝑛層兩兩互換時的交換座位方法數 

圖 13-1 

 

 

 

 

圖 13-2 

 

 

 

 

圖 13-3 

 

 

 

 

圖 13-4 

 

 

 

 

圖 13-5 

 

 

 

 

圖 13-6 

 

 

 

 

圖 13-7 

 

 

 

 

圖 13-8 

𝑐(3,𝑛−2) 

 

    … …    

    … …    

    … …    

𝑐(3,𝑛−2) 

 

    … …    

    … …    

    … …    

𝟑 × 𝟐 

 

  

 

 

𝟑 × 𝟒 

 

   

   

    

𝟑 × 𝟒 

 

   

   

    

𝑐(3,𝑛) 

 

    … …    

    … …    

    … …    

 

𝑐(3,𝑛−2) 

 

    … …    

    … …    

    … …    

    … …    

    … …    

    … …    

         

𝑘(3,𝑛−2)              

𝑘(3,𝑛−2)               

 

    … …    

    … …    

    … …    

    … …    

    … …    

    … …    

         

𝑘(3,𝑛)    

𝑘(3,𝑛)   

 

    … …    

    … …    

    … …    

 

𝟑 × 𝟒 

 

   

   

    

 

𝟑 × 𝟒 
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圖 13-9 

 

 

 

 

圖 13-10 

透過上述的圖形發現兩種遞迴關係 {
 𝑐(3,𝑛) = 3𝑐(3,𝑛−2) + 2𝑘(3,𝑛−2)
𝑘(3,𝑛) =  𝑐(3,𝑛−2)  +  𝑘(3,𝑛−2)

 

經由累加法，發現 𝑘(3,𝑛) =  𝑐(3,𝑛−2) +  𝑐(3,𝑛−4) +∙∙∙ + 𝑐(3,2) + 1 

                        𝑘(3,𝑛)    = 𝑐(3,𝑛−2)  + 𝑘(3,𝑛−2) 

                        𝑘(3,𝑛−2) =  𝑐(3,𝑛−4) + 𝑘(3,𝑛−4) 

                        𝑘(3,𝑛−4) =  𝑐(3,𝑛−6) + 𝑘(3,𝑛−6) 

                            ⁞  =   ⁞    +   ⁞ 

                     +)   𝑘(3,4) =  𝑐(3,2)      +  𝑘(3,2)                                                                                                

           𝑘(3,𝑛)   =  𝑐(3,𝑛−2) +  𝑐(3,𝑛−4) +∙∙∙ + 𝑐(3,2) + 1 

𝑐(𝟑,𝒏) = 3𝑐(3,𝑛−2) + 2𝑘(3,𝑛−2) = 3𝑐(3,𝑛−2) + 2(𝑐(3,𝑛−4) + 𝑐(3,𝑛−6) +∙∙∙∙∙∙ +𝑐(3,2) + 1) 

    = 3𝑐(3,𝑛−2) + (3𝑐(3,𝑛−4) + 2(𝑐(3,𝑛−6) + 𝑐(3,𝑛−8) +∙∙∙∙∙∙ +𝑐(3,2) + 1) − 𝑐(3,𝑛−4) 

      = 3𝑐(3,𝑛−2) + 𝑐(3,𝑛−2) − 𝑐(3,𝑛−4) = 4𝑐(3,𝑛−2) − 𝑐(3,𝑛−4)      (𝑛為偶數且𝑛 ≥ 6時) 

      由 𝑘(3,𝑛) = 𝑐(3,𝑛−2) + 𝑘(3,𝑛−2) 可知 𝑐(3,𝑛−2) =  𝑘(3,𝑛) − 𝑘(3,𝑛−2)代入上式 

      可得  𝑘(3,𝑛) = 5𝑘(3,𝑛−2) − 5𝑘(3,𝑛−4) + 𝑘(3,𝑛−6)      (𝑛為偶數且𝑛 ≥ 8時) 

(三)   𝟒 × 𝒏層圖形交換座位方法數規律探討 

𝑑(4,𝑛)→指此圖在4 × 𝑛層，兩兩互換時有多少種不同的交換座位方法數 

𝑑(4,1) = 1→指此圖在兩兩互換時只有 1 種換法              

𝑑(4,2) = 5→指此圖在兩兩互換時只有 5 種換法（同𝑏(2,4) = 5）          

𝑑(4,3) = 11→指此圖在兩兩互換時只有 11 種換法（同𝑐(3,4) = 11）            

𝑚(4,𝑛)→指此圖在4 × 𝑛層，第 n行缺少中間兩格時， 

       兩兩互換有多少種不同的交換座位方法數 

𝑚(4,2) = 1→指此圖在兩兩互換時只有 1 種換法               

𝑐(3,𝑛−2)             

 

   … …     

   … …     

   … …     

   … …     

   … …     

   … …     

         

𝑘(3,𝑛−2)             
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𝑚(4,3) = 1→指此圖在兩兩互換時只有 1 種換法              

𝑚(4,4) = 6→指此圖在兩兩互換時只有 6 種換法 

𝑛(4,𝑛)→指此圖在4 × 𝑛層，第 n行缺少上方兩格或是下方兩格時， 

       兩兩互換有多少種不同的交換座位方法數 

𝑛(4,2) = 2→指此圖在兩兩互換時只有 1 種換法               

𝑛(4,3) = 7→指此圖在兩兩互換時只有 7 種換法              

𝑛(4,4) = 18→指此圖在兩兩互換時只有 18 種換法 

      

圖 14-1 圖 14-2 圖 14-3 圖 14-4 圖 14-5 圖 14-6 

以上的圖形排法視為𝑑(4,1)與𝑑(4,2)的排法數 

    

圖 15-1 圖 15-2 圖 15-3 圖 15-4 

    

圖 15-5 圖 15-6 圖 15-7 圖 15-8 

以上兩排的圖形排法視為𝑚(4,2)與𝑚(4,3)與𝑚(4,4)的排法數 

𝟒 × 𝟐 

 

  

  

  

  

 

𝟒 × 𝟐 

 

  

  

  

  

 

𝟒 × 𝟏 

 

 

 

 

 

𝟒 × 𝟐 

 

  

  

  

  

 

𝟒 × 𝟐 

 

  

  

  

  

 

𝟒 × 𝟐 

 

  

  

  

  

 

𝟒 × 𝟑 

 

   

  

  

   

 

𝟒 × 𝟒 

 

    

   

   

    

 

𝟒 × 𝟒 

 

    

   

   

    

𝟒 × 𝟒 

 

    

   

   

    

𝟒 × 𝟒 

 

    

   

   

    

 

𝟒 × 𝟒 

 

    

   

   

    

 

𝟒 × 𝟐 

 

  

 

 

  

 

𝟒 × 𝟒 
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圖 16-1 圖 16-2 圖 16-3 圖 16-4 圖 16-5 

     

圖 16-6 圖 16-7 圖 16-8 圖 16-9  

以上兩排的圖形排法視為𝑛(4,2)與𝑛(4,3)的排法數 

現在透過圖形討論4 × 𝑛層兩兩互換時的交換座位方法數 

  

圖 17-1 圖 17-2 

  

圖 17-3 圖 17-4 

𝟒 × 𝟑 

 

  

  

   

   

 

𝟒 × 𝟐 

 

 

 

  

  

 

𝟒 × 𝟐 

 

 

 

  

  

 

𝟒 × 𝟑 

 

  

  

   

   

 

𝟒 × 𝟑 

 

  

  

   

   

 

𝟒 × 𝟑 

 

  

  

   

   

 

𝟒 × 𝟑 

 

  

  

   

   

 

𝟒 × 𝟑 

 

  

  

   

   

 

𝟒 × 𝟑 

 

  

  

   

   

 

𝑑(4,𝑛) 

 

    … …    

    … …    

    … …    

    … …    

 

𝑑(4,𝑛−1)        

 

    … …    

    … …    

    … …    

    … …    

𝑑(4,𝑛−2)        

 

    … …    

    … …    

    … …    

    … …    

𝑑(4,𝑛−2)        

 

    … …    

    … …    

    … …    

    … …    
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𝑚(4,𝑛) 

 

    … …    

    … …    

    … …    

    … …    

 

  

圖 17-5 圖 17-6 

  

圖 17-7 圖 17-8 

  

圖 17-9 圖 17-10 

  

圖 17-11 圖 17-12 

𝑑(4,𝑛−2)             

 

    … …    

    … …    

    … …    

    … …    

𝑑(4,𝑛−2)        

 

    … …    

    … …    

    … …    

    … …    

𝑑(4,𝑛−2)                 

 

    … …    

    … …    

    … …    

    … …    

𝑚(4,𝑛−2)        

 

    … …    

    … …    

    … …    

    … …    

𝑚(4,𝑛−2)              

 

    … …    

    … …    

    … …    

    … …    

    … …    

    … …    

         

         

 

𝑛(4,𝑛−2)               

𝑛(4,𝑛−2)               

 

    … …    

    … …    

    … …    

    … …    
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圖 17-13 圖 17-14 

  

圖 17-15 圖 17-16 

        透過上述的圖形發現三種遞迴關係  

{

𝑑(4,𝑛) = 𝑑(4,𝑛−1) + 4𝑑(4,𝑛−2) +𝑚(4,𝑛−2) + 2𝑛(4,𝑛−2)
𝑚(4,𝑛) = 𝑑(4,𝑛−2) +𝑚(4,𝑛−2)                                              

𝑛(4,𝑛)  = 𝑑(4,𝑛−1)  + 𝑛(4,𝑛−1)                                              

 

        經由移項，發現𝑚(4,𝑛) −𝑚(4,𝑛−2) = 𝑑(4,𝑛−2) 

        經由移項，發現𝑛(4,𝑛) − 𝑛(4,𝑛−2) =  𝑑(4,𝑛−1) + 𝑑(4,𝑛−2) 

                        𝑛(4,𝑛)    = 𝑑(4,𝑛−1) + 𝑛(4,𝑛−1) 

                     +) 𝑛(4,𝑛−1) = 𝑑(4,𝑛−2) + 𝑛(4,𝑛−2) 

                        𝑛(4,𝑛) =  𝑑(4,𝑛−1) +  𝑑(4,𝑛−2) + 𝑛(4,𝑛−2) 

            已知  𝑑(4,𝑛)     = 𝑑(4,𝑛−1) + 4𝑑(4,𝑛−2) +𝑚(4,𝑛−2) + 2𝑛(4,𝑛−2) 

               −) 𝑑(4,𝑛−2) = 𝑑(4,𝑛−3) + 4𝑑(4,𝑛−4) +𝑚(4,𝑛−4) + 2𝑛(4,𝑛−4) 

𝑑(4,𝑛) − 𝑑(4,𝑛−2)   = 𝑑(4,𝑛−1) + 4𝑑(4,𝑛−2) − 𝑑(4,𝑛−3) − 4𝑑(4,𝑛−4) 

+(𝑚(4,𝑛−2) −𝑚(4,𝑛−4)) + 2(𝑛(4,𝑛−2) − 𝑛(4,𝑛−4)) 

= 𝑑(4,𝑛−1) + 4𝑑(4,𝑛−2) − 𝑑(4,𝑛−3) − 4𝑑(4,𝑛−4) 

+𝑑(4,𝑛−4) + 2(𝑑(4,𝑛−3) + 𝑑(4,𝑛−4)) 

= 𝑑(4,𝑛−1) + 4𝑑(4,𝑛−2) + 𝑑(4,𝑛−3) − 𝑑(4,𝑛−4) 

𝑑(4,𝑛−1) 

 

    … …    

    … …    

    … …    

    … …    

    … …    

    … …    

    … …    

    … …    

 

𝑛(4,𝑛) 

 

 

𝑛(4,𝑛)    

 
    … …    

    … …    

    … …    

    … …    

 

𝑛(4,𝑛−1)      

 

    … …    

    … …    

    … …    

    … …    
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𝑑(4,𝑛) − 𝑑(4,𝑛−2) = 𝑑(4,𝑛−1) + 4𝑑(4,𝑛−2) + 𝑑(4,𝑛−3) − 𝑑(4,𝑛−4) 

𝑑(4,𝑛) = 𝑑(4,𝑛−1) + 5𝑑(4,𝑛−2) + 𝑑(4,𝑛−3) − 𝑑(4,𝑛−4)  （𝑛 ≥ 5時） 

         由𝑚(4,𝑛) = 𝑑(4,𝑛−2) +𝑚(4,𝑛−2) 可知 𝑑(4,𝑛−2) = 𝑚(4,𝑛) −𝑚(4,𝑛−2) 代入上式 

         可得  𝑚(4,𝑛) = 𝑚(4,𝑛−1) + 6𝑚(4,𝑛−2) − 7𝑚(4,𝑛−4) +𝑚(4,𝑛−5)  （𝑛 ≥ 6時） 

         由𝑛(4,𝑛) = 𝑑(4,𝑛−1)  + 𝑛(4,𝑛−1) 可知 𝑑(4,𝑛−1) = 𝑛(4,𝑛) − 𝑛(4,𝑛−1) 代入上式 

         可得  𝑛(4,𝑛) = 2𝑛(4,𝑛−1) + 4𝑛(4,𝑛−2) − 4𝑛(4,𝑛−3) − 2𝑛(4,𝑛−4) +  𝑛(4,𝑛−5) （𝑛 ≥ 6時） 

由以上研究結果可知，所使用的研究方法已找出2 × 𝑛、3 × 𝑛、4 × 𝑛，而5 × 𝑛以

後的座位圖的規律探討方式相同，加上教室座位通常是 24 個以下，也就是4 × 6的圖

形，因此在𝑚 × 𝑛的教室座位情形僅討論到4 × 𝑛。 

而在研究後，我發現教室裡可能因各種狀況而有空缺座位的情形，因此讓我不

禁思考，在有缺格的狀況下，交換座位的方法數又有什麼規律？ 

 

(四)  𝟑 × 𝒏層圖形（中間某行恰缺一格）交換座位方法數探討 （𝒏為奇數） 

    因為並非所有的圖形皆恰為𝑚 × 𝑛層圖形，有可能在中間某行發生發生缺格的情

形，但因缺格的各種可能情形很多，故本研究限縮以中間某行恰缺一格的情形來做為

討論對象，其他缺格情形則可以類推適用本研究討論方式。 

  𝑝(3,(𝑥,1,𝑦))→指此圖在3 × (𝑥 + 1 + 𝑦)層，且 x與 y皆為偶數，第(𝑥 + 1)行缺少上

方一格或是下方一格時，兩兩互換有多少種的交換座位方法數。排列情形如圖 18-1 或

圖 18-2。 

 

  

圖 18-1 圖 18-2 

 

 

 

𝑝(3,(𝑥,1,𝑦)) 

 

 … …    … …  

 … …    … …  

 … …    … …  

有 x行 有 y行 

 … …    … …  

 … …    … …  

 … …    … …  

 

𝑝  

有 x行 有 y行 
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𝑝(3,(𝑥,1,𝑦)) 

 

 … …    … …  

 … …    … …  

 … …    … …  

𝑘(3,𝑥) 𝑐(3,𝑦) 

可能的排列情形如圖 18-3 或圖 18-5 
  

圖 18-3 圖 18-4 
 

 

圖 18-5  

所以兩兩互換座位的方法數為：𝑝(3,(𝑥,1,𝑦)) = 𝑐(3,𝑥) ∙ 𝑐(3,𝑦) + 𝑘(3,𝑥) ∙ 𝑐(3,𝑦) + 𝑐(3,𝑥) ∙ 𝑘(3,𝑦) 

 

(五) 𝟒 × 𝒏層圖形（中間某行恰缺兩格）交換座位方法數探討： 

    本研究限縮以中間某行恰缺兩格的情形來做為討論對象，其他缺格情形則可以類

推適用本研究討論方式。 

 

     𝑞(4,(𝑥,1,𝑦))→指此圖在4 × (𝑥 + 1 + 𝑦)層，在第(𝑥 + 1)行缺少上方兩格或是下方兩

格時，兩兩互換有多少種不同的交換座位方法數。排列情形如圖 19-1 或圖 19-2。 

  

圖 19-1 圖 19-2 

 

 

 

 … …    … …  

 … …    … …  

 … …    … …  

         

 

   𝑞  
有 x行 有 y行 

𝑞(4,(𝑥,1,𝑦)) 

 

 … …    … …  

 … …    … …  

 … …    … …  

         

有 x行 有 y行 

𝑝(3,(𝑥,1,𝑦)) 

 

 … …    … …  

 … …    … …  

 … …    … …  

 

𝑐(3,𝑥) 𝑘(3,𝑦) 

𝑝(3,(𝑥,1,𝑦)) 

 

 … …    … …  

 … …    … …  

 … …    … …  

 

𝑐(3,𝑦) 

 

𝑐(3,𝑥) 
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可能的排列情形如圖 19-3 或圖 19-4 或圖 19-5 

  

圖 19-3 圖 19-4 

  

圖 19-5  

 

所以兩兩互換座位的方法數為：𝑞(4,(𝑥,1,𝑦)) = 𝑑(4,𝑥) ∙ 𝑑(4,𝑦) + 𝑛(4,𝑥) ∙ 𝑑(4,𝑦) + 𝑑(4,𝑥) ∙ 𝑛(4,𝑦) 

 

 

 

 

 

 

 

(六) 立體圖形交換座位方法數探討 

   後來我發現並非所有座位皆是平面圖形，也可能會有多層的情形，像是雙層巴士。

因此我就想說木棒擺設方式可否使用於立體圖形，幫助呈現交換座位的方式與方向，

後來我試著做排列，發現亦可以適用。 

    表 3 為立體圖形之木棒擺設圖交換座位方式判讀範例說明，表 4 為木棒擺設圖交

換座位方式判讀範例說明。 

 

𝑞(4,(𝑥,1,𝑦)) 

 

 … …    … …  

 … …    … …  

 … …    … …  

         

𝑑(4,𝑥) 𝑑(4,𝑦) 𝑞(4,(𝑥,1,𝑦)) 

 

 … …    … …  

 … …    … …  

 … …    … …  

         

𝑛(4,𝑥) 𝑑(4,𝑦) 

𝑞(4,(𝑥,1,𝑦)) 

 

 … …    … …  

 … …    … …  

 … …    … …  

         

𝑑(4,𝑥) 𝑛(4,𝑦) 

小結 

我利用減少座位的方式進行排列探討，找到了2 × 𝑛、3 × 𝑛、4 × 𝑛座位，及 3 × 𝑛缺

格、4 × 𝑛缺格座位，各種情形的交換座位方法數之遞迴關係和規律。 
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表 3：立體圖形之木棒擺設圖交換座位方式判讀範例說明 

 

表 4：四個代表性範例判讀說明 

 

交換過程： 

A  D  B  C 

E  H  F  G 
判讀說明： 

A 和 D 互換；B 和 C 互換； 

E 和 H 互換；F 和 G 互換。 

 

交換過程： 

A  B E  F 

D  C H  G 

判讀說明： 

ABCD 逆時針交換座位；EFGH 順時針交換座位。 

 

 

 

1. 當圖形成繞圈時，要判斷是為「順時針」還是「逆時針」時，就是先看該圈的左上角

與其右側一格之間是為紫色木棒還是黃色木棒，紫色木棒連接為順時針交換座位，黃

色木棒連接為逆時針交換座位。 

2. 黃色木棒代表：朝前方或朝上方或朝左方交換座位。 

紫色木棒代表：朝後方或朝下方或朝右方交換座位。 
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 交換過程： 

 A  B  C  G  F  E  H  

D  A 

判讀說明： 

A 往順時針方向朝 B 交換座位，B 再朝 C 交換座位，

接下來 C 換到 G，G 換到 F，F 換到 E，E 換到 H，H

換到 D，最後 D 再回到原本的 A。 

 

交換過程： 

A  D  E  F 

B  C  G  H 

判讀說明： 

EFGH 順時針交換座位， A 和 D 互換，B 和 C 互換。 

 

 

 

 

 

 

圖 20：2 × 2 × 2立體圖形示意圖 {
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
A和 B互換{

C和 G互換{D和 H互換、E和 F互換

C和 D互換 {
E和 F互換、G和 H互換

E和 H互換、F和 G互換

A和 D互換{

B和 F互換{E和 H互換、C和 G互換

B和 C互換 {
E和 H互換、F和 G互換

E和 F互換、G和 H互換

A和 E互換{

B和 C互換{D和 H互換、F和 G互換

B和 F互換 {
C和 D互換、G和 H互換

C和 G互換、D和 H互換

 

小結 

透過以上的立體圖形分析發現我設定的規則對於立體圖形亦然適用。因此我將兩兩

互換的情形列出，列出後我發現2 × 2 × 2的立體圖形的交換座位方法數為 81 種。 

兩兩交換座位方法數為 9 種，平方數是 81。所以此立體圖形的交換座位方法數共有

81 種，並且一樣可以透過我的規則來找出交換座位方法數。 
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陸、討論 

一、透過本研究可以找到計算出交換座位方法數的場所如下： 

    以下所列場所均為𝑚 × 𝑛層圖形，與本研究的對象相符，可應用本研究結果計算座

位交換方法數。 

 

 

圖 21-1：教室座位圖 圖 21-2：衛武營歌劇院座位示意圖[7] 

  

圖 21-3：日本高速巴士座位圖[8] 圖 21-4：高雄大學視聽教室座位圖[9] 

 

  

二、本研究使用之木棒擺設圖亦可用於立體圖形： 

    本研究找到的木棒擺設方法亦可用於立體圖形。例如：2 × 2 × 2的立體圖形只用

一種顏色的木棒擺設方法數為 9 種，所以兩種不同顏色的木棒擺設方法數為 81 種。代

表兩兩互換座位的方法數為 9 種，真正交換座位的方法數為 81 種。對於後續研究

𝑚 × 𝑛 × 𝑘層立體圖形的交換座位方法數問題時，就可以簡化成一種顏色的木棒擺設方

法數。 
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柒、結論 

一、 只要奇數個座位的座位圖皆不能使用此規則交換座位，有些偶數座位圖亦無法。 

二、 發現2 × 𝑛圖形中交換座位的方法數為兩兩互換的方法數之平方數，亦為費氏數列 

   的完全平方數。而其遞迴關係為𝑩(𝟐,𝒏) = 𝟐𝑩(𝟐,𝒏−𝟏) + 𝟐𝑩(𝟐,𝒏−𝟐) − 𝑩(𝟐,𝒏−𝟑) 

三、 如圖 22，找到透過木棒擺放的圖形方式來解釋交換座位的情形。 

 

 

四、 在比對的過程中我發現單一顏色的木棒擺設情形之平方數=兩種顏色的木棒擺設方 

    法數，也就是說兩兩互換方法數之平方數=交換座位的方法數。        

五、 我找到兩兩互換座位方法數的遞迴關係。透過計算出兩兩互換的方法數， 

    即可計算出全部交換座位的方法數，規律如下： 

2 × 𝑛層兩兩互換座位方法數的規律： 

𝑏(2,𝑛) = 𝑏(2,𝑛−2) + 𝑏(2,𝑛−1) （𝑛 ≥ 3時） 

2 × 𝑛層交換座位方法數的規律： 

𝐵(2,𝑛) = 𝑏(2,𝑛) 的平方數  （𝑛 ≥ 3時） 

 

3 × 𝑛層兩兩互換座位方法數的規律： 

𝑐(3,𝑛) = 4𝑐(3,𝑛−2) − 𝑐(3,𝑛−4)  （𝑛為偶數且𝑛 ≥ 6時） 

3 × 𝑛層交換座位方法數的規律： 

𝐶(2,𝑛) = 𝑐(2,𝑛) 的平方數  （𝑛為偶數且𝑛 ≥ 6時） 

3 × 𝑛層兩兩互換座位方法數的規律（有缺格）： 

𝑝(3,(𝑥,1,𝑦)) = 𝑐(3,𝑥) ∙ 𝑐(3,𝑦) + 𝑘(3,𝑥) ∙ 𝑐(3,𝑦) + 𝑐(3,𝑥) ∙ 𝑘(3,𝑦)   （𝑥、𝑦為正偶數） 

 

4 × 𝑛層兩兩互換座位方法數的規律： 

𝑑(4,𝑛) = 𝑑(4,𝑛−1) + 5𝑑(4,𝑛−2) + 𝑑(4,𝑛−3) − 𝑑(4,𝑛−4)   （𝑛 ≥ 5時） 

圖 22 木棒擺設圖 
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4 × 𝑛層交換座位方法數的規律： 

𝐷(2,𝑛) = 𝑑(2,𝑛) 的平方數   （𝑛 ≥ 5時） 

4 × 𝑛層兩兩互換座位方法數的規律（有缺格）： 

𝑞(4,(𝑥,1,𝑦)) = 𝑑(4,𝑥) ∙ 𝑑(4,𝑦) + 𝑛(4,𝑥) ∙ 𝑑(4,𝑦) + 𝑑(4,𝑥) ∙ 𝑛(4,𝑦) 

 

因此發現所有𝑚 × 𝑛層座位圖均有下列關係（圖 21）： 

兩兩互換的方法數之平方數 =交換座位的方法數。

 

 

 

六、 同時亦找出2 × 2 × 2之立體圖形的交換座位方法數。也發現立體圖形也能用木棒擺

設的方式進行探討，並且一樣可以透過計算單一顏色木棒（兩兩互換）交換座位方

法數來找出交換座位的方法數。 

七、 未來希望可以透過此規律探討出更多不同立體圖形𝑚 × 𝑛 × 𝑘層的交換座位方法數

的遞迴關係。  

•是否為可進
行交換座位的
圖形。

座位圖分析

•透過樹狀圖找出不同圖
形的交換座位方法數。

•利用不同的木棒擺設方
法表示出交換座位的情
形。

探討交換座位
方法數 •探討規律關係。

•兩兩互換的方
法數之平方數
為交換座位的
方法數。

座位兩兩互換

圖 21：𝑚 × 𝑛層座位圖方法數關係圖 
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【評語】080404  

1. 該作品針對座位表研究座位兩兩互換與加入循環互換兩種模

式並推廣至立體空間，其中利用木棒擺設簡化研究問題的複

雜度並觀察遞迴關係，巧妙的轉化問題讓學生得以深入研究

問題並在不同的座位結構上運用數學歸納法解決所面對的

問題。 

2. 作者從 2xn 方格出發，先以樹狀圖的方式觀察所有可能的換

位方法數，接著利用減少座位的方式進行排列探討，找到了

2×𝑛、3×𝑛、4×𝑛座位，及 3×𝑛缺格、4×𝑛缺格座位，各種情形

的交換座位方法數的規律並以遞迴關係表示，並進一步推導

出其為互換方法數的平方，這是很不顯然的結果，這對小學

生而言是相當不容易的成就。 

排版\評語\080404-評語 



 

 

 

 

 

 

 

 

作品簡報 



組別：國小組 科別：數學科

「換位」思考－
交換座位問題方法數探討



研究架構

1



所有奇數個座位圖無法換座，部分偶數個座位圖亦無法換座。

A B C

D E F

G H I
▲圖2：兩類座位數目相等▲圖1：奇數個座位示意圖

研究一：奇數個與偶數個座位圖是否可進行交換座位

研究目的
1. 計算座位圖為 2 × 𝑛、3 × 𝑛、4 × 𝑛時，其交換座位的方法數。
2. 找出交換座位問題方法數之規律。
3. 建立座位數與交換座位方法數之遞迴關係。
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研究結果



由樹狀圖結果可知：B(2,1)=1、 B(2,2)=4、 B(2,3)=9、 B(2,4)=25、 B(2,5)=64

𝐵 2,5 = 𝐵 2,4 + 3𝐵 2,3 + 2𝐵 2,2 + 4 =64

研究二：樹狀圖探討2 × 𝑛圖形交換座位方法數規律關係

▲圖3：2 × 5層交換座位情形樹狀圖
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有可操作又方便觀察交換座位方向的方法嗎?

圖5：𝐵(2,3)的樹狀圖與木棒擺設圖之比對圖

研究三：木棒擺設圖使用方法並計算交換座位方法數

研究四：比對樹狀圖、木棒擺設圖研究結果

雙色木棒同時擺放的方法數
紫色木棒擺放的方法數

＝ ×
黃色木棒擺放的方法數

圖4-1：木棒擺設圖例▲
▲
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圖4-2：木棒擺設圖例

▲



研究五：規律推導及遞迴關係

探討2 × 𝑛圖形交換座位方法數

透過觀察圖形可知遞迴關係：𝒃(𝟐,𝒏) = 𝒃(𝟐,𝒏−𝟐) + 𝒃 𝟐,𝒏−𝟏 𝒏 ≥ 𝟑

數列依序1、2、3、5、8、 ∙∙∙∙∙∙為費氏數列第二項起的數列。
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▲ 圖6-1 ▲ 圖6-2 ▲ 圖6-3 ▲ 圖6-4 ▲ 圖6-5 ▲ 圖6-6

▲ 圖6-9▲ 圖6-8▲ 圖6-7



經由圖形發現二種遞迴關係

 
𝑐(3,𝑛) = 3𝑐 3,𝑛−2 + 2𝑘(3,𝑛−2)
𝑘(3,𝑛) = 𝑐(3,𝑛−2) + 𝑘(3,𝑛−2)

▲圖8：4 × 𝑛示意圖

探討4 × 𝑛圖形交換座位方法數
經由圖形發現三種遞迴關係

 

𝑑 4,𝑛 = 𝑑 4,𝑛−1 + 4𝑑 4,𝑛−2 +𝑚(4,𝑛−2) + 2𝑛 4,𝑛−2

𝑚 4,𝑛 = 𝑑 4,𝑛−2 +𝑚 4,𝑛−2

𝑛 4,𝑛 = 𝑑 4,𝑛−1 + 𝑛 4,𝑛−1

發現𝒅 𝟒,𝒏 = 𝒅 𝟒,𝒏−𝟏 + 𝟓𝒅 𝟒,𝒏−𝟐 + 𝒅 𝟒,𝒏−𝟑 − 𝒅 𝟒,𝒏−𝟒 （𝒏 ≥ 𝟓時）

探討3 × 𝑛圖形交換座位方法數

發現𝒄(𝟑,𝒏) = 𝟒𝒄 𝟑,𝒏−𝟐 − 𝒄 𝟑,𝒏−𝟒 （𝒏為偶數且𝒏 ≥ 𝟔時）
▲圖7-10▲圖7-9

▲圖7-8▲圖7-7▲圖7-6▲圖7-5

▲圖7-4▲圖7-3▲圖7-2▲圖7-1
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4 × 𝑛中間某行缺格交換座
位方法數規律：

𝒒(𝟒,(𝒙,𝟏,𝒚)) = 𝒅 𝟒,𝒙 ∙ 𝒅 𝟒,𝒚 + 𝒏 𝟒,𝒙 ∙ 𝒅 𝟒,𝒚 + 𝒅 𝟒,𝒙 ∙ 𝒏 𝟒,𝒚

4 × 𝑛（缺格）交換座位方法數規律探討

3 × 𝑛（缺格）交換座位方法數規律探討

▲圖9-5

3 × 𝑛中間某行缺格交換座位方法數規律：

𝒑(𝟑,(𝒙,𝟏,𝒚)) = 𝒄 𝟑,𝒙 ∙ 𝒄 𝟑,𝒚 + 𝒌 𝟑,𝒙 ∙ 𝒄 𝟑,𝒚

+𝒄 𝟑,𝒙 ∙ 𝒌 𝟑,𝒚 （𝐱、𝐲為正偶數）

4 × 𝑛缺格圖形透過

減少2格進行討論。
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▲圖9-2 ▲圖9-3▲圖9-1

▲圖9-4

▲圖10-1 ▲圖10-2



◤圖11-2

◤圖11-1

立體圖形圖形交換座位方法數探討

A B C  G

F     E  H D  A

紅圈處為紫色，可知此為朝順時針
方向進行交換座位。

紅圈處為紫色，可知此為朝順時針方
向進行交換座位。

A    D   E     F

B    C   G     H

1.發現平面木棒擺設的規則亦適用立體圖形。
2.立體圖形兩兩交換座位方法數的平方數即為交換座位方法數。
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▲圖12−1 ▲圖12−2

▲圖12−3 ▲圖12−4

研究結論
 奇數個的座位圖→不能交換座位；偶數個的座位圖→部分無法交換座位

 2 × 𝑛圖形交換座位的方法數之遞迴關係為：𝑩 𝟐,𝒏 = 𝟐𝑩 𝟐,𝒏−𝟏 + 𝟐𝑩 𝟐,𝒏−𝟐 −

𝑩 𝟐,𝒏−𝟑 。 2 × 𝑛圖形交換座位的方法數之遞迴關係推導過程示意圖：

 找到透過木棒擺設的圖形方式來解釋

交換座位的情形。
◤圖13 ：2 × 4木棒擺設交換座位示意圖
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3 × 𝑛層座位圖之交換座位方法數規律探討

3 × 𝑛層座位圖之交換座位方法數規律探討：

𝑏(2,𝑛) = 𝑏(2,𝑛−2) + 𝑏 2,𝑛−1 （𝑛 ≥ 3時）

𝐵(2,𝑛) = 𝑏(2,𝑛)的平方數（𝑛 ≥ 3時）

2 × 𝑛層座位圖之交換座位方法數規律探討：

2 × 𝑛 層交換座位方法數的規律：

2 × 𝑛層座位圖之交換座位方法數規律探討

𝑐(3,𝑛) = 4𝑐 3,𝑛−2 − 𝑐(3,𝑛−4) （𝑛為偶數且𝑛 ≥ 6時）

3 × 𝑛層交換座位方法數的規律：

𝐶(2,𝑛) = 𝑐(2,𝑛) 的平方數 （𝑛為偶數且𝑛 ≥ 6時）

3 × 𝑛層兩兩互換座位方法數的規律（有缺格）：

𝑝(3,(𝑥,1,𝑦)) = 𝑘 3,𝑥 ∙ 𝑐 3,𝑦 + 𝑐 3,𝑥 ∙ 𝑘 3,𝑦 （𝑥、𝑦為正偶數）

 𝑚× 𝑛層交換座位問題的方法數之規律如下：
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 單一顏色的木棒擺設情形之平方數=兩種顏色的木棒擺設方法數，也就是說

兩兩互換方法數之平方數=交換座位的方法數。



𝑑 4,𝑛 = 𝑑 4,𝑛−1 + 5𝑑 4,𝑛−2 + 𝑑 4,𝑛−3 − 𝑑 4,𝑛−4 （𝑛 ≥ 5時）

𝐷(2,𝑛) = 𝑑(2,𝑛)的平方數 𝑛 ≥ 5時

𝑞(4,(𝑥,1,𝑦)) = 𝑑 4,𝑥 ∙ 𝑑 4,𝑦 + 𝑛 4,𝑥 ∙ 𝑑 4,𝑦 + 𝑑 4,𝑥 ∙ 𝑛 4,𝑦

蘇晏徵、卓筠凌、戴筱燕（2009）。旋乾轉坤陰陽易位，中華民國第49屆科學覽會高中組數學科。

連淵湶、潘清岳（1988）。一種排列的探討，中華民國第28屆科學展覽會國中組數學科。

蔡坤佑、高三貴、蔡淑玲、高玉鳳（1989）。棋迷之謎的探討，中華民國第29屆科學展覽會國小組數學科。

翁邦彥、吳欣儒、施傑文（1990）。奇妙的骨牌世界，中華民國第30屆科學展覽會高中組數學科。

參考資料

 立體圖形能用木棒擺設的方式進行探討

單一顏色木棒（兩兩互換）交換座位方法數。

 希望可以透過此規律探討出更多不同立體圖形𝒎×𝒏 × 𝒌層的交換座位

方法數的遞迴關係。
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4 × 𝑛層兩兩互換座位方法數的規律（有缺格）：

4 × 𝑛層交換座位方法數的規律：

4 × 𝑛層兩兩互換座位方法數的規律：

4 × 𝑛層座位圖之交換座位方法數規律探討
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