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得獎感言 

科展開啟了我翱翔數學的門 

受到疫情的影響，這次的比賽是透過視訊的方式進行，不只對我而言是新的考驗，也是

師長、工作人員新的考驗，比賽方式和以往都不一樣，所以在知道比賽的方式後，培養自己

不管是面對任何場地或設備上都能快速上手的能力。 

我不會是最聰明的學生，所以我要謝謝我的指導老師拉了我一把，讓我在數學探究的道

路上能有依靠，謝謝他們願意在課餘時間教導我進行研究。比賽前，糾正我無數次說話的方

式和速度，也常常透過突如其來的問題，讓我學著從慌亂、不知所措變到能從容的回答問題。

我要先給我最愛的老師一個大大的感謝！ 

比賽當天，待在高手雲集的休息室裡，感受到無比的緊張，到了比賽教室，在工作人員

仔細的檢查之後，我獨自一個人在教室，也開始舒緩自己的情緒，期待能表現出和平常一樣

的自己。謝謝評審的肯定，讓我有機會得到這份榮譽。 

學測前發現有趣的問題並在學測後決然要將問題架構完全並參加今年的科展，想給自己

擁有不一樣的改變和挑戰，謝謝一路以來支持我的家人、師長、朋友，讓我把這些鼓勵轉化

為動力，才會有今天的結果，也讓我在高中生涯的最後一年，用科展做一個完美的結束。 

這次的比賽，我同時看到自己的成長，在沒有夥伴的情況下，沒有人可以幫我回答問題、

沒有人可以給我依賴，我只能更積極的去解決問題，這次的經驗讓我學到一個人面對事情的

能力。而不變的是我對數學的喜愛，在無數個算數學由夜轉白的日子，是我最自豪的，而這

也是我的初衷，我會持續的努力，成為更好的自己。 



 

ii 

 
雖然全國賽是採取視訊方式，但我仍是從展版去發現內容的缺漏。 

 
透過實際繪圖操作、視訊練習，學習如何掌控畫面。 

 
全國賽是一個挑戰，也是一個肯定。 
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摘    要 

本文旨在探討兩圓重疊區域內之內接三角形的最大面積，我們從等半徑之兩圓到相異半

徑之兩圓，從特殊化(兩圓互過另一圓之圓心)到一般化(不限定是否通過圓心)分別進行分析。

隨著兩圓半徑、連心線長等變數的不同，我們觀察到內接最大面積三角形的形狀變化，及其

面積的計算方式，最後我們推導出一般化的結果。 

 

壹、 研究動機與文獻探討 

一、研究動機 

    在特定區域裡探討其內接多邊形最大面積為數學上常被研究的問題。以這樣的前提為概

念，我們嘗試考慮在兩圓重疊的情況中，探討重疊部分的區域之中是否存在最大面積之內接

三角形。 

二、文獻探討 

      陳柏翰、洪毅群、蔡柏緯、孫旻瓘(2004)在【兩圓相交部份的內接三角形之最大面積】

中將兩圓的交疊狀況限制在「等圓」的特殊條件上，且此文獻的變因在於利用程式尋求兩圓

交點與外公切線的距離與最大面積三角形其頂角部分所夾的角度值，在實際代數推理或操作

上相當的困難。而我們希望能做到更完整的幾何推論，從「兩等圓」的思維出發，進而探討

「兩相異圓」的方向；且將變數更改為連心線線段長，使得整個推理過程合理、直觀且容易

操作。除此之外，利用兩圓已知半徑與連心線線段長，我們就能推出其頂角部分所夾的角度

值與其最大三角形面積。 

    錢柏均、黃佑平(2013)【兩交圓內接最大圖形面積探討】的內容與陳柏翰等人的【兩圓

相交部份的內接三角形之最大面積】在三角形面積的部分想法相似：一、純粹探討兩等圓的

情況，二、變因還是兩交圓交點與外公切線的距離，三、在延伸四邊形最大面積部分，菱形

也是純粹猜想，無嚴謹證明；內接矩形的最大面積無法找出規律，因此沒有結論說明最大面

積如何尋求。 

    在這樣的前提下，我們鎖定利用半徑和連心線的關係，且為方便研究之進行，我們將問

題從特例到一般化來研究。 

貳、 研究目的 

一、 探討兩等圓互過圓心之交圓內接三角形最大面積 

二、 探討兩等圓不過圓心之交圓內接三角形最大面積 

三、 探討兩圓(半徑不同)中，其中一圓過另圓圓心之交圓內接三角形最大面積 
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四、 探討兩圓(半徑不同)中，兩圓互不過圓心之交圓內接三角形最大面積 

五、 名詞釋義 

(一) 交圓內接三角形： 

    如右圖所示，兩交圓區域中，𝐾𝐾1𝐴𝐴𝐾𝐾2� 與𝐾𝐾1𝐶𝐶𝐾𝐾2�
上，任取相異三點所形成的三角形，如 ∆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐶𝐶。
(三點均在同一弧也可) 

 

(二) 變形： 

    如右圖，在兩交圓的重疊區域中，任

取∆𝐴𝐴1𝐴𝐴𝐶𝐶，為了尋求最大面積的三角形，

我們會不斷將原本三角形進行所謂的『變

形』，即 ∆𝐴𝐴1𝐴𝐴𝐶𝐶 → ∆𝐴𝐴2𝐴𝐴𝐶𝐶，使得 ∆𝐴𝐴2𝐴𝐴𝐶𝐶 
會是以 𝐴𝐴C���� 為底邊時，獲得最大的高來得

到最大三角形面積。 

說明： 

    先評估以𝐴𝐴𝐶𝐶����為底邊頂點會落在左圓

上，故先延長 𝐴𝐴𝐶𝐶���� 交左圓於 𝐷𝐷 點，再做 𝐴𝐴𝐷𝐷���� 的中垂線交右圓於 點𝐴𝐴2，那麼點 𝐴𝐴2會是𝐴𝐴𝐴𝐴1𝐷𝐷�

上所有點中，與 𝐴𝐴𝐶𝐶�⃖���⃗  距離最大的一點，故∆𝐴𝐴2𝐴𝐴𝐶𝐶是以𝐴𝐴𝐶𝐶����為底邊時的最大三角形。 

 

 

參、 研究設備及器材 
一、 筆、紙、電腦、excel、GGB、GSP 
  

K2

K1

C

B

A



3 

肆、 研究方法 

一、研究流程 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

二、 探討兩等圓互過圓心之內接三角形最大面積  

1.   探討兩等圓互過

圓心之內接三角

形最大面積 
兩等圓 

( 𝑟𝑟1 = 𝑟𝑟2 ) 

1.1 連心線 𝑠𝑠 = 𝑟𝑟 

2.   探討兩等圓互不

過圓心之內接三

角形最大面積 

2.1 0 < 連心線 𝑠𝑠 < 𝑟𝑟 

2.2 r < 連心線 𝑠𝑠 < 2𝑟𝑟 

3.   其中一圓過另圓

圓心之內接三角

形最大面積 
相異兩圓 
( 𝑟𝑟1 ≠ 𝑟𝑟2 ) 

4.   兩圓互不過圓心

之內接三角形最

大面積 

3.1 大圓過小圓圓心 (規則型) 

3.2 小圓過大圓圓心 (規則型) 

4.1 探討連心線長與最大面積

的關係 (規則型) 

3.1.1 大圓過小圓圓心 (不規則型) → 1 < 𝑅𝑅
𝑟𝑟

< 2𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠36°𝑟𝑟  

3.2.1 小圓過大圓圓心 (不規則型) → 1 < 𝑅𝑅
𝑟𝑟

< √2  

4.1.1 兩圓互不過圓心 (規則型) → 𝑟𝑟 ∙ �
�4𝑘𝑘2−3−1

2
� < 𝑠𝑠 ≤ 𝑅𝑅2−𝑟𝑟2

𝑟𝑟
 

續 
探 

4.1.2 兩圓互不過圓心 (不規則型) → 𝑅𝑅
2−𝑟𝑟2

𝑟𝑟
< 𝑠𝑠 < 𝑅𝑅 + 𝑟𝑟 
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    陳柏翰等人在「兩圓相交部份的內接三角形之最大面積」(2004)中提到，最大面積會發

生在兩交圓的交點上。在繪圖的過程中，發現到最大的三角形會發生在三邊均不能再變形時，

就會成立。那麼，兩等圓互過圓心之內接三角形最大面積會是多少呢？除了透過繁瑣的繪圖

來觀察其面積變化之外，可否有更明確的幾何說明? 

引理 1.1 

已知兩圓 (圓𝑂𝑂1、圓𝑂𝑂
2

)半徑皆為 𝑟𝑟 ，且兩圓互過圓心，則交圓內最大三角形必為頂角 θ = 40°

的等腰三角形。 

說明： 
    上述已說明，若∆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐶𝐶為交圓內接最大三角形，

那麼延長𝐴𝐴𝐴𝐴����的弦所做的中垂線必過點 𝐶𝐶 ，延長𝐴𝐴𝐶𝐶����

的弦所做的中垂線必過點 𝐴𝐴 ，同時以 𝐴𝐴𝐶𝐶���� 為底時，

兩圓交點 𝐴𝐴 會是兩弧上距離 𝐴𝐴𝐶𝐶���� 最遠的一點。因此，

在這些條件之下，可以發現∆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐶𝐶不可再變形讓面

積更大。 
 

證明：  

(1) 令∠BAC = θ，則𝐴𝐴𝐷𝐷� = 𝐴𝐴𝐴𝐴� = 2θ。且因為兩圓等圓互過圓心，故 ∆𝐴𝐴𝑂𝑂1𝑂𝑂2 為一正三角形。 

(2) 由(1)可推知∠B𝑂𝑂2𝑂𝑂1 = (2𝜃𝜃 − 60°) = ∠𝑂𝑂2(𝐾𝐾)𝐴𝐴𝐶𝐶，故∠𝐾𝐾𝐴𝐴𝐶𝐶 + ∠C = 90°，即

(2𝜃𝜃 − 60°) + (180°−𝜃𝜃)
2

= 90°，得 θ = 40°。 

引理 1.2 

∆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐶𝐶 為 40° − 70° − 70° 之三角形，則∆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐶𝐶會是兩交圓重疊區域中最大的內接三角形 

證明： 

我們用反證法來證明。 
    若∆𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷為任一異於40° − 70° − 70°的最

大內接三角形，則以𝐷𝐷𝐷𝐷����為底邊可以將∆𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷變
形為∆𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷 > ∆𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷。 

    故可知若∆𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷為異於40° − 70° − 70°的
三角形時，∆𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷必不為最大內接三角形。 

定理 1 

    已知兩圓半徑為 𝑟𝑟 ，且兩圓互過圓心，則此

2θ-60

60
2θ

2θ

O2
O1

θ

K

D

A

B C
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內接三角形最大面積 = 2𝑟𝑟2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠340° 

證明： 

    利用引理 1.1 的結果，θ = 40° 代入可得右圖。從

右圖中，可得出下式 

𝐴𝐴𝐴𝐴����𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠40° = 𝐴𝐴𝐾𝐾���� = 𝑟𝑟𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠80° 

也就是說 𝐴𝐴𝐴𝐴���� = 𝑟𝑟𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠80°
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠40°

 。因此，𝑎𝑎∆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐶𝐶 = 1
2

 𝐴𝐴𝐴𝐴���� × 𝐴𝐴𝐶𝐶���� ×

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠40° = 1
2

× (𝑟𝑟𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠80°
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠40°

)2 × 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠40° = 2𝑟𝑟2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠340°，故得

證。 

三、 探討兩等圓不過圓心之內接三角形最大面積 

    若兩等圓互不過圓心如下圖所示，那麼必須增加一個變數方可繼續討論。最終我們選擇

沿用已知半徑的條件，增加連心線長 𝑠𝑠 的變數繼續進行研究。 

   

兩等圓不過圓心 兩等圓過圓心 兩等圓不過圓心 
0 < 𝑂𝑂1𝑂𝑂2������� < 𝑟𝑟 𝑂𝑂1𝑂𝑂2������� = 𝑟𝑟 𝑟𝑟 < 𝑂𝑂1𝑂𝑂2������� < 2𝑟𝑟 

(一) 當 0 < 𝑂𝑂1𝑂𝑂2������� < 𝑟𝑟  的情況： ( 0 < 𝑠𝑠 < 𝑟𝑟 ) 

令 ∆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐶𝐶 為內接最大三角形，且

∠BAC = θ，則𝐴𝐴𝐷𝐷� = 𝐴𝐴𝐴𝐴� = 2𝜃𝜃；再令

∠𝐴𝐴𝑂𝑂2𝑂𝑂1 = 𝑡𝑡。 

(1) 由右圖可知，(2𝜃𝜃 − 𝑡𝑡) + 180°−𝜃𝜃
2

= 90°，

最後化簡可得 𝜃𝜃 = 2
3
𝑡𝑡 。 

(2) 在 ∆𝐴𝐴𝑂𝑂1𝑂𝑂2 中，利用餘弦函數與其反

函數的關係可得知 

𝑡𝑡 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠−1 𝑠𝑠
2𝑟𝑟
，且 𝜃𝜃 = 2

3
𝑡𝑡 = 2

3
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠−1 𝑠𝑠

2𝑟𝑟
  

(3) 從 𝐴𝐴𝐾𝐾���� 的關係，可知 𝐴𝐴𝐴𝐴���� ∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝜃𝜃 =  𝐴𝐴𝐾𝐾���� = 𝑟𝑟 ∙ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(180° − 2𝜃𝜃)，可知 

 𝐴𝐴𝐴𝐴���� =
𝑟𝑟 ∙ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(180° − 2𝜃𝜃)

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝜃𝜃
=
𝑟𝑟 ∙ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(2𝜃𝜃)
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝜃𝜃

= 2𝑟𝑟 ∙ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜃𝜃 

80

40

20

60

80

O2
O1

K

D

A

B C

m

180-θ
2

2θ-t
2θ-t

t

t

θ

2θ

2θ

O2O1

K

D

A

B C
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(4) 綜合以上關係，𝑎𝑎∆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐶𝐶 = 1
2
∙ 𝐴𝐴𝐴𝐴���� ∙ 𝐴𝐴𝐶𝐶���� ∙ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜃𝜃 = 1

2
(2𝑟𝑟 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜃𝜃)2 ∙ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜃𝜃 ，化簡可得 

𝑎𝑎∆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐶𝐶 = 2𝑟𝑟2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠3𝜃𝜃 

(二) 當 𝑟𝑟 < 𝑂𝑂1𝑂𝑂2������� < 2𝑟𝑟  的情況：( 𝑟𝑟 < 𝑠𝑠 < 2𝑟𝑟 ) 

 

 

 

令 ∆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐶𝐶 為內接最大三角形，

且∠BAC = θ，則𝐴𝐴𝐷𝐷� = 𝐴𝐴𝐴𝐴� = 2𝜃𝜃；
再令∠𝐴𝐴𝑂𝑂2𝑂𝑂1 = 𝑡𝑡。 

 
 
 

(1) 由圖中可知，(2𝜃𝜃 − 𝑡𝑡) + 180°−𝜃𝜃
2

= 90°，最後化簡可得 𝜃𝜃 = 2
3
𝑡𝑡 。 

(2) 在 ∆𝐴𝐴𝑂𝑂1𝑂𝑂2 中，利用餘弦與反餘弦的關係可得知 

𝑡𝑡 = cos−1 𝑠𝑠
2𝑟𝑟
，且 𝜃𝜃 = 2

3
𝑡𝑡 = 2

3
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠−1 𝑠𝑠

2𝑟𝑟
  

(3) 從 𝐴𝐴𝐾𝐾���� 的關係，可知 𝐴𝐴𝐴𝐴���� ∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝜃𝜃 =  𝐴𝐴𝐾𝐾���� = 𝑟𝑟 ∙ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝜃𝜃，可知 𝐴𝐴𝐴𝐴���� = 2𝑟𝑟 ∙ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜃𝜃 

(4) 綜合以上關係，𝑎𝑎∆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐶𝐶 = 1
2
∙ 𝐴𝐴𝐴𝐴���� ∙ 𝐴𝐴𝐶𝐶���� ∙ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜃𝜃 = 1

2
(2𝑟𝑟 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜃𝜃)2 ∙ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜃𝜃 ，化簡可得 

𝑎𝑎∆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐶𝐶 = 2𝑟𝑟2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠3𝜃𝜃 

因此我們得到以下的定理 2： 

定理 2 

    若兩圓半徑為 𝑟𝑟 ，連心線長為 𝑠𝑠 ，且 0 < 𝑠𝑠 < 2𝑟𝑟 ，則此兩交圓之內接三角形 

最大面積 = 2𝑟𝑟2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠3𝜃𝜃 ，其中 𝜃𝜃 = 2
3
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠−1 𝑠𝑠

2𝑟𝑟
 。 

( 備註：當 𝒔𝒔 = 𝒓𝒓，即互過圓心。此時 𝜽𝜽 = 𝟐𝟐
𝟑𝟑
𝒄𝒄𝒄𝒄𝒔𝒔−𝟏𝟏 𝒔𝒔

𝟐𝟐𝒓𝒓
= 𝟐𝟐

𝟑𝟑
𝒄𝒄𝒄𝒄𝒔𝒔−𝟏𝟏 𝒓𝒓

𝟐𝟐𝒓𝒓
= 𝟒𝟒𝟒𝟒°，即定理 1 ) 

四、 探討兩相異圓，其中一圓過另圓圓心之內接三角形最大面積 

(一) 當大圓過小圓圓心： 

    我們透過 GGB 的操作發現當兩相異圓，大圓過小圓圓心時的最大內接三角形，會從原

180-θ

2

2θ-t

t

2θ

2θ

θ

O2O1 K

D

A

B C
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本等圓情況的最大內接三角形(等腰三角形)開始「變形」，且隨著大小圓半徑比值的增加，會

逐漸變成另一個以兩圓交點為底的等腰三角形 (圖 8)。下列圖示是當大圓半徑逐漸變大的情

況： 

 

圖 1.  𝑅𝑅 = 𝑟𝑟 
 

圖 2.  𝑅𝑅 = 1.1𝑟𝑟 

 

圖 3.  𝑅𝑅 = 1.2𝑟𝑟 

 

圖 4.  𝑅𝑅 = 1.3𝑟𝑟 

 
圖 5.  𝑅𝑅 = 1.4𝑟𝑟 

 
圖 6.  𝑅𝑅 = 1.5𝑟𝑟 
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圖 7.  𝑅𝑅 = 1.6𝑟𝑟 

 

圖 8.  𝑅𝑅 = 2𝑟𝑟 

    在操弄大小圓半徑比例的過程中，我們發現當 𝑅𝑅 = 1.6𝑟𝑟 時，出現的最大內接三角形形狀，

從不規則逐漸接近等腰三角形的狀態，因此我們猜想，當大圓過小圓圓心且 𝑅𝑅
𝑟𝑟

 比值大於某個

數時，其最大內接三角形就會固定是兩圓交點 A、C 跟連心線與小圓交點 B 所形成的等腰三

角形！在以上的猜想下，我們進一步的探討在 𝑅𝑅
𝑟𝑟

 的比值之最小值為何時，最大內接三角形即

是如上圖 8 的等腰三角形呢？ 

 

定理 3 

    如右圖，已知兩圓半徑分別為

 𝑅𝑅 、 𝑟𝑟 且 𝑅𝑅 > 𝑟𝑟 ，若大圓過小圓圓

心且 

 𝑅𝑅
𝑟𝑟
≥ 2 cos 36° ( ≒ 1.618 … ) ，則兩

交圓區域之內接最大面積三角形

會是由兩圓交點 A、C 跟連心線與

小圓交點 B 所形成的等腰三角形。 

證明： 

    如下圖，欲求內接三角形最大面積是由兩圓交點 A、C 跟連心線與小圓交點 B 所形成的

等腰三角形的情況之 𝑅𝑅
𝑟𝑟

 的最小值；即延長𝐴𝐴𝐴𝐴����，做弦𝐴𝐴𝐷𝐷����的中垂線恰過 C 點；延長𝐶𝐶𝐴𝐴����，做弦𝐶𝐶𝐷𝐷����

的中垂線恰過 A 點。 
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    令∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐶𝐶 = θ，得𝐶𝐶𝐷𝐷� = 𝐴𝐴𝐶𝐶� = 𝐴𝐴𝐷𝐷� = 2𝜃𝜃 →∠𝐴𝐴𝑂𝑂1𝑂𝑂2 = 𝜃𝜃。又∠𝐴𝐴𝑂𝑂2B = 𝐴𝐴𝐴𝐴� = 2∠𝐴𝐴𝐶𝐶B =
2∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐶𝐶 = 2𝜃𝜃，得 ∆𝐴𝐴𝑂𝑂1𝑂𝑂2 為一 θ − 2θ − 2θ 的等腰三角形，即 θ = 36°。 

因此，從 ∆𝐴𝐴𝑂𝑂1𝑂𝑂2 中可得關係式 𝑅𝑅× 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 36° = 𝑟𝑟 × 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠72°，故 

𝑅𝑅
𝑟𝑟

=
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠72°
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠36°

=
2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠36°𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠36°

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠36°
= 2𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠36° (≒ 1.618 … ) 

定理 3-1 

    如右圖，已知兩圓半徑 𝑅𝑅 、 𝑟𝑟 且 

𝑅𝑅 > 𝑟𝑟 ，若大圓過小圓圓心且 𝑅𝑅
𝑟𝑟
≥

2 cos 36° ( ≒ 1.618 … ) ，則此時內

接最大三角形面積 𝑎𝑎∆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐶𝐶 =
4𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠θ ∙ 𝑟𝑟2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠3𝜃𝜃 ，其中 

𝜃𝜃 = 1
4

cos−1 𝑟𝑟
2−2𝑅𝑅2

2𝑅𝑅2
 。 

證明： 
就面積部分討論，如下圖，令∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐶𝐶 = θ ，得 𝐴𝐴𝐶𝐶� = 𝐴𝐴𝐴𝐴� = 2θ  → ∠𝐴𝐴𝑂𝑂2𝑂𝑂1 = 2θ，

∠𝐴𝐴𝑂𝑂1𝑂𝑂2 = 180° − 4θ。所以𝐴𝐴𝐷𝐷���� = 𝑟𝑟 − 𝑟𝑟 ∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠2θ ，且 𝐴𝐴𝐷𝐷���� = 𝑟𝑟 ∙ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2θ。 

O2O1

2θ
2θ90-θ

90-2θ

180-4θ

θ

θ

2θ

θ

θ

θ
θ

E

D

C

B

A
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因此 𝑎𝑎∆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐶𝐶 = 1
2
∙ 𝐴𝐴𝐶𝐶���� ∙ 𝐴𝐴𝐷𝐷���� = 1

2
∙ (2 ∙ 𝑟𝑟 ∙ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2θ)(𝑟𝑟 − 𝑟𝑟 ∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠2θ) = (𝑟𝑟 ∙ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2θ)( 𝑟𝑟 − 𝑟𝑟 ∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠2θ)，化

簡可得知 

𝑎𝑎∆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐶𝐶 = 4𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠θ ∙ 𝑟𝑟2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠3𝜃𝜃 

其中的 𝜃𝜃 值我們能從∆A𝑂𝑂1𝑂𝑂2中找到，因為 𝐴𝐴𝑂𝑂1����� = 𝑂𝑂1𝑂𝑂2������� = 𝑅𝑅、𝐴𝐴𝑂𝑂2����� = 𝑟𝑟，所以cos (180° − 4θ) =

2𝑅𝑅2−𝑟𝑟2

2𝑅𝑅2
，即 

𝜃𝜃 =
1
4

cos−1
𝑟𝑟2 − 2𝑅𝑅2

2𝑅𝑅2
 

故得證。 

(二) 當小圓過大圓圓心： 

    當兩相異圓，小圓過大圓圓心時的最大內接三角形，會從原本等圓情況的最大內接三角

形(等腰三角形)開始「變形」，且隨著大小圓半徑比值 𝑅𝑅
𝑟𝑟

 的增加，會逐漸變成另一個以兩圓交

點為底的等腰三角形 (圖 6)；但比值 𝑅𝑅
𝑟𝑟

 繼續增加到某個數值之後便會變成正三角形就不再變化，

直到小圓過大圓圓心且兩圓內切為止。下列圖示是當大圓半徑逐漸變大的情況： 

180-4θ 2θ

2θ

2θ

O2O1

r
R

θ

DB

C

A
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圖 1.  𝑅𝑅 = 𝑟𝑟 

 
圖 2.  𝑅𝑅 = 1.1𝑟𝑟 

 

圖 3.  𝑅𝑅 = 1.2𝑟𝑟 

 

圖 4.  𝑅𝑅 = 1.3𝑟𝑟 

 

圖 5.  𝑅𝑅 = 1.4𝑟𝑟 
 

圖 6.  𝑅𝑅 = 1.5𝑟𝑟 
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圖 7.  𝑅𝑅 = 1.6𝑟𝑟 

 
圖 8.  𝑅𝑅 = 1.7𝑟𝑟 

 

圖 9.  𝑅𝑅 = 1.8𝑟𝑟 

 

圖 10.  𝑅𝑅 = 1.9𝑟𝑟 

根據上面的觀察： 

定理 4 

    已知兩圓半徑 𝑅𝑅 、 𝑟𝑟 且 𝑅𝑅 > 𝑟𝑟 ， 

1. 若小圓過大圓圓心且 √2 ≤  𝑅𝑅
𝑟𝑟

< √3，則兩交圓區域之內接最大面積三角形會是由兩圓交

點 A、C 跟連心線與小圓交點 B 所形成的等腰三角形；其內接最大三角形面積為

 𝑅𝑅2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝜃𝜃𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜃𝜃，其中 𝜃𝜃 = sin−1 𝑅𝑅
2𝑟𝑟
。 

2. 若小圓過大圓圓心且 √3 ≤  𝑅𝑅
𝑟𝑟
≤ 2，則兩交圓區域之內接最大面積三角形會是小圓弧上

的內接正三角形，即 3√3
4
𝑟𝑟2 。 
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證明(1)： 

    如右圖，若小圓過大圓圓心且 𝑅𝑅
𝑟𝑟
≥ √2 ，則兩交圓區域之內接最大面積三角形會是由兩圓

交點 A、C 跟連心線與小圓交點 B(𝑂𝑂1)所形成

的等腰三角形；即延長𝐴𝐴𝐴𝐴����，做弦𝐴𝐴𝐷𝐷����的中垂線

恰過 C 點；延長𝐶𝐶𝐴𝐴����，做弦𝐶𝐶𝐷𝐷����的中垂線恰過 A
點，且小圓弦 𝐴𝐴𝐶𝐶���� 的中垂線恰過 B 點。 
    令∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐶𝐶 = θ，得𝐶𝐶𝐷𝐷� = 𝐴𝐴𝐶𝐶� = 𝐴𝐴𝐷𝐷� = 2𝜃𝜃 →

∠𝐴𝐴𝐶𝐶𝐴𝐴 = 𝜃𝜃。又𝐴𝐴𝐶𝐶� + 𝐶𝐶𝐷𝐷� = 4𝜃𝜃 = 180°，得 θ =
45°，即 ∆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐶𝐶 為一等腰直角三角形。 

因此，從 ∆𝐴𝐴𝑂𝑂1𝑂𝑂2 邊角關係中可得關係式 

𝑅𝑅
𝑟𝑟

= √2(≒ 1.414 … ) 

就面積部分討論，如右圖，令∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐶𝐶 = θ ，可

知 𝐴𝐴𝐷𝐷���� = 𝑅𝑅 ∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜃𝜃、𝐴𝐴𝐷𝐷���� = 𝑅𝑅 ∙ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝜃𝜃，因此 𝑎𝑎∆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐶𝐶 =

1
2
∙ 𝐴𝐴𝐶𝐶���� ∙ 𝐴𝐴𝐷𝐷���� = 1

2
∙ (2 ∙ 𝑅𝑅 ∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜃𝜃)( 𝑅𝑅 ∙ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝜃𝜃) =

𝑅𝑅2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝜃𝜃𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜃𝜃，其中的 𝜃𝜃 值我們能從∆A𝑂𝑂1𝑂𝑂2中找到，

因為 𝐴𝐴𝑂𝑂2����� = 𝑂𝑂1𝑂𝑂2������� = 𝑟𝑟 、 𝐴𝐴𝑂𝑂1����� = 𝑅𝑅 
，所以 

𝜃𝜃 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠−1
𝑅𝑅
2𝑟𝑟

 

故得證。 

 

定理 4-2-1 

∆ABC為圓 O 的其中一個內接三角形，當∆ABC為正三角形時，此時∆ABC為最大的內接

三角形。 

首先，在∆ABC中，θ = 1
2
∠BOC = 1

2
𝐴𝐴𝐶𝐶� = ∠BAC 

𝑎𝑎∆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐶𝐶 =
𝑎𝑎𝑎𝑎𝑐𝑐
4𝑟𝑟

 

=
2𝑟𝑟𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝐴𝐴 × 2𝑟𝑟𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝐴𝐴 × 2𝑟𝑟𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝐶𝐶

4𝑟𝑟
 

= 2𝑟𝑟2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝐴𝐴 × 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝐴𝐴 × 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝐶𝐶 

θ

r

θ

r
R

O 2O 1

D

C

A

B
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≤  2𝑟𝑟2 �
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝐴𝐴 + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝐴𝐴 + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝐶𝐶

3
�
3

(根據算幾不等式) 

 ≤  2𝑟𝑟2 sin3 �
𝐴𝐴 + 𝐴𝐴 + 𝐶𝐶

3
� (根據 sin 函數的凹凸性) 

=  2𝑟𝑟2(
√3
2

)3 

 “= "成立於 sinA = sinB = sinC 時，即最大面積出現在正三角形的時候。 

證明(2)： 

    在尋找最大三角形的過程中發現到若

√3 ≤  𝑅𝑅
𝑟𝑟
≤ 2 時，最大三角形就會是交圓中，小圓

部分內的內接正三角形，如右圖。因此利用這樣

的想法得到下列關係式 
 𝑅𝑅× 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 30° = 𝑟𝑟 × 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠60°，故 

𝑅𝑅
𝑟𝑟

=
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠60°
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠30°

= 2𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠30° = √3 (≒ 1.732 … ) 

因此，當𝑅𝑅 ≥ √3𝑟𝑟 時，其最大內接三角形就可直

接看成是小圓內接正三角形即可。 
 
 

五、 探討兩相異圓，兩圓互不過圓心之內接三角形最大面積 

    討論兩相異圓之內接三角形最大面積的過程中，我們嘗試利用 𝑅𝑅 = 𝑘𝑘𝑟𝑟 ( 𝑘𝑘 > 1 )、 𝑟𝑟 ，以

及變因連心線 𝑠𝑠 從兩圓關係外切到內切，去找尋是否有特別關聯？舉 𝑅𝑅 = 1.3𝑟𝑟  且𝑟𝑟 = 10為例，

如下圖： 

 
𝑅𝑅 = 1.3𝑟𝑟  𝑠𝑠 = 22 

 

𝑅𝑅 = 1.3𝑟𝑟  𝑠𝑠 = 21 
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𝑅𝑅 = 1.3𝑟𝑟  𝑠𝑠 = 20 

 

𝑅𝑅 = 1.3𝑟𝑟  𝑠𝑠 = 19 

  

 

𝑅𝑅 = 1.3𝑟𝑟  𝑠𝑠 = 18 

 

𝑅𝑅 = 1.3𝑟𝑟  𝑠𝑠 = 17 

 

 

𝑅𝑅 = 1.3𝑟𝑟  𝑠𝑠 = 16 

 

𝑅𝑅 = 1.3𝑟𝑟  𝑠𝑠 = 15 
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𝑅𝑅 = 1.3𝑟𝑟  𝑠𝑠 = 14 

 

𝑅𝑅 = 1.3𝑟𝑟  𝑠𝑠 = 13 

  

 

𝑅𝑅 = 1.3𝑟𝑟  𝑠𝑠 = 12 

 

𝑅𝑅 = 1.3𝑟𝑟  𝑠𝑠 = 11 

 

 

 

 

 
𝑅𝑅 = 1.3𝑟𝑟  𝑠𝑠 = 10 

 
𝑅𝑅 = 1.3𝑟𝑟  𝑠𝑠 = 9 
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𝑅𝑅 = 1.3𝑟𝑟  𝑠𝑠 = 8 

 

𝑅𝑅 = 1.3𝑟𝑟  𝑠𝑠 = 7 

  

 

𝑅𝑅 = 1.3𝑟𝑟  𝑠𝑠 = 6 

 

𝑅𝑅 = 1.3𝑟𝑟  𝑠𝑠 = 5 

  

 

𝑅𝑅 = 1.3𝑟𝑟  𝑠𝑠 = 4 

    雖然從上面的圖中尚未發現特別令人有趣的現象！然而，卻也能發現其最大三角形會由
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原本的「不規則」圖形逐漸變成「正三角形」！因此，退而求其次去討論若已知 𝑅𝑅、 𝑟𝑟，則

當 𝑠𝑠 究竟為何會讓兩交圓部分的內接三角形會是小圓的內接正三角形。 

定理 5 

    如右圖，已知兩圓半徑 𝑅𝑅 、 𝑟𝑟 
且 𝑅𝑅 = 𝑘𝑘𝑟𝑟 ( 𝑘𝑘 > 1 )，連心線線段

長 𝑠𝑠 ，若 

𝑠𝑠 ≤ 𝑟𝑟 ∙ �
√4𝑘𝑘2 − 3 − 1

2
� 

則兩交圓部分之內接最大面積為

小圓之內接正三角形，即 

 
3√3

4
𝑟𝑟2 

想法： 

    從兩相異圓與連心線的關係中可知，當連心線線段長縮到某個程度，其內接最大面積三

角形會維持成小圓圓內接正三角形；之後連心線長改變也不會影響其最大面積。因此，我們

想找出當 𝑠𝑠 最大是多少時，其交圓部份內接最大面積三角形就是小圓內接正三角形。想法很

簡單，當大圓與小圓交點 A、C，此時若小圓𝐴𝐴𝐶𝐶�為120°，那麼即可找出小圓之內接正三角形。 

證明： 

    從上圖可知關係式 𝑘𝑘𝑟𝑟 ∙ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝜃𝜃 = 𝑟𝑟 ∙ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠60°，可化簡得 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝜃𝜃 = √3
2𝑘𝑘

 (或𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜃𝜃 = √4𝑘𝑘2−3
2𝑘𝑘

 )。因此，

可知連心線線段長 𝑠𝑠 =  𝑘𝑘𝑟𝑟 ∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜃𝜃 − 𝑟𝑟 ∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠60°。最後化簡得 

𝑠𝑠 = 𝑟𝑟 ∙ �𝑘𝑘𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜃𝜃 −
1
2
� = 𝑟𝑟 ∙ �𝑘𝑘 ∙

√4𝑘𝑘2 − 3
2𝑘𝑘

−
1
2
� = 𝑟𝑟 ∙ �

√4𝑘𝑘2 − 3 − 1
2

� 

所以，當連心線線段長 𝑠𝑠 ≤ 𝑟𝑟 ∙ �√4𝑘𝑘
2−3−1
2

�，小圓𝐴𝐴𝐶𝐶�會小於或等於 120°，因此即可在交圓部分

找到小圓之內接正三角形。此時，小圓半徑 𝑟𝑟 可得知內接最大面積三角形邊長為 √3𝑟𝑟 ，面積

為 3√3
4
𝑟𝑟2，故得證。 

 

備註：當 𝒔𝒔 = 𝒓𝒓 ，即定理 4 之小圓過大圓圓心的情況；代入關係式 𝒔𝒔 ≤ 𝒓𝒓 ∙ �
�𝟒𝟒𝒌𝒌𝟐𝟐−𝟑𝟑−𝟏𝟏

𝟐𝟐
� ，可得

到定理 4 的結果，其中 𝒌𝒌 ≥ √𝟑𝟑 。 
  

O 2O 1

θ

60

r

kr
r

30

30

60
60

C

A

B
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六、 續探一般性情況下圓內接重疊區域最大面積三角形 

(一) 在定理 3 中可得知，當大圓過小圓圓心且  𝑅𝑅
𝑟𝑟
≥ 2 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 36°，兩交圓區域之內接最大面積三

角形會是由兩圓交點跟連心線與小圓交點所形成的等腰三角形。那麼當 1 < 𝑅𝑅
𝑟𝑟

<

2 cos 36°，其內接最大面積三角形又是如何？ 

定理 6 

    已知兩圓半徑分別為 𝑅𝑅 、 𝑟𝑟 且 𝑅𝑅 > 𝑟𝑟 ，若大圓過小圓圓心且  1 < 𝑅𝑅
𝑟𝑟

< 2𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠36° ，則兩

交圓內接最大三角形面積為 2𝑅𝑅𝑟𝑟 ∙ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠3𝜃𝜃，其中 θ = 1
3
∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠−1(−𝑟𝑟

2𝑅𝑅
) 。 

 

 

證明： 

令 ∠BAC = 𝜃𝜃 → 𝐶𝐶𝐷𝐷� = 𝐴𝐴𝐶𝐶� = 2𝜃𝜃 → ∠A𝑂𝑂1C = 2𝜃𝜃 → ∠𝑂𝑂1AG = 90° − 2𝜃𝜃 

 → 𝐴𝐴𝐷𝐷� = 𝐴𝐴𝐴𝐴� = 2𝜃𝜃 → ∠A𝑂𝑂2B = 2𝜃𝜃 → ∠𝑂𝑂2AF = 90° − 2𝜃𝜃 

又 𝐴𝐴𝐴𝐴���� = 𝐴𝐴𝐹𝐹����

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜃𝜃
，𝐴𝐴𝐶𝐶���� = 𝐴𝐴𝐺𝐺����

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜃𝜃
，且 𝐴𝐴𝐷𝐷���� = 𝑟𝑟 ∙ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2𝜃𝜃，𝐴𝐴𝐷𝐷���� = 𝑅𝑅 ∙ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2𝜃𝜃，故 

∆ABC =
1
2
∙ 𝐴𝐴𝐴𝐴���� ∙ 𝐴𝐴𝐶𝐶���� ∙ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝜃𝜃 =

1
2
∙
𝐴𝐴𝐷𝐷����
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜃𝜃

∙
𝐴𝐴𝐷𝐷����
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜃𝜃

∙ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝜃𝜃 =
1
2
∙
𝑟𝑟 ∙ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2𝜃𝜃
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜃𝜃

∙
𝑅𝑅 ∙ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2𝜃𝜃
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜃𝜃

∙ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝜃𝜃 

最後化簡可得 

∆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐶𝐶 = 2𝑅𝑅𝑟𝑟 ∙ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠3𝜃𝜃 
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至於 𝜃𝜃 的部分我們可從∆A𝑂𝑂1𝑂𝑂2可推知，已知 𝐴𝐴𝑂𝑂1����� = 𝑂𝑂1𝑂𝑂2������� = 𝑅𝑅，𝐴𝐴𝑂𝑂2����� = 𝑟𝑟，且∠𝑂𝑂1A𝑂𝑂2 = ∠

𝑂𝑂1AG + ∠BAC + ∠𝑂𝑂2AF = 180° − 3θ。利用餘弦定理可知 

∠𝑂𝑂1A𝑂𝑂2 = 180° − 3θ = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠−1
𝑟𝑟

2𝑅𝑅
 

最後化簡可得 

θ =
1
3
∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠−1(

−𝑟𝑟
2𝑅𝑅

) 

    即兩相異圓(半徑 R > r)大圓過小圓的情況之下，若 1 < 𝑅𝑅
𝑟𝑟

< 2𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠36°，則兩交圓內接最

大三角形面積為 2𝑅𝑅𝑟𝑟 ∙ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠3𝜃𝜃，其中 θ = 1
3
∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠−1(−𝑟𝑟

2𝑅𝑅
)，證明結束。 

(二) 在定理 4 中，可得知當 √2 ≤  𝑅𝑅
𝑟𝑟

< √3，則兩交圓區域之內接最大面積三角形會是由兩圓

交點跟連心線與小圓交點所形成的等腰三角形；若√3 ≤  𝑅𝑅
𝑟𝑟

< 2，則兩交圓區域之內接最

大面積三角形會是小圓弧上的內接正三角形。那麼當 1 < 𝑅𝑅
𝑟𝑟

< √2，其內接最大面積三角

形又是如何？ 

定理 7 

    若小圓過大圓圓心且1 < 𝑅𝑅
𝑟𝑟

< √2，則兩交圓內接最大三角形面積為 2𝑅𝑅𝑟𝑟 ∙ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠3𝜃𝜃，其中

 θ = 1
3
∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠−1(−𝑅𝑅

2𝑟𝑟
)。 
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證明： 

令 ∠BAC = 𝜃𝜃 → 𝐶𝐶𝐷𝐷� = 𝐴𝐴𝐶𝐶� = 2𝜃𝜃 → ∠A𝑂𝑂1C = 2𝜃𝜃 → ∠𝑂𝑂1AE = 90° − 2𝜃𝜃 

 → 𝐴𝐴𝐷𝐷� = 𝐴𝐴𝐴𝐴� = 2𝜃𝜃 → ∠A𝑂𝑂2B = 2𝜃𝜃 → ∠𝑂𝑂2AD = 90° − 2𝜃𝜃 

因為∆JA𝑂𝑂1為直角三角形，且𝐴𝐴𝑂𝑂1����� = R，𝑂𝑂1𝐽𝐽����� = 2𝑟𝑟，𝐴𝐴𝐽𝐽��� = √4𝑟𝑟2 − 𝑅𝑅2，又𝑂𝑂2𝐴𝐴����� = 𝑂𝑂2𝐽𝐽�����，得 

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠∠𝑂𝑂2𝐴𝐴𝐽𝐽 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠∠𝑂𝑂2(1)𝐽𝐽𝐴𝐴 = sin (90° − � ∠𝑂𝑂1A𝑂𝑂2�) 

𝑅𝑅
2𝑟𝑟

= sin (3𝜃𝜃 − 90°)，最後可化簡為 

θ =
1
3
∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠−1( −𝑅𝑅

2𝑟𝑟
) 

又 𝐴𝐴𝐶𝐶���� = 𝐴𝐴𝐴𝐴����

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜃𝜃
，𝐴𝐴𝐴𝐴���� = 𝐴𝐴𝐴𝐴����

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜃𝜃
，且 𝐴𝐴𝐷𝐷���� = 𝑅𝑅 ∙ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2𝜃𝜃，𝐴𝐴𝐷𝐷���� = 𝑟𝑟 ∙ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2𝜃𝜃，故 

∆ABC =
1
2
∙ 𝐴𝐴𝐴𝐴���� ∙ 𝐴𝐴𝐶𝐶���� ∙ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝜃𝜃 =

1
2
∙
𝐴𝐴𝐷𝐷����
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜃𝜃

∙
𝐴𝐴𝐷𝐷����
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜃𝜃

∙ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝜃𝜃 =
1
2
∙
𝑟𝑟 ∙ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2𝜃𝜃
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜃𝜃

∙
𝑅𝑅 ∙ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2𝜃𝜃
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜃𝜃

∙ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝜃𝜃 

最後化簡可得 
∆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐶𝐶 = 2𝑅𝑅𝑟𝑟 ∙ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠3𝜃𝜃 

    即兩相異圓(半徑 R > r)小圓過大圓的情況之下，若 1 < 𝑅𝑅
𝑟𝑟

< √2，則兩交圓內接最大三角

形面積為 2𝑅𝑅𝑟𝑟 ∙ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠3𝜃𝜃，其中 θ = 1
3
∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠−1(−𝑅𝑅

2𝑟𝑟
)，證明結束。 

(三) 在定理 5 中，可得知當 𝑠𝑠 ≤ 𝑟𝑟 ∙ �√4𝑘𝑘
2−3−1
2

�，則兩交圓部分之內接最大面積為小圓之內接

正三角形。那麼當 𝑟𝑟 ∙ �√4𝑘𝑘
2−3−1
2

� < 𝑠𝑠 < 𝑅𝑅 + 𝑟𝑟，其內接最大面積三角形又是如何？然而，

在市賽後我們又重新檢視一遍，欲尋求「所有情況」。由圖的軌跡可知，當兩相異圓從外

切開始逐漸靠近，其最大面積的變化從不規則三角型，會變成以兩交點為主的等腰三角

形；隨著兩圓心再靠近，則最大面積等腰三角形依舊會維持著以兩交點為主的等腰情況，

逐漸變為正三角形的情況。說明如下： 

定理 8 

    已知兩圓半徑 𝑅𝑅 、 𝑟𝑟 且 𝑅𝑅 = 𝑘𝑘𝑟𝑟 ( 𝑘𝑘 > 1 )，連心線線段長 𝑠𝑠 ，若 𝑅𝑅
2−𝑟𝑟2

𝑟𝑟
< 𝑠𝑠 < 𝑅𝑅 + 𝑟𝑟 

則兩交圓內接最大三角形面積為 2𝑅𝑅𝑟𝑟 ∙ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠3𝜃𝜃，其中 𝜃𝜃 = 1
3
∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠−1(−𝑅𝑅2+𝑟𝑟2−𝑠𝑠2

2𝑅𝑅𝑟𝑟
) 。 
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證明： 

令 ∠BAC = 𝜃𝜃 → 𝐶𝐶𝐷𝐷� = 𝐴𝐴𝐶𝐶� = 2𝜃𝜃 → ∠A𝑂𝑂1C = 2𝜃𝜃 → ∠𝑂𝑂1AG = 90° − 2𝜃𝜃 

 → 𝐴𝐴𝐷𝐷� = 𝐴𝐴𝐴𝐴� = 2𝜃𝜃 → ∠A𝑂𝑂2B = 2𝜃𝜃 → ∠𝑂𝑂2AF = 90° − 2𝜃𝜃 

又 𝐴𝐴𝐷𝐷���� = 𝐴𝐴𝑂𝑂2����� ∙ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2𝜃𝜃 = 𝑟𝑟 ∙ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2𝜃𝜃，𝐴𝐴𝐷𝐷���� = 𝐴𝐴𝑂𝑂1����� ∙ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2𝜃𝜃 = 𝑅𝑅 ∙ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2𝜃𝜃，且 𝐴𝐴𝐶𝐶���� = 𝐴𝐴𝐺𝐺����

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜃𝜃
，𝐴𝐴𝐴𝐴���� = 𝐴𝐴𝐹𝐹����

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜃𝜃
，

故 

∆ABC =
1
2
∙ 𝐴𝐴𝐴𝐴���� ∙ 𝐴𝐴𝐶𝐶���� ∙ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝜃𝜃 =

1
2
∙
𝐴𝐴𝐷𝐷����
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜃𝜃

∙
𝐴𝐴𝐷𝐷����
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜃𝜃

∙ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝜃𝜃 =
1
2
∙
𝑟𝑟 ∙ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2𝜃𝜃
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜃𝜃

∙
𝑅𝑅 ∙ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2𝜃𝜃
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜃𝜃

∙ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝜃𝜃 

最後化簡可得 

∆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐶𝐶 = 2𝑅𝑅𝑟𝑟 ∙ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠3𝜃𝜃 

    至於 𝜃𝜃 的部分我們可從∆A𝑂𝑂1𝑂𝑂2可推知，已知 𝐴𝐴𝑂𝑂1����� = 𝑅𝑅，𝐴𝐴𝑂𝑂2����� = 𝑟𝑟，𝑂𝑂1𝑂𝑂2������� = 𝑠𝑠，且∠𝑂𝑂1A𝑂𝑂2 =
∠𝑂𝑂1AG + ∠BAC + ∠𝑂𝑂2AF = 180° − 3θ。利用餘弦定理可知 

∠𝑂𝑂1A𝑂𝑂2 = 180° − 3θ = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠−1
𝑅𝑅2 + 𝑟𝑟2 − 𝑠𝑠2

2𝑅𝑅𝑟𝑟
 

最後化簡可得 

θ =
1
3
∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠−1(−

𝑅𝑅2 + 𝑟𝑟2 − 𝑠𝑠2

2𝑅𝑅𝑟𝑟
) 

    即兩相異圓(半徑 R > r)互不過圓心的情況之下，若  𝑅𝑅
2−𝑟𝑟2

𝑟𝑟
< 𝑠𝑠 < 𝑅𝑅 + 𝑟𝑟，則兩交圓內接最

大三角形面積為 2𝑅𝑅𝑟𝑟 ∙ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠3𝜃𝜃，其中 θ = 1
3
∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠−1(−𝑅𝑅2+𝑟𝑟2−𝑠𝑠2

2𝑅𝑅𝑟𝑟
)，證明結束。 
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定理 9 

    已知兩圓半徑 𝑅𝑅 、 𝑟𝑟 且 𝑅𝑅 = 𝑘𝑘𝑟𝑟 ( 𝑘𝑘 > 1 )，連心線線段長 𝑠𝑠 ，若 𝑠𝑠 = 𝑅𝑅2−𝑟𝑟2

𝑟𝑟
 ，則兩交圓內

接最大三角形會變為等腰三角形，面積為 2𝑟𝑟𝑅𝑅 ∙ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠3𝜃𝜃， 𝜃𝜃 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠−1 𝑅𝑅
2𝑟𝑟

 。 

    隨著兩圓靠近，其最大面積從「不規則」到臨界時，就會變為等腰三角形。當最大面積

變為等腰三角形，其臨界圖形如下圖所示，此時𝐴𝐴𝐴𝐴����所延長的大圓之弦的中垂線恰好通過C點，

𝐴𝐴𝐶𝐶����所延長的大圓之弦的中垂線恰好通過 A 點。那麼連心線 𝑠𝑠 使最大面積三角形變為等腰的臨

界又是為何？ 

 

證明： 
令∠BAC = θ → ∠A𝑂𝑂1𝑂𝑂2 = θ ， ∠A𝑂𝑂2𝑂𝑂1 = 2θ 

又 𝐴𝐴𝑂𝑂1����� ∙ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝜃𝜃 = 𝐴𝐴𝑂𝑂2����� ∙ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2𝜃𝜃 ，得 𝑅𝑅 = 2𝑟𝑟 ∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜃𝜃 → 𝜃𝜃 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠−1 𝑅𝑅
2𝑟𝑟

 

且 𝐴𝐴𝐶𝐶���� = 2 ∙ 𝐴𝐴𝐷𝐷���� = 2 ∙ 𝑟𝑟 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2𝜃𝜃 = 4𝑟𝑟 ∙ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝜃𝜃𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜃𝜃，𝐴𝐴𝐷𝐷���� =  𝐴𝐴𝑂𝑂2������ −  𝐷𝐷𝑂𝑂2������ = 𝑟𝑟 − 𝑟𝑟𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠2𝜃𝜃 = 2𝑟𝑟𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2𝜃𝜃 

∆ABC =
1
2
∙ 𝐴𝐴𝐶𝐶���� ∙ 𝐴𝐴𝐷𝐷���� =

1
2
∙ 4𝑟𝑟 ∙ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝜃𝜃𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜃𝜃 ∙ 2𝑟𝑟𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2𝜃𝜃 = 4𝑟𝑟2 ∙ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠3𝜃𝜃𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜃𝜃 = 2𝑅𝑅𝑟𝑟 ∙ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠3𝜃𝜃 

那麼，𝑠𝑠 = 𝑂𝑂1𝐷𝐷����� + 𝐷𝐷𝑂𝑂2������ = 𝑅𝑅𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜃𝜃 + 𝑟𝑟𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠2𝜃𝜃，又 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝜃𝜃 = 𝑅𝑅
2𝑟𝑟

 → 𝑠𝑠 = 𝑅𝑅2−𝑟𝑟2

𝑟𝑟
，證明結束。 

定理 10 

    已知兩圓半徑 𝑅𝑅 、 𝑟𝑟 且 𝑅𝑅 = 𝑘𝑘𝑟𝑟 ( 𝑘𝑘 > 1 )，連心線線段長 𝑠𝑠 ，若 𝑟𝑟 ∙ �
�4𝑘𝑘2−3−1

2
� < 𝑠𝑠 ≤

𝑅𝑅2−𝑟𝑟2

𝑟𝑟
，

則兩交圓內接最大三角形是以兩相異圓交點為主的等腰三角形，其面積為 4𝑟𝑟2 ∙ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠3𝜃𝜃𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜃𝜃，

 𝜃𝜃 = 1
2
∙ (𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠−1 𝑟𝑟

2+𝑠𝑠2−𝑅𝑅2

2𝑟𝑟𝑠𝑠
)。 
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證明： 
令∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐶𝐶 = 𝜃𝜃 → 𝐴𝐴𝐶𝐶� = 𝐴𝐴𝐴𝐴� = 2𝜃𝜃 ， ∠𝐴𝐴𝑂𝑂2𝐴𝐴 = 2𝜃𝜃 
且 𝐴𝐴𝐶𝐶���� = 2 ∙ 𝐴𝐴𝐷𝐷���� = 2𝑟𝑟 ∙ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 (180° − 2𝜃𝜃) = 4𝑟𝑟 ∙ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝜃𝜃𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜃𝜃，𝐴𝐴𝐷𝐷���� =  𝐴𝐴𝑂𝑂2������+  𝑂𝑂2𝐷𝐷������ = 𝑟𝑟 + 𝑟𝑟𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠(180° −
2𝜃𝜃) = 2𝑟𝑟𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2𝜃𝜃 

∴ ∆ABC =
1
2
∙ 𝐴𝐴𝐶𝐶���� ∙ 𝐴𝐴𝐷𝐷���� =

1
2
∙ 4𝑟𝑟 ∙ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝜃𝜃𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜃𝜃 ∙ 2𝑟𝑟𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2𝜃𝜃 = 4𝑟𝑟2 ∙ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠3𝜃𝜃𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜃𝜃 

又從 ∆𝐴𝐴𝑂𝑂1𝑂𝑂2 中，利用∠𝐴𝐴𝑂𝑂2𝑂𝑂1 的餘弦定理可知 𝜃𝜃 = 1
2
∙ (𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠−1 𝑟𝑟

2+𝑠𝑠2−𝑅𝑅2

2𝑟𝑟𝑠𝑠
) 。 

故其 ∆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐶𝐶 = 4𝑟𝑟2 ∙ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠3𝜃𝜃𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜃𝜃 ，𝜃𝜃 = 1
2
∙ (𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠−1 𝑟𝑟

2+𝑠𝑠2−𝑅𝑅2

2𝑟𝑟𝑠𝑠
) ，證明結束。 

 
可將以上定理整理如下表： 

類型 

類型一 

大圓過小圓圓心 

(不規則型) 

類型二 

小圓過大圓圓心  

(不規則型) 

類型三 

兩圓互不過圓心  

(不規則型) 

範圍 1 <
𝑅𝑅
𝑟𝑟

< 2𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠36° 1 <
𝑅𝑅
𝑟𝑟

< √2  
𝑅𝑅2 − 𝑟𝑟2

𝑟𝑟
< 𝑠𝑠 < 𝑅𝑅 + 𝑟𝑟 

交圓內 

接最大 

三角形 

面積 

2𝑅𝑅𝑟𝑟 ∙ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠3𝜃𝜃 2𝑅𝑅𝑟𝑟 ∙ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠3𝜃𝜃 2𝑅𝑅𝑟𝑟 ∙ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠3𝜃𝜃 

θ θ =
1
3
∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠−1(

−𝑟𝑟
2𝑅𝑅

) θ =
1
3
∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠−1(

−𝑅𝑅
2𝑟𝑟

) θ =
1
3
∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠−1(−

𝑅𝑅2 + 𝑟𝑟2 − 𝑠𝑠2

2𝑅𝑅𝑟𝑟
) 

表一 

    從上表可明顯看出，(類型一)與(類型二)是(類型三)的特例！以(類型三)為主體；若大圓過
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小圓圓心，則連心線長 𝑠𝑠 = 𝑅𝑅 代入，即可得(類型一)的結果。若小圓過大圓圓心，則連心線長

 𝑠𝑠 = 𝑟𝑟 代入，即可得(類型二)的結果。 

    因此，從以上所有情況可得知，我們僅利用兩圓半徑與連心線長即可求出兩交圓內接三

角形最大面積，跟以往的文獻差異甚大！不僅擺脫等圓的枷鎖，更沒有利用程式去作運算，

而是依靠最直觀的條件達到我們的目的。 

伍、 研究結果 
1. 兩等圓(半徑為 𝑟𝑟 )互過圓心之最大面積內接三角形為一等腰三角形，其頂角 θ = 40°，且

面積為 2𝑟𝑟2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠340° 。 

 

2. 兩等圓半徑為 𝑟𝑟 ，連心線長為 𝑠𝑠 ，且 0 < 𝑠𝑠 < 2𝑟𝑟 ，則此兩交圓區域之內接三角形最大面

積 = 2𝑟𝑟2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠3𝜃𝜃 ，其中 𝜃𝜃 = 2
3

cos−1 𝑠𝑠
2𝑟𝑟

 

       

3. 兩相異圓半徑 𝑅𝑅 、 𝑟𝑟 且 𝑅𝑅 > 𝑟𝑟 ， 

(1) 若大圓過小圓圓心且 𝑅𝑅
𝑟𝑟
≥ 2 cos 36° ( ≒ 1.618 … ) ，則兩交圓區域之內接最大面積三

角形會是由兩圓交點A、C跟連心線與小圓交點B所形成的等腰三角形。且 𝑎𝑎∆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐶𝐶 =

4𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠θ ∙ 𝑟𝑟2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠3𝜃𝜃 ，其中 𝜃𝜃 = 1
4

cos−1 𝑟𝑟
2−2𝑅𝑅2

2𝑅𝑅2
 。 

2θ-60

60
2θ

2θ

O2
O1

θ

K

D

A

B C

m

180-θ
2

2θ-t
2θ-t

t

t

θ

2θ

2θ

O2O1

K

D

A

B C

180-θ

2

2θ-t

t

2θ

2θ

θ

O2O1 K

D

A

B C
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(2) 如下圖，若小圓過大圓圓心且 √2 ≤  𝑅𝑅
𝑟𝑟

< √3，則兩交圓區域之內接最大面積三角形

會是由兩圓交點跟連心線與小圓交點(即大圓圓心)所形成的等腰三角形，其內接最

大三角形面積為 𝑅𝑅2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝜃𝜃𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜃𝜃，其中 𝜃𝜃 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠−1 𝑅𝑅
2𝑟𝑟
。 

 

如下圖，若小圓過大圓圓心且 √3 ≤  𝑅𝑅
𝑟𝑟
≤ 2，則兩交圓區域之內接最大面積三角形會

是小圓弧上的內接正三角形，即 3√3
4
𝑟𝑟2。 

 

180-4θ 2θ

2θ

2θ

O2O1

r
R

θ

DB

C

A

θ

r

θ

r
R

O 2O 1

D

C

A

B
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4. 兩相異圓半徑 𝑅𝑅 、 𝑟𝑟 且 𝑅𝑅 = 𝑘𝑘𝑟𝑟 ( 𝑘𝑘 > 1 )在互不過圓心下，若連心線線段長 𝑠𝑠 ，且 𝑠𝑠 ≤ 𝑟𝑟 ∙

�√4𝑘𝑘
2−3−1
2

�，則兩交圓部分之內接最大面積為小圓之內接正三角形，即 3√3
4
𝑟𝑟2 。 

 
5. 兩相異圓半徑 𝑅𝑅 、 𝑟𝑟 且 𝑅𝑅 > 𝑟𝑟 ， 

(1) 若大圓過小圓圓心且 1 < 𝑅𝑅
𝑟𝑟

< 2𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠36°，則兩交圓區域之內接最大面積三角形會是不

規則之三角形，其面積為 2𝑅𝑅𝑟𝑟 ∙ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠3𝜃𝜃，其中 θ = 1
3
∙ (𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠−1 −𝑟𝑟

2𝑅𝑅
)。 

 

(2) 若小圓過大圓圓心且1 < 𝑅𝑅
𝑟𝑟

< √2，則兩交圓區域之內接最大面積三角形會是不規則

之三角形，其面積為 2𝑅𝑅𝑟𝑟 ∙ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠3𝜃𝜃，其中 θ = 1
3
∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠−1 −𝑅𝑅

2𝑟𝑟
。 

O 2O 1

θ

60

r

kr
r

30

30

60
60

C

A

B
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(3) 若兩相異圓互不過圓心且 𝑅𝑅
2−𝑟𝑟2

𝑟𝑟
< 𝑠𝑠 < 𝑅𝑅 + 𝑟𝑟，則兩交圓區域之內接最大面積三角形

會是不規則之三角形，其面積為 2𝑅𝑅𝑟𝑟 ∙ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠3𝜃𝜃，其中 θ = 1
3
∙ (𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠−1 − 𝑅𝑅2+𝑟𝑟2−𝑠𝑠2

2𝑅𝑅𝑟𝑟
)。 

 

(4) 若兩相異圓互不過圓心且  𝑟𝑟 ∙ �√4𝑘𝑘
2−3−1
2

� < 𝑠𝑠 ≤ 𝑅𝑅2−𝑟𝑟2

𝑟𝑟
，則兩交圓內接最大三角形是以

兩相異圓交點為主的等腰三角形，其面積為 4𝑟𝑟2 ∙ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠3𝜃𝜃𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜃𝜃， 𝜃𝜃 = 1
2
∙

(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠−1 𝑟𝑟
2+𝑠𝑠2−𝑅𝑅2

2𝑟𝑟𝑠𝑠
)。 
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以上結果統整如下表： 

分 

類 
類型 條件 面積 θ 

兩 

等 

圓 

不過圓心 𝑟𝑟 < 𝑠𝑠 < 2𝑟𝑟 2𝑟𝑟2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠3𝜃𝜃 
2
3
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠−1

𝑠𝑠
2𝑟𝑟

 

互過圓心 𝑠𝑠 = 𝑟𝑟 2𝑟𝑟2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠3𝜃𝜃 40° 

不過圓心 0 < 𝑠𝑠 < 𝑟𝑟 2𝑟𝑟2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠3𝜃𝜃 
2
3
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠−1

𝑠𝑠
2𝑟𝑟

 

兩

相

異

圓 

大圓 

過 

小圓圓心 

1 <
𝑅𝑅
𝑟𝑟

< 2𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠36° 2 ∙ 𝑅𝑅𝑟𝑟𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠3𝜃𝜃 
1
3
∙ (𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠−1

−𝑟𝑟
2𝑅𝑅

) 

2 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 36°  ≤
𝑅𝑅
𝑟𝑟

 4𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜃𝜃 ∙ 𝑟𝑟2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠3𝜃𝜃 
1
4
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠−1

𝑟𝑟2 − 2𝑅𝑅2

2𝑅𝑅2
 

小圓 

過 

大圓圓心 

1 <
𝑅𝑅
𝑟𝑟

< √2 2 ∙ 𝑅𝑅𝑟𝑟 ∙ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠3𝜃𝜃 
1
3
∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠−1(

−𝑅𝑅
2𝑟𝑟

) 

√2 ≤  
𝑅𝑅
𝑟𝑟

< √3 𝑅𝑅2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝜃𝜃𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜃𝜃 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠−1
𝑅𝑅
2𝑟𝑟

 

√3 ≤  
𝑅𝑅
𝑟𝑟
≤ 2 

3√3
4

𝑟𝑟2 60° 

兩圓 

互 

不過圓心 

𝑅𝑅2 − 𝑟𝑟2

𝑟𝑟
< 𝑠𝑠 < 𝑅𝑅 + 𝑟𝑟 2 ∙ 𝑅𝑅𝑟𝑟𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠3𝜃𝜃 

1
3
∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠−1(−

𝑅𝑅2 + 𝑟𝑟2 − 𝑠𝑠2

2𝑅𝑅𝑟𝑟
) 

𝑟𝑟 ∙ �
√4𝑘𝑘2 − 3 − 1

2
� < 𝑠𝑠 ≤

𝑅𝑅2 − 𝑟𝑟2

𝑟𝑟
 4𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜃𝜃 ∙ 𝑟𝑟2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠3𝜃𝜃 

1
2
∙ (𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠−1

𝑟𝑟2 + 𝑠𝑠2 − 𝑅𝑅2

2𝑟𝑟𝑠𝑠
) 

𝑠𝑠 ≤ 𝑟𝑟 ∙ �
√4𝑘𝑘2 − 3 − 1

2
� 

3√3
4

𝑟𝑟2 60° 

備註：大圓過小圓即 𝑠𝑠 = 𝑅𝑅，小圓過大圓即 𝑠𝑠 = 𝑟𝑟。故面積與θ表示中，均以 𝑅𝑅 或 𝑟𝑟 表示，並無 𝑠𝑠 呈現      表二 
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【評語】050409  

「兩交圓內接三角形最大面積」這個問題雖之前有在科展被

考慮過，但之前的作品基本上是針對特殊關係的圓去處理。這個

極值問題是一個可以處理，但是複雜度遠比想像要來的難的問

題。本件作品考慮一般的情形，得到相當完整的結果。作者對於

作品的掌握程度甚佳，無論是文獻探討，已知結果的回顧，內文

證明中所使用的方法， 動機與侷限都有清楚的瞭解， 對於作品

的表達與呈現也相當出色。未來可以繼續探討與需要嚴格證明是

產生極值時三角形的存在性與唯一性，這需要更細緻的分析論證

與研究整體來講這是一件優秀的作品。 
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兩交圓內接三角形 
最大面積之探討 

高中組  數學科 



名詞定義 

K2

K1

C

B

A

交圓內接三角形： 
如右圖所示，兩交圓區域中，𝐾1𝐴𝐾2 與
𝐾1𝐶𝐾2 上，任取相異三點所形成的三角形
，如 ∆𝐴𝐵𝐶。(三點均在同一弧也可) 

變形： 
如左圖，在兩交圓的重疊區域中，任
取∆𝐴1𝐵𝐶，為了尋求最大面積的三角
形，我們會不斷將原本三角形進行所
謂的『變形』，即 ∆𝐴1𝐵𝐶 → ∆𝐴2𝐵𝐶
，使得 ∆𝐴2𝐵𝐶 會是以 𝐵C 為底邊時，
獲得最大的高來得到最大三角形面積
。 



 陳柏翰、洪毅群、蔡柏緯、孫旻瓘(2004)【兩圓相交部份的內接三角形
之最大面積】將交圓限制在「等圓」的特殊條件上，且利用程式控制變
因在兩圓交點與外公切線的距離與最大面積三角形其交點部分所夾的角
度值。 

  

 錢柏均、黃佑平(2013)【兩交圓內接最大圖形面積探討】內容與陳柏翰
等人的【兩圓相交部份的內接三角形之最大面積】在三角形面積的部分
想法相似： 
一、純粹探討兩等圓的情況，二、變因還是兩交圓交點與外公切線的距
離，三、在延伸四邊形最大面積部分，菱形也是純粹猜想，無嚴謹證明；
內接矩形的最大面積無法找出規律，因此沒有結論說明最大面積如何尋
求。 

 

    而我們希望能做到更完整的幾何推論，從「兩等圓」的思維出發，進而
探討「兩相異圓」的方向；且將變數更改為連心線線段長，使得整個推理過
程合理、直觀且容易操作。 

文獻探討 



1. 探討兩等圓互過圓心之內接三角形最大面積 1.1   連心線 𝑠 = 𝑟 

2. 探討兩等圓不過圓心之內接三角形最大面積 

2.1   0 <連心線 𝑠 ≤ 𝑟 

2.2   r ≤連心線 𝑠 < 2𝑟 

兩等圓 

( 𝑟1 = 𝑟2 ) 

3. 一圓過另圓圓心之內接三角形最大面積 

4. 兩圓互不過圓心之內接三角形最大面積 

3.1   大圓過小圓圓心 (規則型) 

3.2   小圓過大圓圓心 (規則型) 

4.1   探討連心線長與最大面積的關係 (規則型) 

相異兩圓 

( 𝑟1 ≠ 𝑟2 ) 

3.1.1  大圓過小圓圓心 (不規則型) → 1 <
𝑅

𝑟
< 2𝑐𝑜𝑠36°𝑟  

3.2.1  小圓過大圓圓心 (不規則型) → 1 <
𝑅

𝑟
< 2  

4.1.1  兩圓互不過圓心 (規則型) → 𝑟 ∙
4𝑘2−3−1

2
< 𝑠 ≤

𝑅2−𝑟2

𝑟
 

續 

探 

4.1.2  兩圓互不過圓心 (不規則型) → 
𝑅2−𝑟2

𝑟
< 𝑠 < 𝑅 + 𝑟 

研究流程 



定理1 定理2 定理2 

2-60

60

2

2

O2
O1



K

D

A

B C

180-

2

2-t

t

2

2



O2O1 K

D

A

B C

m

180-

2
2-t

2-t

t

t



2

2

O2O1

K

D

A

B C

 

若兩圓半徑為 𝑟 ，連心線長為 𝑠 ，且 0 < 𝑠 < 2𝑟 ，則此兩交圓重疊區域

之內接三角形最大面積 = 𝟐𝒓𝟐𝒔𝒊𝒏𝟑𝜽 ，其中 𝜽 =
𝟐

𝟑
𝒄𝒐𝒔−𝟏

𝒔

𝟐𝒓
 。 

 

( 備註：當 𝑠 = 𝑟，即互過圓心。此時 𝜃 =
2

3
𝑐𝑜𝑠−1

𝑠

2𝑟
=
2

3
𝑐𝑜𝑠−1

𝑟

2𝑟
= 40° ) 

兩等圓交圓內接三角形最大面積研究 



R=1.0 r 

R=1.2 r 

R=1.4 r 

R=1.6 r 

R=2.0 r 

大圓過小圓圓心交圓內接三角形最大面積研究 



O 2O 1



C

B

A

2

2

2

rR

2

2



O2O1

G

F

E

D

A

B

C

定理3 定理6 

1 <
𝑅

𝑟
< 2𝑐𝑜𝑠36°  

兩交圓內接最大三角形面積為
 𝟐𝑹𝒓 ∙ 𝒔𝒊𝒏𝟑𝜽 

 𝛉 =
𝟏

𝟑
∙ (𝒄𝒐𝒔−𝟏

−𝒓

𝟐𝑹
) 

𝑅

𝑟
≥ 2 cos 36°   

兩交圓內接最大三角形面積為 

 𝟒𝒄𝒐𝒔𝛉 ∙ 𝒓𝟐𝒔𝒊𝒏𝟑𝜽  

𝜽 =
𝟏

𝟒
𝒄𝒐𝒔−𝟏
𝒓𝟐 − 𝟐𝑹𝟐

𝟐𝑹𝟐
 

大圓過小圓圓心交圓內接三角形最大面積研究 



R=1.0 r 

R=1.2 r 

R=1.4 r 

R=1.6 r 

R=2.0 r 

小圓過大圓圓心交圓內接三角形最大面積研究 



定理4 定理4 

O2(O1)

ABC面積  = 20.95 公分2

D

E

C

A

B

r
R

D

E

C

A

B

90-2
90-2

2

2

2

2

2

2

R r



O 2

O 1

F

JD
E

G

A

B

C

定理7 

1 <
𝑅

𝑟
< 2 

交圓內接最大三角形 

面積 = 𝟐𝑹𝒓 ∙ 𝒔𝒊𝒏𝟑𝜽 

𝜽 =
𝟏

𝟑
∙ 𝒄𝒐𝒔−𝟏
−𝑹

𝟐𝒓
 

2 ≤  
𝑅

𝑟
< 3 

交圓內接最大三角形 

面積 = 𝑹𝟐𝒔𝒊𝒏𝜽𝒄𝒐𝒔𝜽 

𝜽 = 𝒔𝒊𝒏−𝟏
𝑹

𝟐𝒓
 

3 ≤  
𝑅

𝑟
≤ 2 

交圓內接最大三角形 

面積 = 
𝟑 𝟑

𝟒
𝒓𝟐 

𝜽 = 𝟔𝟎° 

小圓過大圓圓心交圓內接三角形最大面積研究 



S=22 S=18 S=14 S=10 S=8 

S=6 S=4 

以上所有圖皆為
R=1.3r的縮放圖，
因有些圖面積過小，
有做局部放大！故
小圓大小不成比例！ 

兩圓互不過圓心交圓內接三角形最大面積研究 



定理5 定理9 定理8 

O 2O 1
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2
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2
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r
R

O 2O 1

D

C

A

B

𝑅2 − 𝑟2

𝑟
< 𝑠 < 𝑅 + 𝑟 

交圓內接最大三角形 

面積 = 𝟐𝑹𝒓 ∙ 𝒔𝒊𝒏𝟑𝜽 

𝜽 =
𝟏

𝟑
∙ (𝒄𝒐𝒔−𝟏 −

𝑹𝟐 + 𝒓𝟐 − 𝒔𝟐

𝟐𝑹𝒓
) 

𝑟 ∙
4𝑘2 − 3 − 1

2
< 𝑠 ≤
𝑅2 − 𝑟2

𝑟
 

交圓內接最大三角形 

面積 = 𝟒𝒓𝟐 ∙ 𝒔𝒊𝒏𝟑𝜽𝒄𝒐𝒔𝜽 

𝜽 =
𝟏

𝟐
∙ (𝒄𝒐𝒔−𝟏

𝒓𝟐 + 𝒔𝟐 − 𝑹𝟐

𝟐𝒓𝒔
) 

𝑠 ≤ 𝑟 ∙
4𝑘2 − 3 − 1

2
 

交圓內接最大三角形 

面積 = 
𝟑 𝟑

𝟒
𝒓𝟐 

𝜽 = 𝟔𝟎° 

兩圓互不過圓心交圓內接三角形最大面積研究 
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 兩交圓內接最大圖形面積探討 / 錢柏均、黃佑平(2013) / 中學生網站-數學小論文
1021115梯次 

 兩圓相交部份的內接三角形之最大面積 / 陳柏翰、洪毅群、蔡柏緯、孫旻瓘(2004) / 全
國中小學科展 

 反三角函數與複數的極式(高中新數學教室16) / 陸思明 (2003) / 建宏出版社 
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