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摘要 

本文主要是在探討二維醉漢走路問題的各種情形。 參考一維醉漢走路的原始問題「一

醉漢從距離懸崖一步的位置出發，另一端則是無窮延伸的道路，醉漢在道路上每步以一固定

機率不停的前後隨機移動，直到落下懸崖則停止移動，試求醉漢落下懸崖機率為何？」我們

將其拓展至二維平面上，利用一路領先問題的概念以及無窮級數的生成函數，探討二維一邊

懸崖、兩邊懸崖以及三邊懸崖的情況下，不同移動機率組合，醉漢落下懸崖的機率，並發現

Catalan Series 是研究二維醉漢走路問題很有力的工具。 

 

 

壹、 研究動機 

 

「有一個醉漢在直線上不停地前後移動。假設他站在距離山崖一步的位置，後退一步

就會落下懸崖。並且設他後退一步(即往懸崖方向移動一步)之機率為𝑃𝑃，則前進一步之機率

為1 − 𝑃𝑃。求出該醉漢落下懸崖之機率為何?」在高一的數學課堂上，老師提出上述問題作為

我們專題研究的參考題材，我們對此深感興趣，除了找出此問題的解外，也嘗試把一維的懸

崖推廣成有四個移動方向的二維的平面，並希望能推得在二維平面掉下懸崖的機率的一般化

結論。 

 

貳、 研究目的 

一、 將一維的醉漢走路問題延伸成二維，並探討二維平面上有一個懸崖的情況，醉漢落下        

懸崖的機率。 

二、 探討二維平面上有二個懸崖的情況，醉漢落下懸崖的機率。 

三、 探討二維平面上有三個懸崖的情況，醉漢落下懸崖的機率。 

 

 

參、 研究設備其器材 

紙、筆、筆記型電腦、Python 程式、excel 
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肆、 研究過程或方法 

一、 研究架構圖 

 

 

 

 

 

 

 



 3 

二、 名詞定義 

（一）醉漢： 

座標上的一動點 

（二）走路： 

在一維狀況，醉漢在實數線上從𝑥𝑥 = 1出發開始移動，每次移動 1 單位，若醉漢當

前在𝑥𝑥 = 𝑚𝑚，𝑚𝑚 ≥ 1，則每一次有𝑃𝑃的機率移動到𝑥𝑥 = 𝑚𝑚 − 1，有𝑄𝑄的機率移動到𝑥𝑥 =

𝑚𝑚 + 1，其中𝑃𝑃 + 𝑄𝑄 = 1。 

在二維狀況，醉漢從點(1,1)出發開始移動，若醉漢當前在點(𝑚𝑚,𝑛𝑛)，𝑚𝑚,𝑛𝑛 ≥ 1，則

每一次有𝑙𝑙的機率移動到點(𝑚𝑚− 1, 𝑛𝑛)，有𝑑𝑑的機率移動到點(𝑚𝑚,𝑛𝑛 − 1)，有𝑟𝑟的機率移動

到點(𝑚𝑚 + 1,𝑛𝑛)，有𝑢𝑢的機率移動到點(𝑚𝑚,𝑛𝑛 + 1)。其中𝑙𝑙 + 𝑑𝑑 + 𝑟𝑟 + 𝑢𝑢 = 1。 

 

一維醉漢走路方式 

 

二維醉漢走路方式 

 

（三）懸崖 ： 

1. 在一維狀況，醉漢僅在𝑥𝑥軸上走路，懸崖為一個點，定義點𝑥𝑥 = 0為懸崖，醉漢一接

觸到懸崖就會落下懸崖死亡(即停止走路)。 

2. 在二維狀況，醉漢在𝑥𝑥𝑥𝑥平面上走路，一個懸崖為一條水平或鉛直線，不同情況有不     

同的懸崖。醉漢一接觸到懸崖就會落下懸崖死亡(即停止走路)。 

 

三、 引理 

P                    Q 
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（一）引理 1：𝑚𝑚,𝑛𝑛一路領先(不曾落後)公式 

假設有𝑚𝑚個向右箭頭，𝑛𝑛個向左箭頭排成一列，且從第一個依序任意取𝑘𝑘個箭頭

�𝑚𝑚, 𝑛𝑛,𝑘𝑘 ∈ 𝑁𝑁且𝑘𝑘 ≤ 𝑚𝑚 + 𝑛𝑛�，其中向右箭頭之總數必大於或等於向左箭頭之總數，則所

有可能的排列數共有。  

𝐶𝐶𝑚𝑚𝑚𝑚+𝑛𝑛 − 𝐶𝐶𝑚𝑚+1
𝑚𝑚+𝑛𝑛 種 

引用自[1] 

 

（二）引理 2：卡特蘭數生成函數 

卡特蘭數列𝐶𝐶𝑛𝑛 = 1
𝑛𝑛+1

�2𝑛𝑛𝑛𝑛 � = (2𝑛𝑛)!
(𝑛𝑛+1)!𝑛𝑛!

， < 𝐶𝐶𝑛𝑛 >的遞迴關係式為： 

𝐶𝐶0 = 1, ，𝐶𝐶𝑛𝑛+1 = �𝐶𝐶𝑖𝑖𝐶𝐶𝑛𝑛−𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=0

，𝑓𝑓𝑓𝑓𝑟𝑟 𝑛𝑛 ≥ 0 

卡特蘭數的生成函數為𝑐𝑐(𝑥𝑥)，𝑓𝑓𝑓𝑓𝑟𝑟 𝑥𝑥 ≠ 0 

𝑐𝑐(𝑥𝑥) = �𝐶𝐶𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛
∞

𝑛𝑛=0

= 𝐶𝐶0 + 𝐶𝐶1𝑥𝑥 + 𝐶𝐶2𝑥𝑥2 + 𝐶𝐶3𝑥𝑥3 + ⋯ 

令𝑐𝑐(𝑥𝑥) × 𝑐𝑐(𝑥𝑥) = (𝐶𝐶0𝐶𝐶0) + (𝐶𝐶0𝐶𝐶1+𝐶𝐶1𝐶𝐶0)𝑥𝑥 + (𝐶𝐶0𝐶𝐶2+𝐶𝐶1𝐶𝐶1 + 𝐶𝐶2𝐶𝐶0)𝑥𝑥2 + ⋯ 

= 𝐶𝐶1 + 𝐶𝐶2𝑥𝑥 + 𝐶𝐶3𝑥𝑥2 + ⋯ 

=
(𝐶𝐶1𝑥𝑥 + 𝐶𝐶2𝑥𝑥2 + 𝐶𝐶3𝑥𝑥3 + ⋯ )

𝑥𝑥
 

=
(1 + 𝐶𝐶1𝑥𝑥 + 𝐶𝐶2𝑥𝑥2 + 𝐶𝐶3𝑥𝑥3 + ⋯− 1)

𝑥𝑥
 

⇒ 𝑐𝑐(𝑥𝑥) × 𝑐𝑐(𝑥𝑥) =
(𝑐𝑐(𝑥𝑥) − 1)

𝑥𝑥
 

⇒ 𝑥𝑥𝑐𝑐(𝑥𝑥)2 − 𝑐𝑐(𝑥𝑥) + 1 = 0 

⇒ 𝑐𝑐(𝑥𝑥) =
1 ± √1 − 4𝑥𝑥

2𝑥𝑥
 

因卡特蘭數滿足 lim
𝑥𝑥→0+

𝑐𝑐(𝑥𝑥) = 𝐶𝐶0 = 1 ，𝑐𝑐(𝑥𝑥) = 1+√1−4𝑥𝑥
2𝑥𝑥

 不合 

故卡特蘭數之生成函數為 

𝑐𝑐(𝑥𝑥) =
1 − √1 − 4𝑥𝑥

2𝑥𝑥
 

 

 

根據比值審斂法求𝑐𝑐(𝑥𝑥)的收斂半徑： 
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lim
𝑛𝑛→∞

|
𝐶𝐶𝑛𝑛+1𝑥𝑥𝑛𝑛+1

𝐶𝐶𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛
| = lim

𝑛𝑛→∞

� 1
(𝑛𝑛 + 1) + 1 × 𝐶𝐶𝑛𝑛+1

2(𝑛𝑛+1) × 𝑥𝑥𝑛𝑛+1�

� 1
𝑛𝑛 + 1 × 𝐶𝐶𝑛𝑛2𝑛𝑛 × 𝑥𝑥𝑛𝑛�

 

= lim
𝑛𝑛→∞

� 1
𝑛𝑛 + 2 × (2𝑛𝑛 + 2)!

(𝑛𝑛 + 1)! (𝑛𝑛 + 1)!�

� 1
𝑛𝑛 + 1 × (2𝑛𝑛)!

𝑛𝑛!𝑛𝑛! �
× |𝑥𝑥| 

= lim
𝑛𝑛→∞

|(2𝑛𝑛 + 2)! 𝑛𝑛!|
|(𝑛𝑛 + 2)! (2𝑛𝑛)!|

× |𝑥𝑥| 

 = lim
𝑛𝑛→∞

|(2𝑛𝑛 + 1)(2𝑛𝑛 + 2)|
|(𝑛𝑛 + 1)(𝑛𝑛 + 2)| × |𝑥𝑥| 

= lim
𝑛𝑛→∞

|4𝑛𝑛2 + 6𝑛𝑛 + 2|
|𝑛𝑛2 + 3𝑛𝑛 + 2| × |𝑥𝑥| = |4𝑥𝑥| 

故在|4𝑥𝑥| < 1時收斂，此時 
−1
4

< 𝑥𝑥 < 1
4

，𝑅𝑅 = 1
4
 

 

（三）引理 3：無窮級數𝐿𝐿(𝑥𝑥, 𝑧𝑧)的生成函數  (參考[3]) 

當 

−1
4

<
𝑥𝑥

(1 − 𝑧𝑧)2 <
1
4

 

時，可得以下算式 

𝐿𝐿(𝑥𝑥, 𝑧𝑧) = ���
1

𝑚𝑚 + 1
�

2𝑚𝑚
𝑚𝑚
��

2𝑚𝑚 + 𝑞𝑞
𝑞𝑞

� 𝑥𝑥𝑚𝑚
∞

𝑚𝑚=0

�
∞

𝑞𝑞=0

𝑧𝑧𝑞𝑞 =
(1 − 𝑧𝑧) −�(1 − 𝑧𝑧)2 − 4𝑥𝑥

2𝑥𝑥
 

 

（四）引理 4：若𝑎𝑎𝑛𝑛是等比數列，公比為𝑟𝑟，−1 < 𝑟𝑟 < 1 則 

          1.  �𝑎𝑎𝑛𝑛

∞

𝑛𝑛=1

= lim
𝑛𝑛→∞

𝑎𝑎1(1 − 𝑟𝑟𝑛𝑛)
1 − 𝑟𝑟

=  
𝑎𝑎1

1 − 𝑟𝑟
 

          2.  �𝑛𝑛 × 𝑎𝑎𝑛𝑛

∞

𝑛𝑛=1

=
𝑎𝑎1

(1 − 𝑟𝑟)2 

          3.  �𝑛𝑛2 × 𝑎𝑎𝑛𝑛

∞

𝑛𝑛=1

=
2𝑎𝑎1

(1 − 𝑟𝑟)3 −
𝑎𝑎1

(1 − 𝑟𝑟)2 

 

 

 

證明： 
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證明 2 式 

          �𝑛𝑛 × 𝑎𝑎𝑛𝑛

∞

𝑛𝑛=1

= 1𝑎𝑎1 + 2𝑎𝑎2 + 3𝑎𝑎3 + 4𝑎𝑎4 + ⋯ 

�𝑟𝑟 × 𝑛𝑛 × 𝑎𝑎𝑛𝑛

∞

𝑛𝑛=1

= 1𝑎𝑎2 + 2𝑎𝑎3 + 3𝑎𝑎4 + 4𝑎𝑎5 + ⋯ 

兩式相減�(1 − 𝑟𝑟) × 𝑛𝑛 × 𝑎𝑎𝑛𝑛

∞

𝑛𝑛=1

= 𝑎𝑎1 + 𝑎𝑎2 + 𝑎𝑎3 + 𝑎𝑎4 … =
𝑎𝑎1

1 − 𝑟𝑟
 

�𝑛𝑛 × 𝑎𝑎𝑛𝑛

∞

𝑛𝑛=1

=
𝑎𝑎1

(1 − 𝑟𝑟)2  得證    ▌ 

       

證明 3 式 

�𝑛𝑛2 × 𝑎𝑎𝑛𝑛

∞

𝑛𝑛=1

= 1𝑎𝑎1 + 4𝑎𝑎2 + 9𝑎𝑎3 + 16𝑎𝑎4 + ⋯ 

�𝑟𝑟 × 𝑛𝑛2 × 𝑎𝑎𝑛𝑛

∞

𝑛𝑛=1

= 1𝑎𝑎2 + 4𝑎𝑎3 + 9𝑎𝑎4 + 16𝑎𝑎5 + ⋯ 

兩式相減�(1 − 𝑟𝑟) × 𝑛𝑛2 × 𝑎𝑎𝑛𝑛

∞

𝑛𝑛=1

= 1𝑎𝑎1 + 3𝑎𝑎2 + 5𝑎𝑎3 + 7𝑎𝑎4 + ⋯ =
2𝑎𝑎1

(1 − 𝑟𝑟)2 −
𝑎𝑎1

1 − 𝑟𝑟
 

�𝑛𝑛2 × 𝑎𝑎𝑛𝑛

∞

𝑛𝑛=1

=
2𝑎𝑎1

(1 − 𝑟𝑟)3 −
𝑎𝑎1

(1 − 𝑟𝑟)2     ▌ 

 

四、 一維醉漢走路問題 

「有一醉漢，從距離懸崖邊一步的位置出發，另一端則是無窮延伸的道路，醉漢

在道路上每步以一固定機率不停的前後隨機移動，他往懸崖走一步的機率為𝑃𝑃，後退一

步的機率為1 − 𝑃𝑃，則醉漢最終落下懸崖的機率何？」此為歷史上經典的醉漢走路問題。

而此問題有許多解法，然而網路上的解法均無法順利推廣至二維情況[5]。因此，此處

我們使用卡特蘭數列的生成函數來解決一維醉漢走路問題，以推廣至二維情況。 

 

 

 

 

（一）定理 1：  



 7 

有一個醉漢在𝑥𝑥軸上從𝑥𝑥 = 1出發開始不停的前後移動，若醉漢當前在點𝑥𝑥 = 𝑚𝑚，

𝑚𝑚 ≥ 1，則每一次有𝑃𝑃的機率移動到𝑥𝑥 = 𝑚𝑚 − 1，有𝑄𝑄的機率移動到𝑥𝑥 = 𝑚𝑚 + 1，其中𝑃𝑃 +

𝑄𝑄 = 1。定義懸崖為𝑥𝑥 = 0，該醉漢最終落下懸崖之機率𝑓𝑓(𝑃𝑃)為

�
當

1
2
≤ 𝑃𝑃 ≤ 1：𝑓𝑓(𝑃𝑃) = 1

當 0 ≤ 𝑃𝑃 < 1
2

：𝑓𝑓(𝑃𝑃) = 𝑃𝑃
𝑄𝑄

 

 

[證明]：  

如上圖所示假設山崖為0，其他位置依序令為1,2,3, … 

從第𝑘𝑘位置出發，最後跌落山崖的機率為𝑃𝑃𝑘𝑘, 𝑘𝑘 = 0,1,2, … , 0 ≤ 𝑃𝑃𝑘𝑘 ≤ 1  

         可推出遞迴關係式 

�
𝑃𝑃0 = 1
𝑃𝑃𝑘𝑘 = 𝑃𝑃 × 𝑃𝑃𝑘𝑘−1 + (1 − 𝑃𝑃) × 𝑃𝑃𝑘𝑘+1(𝑘𝑘 ≥ 1) 

                       

1.  當 𝑃𝑃 = 1
2
 

如上圖所示假設山崖為0，其他位置依序令為1,2,3, … 

從第𝑘𝑘位置出發，最後跌落山崖的機率為𝑃𝑃𝑘𝑘,𝑘𝑘 = 0,1,2, …  , 0 ≤ 𝑃𝑃𝑘𝑘 ≤ 1  

�
𝑃𝑃0 = 1
𝑃𝑃𝑘𝑘 = 1

2
𝑃𝑃𝑘𝑘−1 + 1

2
𝑃𝑃𝑘𝑘+1(𝑘𝑘 ≥ 1)   

可知𝑃𝑃𝑘𝑘為等差數列，假設𝑃𝑃1 < 1，該數列為遞減數列，則可推測出𝑘𝑘夠大時𝑃𝑃𝑘𝑘 < 0 

取𝑘𝑘 > 1
1−𝑃𝑃1

， 𝑃𝑃𝑘𝑘 = 1 + 𝑘𝑘(𝑃𝑃1 − 1) < 1 + 1
1−𝑃𝑃1

(𝑃𝑃1 − 1) = 0 

與𝑃𝑃𝑘𝑘 ≥ 0矛盾，故𝑃𝑃1 = 1  ⇒  𝑓𝑓(𝑃𝑃) = 1 

 

2.  當 
1
2
≤ 𝑃𝑃 ≤ 1 

明顯地當𝑃𝑃 > 𝑃𝑃′時，𝑓𝑓(𝑃𝑃) ≥ 𝑓𝑓(𝑃𝑃′) 

因此𝑓𝑓(𝑃𝑃) = 1，𝑓𝑓𝑓𝑓𝑟𝑟 1
2
≤ 𝑃𝑃 ≤ 1 

3.  當0 < 𝑃𝑃 < 1
2
 

 

 

 

 

起點 

P Q 

懸崖 
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醉漢落下懸崖必為奇數步數，令走了2𝑘𝑘 + 1步跌落山崖的情形，可以發現恰好有𝐶𝐶𝑘𝑘種

(𝐶𝐶0,𝐶𝐶1,𝐶𝐶2, …𝐶𝐶𝑛𝑛即為卡特蘭數) 

𝐶𝐶0 = 1,𝐶𝐶1 = 1,𝐶𝐶2 = 2, …𝐶𝐶𝑘𝑘 = 𝐶𝐶𝑘𝑘2𝑘𝑘 − 𝐶𝐶𝑘𝑘+12𝑘𝑘 =
1

𝑘𝑘 + 1
𝐶𝐶𝑘𝑘2𝑘𝑘，(𝑘𝑘 = 1,2, … ) 

故 

𝑓𝑓(𝑃𝑃) = 𝑃𝑃 + 𝑃𝑃2(1 − 𝑃𝑃) + 2𝑃𝑃3(1 − 𝑃𝑃)2 + ⋯ = �𝐶𝐶𝑘𝑘𝑃𝑃𝑘𝑘+1(1 − 𝑃𝑃)𝑘𝑘
∞

𝑘𝑘=0

 

根據引理 2，可用卡特蘭數之生成函數𝑐𝑐(𝑥𝑥) = 1−√1−4𝑥𝑥
2𝑥𝑥

   

令𝑃𝑃(1 − 𝑃𝑃) = 𝑡𝑡, 𝑡𝑡 ∈ ℝ 

則𝑓𝑓(𝑃𝑃) = 𝑃𝑃 + 𝑃𝑃2(1 − 𝑃𝑃) + 2𝑃𝑃3(1 − 𝑃𝑃)2 + 5𝑃𝑃4(1 − 𝑃𝑃)3+… 

= 𝑃𝑃�𝐶𝐶𝑘𝑘𝑃𝑃𝑘𝑘(1 − 𝑃𝑃)𝑘𝑘
∞

𝑘𝑘=0

 = 𝑃𝑃�𝐶𝐶𝑘𝑘𝑡𝑡𝑘𝑘
∞

𝑘𝑘=0

= 𝑃𝑃 ×
1 − √1 − 4𝑡𝑡

2𝑡𝑡
 

= 𝑃𝑃 ×
1 −�1 − 4𝑃𝑃(1 − 𝑃𝑃)

2𝑃𝑃(1 − 𝑃𝑃)
=

1 −�1 − 4𝑃𝑃(1 − 𝑃𝑃)
2(1 − 𝑃𝑃)

 

=
1 − (1 − 2𝑃𝑃)

2(1 − 𝑃𝑃)
=

𝑃𝑃
1 − 𝑃𝑃

 

故 𝑓𝑓(𝑃𝑃) = 𝑃𝑃
𝑄𝑄
 

結論： 

�
當

1
2
≤ 𝑃𝑃 ≤ 1：𝑓𝑓(𝑃𝑃) = 1

當 0 ≤ 𝑃𝑃 < 1
2

：𝑓𝑓(𝑃𝑃) = 𝑃𝑃
𝑄𝑄

     ▌ 

 

五、 二維醉漢走路問題 ── 一邊懸崖 

（一）定理 2： 

二維平面上，有一醉漢從(1,1)的位置出發，每次只往左、下、右、上其中一個方

向移動一單位長，若各點向左、下、右、上移動的機率分別為𝑙𝑙,𝑑𝑑, 𝑟𝑟,𝑢𝑢，且只有一邊懸

崖，當醉漢走到𝑥𝑥軸視為落下懸崖，則醉漢落下懸崖的機率僅與𝑙𝑙, 𝑟𝑟有關： 

�
當

1
2
≤ 𝑙𝑙

𝑙𝑙+𝑟𝑟
≤ 1：落下懸崖機率為 1

當 0 ≤ 𝑙𝑙
𝑙𝑙+𝑟𝑟

< 1
2

：落下懸崖機率為
𝑙𝑙
𝑟𝑟

    

可視為一維的狀況討論。 

 

[證明]：  
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設𝑥𝑥, 𝑥𝑥平面上一點(𝑚𝑚,𝑛𝑛)，則該點出發，最後落下懸崖機率為𝑃𝑃(𝑚𝑚,𝑛𝑛)，則 

𝑃𝑃(𝑚𝑚,𝑛𝑛) = 𝑙𝑙𝑃𝑃(𝑚𝑚− 1, 𝑛𝑛) + 𝑑𝑑𝑃𝑃(𝑚𝑚,𝑛𝑛 − 1) + 𝑟𝑟𝑃𝑃(𝑚𝑚 + 1,𝑛𝑛) + 𝑢𝑢𝑃𝑃(𝑚𝑚,𝑛𝑛 + 1) 

明顯的可知 𝑃𝑃(𝑚𝑚,𝑛𝑛) = 𝑃𝑃(𝑚𝑚,𝑛𝑛 + 1) = 𝑃𝑃(𝑚𝑚,𝑛𝑛 − 1) 

(1 − 𝑑𝑑 − 𝑢𝑢)𝑃𝑃(𝑚𝑚, 𝑛𝑛) = 𝑙𝑙𝑃𝑃(𝑚𝑚− 1,𝑛𝑛) + 𝑟𝑟𝑃𝑃(𝑚𝑚 + 1,𝑛𝑛) 

∵ 1 − 𝑑𝑑 − 𝑢𝑢 = 𝑙𝑙 + 𝑟𝑟 

∴ 𝑃𝑃(𝑚𝑚,𝑛𝑛) =
𝑙𝑙𝑃𝑃(𝑚𝑚− 1, 𝑛𝑛)
(1 − 𝑑𝑑 − 𝑢𝑢) +

𝑟𝑟𝑃𝑃(𝑚𝑚 + 1,𝑛𝑛)
(1 − 𝑑𝑑 − 𝑢𝑢) =

𝑙𝑙𝑃𝑃(𝑚𝑚− 1,𝑛𝑛) + 𝑟𝑟𝑃𝑃(𝑚𝑚 + 1,𝑛𝑛)
𝑙𝑙 + 𝑟𝑟

 

數列𝑃𝑃(1, 𝑛𝑛),𝑃𝑃(2,𝑛𝑛),𝑃𝑃(3,𝑛𝑛) … 的遞迴關係式與一維醉漢走路問題遞迴關係式相同，可知

落下懸崖機率只與𝑙𝑙, 𝑟𝑟大小有關。可得： 

�
當

1
2
≤ 𝑙𝑙

𝑙𝑙+𝑟𝑟
≤ 1：落下懸崖機率為 1

當 0 ≤ 𝑙𝑙
𝑙𝑙+𝑟𝑟

< 1
2

：落下懸崖機率為
𝑙𝑙
𝑟𝑟

   ▌ 

 

六、 二維醉漢走路問題 ── 二邊懸崖且  𝒍𝒍𝒍𝒍𝒍𝒍𝒍𝒍 = 𝟎𝟎 

二維平面上，有一醉漢從(1,1)的位置出發，每次只往左、下、右、上其中一個方向移動一單

位長，各點向左、下、右、上移動的機率分別為𝑙𝑙,𝑑𝑑, 𝑟𝑟,𝑢𝑢，定義𝑥𝑥軸和𝑥𝑥軸為懸崖。若𝑙𝑙𝑑𝑑𝑟𝑟𝑢𝑢 = 0，

即𝑙𝑙,𝑑𝑑, 𝑟𝑟,𝑢𝑢中至少有一為0時，討論醉漢落下懸崖的機率。 

（一）若𝑙𝑙,𝑑𝑑, 𝑟𝑟,𝑢𝑢中恰有一項為0  

1. 𝑙𝑙 = 0(或 𝑑𝑑 = 0) 

根據定理 2，可視為一維醉漢走路問題，醉漢向懸崖移動的機率為
𝑑𝑑

𝑑𝑑+𝑢𝑢
�或

𝑙𝑙
𝑙𝑙+𝑟𝑟
� 

再用定理 1 可推出落下懸崖機率 

�
當

1
2
≤

𝑑𝑑
𝑑𝑑 + 𝑢𝑢

�或
𝑙𝑙

𝑙𝑙 + 𝑟𝑟
� ≤ 1：落下懸崖機率為 1

當 0 ≤
𝑑𝑑

𝑑𝑑 + 𝑢𝑢
�或

𝑙𝑙
𝑙𝑙 + 𝑟𝑟

� <
1
2

：落下懸崖機率為
𝑑𝑑
𝑢𝑢
�或

𝑙𝑙
𝑟𝑟
�
 

2. 𝑟𝑟 = 0(或 𝑢𝑢 = 0) 

明顯可推出，醉漢落下懸崖機率為1 

（二）若𝑙𝑙,𝑑𝑑, 𝑟𝑟,𝑢𝑢中恰有兩項為0 

1. 𝑙𝑙 = 0 且𝑟𝑟 = 0(或(𝑑𝑑 = 0 且𝑢𝑢 = 0)) 

可視為一維醉漢走路，醉漢向懸崖移動的機率為 

𝑑𝑑
𝑑𝑑+𝑢𝑢

(或
𝑙𝑙

𝑙𝑙+𝑟𝑟
) 再用定理 1 可推出落下懸崖機率 
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�
當

1
2
≤

𝑑𝑑
𝑑𝑑 + 𝑢𝑢

�或
𝑙𝑙

𝑙𝑙 + 𝑟𝑟
� ≤ 1：落下懸崖機率為 1

當 0 ≤
𝑑𝑑

𝑑𝑑 + 𝑢𝑢
�或

𝑙𝑙
𝑙𝑙 + 𝑟𝑟

� <
1
2

：落下懸崖機率為
𝑑𝑑
𝑢𝑢
�或

𝑙𝑙
𝑟𝑟
�
 

2. 𝑙𝑙 = 0 且𝑢𝑢 = 0(或(𝑑𝑑 = 0 且𝑟𝑟 = 0)) 

明顯可推出，醉漢落下懸崖機率為1 

3. 𝑙𝑙 = 0 且𝑑𝑑 = 0 

明顯可推出，醉漢落下懸崖機率為0 

4. 𝑟𝑟 = 0 且𝑢𝑢 = 0 

明顯可推出，醉漢落下懸崖機率為1 

（三）若𝑙𝑙,𝑑𝑑, 𝑟𝑟,𝑢𝑢中恰有三項為0 

      1. 𝑙𝑙 = 0 且𝑑𝑑 = 0 且𝑟𝑟 = 0(或(𝑙𝑙 = 0 且𝑑𝑑 = 0 且𝑢𝑢 = 0)) 

醉漢落下懸崖機率為0 

      2. 𝑑𝑑 = 0 且𝑟𝑟 = 0 且𝑢𝑢 = 0(或(𝑙𝑙 = 0 且𝑟𝑟 = 0 且𝑢𝑢 = 0)) 

醉漢落下懸崖機率為1 

 

七、 二維醉漢走路問題 ── 二邊懸崖 𝒍𝒍 + 𝒍𝒍 ≥ 𝟏𝟏
𝟐𝟐
 或𝒍𝒍 ≥ 𝒍𝒍 或𝒍𝒍 ≥ 𝒍𝒍 

（ㄧ）定理 3： 

二維平面上，有一醉漢從(1,1)的位置出發，每次只往左、下、右、上其中一個方

向移動一單位長，若各點向左、下、右、上移動的機率分別為𝑙𝑙,𝑑𝑑, 𝑟𝑟,𝑢𝑢，定義𝑥𝑥軸和𝑥𝑥軸

為懸崖，則當𝑙𝑙 + 𝑑𝑑 ≥ 1
2
，醉漢落下懸崖機率為1。 

[證明]：  

令路徑𝑊𝑊為一個無窮點列，為該點從(1,1)出發，在二維平面中走路的過程，每次

為向左下右上其中一個方向移動1單位，例如： 

𝑊𝑊 =  ((1,1), (1,0), (2,0), (2,1), (2,2). . . ) 

若在路徑𝑊𝑊中第𝑛𝑛步走到直線𝑥𝑥 + 𝑥𝑥 = 𝑘𝑘，則下一步有𝑙𝑙 + 𝑑𝑑的機率走到直線𝑥𝑥 + 𝑥𝑥 = 𝑘𝑘 − 1，

𝑟𝑟 + 𝑢𝑢的機率走到直線𝑥𝑥 + 𝑥𝑥 = 𝑘𝑘 + 1。可視為以𝑘𝑘為變數的一維醉漢走路問題，從𝑘𝑘 = 1

出發，每一步走到𝑘𝑘 − 1的機率為𝑙𝑙 + 𝑑𝑑，走到𝑘𝑘 + 1的機率為𝑟𝑟 + 𝑢𝑢。根據一維醉漢走路

(定理 1)，當𝑙𝑙 + 𝑑𝑑 ≥ 𝑟𝑟 + 𝑢𝑢時，則𝑊𝑊路徑曾經經過直線𝑥𝑥 + 𝑥𝑥 = 0的機率為1。 
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令𝑃𝑃𝑥𝑥𝑥𝑥軸為路徑𝑊𝑊曾走到𝑥𝑥軸或𝑥𝑥軸的機率，𝑃𝑃𝑥𝑥+𝑥𝑥=0為路徑𝑊𝑊曾走到直線𝑥𝑥 + 𝑥𝑥 = 0的

機率。因路徑𝑊𝑊曾走到𝑥𝑥軸或𝑥𝑥軸的情況包含路徑𝑊𝑊曾走到直線𝑥𝑥 + 𝑥𝑥 = 0的情況。因此

𝑃𝑃𝑥𝑥𝑥𝑥軸 ≥ 𝑃𝑃𝑥𝑥+𝑥𝑥=0 = 1，且𝑃𝑃𝑥𝑥𝑥𝑥軸 ≤ 1，可得𝑃𝑃𝑥𝑥𝑥𝑥軸 = 1。  ▌ 

 

（二）定理 4： 

二維平面上，有一醉漢從(1,1)的位置出發，每次只往左、下、右、上其中一個方

向移動一單位長，若各點向左、下、右、上移動的機率分別為𝑙𝑙,𝑑𝑑, 𝑟𝑟,𝑢𝑢，令𝑥𝑥軸和𝑥𝑥軸為

懸崖，則當𝑙𝑙 ≥ 𝑟𝑟(或𝑑𝑑 ≥ 𝑢𝑢)時，醉漢落下懸崖的機率為1。 

[證明]： 

以下僅證明𝑙𝑙 ≥ 𝑟𝑟的狀況，𝑑𝑑 ≥ 𝑢𝑢的狀況同理可證  

令路徑𝑊𝑊為一個無窮點列，為該點從(1,1)出發，在二維平面中走路的過程，每次

為向上下左右其中一個方向移動1單位。例如： 

𝑊𝑊 =  ((1,1), (1,0), (2,0), (2,1), (2,2). . . ) 

若𝑊𝑊路徑第一次走到𝑥𝑥 = 0(𝑥𝑥軸)為第𝑛𝑛項，則𝑊𝑊路徑由(1,1)到第𝑛𝑛項這 𝑛𝑛 − 1次走路的過

程有𝑛𝑛𝑙𝑙次向左、 𝑛𝑛𝑑𝑑次向下、𝑛𝑛𝑟𝑟次向右 、𝑛𝑛𝑢𝑢次向上。 

定義 𝑃𝑃𝑤𝑤 = 𝑙𝑙𝑛𝑛𝑙𝑙  × 𝑑𝑑𝑛𝑛𝑑𝑑 × 𝑟𝑟𝑛𝑛𝑟𝑟 × 𝑢𝑢𝑛𝑛𝑢𝑢 

令𝑆𝑆𝑥𝑥 = {𝑊𝑊為一路徑| 𝑊𝑊中有一項經過直線𝑥𝑥 = 0} 

令 

𝑃𝑃(𝑆𝑆𝑥𝑥) =  � 𝑃𝑃𝑤𝑤
𝑊𝑊∈𝑆𝑆𝑥𝑥

 

考慮路徑𝑊𝑊中第𝑛𝑛項走到𝑥𝑥 = 𝑘𝑘的情況，則下一步有𝑙𝑙的機率走到直線𝑥𝑥 = 𝑘𝑘 − 1，有𝑑𝑑 +

 x+y=0 x+y=2 x+y=1 x+y=3 x+y=4 
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𝑢𝑢的機率走到直線𝑥𝑥 = 𝑘𝑘，有𝑟𝑟的機率走到直線𝑥𝑥 = 𝑘𝑘 + 1。 

根據定理 2，可知此路徑不受𝑑𝑑、𝑢𝑢機率影響，則當𝑙𝑙 ≥ 𝑟𝑟時，路徑曾經過直線𝑥𝑥 = 0的機

率為1。故𝑃𝑃(𝑆𝑆𝑥𝑥) = 1。路徑𝑊𝑊曾走到𝑥𝑥軸或 𝑥𝑥軸的情況多於走到直線𝑥𝑥 = 0的情況，因此

醉漢落下懸崖的機率為1。     ▌ 

 

八、 二維醉漢走路問題 ── 二邊懸崖𝒍𝒍 < 𝒍𝒍且𝒍𝒍 < 𝒍𝒍，𝒍𝒍𝒍𝒍𝒍𝒍𝒍𝒍 ≠ 𝟎𝟎 

在二維平面上，定義𝑥𝑥軸和𝑥𝑥軸為懸崖。有一醉漢從點(1,1)的位置出發，每次只往

左、下、右、上其中一個方向移動一單位長，從各點向左、下、右、上移動的機率分

別為𝑙𝑙,𝑑𝑑, 𝑟𝑟,𝑢𝑢，若走到懸崖為第𝑛𝑛步，移動的過程有𝑛𝑛𝑙𝑙次向左、 𝑛𝑛𝑑𝑑次向下、𝑛𝑛𝑟𝑟次向右 、

𝑛𝑛𝑢𝑢次向上。因為醉漢從𝑥𝑥軸或𝑥𝑥軸落下，路徑最後一步必為向下或向左移動，只需考慮

前幾步移動過程的排列。以𝑘𝑘(𝑛𝑛𝑙𝑙, 𝑛𝑛𝑑𝑑 ,𝑛𝑛𝑟𝑟 ,𝑛𝑛𝑢𝑢)表示在一次路徑中，直到最後一步之前，向

右移動的步數恆大於或等於向左移動的步數，向上移動的步數恆大於或等於向上移動

的步數(即前面步數不落下懸崖)的方法數。根據引理 1，𝑘𝑘(𝑛𝑛𝑙𝑙,𝑛𝑛𝑑𝑑 ,𝑛𝑛𝑟𝑟 ,𝑛𝑛𝑢𝑢)的值如下 

case1.路徑最後從𝑥𝑥軸懸崖落下  𝑛𝑛𝑑𝑑 = 𝑛𝑛𝑢𝑢 + 1且𝑛𝑛𝑟𝑟 ≥ 𝑛𝑛𝑙𝑙 

 

𝑘𝑘(𝑛𝑛𝑙𝑙 ,𝑛𝑛𝑑𝑑 ,𝑛𝑛𝑟𝑟 ,𝑛𝑛𝑢𝑢) =

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧𝐶𝐶𝑛𝑛𝑙𝑙+𝑛𝑛𝑟𝑟

𝑛𝑛𝑙𝑙+𝑛𝑛𝑑𝑑−1+𝑛𝑛𝑟𝑟+𝑛𝑛𝑢𝑢�𝐶𝐶𝑛𝑛𝑟𝑟
𝑛𝑛𝑙𝑙+𝑛𝑛𝑟𝑟 − 𝐶𝐶𝑛𝑛𝑟𝑟+1

𝑛𝑛𝑙𝑙+𝑛𝑛𝑟𝑟� �𝐶𝐶𝑛𝑛𝑢𝑢
(𝑛𝑛𝑑𝑑−1)+𝑛𝑛𝑢𝑢−𝐶𝐶𝑛𝑛𝑢𝑢+1

(𝑛𝑛𝑑𝑑−1)+𝑛𝑛𝑢𝑢�     , 若𝑛𝑛𝑙𝑙 ≥ 1 且 𝑛𝑛𝑑𝑑 ≥ 2  

𝐶𝐶𝑛𝑛𝑟𝑟
𝑛𝑛𝑟𝑟+𝑛𝑛𝑑𝑑−1+𝑛𝑛𝑢𝑢 �𝐶𝐶𝑛𝑛𝑢𝑢

(𝑛𝑛𝑑𝑑−1)+𝑛𝑛𝑢𝑢−𝐶𝐶𝑛𝑛𝑢𝑢+1
(𝑛𝑛𝑑𝑑−1)+𝑛𝑛𝑢𝑢�                                             , 若𝑛𝑛𝑙𝑙 = 0 且 𝑛𝑛𝑑𝑑 ≥ 2

𝐶𝐶𝑛𝑛𝑟𝑟
𝑛𝑛𝑙𝑙+𝑛𝑛𝑟𝑟 − 𝐶𝐶𝑛𝑛𝑟𝑟+1

𝑛𝑛𝑙𝑙+𝑛𝑛𝑟𝑟                                                                                        , 若𝑛𝑛𝑙𝑙 ≥ 1 且 𝑛𝑛𝑑𝑑 = 1

 1                                                                                                                   , 若𝑛𝑛𝑙𝑙 = 0 且 𝑛𝑛𝑑𝑑 = 1

 

表：1 

 

case2.路徑最後從𝑥𝑥軸懸崖落下,可由圖形對稱性得知𝑘𝑘(𝑛𝑛𝑙𝑙, 𝑛𝑛𝑑𝑑, 𝑛𝑛𝑟𝑟, 𝑛𝑛𝑢𝑢) = 𝑘𝑘(𝑛𝑛𝑑𝑑,𝑛𝑛𝑙𝑙, 𝑛𝑛𝑢𝑢, 𝑛𝑛𝑟𝑟) 

 

又以函數𝑃𝑃𝑛𝑛(𝑛𝑛𝑙𝑙, 𝑛𝑛𝑑𝑑 ,𝑛𝑛𝑟𝑟 ,𝑛𝑛𝑢𝑢)表示直到第𝑛𝑛步，𝑛𝑛 =  𝑛𝑛𝑙𝑙 + 𝑛𝑛𝑑𝑑 + 𝑛𝑛𝑟𝑟+𝑛𝑛𝑢𝑢  才落下懸崖的所有情

形機率總和。可得： 

𝑃𝑃𝑛𝑛(𝑛𝑛𝑙𝑙 ,𝑛𝑛𝑑𝑑 ,𝑛𝑛𝑟𝑟 ,𝑛𝑛𝑢𝑢) = 𝑘𝑘(𝑛𝑛𝑙𝑙, 𝑛𝑛𝑑𝑑 ,𝑛𝑛𝑟𝑟 ,𝑛𝑛𝑢𝑢) × 𝑙𝑙𝑛𝑛𝑙𝑙  × 𝑑𝑑𝑛𝑛𝑑𝑑 ×  𝑟𝑟𝑛𝑛𝑟𝑟 × 𝑢𝑢𝑛𝑛𝑢𝑢 

�
若 𝑛𝑛𝑑𝑑 = 𝑛𝑛𝑢𝑢 + 1 ⇒ 則醉漢從𝑥𝑥軸落下

若 𝑛𝑛𝑙𝑙 = 𝑛𝑛𝑟𝑟 + 1 ⇒ 則醉漢從𝑥𝑥軸落下
 

 

以𝑃𝑃6(0,3,1,2)為例，移動過程0次向左、 3次向下、1次向右 、2次向上，醉漢從𝑥𝑥軸落下，

移動過程共有��42� − �43���
5
1�可能，這些情況的機率總和為 
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𝑃𝑃6(0,3,1,2) = ��
4
2
� − �

4
3
�� �

5
1
� (𝑢𝑢𝑑𝑑)2𝑟𝑟𝑑𝑑 = 10(𝑢𝑢𝑑𝑑)2𝑟𝑟𝑑𝑑 

 

10 種移動過程，如下所示 

 

 

   

 



 14 

 

利用𝑃𝑃(𝑛𝑛𝑙𝑙 ,𝑛𝑛𝑑𝑑 ,𝑛𝑛𝑟𝑟 ,𝑛𝑛𝑢𝑢) = 𝑘𝑘(𝑛𝑛𝑙𝑙 ,𝑛𝑛𝑑𝑑 ,𝑛𝑛𝑟𝑟 , 𝑛𝑛𝑢𝑢) × 𝑙𝑙𝑛𝑛𝑙𝑙𝑑𝑑𝑛𝑛𝑑𝑑𝑟𝑟𝑛𝑛𝑟𝑟𝑢𝑢𝑛𝑛𝑢𝑢欲求得醉漢從𝑥𝑥軸落下的機率和 

令𝑛𝑛𝑙𝑙 = 𝑛𝑛，𝑛𝑛𝑟𝑟 = 𝑞𝑞 + 𝑛𝑛，𝑛𝑛𝑢𝑢 = 𝑛𝑛𝑑𝑑 − 1 = 𝑚𝑚，整理表 1 中的各式， 

其中 

            (∗)𝐶𝐶𝑛𝑛𝑟𝑟
𝑛𝑛𝑙𝑙+𝑛𝑛𝑟𝑟 − 𝐶𝐶𝑛𝑛𝑟𝑟+1

𝑛𝑛𝑙𝑙+𝑛𝑛𝑟𝑟 

           =
(𝑞𝑞 + 2𝑛𝑛)!

(𝑞𝑞+ 𝑛𝑛)!𝑛𝑛!−
(𝑞𝑞+ 2𝑛𝑛)!

(𝑞𝑞+ 𝑛𝑛+ 1)! (𝑛𝑛 − 1)! =
(𝑞𝑞+ 2𝑛𝑛)!

(𝑞𝑞+ 𝑛𝑛)!𝑛𝑛! �1−
𝑛𝑛

(𝑞𝑞+ 𝑛𝑛+ 1)� =
𝑞𝑞 + 1

𝑞𝑞+ 𝑛𝑛+ 1�
𝑞𝑞+ 2𝑛𝑛
𝑛𝑛 � 

            (∗∗)𝐶𝐶𝑛𝑛𝑢𝑢
(𝑛𝑛𝑑𝑑−1)+𝑛𝑛𝑢𝑢−𝐶𝐶𝑛𝑛𝑢𝑢+1

(𝑛𝑛𝑑𝑑−1)+𝑛𝑛𝑢𝑢 =
1

𝑚𝑚 + 1
�

2𝑚𝑚
𝑚𝑚
� 

即為卡特蘭數列 

            (∗∗∗) 𝐶𝐶𝑛𝑛𝑙𝑙+𝑛𝑛𝑟𝑟
𝑛𝑛𝑙𝑙+(𝑛𝑛𝑑𝑑−1)+𝑛𝑛𝑟𝑟+𝑛𝑛𝑢𝑢 = �

2𝑚𝑚 + 𝑞𝑞 + 2𝑛𝑛
2𝑚𝑚

� 

綜合三式，從𝑥𝑥軸落下的機率和可整理成： 

  �����
𝑞𝑞 + 1

(𝑚𝑚 + 1)(𝑞𝑞 + 𝑛𝑛 + 1)
�

2𝑚𝑚
𝑚𝑚
��
𝑞𝑞 + 2𝑛𝑛
𝑛𝑛

� �
2𝑚𝑚 + 𝑞𝑞 + 2𝑛𝑛

2𝑚𝑚
� (𝑢𝑢𝑑𝑑)𝑚𝑚𝑟𝑟𝑞𝑞(𝑟𝑟𝑙𝑙)𝑛𝑛

∞

𝑚𝑚=0

𝑑𝑑�
∞

𝑞𝑞=0

�
∞

𝑛𝑛=0

 

 

利用𝑃𝑃(𝑛𝑛𝑙𝑙 ,𝑛𝑛𝑑𝑑 ,𝑛𝑛𝑟𝑟 ,𝑛𝑛𝑢𝑢) = 𝑘𝑘(𝑛𝑛𝑙𝑙 ,𝑛𝑛𝑑𝑑 ,𝑛𝑛𝑟𝑟 , 𝑛𝑛𝑢𝑢) × 𝑙𝑙𝑛𝑛𝑙𝑙𝑑𝑑𝑛𝑛𝑑𝑑𝑟𝑟𝑛𝑛𝑟𝑟𝑢𝑢𝑛𝑛𝑢𝑢得出醉漢從𝑥𝑥軸落下的機率和 

令𝑛𝑛𝑑𝑑 = 𝑛𝑛，𝑛𝑛𝑢𝑢 = 𝑛𝑛 + 𝑞𝑞，𝑛𝑛𝑟𝑟 = 𝑛𝑛𝑙𝑙 − 1 = 𝑚𝑚，整理表 2 中的各式， 

(𝑖𝑖)𝐶𝐶𝑛𝑛𝑟𝑟
(𝑛𝑛𝑙𝑙−1)+𝑛𝑛𝑟𝑟 − 𝐶𝐶𝑛𝑛𝑟𝑟+1

(𝑛𝑛𝑙𝑙−1)+𝑛𝑛𝑟𝑟 = 1
𝑚𝑚+1

�2𝑚𝑚𝑚𝑚 �即為卡特蘭數列 

(𝑖𝑖𝑖𝑖)𝐶𝐶𝑛𝑛𝑢𝑢
𝑛𝑛𝑑𝑑+𝑛𝑛𝑢𝑢−𝐶𝐶𝑛𝑛𝑢𝑢+1

𝑛𝑛𝑑𝑑+𝑛𝑛𝑢𝑢 

=
(𝑞𝑞 + 2𝑛𝑛)!

(𝑞𝑞 + 𝑛𝑛)!𝑛𝑛!
−

(𝑞𝑞 + 2𝑛𝑛)!
(𝑞𝑞 + 𝑛𝑛 + 1)! (𝑛𝑛 − 1)!

=
(𝑞𝑞 + 2𝑛𝑛)!

(𝑞𝑞 + 𝑛𝑛)!𝑛𝑛! �
1 −

𝑛𝑛
(𝑞𝑞 + 𝑛𝑛 + 1)� =

𝑞𝑞 + 1
𝑞𝑞 + 𝑛𝑛 + 1

�
𝑞𝑞 + 2𝑛𝑛
𝑛𝑛

� 

 

(𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖)𝐶𝐶(𝑛𝑛𝑙𝑙−1)+𝑛𝑛𝑟𝑟
(𝑛𝑛𝑙𝑙−1)+𝑛𝑛𝑑𝑑+𝑛𝑛𝑟𝑟+𝑛𝑛𝑢𝑢 = �

2𝑚𝑚 + 𝑞𝑞 + 2𝑛𝑛
2𝑚𝑚

� 

綜合三式，從𝑥𝑥軸落下的機率和可整理成： 

 �����
𝑞𝑞 + 1

(𝑚𝑚 + 1)(𝑛𝑛 + 𝑞𝑞 + 1)
�

2𝑚𝑚
𝑚𝑚
��

2𝑛𝑛 + 𝑞𝑞
𝑛𝑛

� �
2𝑚𝑚 + 𝑞𝑞 + 2𝑛𝑛

2𝑚𝑚
� (𝑢𝑢𝑑𝑑)𝑛𝑛𝑢𝑢𝑞𝑞(𝑟𝑟𝑙𝑙)𝑚𝑚

∞

𝑚𝑚=0

𝑙𝑙�
∞

𝑞𝑞=0

�
∞

𝑛𝑛=0

 

 

故醉漢落下懸崖的總機率和即為 

�����
𝑞𝑞 + 1

(𝑚𝑚 + 1)(𝑛𝑛 + 𝑞𝑞 + 1) �
2𝑚𝑚
𝑚𝑚
��

2𝑛𝑛 + 𝑞𝑞
𝑛𝑛

� �
2𝑚𝑚 + 𝑞𝑞 + 2𝑛𝑛

2𝑚𝑚
� ((𝑢𝑢𝑑𝑑)𝑚𝑚𝑟𝑟𝑞𝑞(𝑟𝑟𝑙𝑙)𝑛𝑛𝑑𝑑 + (𝑢𝑢𝑑𝑑)𝑛𝑛𝑢𝑢𝑞𝑞(𝑟𝑟𝑙𝑙)𝑚𝑚𝑙𝑙)

∞

𝑚𝑚=0

�
∞

𝑞𝑞=0

�
∞

𝑛𝑛=0

 

由於此式的計算將使用生成函數的技巧，為了方便起見可以令 
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𝐽𝐽(𝑥𝑥, 𝑧𝑧,𝑥𝑥) =  �����
𝑞𝑞 + 1

(𝑚𝑚 + 1)(𝑛𝑛 + 𝑞𝑞 + 1)
�

2𝑚𝑚
𝑚𝑚
��

2𝑛𝑛 + 𝑞𝑞
𝑛𝑛

� �
2𝑚𝑚 + 𝑞𝑞 + 2𝑛𝑛

2𝑚𝑚
�𝑥𝑥𝑚𝑚𝑧𝑧𝑞𝑞𝑥𝑥𝑛𝑛

∞

𝑚𝑚=0

�
∞

𝑞𝑞=0

�
∞

𝑛𝑛=0

 

 

而醉漢落下懸崖的總機率和即為𝐽𝐽(𝑢𝑢𝑑𝑑, 𝑟𝑟, 𝑟𝑟𝑙𝑙)𝑑𝑑 +  𝐽𝐽(𝑟𝑟𝑙𝑙, 𝑢𝑢, 𝑢𝑢𝑑𝑑)𝑙𝑙。 

更進一步𝐽𝐽(𝑥𝑥, 𝑧𝑧,𝑥𝑥) 與另外兩個無窮級數𝑐𝑐(𝑥𝑥) (引理 2)， 𝐿𝐿(𝑥𝑥, 𝑧𝑧) (引理 3)，有下面的關係 

 

𝐽𝐽(𝑥𝑥, 𝑧𝑧,𝑥𝑥)中，考慮𝑛𝑛 = 0 的級數和，此式即為引理 3 中的函數𝐿𝐿(𝑥𝑥, 𝑧𝑧) 

 

����
𝑞𝑞 + 1

(𝑚𝑚 + 1)(𝑛𝑛 + 𝑞𝑞 + 1) �
2𝑚𝑚
𝑚𝑚
��

2𝑛𝑛 + 𝑞𝑞
𝑛𝑛

� �
2𝑚𝑚 + 𝑞𝑞 + 2𝑛𝑛

2𝑚𝑚
�𝑥𝑥𝑚𝑚𝑧𝑧𝑞𝑞𝑥𝑥𝑛𝑛

∞

𝑚𝑚=0

�
∞

𝑞𝑞=0

� 

= ���
1

𝑚𝑚 + 1
�

2𝑚𝑚
𝑚𝑚
��

2𝑚𝑚 + 𝑞𝑞
𝑞𝑞

� 𝑥𝑥𝑚𝑚
∞

𝑚𝑚=0

�
∞

𝑞𝑞=0

𝑧𝑧𝑞𝑞 =
(1 − 𝑧𝑧) −�(1 − 𝑧𝑧)2 − 4𝑥𝑥

2𝑥𝑥
 

 

𝐿𝐿(𝑥𝑥, 𝑧𝑧)中，考慮𝑞𝑞 = 0 的級數和，此式即為引理 2 中的函數𝑐𝑐(𝑥𝑥) 

�
1

𝑚𝑚 + 1
�

2𝑚𝑚
𝑚𝑚
�𝑥𝑥𝑚𝑚

∞

𝑚𝑚=0

=
1 − √1 − 4𝑥𝑥

2𝑥𝑥
 

 

 

為逼近總機率𝐽𝐽(𝑢𝑢𝑑𝑑, 𝑟𝑟, 𝑟𝑟𝑙𝑙)𝑑𝑑 +  𝐽𝐽(𝑟𝑟𝑙𝑙, 𝑢𝑢, 𝑢𝑢𝑑𝑑)𝑙𝑙之值，計算下列數個情況來討論： 

 

（一）計算𝒏𝒏𝒍𝒍 = 𝟎𝟎 時，從𝒙𝒙軸落下懸崖的機率和 

𝑛𝑛𝑙𝑙 = 0落下懸崖之機率和為𝐽𝐽(𝑢𝑢𝑑𝑑, 𝑟𝑟, 𝑙𝑙𝑟𝑟)𝑑𝑑 級數和中𝑛𝑛 = 0 時，即： 

����
𝑞𝑞 + 1

(𝑚𝑚 + 1)(𝑞𝑞 + 1) �
2𝑚𝑚
𝑚𝑚
��
𝑞𝑞
0
� �

2𝑚𝑚 + 𝑞𝑞
2𝑚𝑚

� (𝑢𝑢𝑑𝑑)𝑚𝑚𝑟𝑟𝑞𝑞
∞

𝑚𝑚=0

�
∞

𝑞𝑞=0

�𝑑𝑑 

= ���
1

𝑚𝑚+ 1�
2𝑚𝑚
𝑚𝑚 ��

2𝑚𝑚+ 𝑞𝑞
𝑞𝑞 � 𝑟𝑟𝑞𝑞(𝑢𝑢𝑑𝑑)𝑚𝑚 × 𝑑𝑑

∞

𝑚𝑚=0

� = 𝐿𝐿(𝑥𝑥, 𝑧𝑧)  (引理 3)
∞

𝑞𝑞=0

 

因此可得𝑛𝑛𝑙𝑙 = 0落下懸崖之機率和為 
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���
1

𝑚𝑚+ 1�
2𝑚𝑚
𝑚𝑚 ��

2𝑚𝑚+ 𝑞𝑞
𝑞𝑞 � 𝑟𝑟(𝑢𝑢𝑑𝑑)𝑚𝑚 × 𝑑𝑑

∞

𝑚𝑚=0

� =
(1 − 𝑟𝑟) −�(1 − 𝑟𝑟)2 − 4𝑢𝑢𝑑𝑑

2𝑢𝑢𝑑𝑑
× 𝑑𝑑

∞

𝑞𝑞=0

=
1 − 𝑟𝑟 − �(1 − 𝑟𝑟)2 − 4𝑢𝑢𝑑𝑑

2𝑢𝑢
 

 

（二）計算𝒏𝒏𝒍𝒍 = 𝟏𝟏時，從𝒙𝒙軸落下懸崖的機率和 

𝑛𝑛𝑙𝑙 = 1時醉漢從𝑥𝑥軸落下懸崖的機率和即為𝐽𝐽(𝑢𝑢𝑑𝑑, 𝑟𝑟, 𝑟𝑟𝑙𝑙)𝑑𝑑 級數和中𝑛𝑛 = 1 時，即： 

����
𝑞𝑞 + 1

(𝑚𝑚 + 1)(𝑞𝑞 + 2) �
2𝑚𝑚
𝑚𝑚
��
𝑞𝑞 + 2

1
� �

2𝑚𝑚 + 𝑞𝑞 + 2
2𝑚𝑚

� (𝑢𝑢𝑑𝑑)𝑚𝑚𝑟𝑟𝑞𝑞(𝑟𝑟𝑙𝑙)1
∞

𝑚𝑚=0

𝑑𝑑�
∞

𝑞𝑞=0

� 

           = ���
𝑞𝑞 − 1
𝑚𝑚 + 1

�
2𝑚𝑚
𝑚𝑚
��

2𝑚𝑚 + 𝑞𝑞
𝑞𝑞

� (𝑢𝑢𝑑𝑑)𝑚𝑚
∞

𝑚𝑚=0

�
∞

𝑞𝑞=2

𝑟𝑟𝑞𝑞−2 × (𝑟𝑟𝑙𝑙)𝑑𝑑 

 

與引理 3 的公式相似，先整理引理 3 的公式 

𝐿𝐿(𝑥𝑥, 𝑧𝑧) =
(1 − 𝑧𝑧) −�(1 − 𝑧𝑧)2 − 4𝑥𝑥

2𝑥𝑥
= ���

1
𝑚𝑚 + 1

�
2𝑚𝑚
𝑚𝑚
��

2𝑚𝑚 + 𝑞𝑞
𝑞𝑞

� 𝑥𝑥𝑚𝑚
∞

𝑚𝑚=0

�
∞

𝑞𝑞=0

𝑧𝑧𝑞𝑞 

 

(1 − 𝑧𝑧) −�(1 − 𝑧𝑧)2 − 4𝑥𝑥
2𝑥𝑥

− ��
1

𝑚𝑚 + 1
�

2𝑚𝑚
𝑚𝑚
�𝑥𝑥𝑚𝑚

∞

𝑚𝑚=0

� = ���
1

𝑚𝑚 + 1
�

2𝑚𝑚
𝑚𝑚
��

2𝑚𝑚 + 𝑞𝑞
𝑞𝑞

� 𝑥𝑥𝑚𝑚
∞

𝑚𝑚=0

�
∞

𝑞𝑞=1

𝑧𝑧𝑞𝑞 

上式中的 

��
1

𝑚𝑚 + 1
�

2𝑚𝑚
𝑚𝑚
�𝑥𝑥𝑚𝑚

∞

𝑚𝑚=0

� 

為卡特蘭數生成函數 (引理 2)，其值為 
1−√1−4𝑥𝑥

2𝑥𝑥
 

(1 − 𝑧𝑧) −�(1 − 𝑧𝑧)2 − 4𝑥𝑥
2𝑥𝑥

−
1 − √1 − 4𝑥𝑥

2𝑥𝑥
= ���

1
𝑚𝑚 + 1

�
2𝑚𝑚
𝑚𝑚
��

2𝑚𝑚 + 𝑞𝑞
𝑞𝑞

� 𝑥𝑥𝑚𝑚
∞

𝑚𝑚=0

�
∞

𝑞𝑞=1

𝑧𝑧𝑞𝑞 

(1 − 𝑧𝑧) −�(1 − 𝑧𝑧)2 − 4𝑥𝑥 − 1 + √1 − 4𝑥𝑥
2𝑥𝑥𝑧𝑧

= ���
1

𝑚𝑚 + 1
�

2𝑚𝑚
𝑚𝑚
��

2𝑚𝑚 + 𝑞𝑞
𝑞𝑞

� 𝑥𝑥𝑚𝑚
∞

𝑚𝑚=0

�
∞

𝑞𝑞=1

𝑧𝑧𝑞𝑞−1 

上式兩側微分 

�(𝑞𝑞 − 1)��
1

𝑚𝑚 + 1
�

2𝑚𝑚
𝑚𝑚
��

2𝑚𝑚 + 𝑞𝑞
𝑞𝑞

� 𝑥𝑥𝑚𝑚
∞

𝑚𝑚=0

�
∞

𝑞𝑞=2

𝑧𝑧𝑞𝑞−2 =
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑧𝑧
�

(1− 𝑧𝑧)−�(1− 𝑧𝑧)2 − 4𝑥𝑥 − 1 + √1− 4𝑥𝑥
2𝑥𝑥𝑧𝑧

� 

�(𝑞𝑞 − 1)��
1

𝑚𝑚 + 1
�

2𝑚𝑚
𝑚𝑚
��

2𝑚𝑚 + 𝑞𝑞
𝑞𝑞

�𝑥𝑥𝑚𝑚
∞

𝑚𝑚=0

�
∞

𝑞𝑞=2

𝑧𝑧𝑞𝑞−2 =
−𝑧𝑧 − √−4𝑥𝑥 − 1�−4𝑥𝑥 + (1 − 𝑧𝑧)2 − 4𝑥𝑥 + 1

2𝑧𝑧2𝑥𝑥�−4𝑥𝑥 + (1 − 𝑧𝑧)2
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其中 𝑥𝑥 = 𝑢𝑢𝑑𝑑 , 𝑧𝑧 = 𝑟𝑟代入，即可求得欲求機率和 

0 ≤
𝑢𝑢𝑑𝑑

(1 − 𝑟𝑟)2 =
𝑢𝑢𝑑𝑑

(𝑙𝑙 + 𝑑𝑑 + 𝑢𝑢)2 <
𝑢𝑢𝑑𝑑

(𝑑𝑑 + 𝑢𝑢)2 =
𝑢𝑢𝑑𝑑

𝑑𝑑2 + 2𝑢𝑢𝑑𝑑 + 𝑢𝑢2
≤

𝑢𝑢𝑑𝑑
4𝑢𝑢𝑑𝑑

=
1
4

 

因此
𝑢𝑢𝑑𝑑

(1−𝑟𝑟)2符合𝐿𝐿(𝑥𝑥, 𝑧𝑧)的收斂條件，故𝑛𝑛𝑙𝑙 = 1從𝑥𝑥軸落下懸崖的機率和即為 

���
𝑞𝑞 − 1
𝑚𝑚 + 1

�
2𝑚𝑚
𝑚𝑚
��

2𝑚𝑚 + 𝑞𝑞
𝑞𝑞

� (𝑢𝑢𝑑𝑑)𝑚𝑚
∞

𝑚𝑚=0

�
∞

𝑞𝑞=2

𝑟𝑟𝑞𝑞−2 × (𝑟𝑟𝑙𝑙)𝑑𝑑 

=
1 − 𝑟𝑟 − 4𝑢𝑢𝑑𝑑 − �(1 − 𝑟𝑟)2 − 4𝑢𝑢𝑑𝑑√1 − 4𝑢𝑢𝑑𝑑

2𝑟𝑟2𝑢𝑢𝑑𝑑�(1 − 𝑟𝑟)2 − 4𝑢𝑢𝑑𝑑
× (𝑟𝑟𝑙𝑙)𝑑𝑑 

=
1 − 𝑟𝑟 − 4𝑢𝑢𝑑𝑑 − �(1 − 𝑟𝑟)2 − 4𝑢𝑢𝑑𝑑√1 − 4𝑢𝑢𝑑𝑑

2𝑟𝑟𝑢𝑢�(1 − 𝑟𝑟)2 − 4𝑢𝑢𝑑𝑑
× 𝑙𝑙 

 

（三）計算𝒏𝒏𝒍𝒍 = 𝟏𝟏時，從𝒚𝒚軸落下懸崖的機率和 

𝑛𝑛𝑙𝑙 = 1時醉漢從𝑥𝑥軸落下懸崖的機率和即為𝐽𝐽(𝑟𝑟𝑙𝑙,𝑢𝑢,𝑢𝑢𝑑𝑑)𝑙𝑙  級數和中𝑚𝑚 = 0 時，即： 

�����
𝑞𝑞 + 1

(𝑚𝑚 + 1)(𝑛𝑛 + 𝑞𝑞 + 1)
�

2𝑚𝑚
𝑚𝑚
��

2𝑛𝑛 + 𝑞𝑞
𝑛𝑛

� �
2𝑚𝑚 + 𝑞𝑞 + 2𝑛𝑛

2𝑛𝑛
� (𝑢𝑢𝑑𝑑)𝑛𝑛𝑢𝑢𝑞𝑞(𝑟𝑟𝑙𝑙)𝑚𝑚

0

𝑚𝑚=0

𝑙𝑙�
∞

𝑞𝑞=0

�
∞

𝑛𝑛=0

 

= ����
𝑞𝑞 + 1

(𝑛𝑛 + 𝑞𝑞 + 1) �
𝑞𝑞 + 2𝑛𝑛

2𝑛𝑛
� (𝑢𝑢𝑑𝑑)𝑛𝑛𝑢𝑢𝑞𝑞

∞

𝑞𝑞=0

𝑙𝑙�
∞

𝑛𝑛=0

� 

 

令𝑡𝑡 = 𝑢𝑢𝑑𝑑，將其依照醉漢最終落下位置分類討論： 

1. 醉漢從點(0,1)落下時 

�𝑘𝑘(𝑛𝑛𝑙𝑙, 𝑛𝑛𝑑𝑑, 𝑛𝑛𝑟𝑟, 𝑛𝑛𝑢𝑢)(𝑢𝑢𝑑𝑑)𝑛𝑛
∞

 𝑛𝑛=0

𝑢𝑢0𝑙𝑙＝�
0 + 1

𝑛𝑛 + 0 + 1
�

2𝑛𝑛 + 0
𝑛𝑛

� (𝑢𝑢𝑑𝑑)𝑛𝑛
∞

𝑛𝑛=0

𝑢𝑢0𝑙𝑙 

= [1 + (𝑢𝑢𝑑𝑑) + 2(𝑢𝑢𝑑𝑑)2 + 5(𝑢𝑢𝑑𝑑)3 + 14(𝑢𝑢𝑑𝑑)4 + 42(𝑢𝑢𝑑𝑑)5 + ⋯ ]𝑙𝑙    (利用引理 2) 

= [𝑡𝑡0 + 𝑡𝑡1 + 2𝑡𝑡2 + 5𝑡𝑡3 + 14𝑡𝑡4 + 42𝑡𝑡5 + ⋯ ]𝑙𝑙 = 𝑐𝑐(𝑡𝑡) × 𝑙𝑙 =
1 − √1 − 4𝑡𝑡

2𝑡𝑡
× 𝑙𝑙 

2. 醉漢從點(0,2)落下時 

�𝑘𝑘(𝑛𝑛𝑙𝑙, 𝑛𝑛𝑑𝑑, 𝑛𝑛𝑟𝑟, 𝑛𝑛𝑢𝑢)(𝑢𝑢𝑑𝑑)𝑛𝑛
∞

𝑛𝑛=0

𝑢𝑢1𝑙𝑙 = �
1 + 1

𝑛𝑛 + 1 + 1
�

2𝑛𝑛 + 1
𝑛𝑛

� (𝑢𝑢𝑑𝑑)𝑛𝑛
∞

𝑛𝑛=0

𝑢𝑢1𝑙𝑙 

= [𝑢𝑢 + 2𝑢𝑢(𝑢𝑢𝑑𝑑) + 5𝑢𝑢(𝑢𝑢𝑑𝑑)2 + 14𝑢𝑢(𝑢𝑢𝑑𝑑)3 + 42𝑢𝑢(𝑢𝑢𝑑𝑑)4 + ⋯ ]𝑙𝑙 

= [𝑢𝑢(𝑡𝑡0 + 2𝑡𝑡1 + 5𝑡𝑡2 + 14𝑡𝑡3 + 42𝑡𝑡4 + ⋯ ]𝑙𝑙 = 𝑢𝑢 × 𝑐𝑐(𝑡𝑡)2 × 𝑙𝑙 
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3. 醉漢從點(0,3)落下時 

�𝑘𝑘(𝑛𝑛𝑙𝑙,𝑛𝑛𝑑𝑑 , 𝑛𝑛𝑟𝑟 ,𝑛𝑛𝑢𝑢)(𝑢𝑢𝑑𝑑)𝑛𝑛
∞

𝑛𝑛=0

𝑢𝑢2𝑙𝑙 = �
2 + 1

𝑛𝑛 + 2 + 1
�

2𝑛𝑛 + 2
𝑞𝑞

� (𝑢𝑢𝑑𝑑)𝑛𝑛
∞

𝑛𝑛=0

𝑢𝑢2𝑙𝑙 

= [𝑢𝑢2 + 3𝑑𝑑2(𝑢𝑢𝑑𝑑) + 9𝑢𝑢2(𝑢𝑢𝑑𝑑)2 + 28𝑢𝑢2(𝑢𝑢𝑑𝑑)3 + 90𝑢𝑢2(𝑢𝑢𝑑𝑑)4 + ⋯ ]𝑙𝑙 

= [𝑢𝑢2(𝑡𝑡0 + 3𝑡𝑡1 + 9𝑡𝑡2 + 28𝑡𝑡3 + 90𝑡𝑡4 + ⋯ ]𝑙𝑙 = 𝑢𝑢2 × 𝑐𝑐(𝑡𝑡)3 × 𝑙𝑙 

4 .醉漢從點(0,4)落下時 

�𝑘𝑘(𝑛𝑛𝑙𝑙,𝑛𝑛𝑑𝑑 , 𝑛𝑛𝑟𝑟 ,𝑛𝑛𝑢𝑢)(𝑢𝑢𝑑𝑑)𝑛𝑛
∞

𝑛𝑛=0

𝑢𝑢3𝑙𝑙 = �
3 + 1

𝑛𝑛 + 3 + 1
�

2𝑛𝑛 + 3
𝑛𝑛

� (𝑢𝑢𝑑𝑑)𝑛𝑛
∞

𝑛𝑛=0

𝑢𝑢3𝑙𝑙 

= [𝑢𝑢3 + 4𝑢𝑢3(𝑢𝑢𝑑𝑑) + 14𝑢𝑢3(𝑢𝑢𝑑𝑑)2 + 48𝑢𝑢3ud3 + 165𝑢𝑢3(𝑢𝑢𝑑𝑑)4 + ⋯ ]𝑙𝑙 

= [𝑢𝑢3(𝑡𝑡0 + 4𝑡𝑡1 + 14𝑡𝑡2 + 48𝑡𝑡3 + 165𝑡𝑡4 + ⋯ ]𝑙𝑙 

= 𝑢𝑢3 × 𝑐𝑐(𝑡𝑡)4 × 𝑙𝑙 

根據[4]  

 

𝑐𝑐(𝑡𝑡)的收斂半徑為
−1
4

< 𝑡𝑡 < 1
4
 

√𝑢𝑢𝑑𝑑 ≤
𝑢𝑢 + 𝑑𝑑

2
≤

1
2
⟹ 𝑢𝑢𝑑𝑑 ≤

1
4

 

𝑡𝑡 = 𝑢𝑢𝑑𝑑在𝑐𝑐(𝑡𝑡)的收斂半徑內 

 

因此，所求機率和即為前列所有算式之和 

 [𝑐𝑐(𝑡𝑡) + 𝑢𝑢𝑐𝑐(𝑡𝑡)2 + 𝑢𝑢2𝑐𝑐(𝑡𝑡)3 + 𝑢𝑢3𝑐𝑐(𝑡𝑡)4 + 𝑢𝑢4𝑐𝑐(𝑡𝑡)5 + ⋯ ] × 𝑙𝑙 

= 𝑐𝑐(𝑡𝑡) × lim
𝑛𝑛→∞

1 × {1 − [𝑢𝑢 × 𝑐𝑐(𝑡𝑡)]𝑛𝑛}
1 − 𝑢𝑢 × 𝑐𝑐(𝑡𝑡)

 × 𝑙𝑙 

=
𝑐𝑐(𝑡𝑡)

1 − 𝑢𝑢 × 𝑐𝑐(𝑡𝑡)
× 𝑙𝑙 

=
1 − √1 − 4𝑢𝑢𝑑𝑑

2𝑢𝑢𝑑𝑑

1 − 𝑢𝑢 × 1 − √1 − 4𝑢𝑢𝑑𝑑
2𝑢𝑢𝑑𝑑

× 𝑙𝑙 =
1 − √1 − 4𝑢𝑢𝑑𝑑

2𝑢𝑢𝑑𝑑 − 𝑢𝑢 + 𝑢𝑢 × √1 − 4𝑢𝑢𝑑𝑑
× 𝑙𝑙 

 

（四）計算𝒏𝒏𝒍𝒍 = 𝟐𝟐時，從𝒚𝒚軸落下懸崖的機率和  

𝑛𝑛𝑙𝑙 = 2時醉漢從𝑥𝑥軸落下懸崖的機率和即為𝐽𝐽(𝑟𝑟𝑙𝑙,𝑢𝑢,𝑢𝑢𝑑𝑑)𝑙𝑙  級數和中𝑚𝑚 = 1 時，即： 

���
𝑞𝑞 + 1

2(𝑛𝑛 + 𝑞𝑞 + 1) × 2 �
2𝑛𝑛 + 𝑞𝑞
𝑛𝑛

� �
2 + 𝑞𝑞 + 2𝑛𝑛

2
� (𝑢𝑢𝑑𝑑)𝑛𝑛𝑢𝑢𝑞𝑞(𝑟𝑟𝑙𝑙)1𝑙𝑙

∞

𝑞𝑞=0

�
∞

𝑛𝑛=0
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= ���
𝑞𝑞 + 1

𝑛𝑛 + 𝑞𝑞 + 1
�

2𝑛𝑛 + 𝑞𝑞
𝑛𝑛

� �
2𝑛𝑛 + 𝑞𝑞 + 2

2
�

∞

𝑛𝑛=0

(𝑢𝑢𝑑𝑑)𝑛𝑛�
∞

𝑞𝑞=0

𝑢𝑢𝑞𝑞(𝑟𝑟𝑙𝑙2) 

 

欲求 

���
𝑞𝑞 + 1

𝑛𝑛 + 𝑞𝑞 + 1

∞

𝑛𝑛=0

𝐶𝐶2
2𝑛𝑛+𝑞𝑞+2𝐶𝐶𝑛𝑛

2𝑛𝑛+𝑞𝑞𝑡𝑡𝑛𝑛�
∞

𝑞𝑞=0

𝑧𝑧𝑞𝑞 

𝑞𝑞 = 0時，括弧內為 

�
1

𝑛𝑛 + 1
𝐶𝐶22𝑛𝑛+2𝐶𝐶𝑛𝑛2𝑛𝑛𝑡𝑡𝑛𝑛

∞

𝑛𝑛=0

 

其中 

1
𝑛𝑛 + 1

𝐶𝐶𝑛𝑛2𝑛𝑛 

為卡特蘭數列，其級數和為𝑐𝑐(𝑡𝑡)(引理 2) 

𝑐𝑐(𝑡𝑡) = �
1

𝑛𝑛 + 1
𝐶𝐶𝑛𝑛2𝑛𝑛𝑡𝑡𝑛𝑛

∞

𝑛𝑛=0

=
1 − √1 − 4𝑡𝑡

2𝑡𝑡
 

令𝑡𝑡 = 𝑥𝑥2 

𝑐𝑐(𝑥𝑥2)𝑥𝑥2 = �
1

𝑛𝑛 + 1
𝐶𝐶𝑛𝑛2𝑛𝑛𝑥𝑥2𝑛𝑛+2

∞

𝑛𝑛=0

 

將上式左右進行二次微分 

1
2

×
𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝑥𝑥2
(𝑐𝑐(𝑥𝑥2)𝑥𝑥2) = �

(2𝑛𝑛 + 2)(2𝑛𝑛 + 1)
2

∞

𝑛𝑛=0

×
1

𝑛𝑛 + 1
𝐶𝐶𝑛𝑛2𝑛𝑛𝑥𝑥2𝑛𝑛 = �

1
𝑛𝑛 + 1

𝐶𝐶22𝑛𝑛+2𝐶𝐶𝑛𝑛2𝑛𝑛𝑥𝑥2𝑛𝑛
∞

𝑛𝑛=0

 

 

𝑞𝑞 = 0時所求 

�
1

𝑛𝑛 + 1
𝐶𝐶22𝑛𝑛+2𝐶𝐶𝑛𝑛2𝑛𝑛𝑡𝑡𝑛𝑛

∞

𝑛𝑛=0

= �
1

𝑛𝑛 + 1
𝐶𝐶22𝑛𝑛+2𝐶𝐶𝑛𝑛2𝑛𝑛𝑥𝑥2𝑛𝑛

∞

𝑛𝑛=0

=
1
2

×
𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝑥𝑥2 (𝑐𝑐(𝑥𝑥2)𝑥𝑥2) 

𝑞𝑞 = 1,2,3, … 時，同理可用生成函數與微分求得 

�
1 + 𝑞𝑞

𝑛𝑛 + 𝑞𝑞 + 1
𝐶𝐶2
2𝑛𝑛+𝑞𝑞+2𝐶𝐶𝑛𝑛

2𝑛𝑛+𝑞𝑞𝑡𝑡𝑛𝑛
∞

𝑛𝑛=0

= �
1

2𝑥𝑥𝑞𝑞
×

𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝑥𝑥2 ��𝑐𝑐(𝑥𝑥2)�
𝑞𝑞+1

𝑥𝑥𝑞𝑞+2�
∞

𝑞𝑞=0

 

原式 

���
𝑞𝑞 + 1

𝑛𝑛 + 𝑞𝑞 + 1

∞

𝑛𝑛=0

𝐶𝐶2
2𝑛𝑛+𝑞𝑞+2𝐶𝐶𝑛𝑛

2𝑛𝑛+𝑞𝑞𝑡𝑡𝑛𝑛�
∞

𝑞𝑞=0

𝑧𝑧𝑞𝑞 = �
1

2𝑥𝑥𝑞𝑞
×

𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝑥𝑥2 ��𝑐𝑐(𝑥𝑥2)�
𝑞𝑞+1

𝑥𝑥𝑞𝑞+2� × 𝑧𝑧𝑞𝑞
∞

𝑞𝑞=0
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令 𝑠𝑠 = 𝑞𝑞 + 1 

�
1

2𝑥𝑥𝑞𝑞
×

𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝑥𝑥2 ��𝑐𝑐(𝑥𝑥2)�
𝑞𝑞+1

𝑥𝑥𝑞𝑞+2� × 𝑧𝑧𝑞𝑞
∞

𝑞𝑞=0

= �
1

2𝑥𝑥𝑠𝑠−1
×

𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝑥𝑥2 ��𝑐𝑐(𝑥𝑥2)�
𝑠𝑠
𝑥𝑥𝑠𝑠+1� × 𝑧𝑧𝑠𝑠−1

∞

𝑛𝑛=1

 

=
𝑥𝑥

2𝑧𝑧
�

𝑧𝑧𝑠𝑠

𝑥𝑥𝑠𝑠
×

𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝑥𝑥2 ��𝑐𝑐(𝑥𝑥2)�
𝑠𝑠
𝑥𝑥𝑠𝑠+1�

∞

𝑠𝑠=1

 

 

令 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑐𝑐(𝑥𝑥2)𝑥𝑥 =
1 −�1 − 4𝑥𝑥2

2𝑥𝑥
 

所求 

=
𝑥𝑥

2𝑧𝑧
�

𝑧𝑧𝑠𝑠

𝑥𝑥𝑠𝑠
×

𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝑥𝑥2 ((𝑓𝑓(𝑥𝑥))𝑠𝑠𝑥𝑥)
∞

𝑠𝑠=1

 

……(*) 

根據引理 4 

�
𝑧𝑧𝑠𝑠

𝑥𝑥𝑠𝑠
×
�𝑓𝑓(𝑥𝑥)�

𝑠𝑠
𝑥𝑥

1

∞

𝑠𝑠=1

=

𝑧𝑧
𝑥𝑥 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑥𝑥

1 − 𝑧𝑧
𝑥𝑥 𝑓𝑓(𝑥𝑥)

=
𝑧𝑧𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑥𝑥
𝑥𝑥 − 𝑧𝑧𝑓𝑓(𝑥𝑥)

 

……(1) 

�𝑠𝑠 ×
𝑧𝑧𝑠𝑠

𝑥𝑥𝑠𝑠
×
�𝑓𝑓(𝑥𝑥)�

𝑠𝑠
𝑥𝑥

1

∞

𝑠𝑠=1

=
1

1 − 𝑧𝑧
𝑥𝑥 𝑓𝑓(𝑥𝑥)

×
𝑧𝑧𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑥𝑥
𝑥𝑥 − 𝑧𝑧𝑓𝑓(𝑥𝑥) =

𝑧𝑧𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑥𝑥2

(𝑥𝑥 − 𝑧𝑧𝑓𝑓(𝑥𝑥))2 

……(2) 

�𝑠𝑠2 ×
𝑧𝑧𝑠𝑠

𝑥𝑥𝑠𝑠
×
�𝑓𝑓(𝑥𝑥)�

𝑠𝑠
𝑥𝑥

1

∞

𝑠𝑠=1

=
2𝑧𝑧𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑥𝑥3

(𝑥𝑥 − 𝑧𝑧𝑓𝑓(𝑥𝑥))3 −
𝑧𝑧𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑥𝑥2

(𝑥𝑥 − 𝑧𝑧𝑓𝑓(𝑥𝑥))2 

……(3) 

(1)式微分 

�
𝑧𝑧𝑠𝑠

𝑥𝑥𝑠𝑠
×
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥

��𝑓𝑓(𝑥𝑥)�
𝑠𝑠
𝑥𝑥�

∞

𝑠𝑠=1

−�𝑠𝑠 ×
𝑧𝑧𝑠𝑠

𝑥𝑥𝑠𝑠+1
×
�𝑓𝑓(𝑥𝑥)�

𝑠𝑠
𝑥𝑥

1

∞

𝑠𝑠=1

=
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥

�
𝑧𝑧𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑥𝑥
𝑥𝑥 − 𝑧𝑧𝑓𝑓(𝑥𝑥)� 

⇒�
𝑧𝑧𝑠𝑠

𝑥𝑥𝑠𝑠
×
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥

��𝑓𝑓(𝑥𝑥)�
𝑠𝑠
𝑥𝑥�

∞

𝑠𝑠=1

=
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥

�
𝑧𝑧𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑥𝑥
𝑥𝑥 − 𝑧𝑧𝑓𝑓(𝑥𝑥)�+

𝑧𝑧𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑥𝑥
(𝑥𝑥 − 𝑧𝑧𝑓𝑓(𝑥𝑥))2 

……(4) 

(2)式微分 
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�𝑠𝑠 ×
𝑧𝑧𝑠𝑠

𝑥𝑥𝑠𝑠
×
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥

��𝑓𝑓(𝑥𝑥)�
𝑠𝑠
𝑥𝑥�

∞

𝑠𝑠=1

−�𝑠𝑠2 ×
𝑧𝑧𝑠𝑠

𝑥𝑥𝑠𝑠+1
×
�𝑓𝑓(𝑥𝑥)�

𝑠𝑠
𝑥𝑥

1

∞

𝑠𝑠=1

=
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥

�
𝑧𝑧𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑥𝑥2

�𝑥𝑥 − 𝑧𝑧𝑓𝑓(𝑥𝑥)�
2� 

⇒�𝑠𝑠 ×
𝑧𝑧𝑠𝑠

𝑥𝑥𝑠𝑠
×
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥

��𝑓𝑓(𝑥𝑥)�
𝑠𝑠
𝑥𝑥�

∞

𝑠𝑠=1

=
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥

�
𝑧𝑧𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑥𝑥2

�𝑥𝑥 − 𝑧𝑧𝑓𝑓(𝑥𝑥)�
2� +

2𝑧𝑧𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑥𝑥2

(𝑥𝑥 − 𝑧𝑧𝑓𝑓(𝑥𝑥))3 −
𝑧𝑧𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑥𝑥1

�𝑥𝑥 − 𝑧𝑧𝑓𝑓(𝑥𝑥)�
2 

……(5) 

 

(4)式微分 

�
𝑧𝑧𝑠𝑠

𝑥𝑥𝑠𝑠
×

𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝑥𝑥2 ��𝑓𝑓(𝑥𝑥)�
𝑠𝑠
𝑥𝑥�

∞

𝑠𝑠=1

−�𝑠𝑠 ×
𝑧𝑧𝑠𝑠

𝑥𝑥𝑠𝑠+1
×
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥

��𝑓𝑓(𝑥𝑥)�
𝑠𝑠
𝑥𝑥�

∞

𝑠𝑠=1

 

=
𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝑥𝑥2 �
𝑧𝑧𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑥𝑥
𝑥𝑥 − 𝑧𝑧𝑓𝑓(𝑥𝑥)�+

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥

�
𝑧𝑧𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑥𝑥

�𝑥𝑥 − 𝑧𝑧𝑓𝑓(𝑥𝑥)�
2� 

故 

�
𝑧𝑧𝑠𝑠

𝑥𝑥𝑠𝑠
×

𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝑥𝑥2 ��𝑓𝑓(𝑥𝑥)�
𝑠𝑠
𝑥𝑥�

∞

𝑠𝑠=1

=
𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝑥𝑥2 �
𝑧𝑧𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑥𝑥
𝑥𝑥 − 𝑧𝑧𝑓𝑓(𝑥𝑥)�+

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥

�
𝑧𝑧𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑥𝑥

�𝑥𝑥 − 𝑧𝑧𝑓𝑓(𝑥𝑥)�
2� 

+
1
𝑥𝑥

×
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥

�
𝑧𝑧𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑥𝑥2

�𝑥𝑥 − 𝑧𝑧𝑓𝑓(𝑥𝑥)�
2� +

2𝑧𝑧𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑥𝑥

�𝑥𝑥 − 𝑧𝑧𝑓𝑓(𝑥𝑥)�
3 −

𝑧𝑧𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑥𝑥

�𝑥𝑥 − 𝑧𝑧𝑓𝑓(𝑥𝑥)�
2 

 

所求 

���
𝑞𝑞 + 1

𝑛𝑛 + 𝑞𝑞 + 1

∞

𝑛𝑛=0

𝐶𝐶2
2𝑛𝑛+𝑞𝑞+2𝐶𝐶𝑛𝑛

2𝑛𝑛+𝑞𝑞𝑡𝑡𝑛𝑛�
∞

𝑞𝑞=0

𝑧𝑧𝑞𝑞 =
𝑥𝑥

2𝑧𝑧
�

𝑧𝑧𝑠𝑠

𝑥𝑥𝑠𝑠
×

𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝑥𝑥2 ��𝑓𝑓(𝑥𝑥)�
𝑠𝑠
𝑥𝑥�

∞

𝑠𝑠=1

 

=
𝑥𝑥

2𝑧𝑧
�
𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝑥𝑥2
�
𝑧𝑧𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑥𝑥
𝑥𝑥 − 𝑧𝑧𝑓𝑓(𝑥𝑥)� +

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥�

𝑧𝑧𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑥𝑥

�𝑥𝑥 − 𝑧𝑧𝑓𝑓(𝑥𝑥)�2�+
1
𝑥𝑥 ×

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥�

𝑧𝑧𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑥𝑥2

�𝑥𝑥 − 𝑧𝑧𝑓𝑓(𝑥𝑥)�2� +
2𝑧𝑧𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑥𝑥

�𝑥𝑥 − 𝑧𝑧𝑓𝑓(𝑥𝑥)�3
−

𝑧𝑧𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑥𝑥

�𝑥𝑥 − 𝑧𝑧𝑓𝑓(𝑥𝑥)�2
� 

=
𝑥𝑥

2𝑧𝑧
�
𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝑥𝑥2 �
𝑧𝑧𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑥𝑥
𝑥𝑥 − 𝑧𝑧𝑓𝑓(𝑥𝑥)�+

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥
�

2𝑧𝑧𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑥𝑥

�𝑥𝑥 − 𝑧𝑧𝑓𝑓(𝑥𝑥)�
2� +

2𝑧𝑧𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑥𝑥

�𝑥𝑥 − 𝑧𝑧𝑓𝑓(𝑥𝑥)�
3� 

其中𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑐𝑐(𝑥𝑥2)𝑥𝑥2 = 1−�1−4𝑥𝑥2

2𝑥𝑥
,𝑥𝑥 = √𝑡𝑡 = √𝑑𝑑𝑑𝑑 , 𝑧𝑧 = 𝑑𝑑 

故，𝑛𝑛𝑙𝑙 = 2時，從𝑥𝑥軸落下懸崖的機率和為 

𝑃𝑃 = 𝑟𝑟𝑙𝑙2 ×
𝑥𝑥

2𝑧𝑧
�
𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝑥𝑥2 �
𝑧𝑧𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑥𝑥
𝑥𝑥 − 𝑧𝑧𝑓𝑓(𝑥𝑥)� +

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥
�

2𝑧𝑧𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑥𝑥

�𝑥𝑥 − 𝑧𝑧𝑓𝑓(𝑥𝑥)�
2� +

2𝑧𝑧𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑥𝑥

�𝑥𝑥 − 𝑧𝑧𝑓𝑓(𝑥𝑥)�
3� 

微分完後𝑥𝑥以√𝑢𝑢𝑑𝑑 代入， 𝑧𝑧以𝑢𝑢代入即為所求機率和 
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       至此我們討論了𝒏𝒏𝒍𝒍 = 𝟎𝟎，𝒏𝒏𝒍𝒍 = 𝟏𝟏所有落下懸崖的情形，也算了𝒏𝒏𝒍𝒍 = 𝟐𝟐從𝑥𝑥軸落下懸

崖的情形，再進一步的討論級數和更加困難繁瑣。此四類的機率和(一)~(四)與真正的機

率𝐽𝐽(𝑢𝑢𝑑𝑑, 𝑟𝑟, 𝑟𝑟𝑙𝑙)𝑑𝑑 +  𝐽𝐽(𝑟𝑟𝑙𝑙,𝑢𝑢,𝑢𝑢𝑑𝑑)𝑙𝑙仍有差距，在𝑙𝑙 + 𝑑𝑑 < 1
2
，情況下(一)~(四)已算出了機率較

大的幾類。為了瞭解與真正機率的誤差，我們將以程式模擬醉漢移動的過程並去估算

落下懸崖的機率，放在本文後段討論。 

 

九、 二維三邊懸崖 

（一）定理 5： 

二維平面上，有一醉漢從(1,1)的位置出發，每次只往左、下、右、上其中一個方

向移動一單位長，若各點向左、下、右、上移動的機率分別為𝑙𝑙,𝑑𝑑,𝑢𝑢, 𝑟𝑟，令三邊懸崖分

別為𝑥𝑥軸、𝑥𝑥軸和直線𝑥𝑥 = 𝑠𝑠，則當𝑙𝑙 > 0 且𝑟𝑟 > 0時，醉漢落下懸崖的機率為1。 

[證明]：  

1. 若𝑙𝑙 ≥ 𝑟𝑟 

根據定理 4，醉漢落下懸崖的機率為 1 

2. 若𝑟𝑟 ≥ 𝑙𝑙 

根據定理 4，醉漢落下懸崖的機率為 1   ▌ 

 

（二）定理 6： 

二維平面上，有一醉漢從(1,1)的位置出發，每次只往左、下、右、上其中一個方

向移動一單位長，若各點向左、下、右、上移動的機率分別為𝑙𝑙,𝑑𝑑,𝑢𝑢, 𝑟𝑟，令三邊懸崖分

別為𝑥𝑥軸、𝑥𝑥軸和直線𝑥𝑥 = 𝑠𝑠，則當𝑙𝑙 = 0且𝑟𝑟 = 0時，可視為一維的狀況討論： 

�
當

1
2
≤

𝑑𝑑
𝑑𝑑 + 𝑢𝑢

≤ 1：落下懸崖機率為 1

當 0 ≤
𝑑𝑑

𝑑𝑑 + 𝑢𝑢
<

1
2

：落下懸崖機率為
𝑑𝑑
𝑢𝑢

 

 

[證明]：  

𝑙𝑙 = 0且𝑟𝑟 = 0時，此路徑不受𝑙𝑙、𝑟𝑟機率影響，路徑皆在𝑥𝑥 = 1上，故可視為一維的情況討

論。 ▌ 
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伍、 討論 

一、 

將此問題推廣至三維，在三維座標空間中，醉漢從點(1,1,1)開始出發，欲求得醉漢離

開第一卦限的機率。假設醉漢移動各個方向的機率：平行𝑥𝑥軸正向(向前)移動的機率為𝑓𝑓，平

行𝑥𝑥軸負向(向後)移動的機率為𝑑𝑑，平行𝑥𝑥軸正向(向右)移動的機率為𝑟𝑟，平行𝑥𝑥軸負向(向左)移

動的機率為𝑙𝑙，平行𝑧𝑧軸正向(向上)移動的機率為𝑢𝑢，平行𝑧𝑧軸負向(向下)移動的機率為𝑑𝑑，𝑢𝑢 +

𝑑𝑑 + 𝑙𝑙 + 𝑟𝑟 + 𝑓𝑓 + 𝑑𝑑 = 1。 

當𝑑𝑑 ≥ 𝑢𝑢或𝑙𝑙 ≥ 𝑟𝑟或𝑑𝑑 ≥ 𝑓𝑓時，醉漢最後從第一卦限離開的機率為1。 

當𝑢𝑢 > 𝑑𝑑且𝑟𝑟 > 𝑙𝑙且𝑓𝑓 > 𝑑𝑑時，醉漢離開第一卦限的機率為： 

���������
(𝛽𝛽 + 1)(𝜀𝜀 + 1)

(𝛽𝛽 + 𝜀𝜀 + 1)(𝛾𝛾 + 𝛿𝛿 + 1)(𝛼𝛼 + 1)�
(𝛽𝛽 + 𝛾𝛾 + 2𝛿𝛿 + 2𝜀𝜀 + 2𝛼𝛼)!
(2𝛼𝛼)! (𝛾𝛾 + 2𝑥𝑥)! (𝛽𝛽 + 2𝜀𝜀)!��

2𝛼𝛼
𝛼𝛼 � �

𝛾𝛾 + 2𝛿𝛿
𝛿𝛿 � �

𝛽𝛽 + 2𝜀𝜀
𝜀𝜀 �

∞

𝜀𝜀=0

�𝑢𝑢𝛽𝛽(𝑢𝑢𝑑𝑑)𝜀𝜀𝑓𝑓𝛾𝛾(𝑓𝑓𝑑𝑑)𝛿𝛿(𝑙𝑙𝑟𝑟)𝛼𝛼𝑙𝑙
∞

𝛿𝛿=0

∞

𝛾𝛾=0

∞

𝛽𝛽=0

∞

𝛼𝛼=0

+ 𝑢𝑢𝛽𝛽(𝑢𝑢𝑑𝑑)𝜀𝜀𝑟𝑟𝛾𝛾(𝑙𝑙𝑟𝑟)𝛿𝛿(𝑓𝑓𝑑𝑑)𝛼𝛼𝑑𝑑 + 𝑓𝑓𝛽𝛽(𝑓𝑓𝑑𝑑)𝜀𝜀𝑟𝑟𝛾𝛾(𝑙𝑙𝑟𝑟)𝛿𝛿(𝑢𝑢𝑑𝑑)𝛼𝛼𝑑𝑑����� 

為了方便起見可以令 

𝐾𝐾(𝑣𝑣,𝑤𝑤, 𝑥𝑥,𝑥𝑥, 𝑧𝑧)

= ���������
(𝛽𝛽 + 1)(𝜀𝜀 + 1)

(𝛽𝛽 + 𝜀𝜀 + 1)(𝛾𝛾 + 𝛿𝛿 + 1)(𝛼𝛼 + 1)�
(𝛽𝛽 + 𝛾𝛾 + 2𝛿𝛿 + 2𝜀𝜀 + 2𝛼𝛼)!
(2𝛼𝛼)! (𝛾𝛾 + 2𝑥𝑥)! (𝛽𝛽 + 2𝜀𝜀)!� �

2𝛼𝛼
𝛼𝛼 � �

𝛾𝛾 + 2𝛿𝛿
𝛿𝛿 � �

𝛽𝛽 + 2𝜀𝜀
𝜀𝜀 �

∞

𝜀𝜀=0

�𝑧𝑧𝛽𝛽𝑥𝑥𝜀𝜀𝑣𝑣𝛾𝛾𝑥𝑥𝛿𝛿𝑤𝑤𝛼𝛼𝑙𝑙��
∞

𝛿𝛿=0

�
∞

𝛾𝛾=0

�
∞

𝛽𝛽=0

�
∞

𝛼𝛼=0

 

 

      則醉漢離開第一卦線的總機率即為𝐾𝐾(𝑓𝑓, 𝑙𝑙𝑟𝑟,𝑢𝑢𝑑𝑑,𝑓𝑓𝑑𝑑,𝑢𝑢)𝑙𝑙 + 𝐾𝐾(𝑟𝑟,𝑓𝑓𝑑𝑑, 𝑢𝑢𝑑𝑑, 𝑙𝑙𝑟𝑟,𝑢𝑢)𝑑𝑑 + 𝐾𝐾(𝑟𝑟,𝑢𝑢𝑑𝑑,𝑓𝑓𝑑𝑑, 𝑙𝑙𝑟𝑟,𝑓𝑓)𝑑𝑑 

可以發現𝐾𝐾(𝑣𝑣,𝑤𝑤, 𝑥𝑥,𝑥𝑥, 𝑧𝑧)為𝐽𝐽(𝑥𝑥, 𝑧𝑧,𝑥𝑥)的推廣，考慮(𝛽𝛽 = 0 且𝜀𝜀 = 0 時的級數和)或(𝛾𝛾 = 0 且𝛿𝛿 =

0 時的級數和)，此式即為函數𝐽𝐽(𝑥𝑥, 𝑧𝑧,𝑥𝑥)。 

 

 

二、 

原本在一維的醉漢走路中所使用的方法，在利用其推廣到二維情況時都遇到了問題而

無法使用，所以我們想要嘗試直接把所有的掉落情況做無窮級數和，在算出總和之前我們也

利用 Python 程式輔助，估計在二維平面上，醉漢從(1,1)出發，最後落下懸崖的機率。結果

如下圖所示：
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此外，我們猜測當𝑙𝑙 < 𝑟𝑟且𝑑𝑑 < 𝑢𝑢且𝑟𝑟𝑢𝑢 ≠ 0時，醉漢最終落下懸崖的機率為： 

𝑙𝑙
𝑟𝑟

+
𝑑𝑑
𝑢𝑢
−
𝑙𝑙𝑑𝑑
𝑟𝑟𝑢𝑢

 

可以發現與我們所算出的級數和相當逼近，也與電腦估計值大致吻合。 

因為無窮級數和還有許多項，需要用到更複雜的數學技巧，因此本文中僅列舉機率較大的前

幾項，未來希望可以整理出二維兩邊懸崖完整的算式，或者去尋找更佳的解法。 

 

以下附上我們的程式碼： 
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陸、 研究結果與結論 

 

一維直線上，有一個醉漢在𝑥𝑥軸上從𝑥𝑥 = 1出發開始不停的前後移動，定義懸崖為𝑥𝑥 = 0，

若醉漢每一步往懸崖方下移動的機率為𝑃𝑃，遠離懸崖的機率為𝑄𝑄，其中𝑃𝑃 + 𝑄𝑄 = 1。該醉漢最

終落下懸崖之機率𝑓𝑓(𝑃𝑃)為�
當

1
2
≤ 𝑃𝑃 ≤ 1：𝑓𝑓(𝑃𝑃) = 1

當 0 ≤ 𝑃𝑃 < 1
2

：𝑓𝑓(𝑃𝑃) = 𝑃𝑃
𝑄𝑄

 

 

二維平面上，有一醉漢從(1,1)的位置出發，每次只往左、下、右、上其中一個方向移

動一單位長，若各點向左、下、右、上移動的機率分別為𝑙𝑙,𝑑𝑑, 𝑟𝑟,𝑢𝑢。 

 

一、 當只有一座懸崖𝑥𝑥 = 0(或𝑥𝑥 = 0)，則所有情況均可視為一維的狀況討論。  

�
當

1
2
≤ 𝑙𝑙

𝑙𝑙+𝑟𝑟
≤ 1：落下懸崖機率為 1

當 0 ≤ 𝑙𝑙
𝑙𝑙+𝑟𝑟

< 1
2

：落下懸崖機率為
𝑙𝑙
𝑟𝑟

    

二、 當有兩座懸崖𝑥𝑥 = 0 和𝑥𝑥 = 0，則有以下的情況，醉漢落下懸崖機率為1。 

（一）𝑙𝑙 + 𝑑𝑑 ≥ 1/2 

（二）𝑙𝑙 ≥ 𝑟𝑟 

（三）𝑑𝑑 ≥ 𝑢𝑢 

（四）𝑢𝑢 = 0 且𝑙𝑙,𝑑𝑑, 𝑟𝑟 ≠ 0 

（五）𝑐𝑐 = 0 且𝑙𝑙, 𝑑𝑑,𝑢𝑢 ≠ 0 

 

三、 當有兩座懸崖𝑥𝑥 = 0 和𝑥𝑥 = 0，則有以下的情況，可視為一維的狀況討論。 

（一）𝑙𝑙 = 0 且𝑑𝑑, 𝑟𝑟,𝑢𝑢 ≠ 0 

（二）𝑑𝑑 = 0 且𝑙𝑙, 𝑟𝑟,𝑢𝑢 ≠ 0 

 

四、 當有兩座懸崖𝑥𝑥 = 0 和 𝑥𝑥 = 0，若𝑙𝑙 < 𝑟𝑟且𝑑𝑑 < 𝑢𝑢且𝑙𝑙d𝑟𝑟𝑢𝑢 ≠ 0，令𝑛𝑛𝑙𝑙為醉漢走路的路徑中

總共向左移動的步數。則落下懸崖的機率為： 

�����
𝑞𝑞 + 1

(𝑚𝑚 + 1)(𝑛𝑛 + 𝑞𝑞 + 1) �
2𝑚𝑚
𝑚𝑚
��

2𝑛𝑛 + 𝑞𝑞
𝑛𝑛

� �
2𝑚𝑚 + 𝑞𝑞 + 2𝑛𝑛

2𝑚𝑚
� ((𝑢𝑢𝑑𝑑)𝑚𝑚𝑟𝑟𝑞𝑞(𝑟𝑟𝑙𝑙)𝑛𝑛𝑑𝑑 + (𝑢𝑢𝑑𝑑)𝑛𝑛𝑢𝑢𝑞𝑞(𝑟𝑟𝑙𝑙)𝑚𝑚𝑙𝑙)

∞

𝑚𝑚=0

�
∞

𝑞𝑞=0

�
∞

𝑛𝑛=0

 

（一）𝑛𝑛𝑙𝑙 = 0，醉漢落下懸崖的機率和為 
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1 − 𝑟𝑟 −�(1 − 𝑟𝑟)2 − 4𝑢𝑢𝑑𝑑
2𝑢𝑢

 

（二）𝑛𝑛𝑙𝑙 = 1，醉漢從𝑥𝑥軸落下懸崖的機率和為 

1 − 𝑟𝑟 − 4𝑢𝑢𝑑𝑑 − �(1 − 𝑟𝑟)2 − 4𝑢𝑢𝑑𝑑√1 − 4𝑢𝑢𝑑𝑑

2𝑟𝑟𝑢𝑢�(1 − 𝑟𝑟)2 − 4𝑢𝑢𝑑𝑑
× 𝑙𝑙 

（三）𝑛𝑛𝑙𝑙 = 1，醉漢從𝑥𝑥軸落下懸崖的機率和為 

1 − √1 − 4𝑢𝑢𝑑𝑑
2𝑢𝑢𝑑𝑑 − 𝑢𝑢 + 𝑢𝑢 × √1 − 4𝑢𝑢𝑑𝑑

× 𝑙𝑙 

（四）𝑛𝑛𝑙𝑙 = 2，醉漢從𝑥𝑥軸落下懸崖的機率和為 

𝑃𝑃 = 𝑟𝑟𝑙𝑙2 ×
𝑥𝑥

2𝑧𝑧
�
𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝑥𝑥2 �
𝑧𝑧𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑥𝑥
𝑥𝑥 − 𝑧𝑧𝑓𝑓(𝑥𝑥)� +

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥
�

2𝑧𝑧𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑥𝑥

�𝑥𝑥 − 𝑧𝑧𝑓𝑓(𝑥𝑥)�
2� +

2𝑧𝑧𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑥𝑥

�𝑥𝑥 − 𝑧𝑧𝑓𝑓(𝑥𝑥)�
3� 

偏微分完後𝑥𝑥以√𝑢𝑢𝑑𝑑 代入， 𝑧𝑧以𝑢𝑢代入即為所求機率和 

 

五、 當有三座懸崖(𝑥𝑥 = 0，𝑥𝑥 = 0 和𝑥𝑥 = 𝑠𝑠)，則有以下的情況，可視為一維的狀況討論。 

𝑙𝑙 = 0 且 𝑟𝑟 = 0 

 

六、 當有三座懸崖(𝑥𝑥 = 0，𝑥𝑥 = 0 和𝑥𝑥 = 𝑠𝑠)，則有以下的情況，醉漢落下懸崖機率為1。 

𝑙𝑙 ≠ 0 或 𝑟𝑟 ≠ 0 
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【評語】050406  

題目的設定頗有意思 (多維醉漢而且只有若干邊為懸崖)， 有

相當難度亦有學術價值， 作者以組合的方法得到一些結果， 研

究精神可嘉. 但因為題目設定的條件太寬， 變量太多， 導致無法

有一個夠簡潔的結果， 所得到的一般式反而難以分析， 是較為

可惜之處. 在 2D 時的一些討論與條件是有意思的， 不過整體來

說成果還是少了點。一般來說， 此類問題需要更高階的數學工

具， 例如 Harmonic analysis 或機率理論等. 建議作者可以往這

個方向繼續鑽研努力， 定能有所進展. 

050406-評語 

  



 

 

 

 

 

 

 

作品簡報

 



──醉漢⾛路問題的⼆維延伸探討

醉後⽣還者

組別：⾼中組 科別：數學科



⼀維醉漢⾛路

0 1 2 3 4 5 6 7

P Q

𝑓 𝑃 = 𝑃 + 𝑃!𝑄 + 2𝑃"𝑄! +⋯ = (
#$%

&

𝐶#𝑃#'(𝑄# =
𝑃
𝑄

走一步 走三步 走五步

1
2 ≤ 𝑃 ≤ 1：𝑓 𝑃 = 1

0 ≤ 𝑃 <
1
2：

利用卡特蘭數生成函數

ul

d r

.
當 (

!
≤ )

)'*
≤ 1：落下懸崖機率為1

當0 ≤ )
)'*

< (
!
：落下懸崖機率為 )

*

⼆維⼀邊懸崖



兩邊懸崖：𝑙 ≥ 𝑟(或𝑑 ≥ 𝑢) ⼆維三邊懸崖

ul

d r

𝑙 ≥ 𝑟(或𝑑 ≥ 𝑢)

視為二維一邊懸崖的情況

𝑙 ≥ 𝑟時經過𝑦軸懸崖的機率為1

因此，醉漢落下懸崖的機率為1

ul

d
r

當𝑙 ≥ 𝑟，醉漢落下懸崖的機率為1

當𝑟 ≥ 𝑙，醉漢落下懸崖的機率為1

當𝑙 = 𝑟 = 0，可視為一維醉漢走路問題



l+d r+u

兩邊懸崖：𝑙 + 𝑑 ≥ !
"

x+y=1 x+y=2 x+y=3 x+y=4 x+y=5x+y=0

ul
d r

可視為一維醉漢走路問題

當 (
!
≤ 𝑎 + 𝑏 ≤ 1

醉漢走到𝑥 + 𝑦 = 0直線的機率為1

當醉漢走到𝑥 + 𝑦 = 0直線時必經過𝑥軸或𝑦軸

因此，醉漢落下懸崖的機率為1



ul

d r

ul

d r

𝑙
𝑟

𝑑
𝑢

通過橘線的所有路徑機率和 通過藍線的所有路徑機率和 通過橘線或藍線的所有路徑機率和

ul

d r

𝑙
𝑟 +

𝑑
𝑢 −

𝑙𝑑
𝑟𝑢

猜測：

(扣除兩個懸崖皆經過的機率)

兩邊懸崖：𝑙 < 𝑟且𝑑 < 𝑢



兩邊懸崖：𝑙 < 𝑟且𝑑 < 𝑢⼀般解

𝐽(𝑥, 𝑧, 𝑦) = (
+$%

&

(
,$%

&

(
-$%

&
𝑞 + 1

𝑚 + 1 𝑛 + 𝑞 + 1
2𝑚
𝑚

2𝑛 + 𝑞
𝑛

2𝑚 + 𝑞 + 2𝑛
2𝑚 𝑥-𝑦+𝑧,

二維二邊懸崖的機率和: 𝐽(𝑢𝑑, 𝑟, 𝑟𝑙)𝑑 + 𝐽(𝑟𝑙, 𝑢, 𝑢𝑑)𝑙

以𝐽(𝑢𝑑, 𝑟, 𝑟𝑙)𝑑為例

𝑛. = 𝑚， 𝑛/ = 𝑚 + 1，因為向上領先向右，兩者的組合數為
1

𝑚 + 1
2𝑚
𝑚

𝑛) = 𝑛， 𝑛* = 𝑛 + 𝑞，因為向右領先向左，兩者的組合數為
𝑞 + 1

𝑛 + 𝑞 + 1
2𝑛 + 𝑞
𝑛

把上下視為一類，左右視為另一類，則這二類的組合數為
2𝑚 + 𝑞 + 2𝑛

2𝑚



𝑛) = 0，落下懸崖的機率和

𝑛) = 1，從𝑥軸落下懸崖的機率和

𝑛) = 1，從𝑦軸落下懸崖的機率和

𝑛) = 2，從𝑦軸落下懸崖的機率和

1 − 𝑟 − 1 − 𝑟 ! − 4𝑢𝑑
2𝑢

=
1 − 𝑟 − 4𝑢𝑑 − 1 − 𝑟 ! − 4𝑢𝑑 1 − 4𝑢𝑑

2𝑟𝑢 1 − 𝑟 ! − 4𝑢𝑑
×𝑙

=
1 − 1 − 4𝑢𝑑

2𝑢𝑑 − 𝑢 + 𝑢× 1 − 4𝑢𝑑
×𝑙

= 𝑟𝑙!×
𝑦
2𝑧

𝜕!

𝜕𝑦!
𝑧𝑓 𝑦 𝑦
𝑦 − 𝑧𝑓 𝑦 +

𝜕
𝜕𝑦

2𝑧𝑓 𝑦 𝑦

𝑦 − 𝑧𝑓 𝑦 ! +
2𝑧𝑓 𝑦 𝑦

𝑦 − 𝑧𝑓 𝑦 "

其中𝑓 𝑦 = 𝑐 𝑦! 𝑦! = (0 (012!

!2
, 𝑦 = 𝑡 = 𝑢𝑑 , 𝑧 = 𝑢

兩邊懸崖：分類討論級數和以逼近機率



兩邊懸崖：𝑙 < 𝑟且𝑑 < 𝑢的估計

向左0步，𝑥軸落下

向左1步，𝑥軸落下

向左1步，𝑦軸落下

向左2步，𝑦軸落下

向下0步，𝑦軸落下

向下1步，𝑦軸落下

向下1步，𝑥軸落下

向下2步，𝑥軸落下

猜測函數
𝑙
𝑟
+
𝑑
𝑢
−
𝑙𝑑
𝑟𝑢

？
扣除重複項

？



0.0001

0.001

0.0005

猜測機率與模擬機率誤差 前八項級數和與猜測機率誤差(%)

兩邊懸崖：猜測機率/電腦模擬/8項級數和比較

𝑙/𝑟

𝑑/𝑢
猜測機率：)

*
+ /

.
− )/

*.



討論：卡特蘭數及其推廣數列

𝐽(𝑥, 𝑧, 𝑦) = )
!"#

$

)
%"#

$

)
&"#

$
𝑞 + 1

𝑚 + 1 𝑛 + 𝑞 + 1
2𝑚
𝑚

2𝑚 + 𝑞 + 2𝑛
2𝑚

2𝑛 + 𝑞
𝑛

𝑥&𝑧%𝑦! 𝐽(𝑢𝑑, 𝑟, 𝑟𝑙)𝑑 + 𝐽(𝑟𝑙, 𝑢, 𝑢𝑑)𝑙

𝐿 𝑥, 𝑧 = )
'"#

$

)
&"#

$
1

𝑚 + 1
2𝑚
𝑚

2𝑚 + 𝑞
2𝑚 𝑥& 𝑧% =

1 − 𝑧 − 1 − 𝑧 ( − 4𝑥
2𝑥

𝑐 𝑥 = )
&"#

$
1

𝑚 + 1
2𝑚
𝑚

𝑥& =
1 − 1 − 4𝑥

2𝑥

!
!"#

$

!
%"#

$

!
&"#

$

!
'"#

$

!
("#

$
𝛽 + 1 𝜀 + 1

𝛽 + 𝜀 + 1 𝛾 + 𝛿 + 1 𝛼 + 1
𝛽 + 𝛾 + 2𝛿 + 2𝜀 + 2𝛼 !
2𝛼 ! 𝛾 + 2𝛿 ! 𝛽 + 2𝜀 !

2𝛼
𝛼

𝛾 + 2𝛿
𝛿

𝛽 + 2𝜀
𝜀 𝑧%𝑥(𝑣&𝑦'𝑤! 𝐾 𝑓, 𝑙𝑟, 𝑢𝑑, 𝑓𝑏, 𝑢 𝑙 +

𝐾 𝑟, 𝑓𝑏, 𝑢𝑑, 𝑙𝑟, 𝑢 𝑏 +
𝐾 𝑟, 𝑢𝑑, 𝑓𝑏, 𝑙𝑟, 𝑓 𝑑

𝐿 𝑢𝑑, 𝑟

𝑛) = 0時落下的機率和

二維離開第一象限的機率和

三維離開第一卦限的機率和

𝐾 𝑣,𝑤, 𝑥, 𝑦, 𝑧 =
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