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摘要 

在第59屆科展作品（中華民國第59屆中小學科學展覽會換心手術）有給定了一個新的名

詞(頂心三角形)：平面上給定 ABC 及一點 D ，分別以 A 、 B 、C 三頂點為圓心， DA 、 DB 、

DC 為半徑畫圓，三圓交於三點 E、F、G，再以三交點 E、F、G 為頂點作 EFG，則新 EFG

稱為 ABC 在 D 點的頂心三角形，本篇作品主要探討原三角形與其頂心三角形邊長與面積比例

關係及頂心線相關性質。 

壹、 研究動機 

我們看完第59屆科展作品後，我們暸解了如果由原三角形三頂點為圓心，頂點到垂心（內

心、外心）之距離為半徑畫圓，三圓交點形成一新三角形，原三角形之垂心（內心、外心）會

成為新三角形之內心（外心、垂心），因此我們想要探討這個性質的延伸，討論三角形之間的

面積比例關係，並進一步探討若是由三角形三頂點為圓心，頂點到三角形內任意一點為半徑畫

圓，三圓交點形成一新三角形，此新三角形會有什麼性質。 

貳、 研究目的 

一、 探討 ABC 與其頂心三角形 EFG 之相關性質。 

二、 研究 ABC 面積與其頂心三角形 EFG 邊長關係及面積比例關係。 

三、 探討頂心三角形三點共線問題。 

參、 研究設備與器材 

紙、筆、電腦、Geogebra 
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肆、 研究過程及方法 

名詞定義： 

(一) 頂心三角形：平面上給定 ABC 及一點 D，分別以 A、B 、C 三頂點為圓心，DA、DB 、

DC 為半徑畫圓，三圓交於三點 E 、 F 、G ，再以三交點 E 、 F 、G 為頂點作 EFG ，

則新 EFG 稱為 ABC 在 D 點的頂心三角形。(圖一) 

 
                (圖一)                              (圖二) 

(二) 頂心線：若 ABC 為一任意三角形，D 點在其外接圓上，則 ABC 在 D 點的頂心三角形會

退化成一直線(證明於研究 3)，我們稱該直線為 ABC 在 D 點的頂心線。(圖二) 

預備定理： 

三角形內角的嵌入不等式 

若 A B C k+ + = , k ，則對任意實數 x 、 y 、 z 都有 

( ) ( )2 2 2 2 1 cos cos cos 0
k

x y z xy C yz A zx B+ + + − + +   

等號成立條件為 0x y z= = = 或 : : sin : sin : sinx y z A B C=  

Erdos-Mordell Inequality 

平面上有一 ABC，O 為 ABC 內一點，D、E 、F 分別為O 到 BC 、 AC 、 AB 之垂線交點，

,OA x= ,OB y= ,OC z= ,OD p= ,OE q= OF r= ，則有不等式 

( )2x y z p q r+ +  + +  

滿足 sin sin sinA B C= = 等號成立，也就是 ABC 為正三角形 



3 

  

引理 1 若 ABC 為一任意三角形，D 點為其外接圓上一動點， EFGL 為 ABC 在 D 點的頂心線，

則 E 、 F 、G 的軌跡圓三圓交於 ABC 垂心。 

證明： 

在第 59 屆科展作品有提到頂心三角形還有另一種作圖方式： 

以三邊長之延伸線為對稱軸作 D 點的對稱點 E 、 F 、G ，則 E 、 F 、G 為 ABC 在 D 點之頂

心三角形三頂點。 

因為 ABC 之垂心以三邊長之延伸線為對稱軸作的三對稱點 H 、 I 、 J 在 ABC 之外接圓上，

所以當動點 D 經過 H 、 I 、 J 時，三頂點 E 、 F 、G 其中一頂點在 ABC 之垂心上，也就是說

ABC 的垂心在三頂點的軌跡圓上，故三頂點的軌跡圓交於一點垂心。 

引理 2-1 若 ABC 為一銳角三角形， H 點為 ABC 之垂心， , ,A B  =  = C  = ，

cos cos cos cos cos cos
, ,

sin sin sin sin sin sin
AH AB AC BH AB BC CH AC BC

     

     
=  =  =  =  =  = 則  

 

證明： 

設垂心 H 到三邊長 AB 、 BC 、 AC 垂足為 E 、 F 、G  

( )
cos cos

cos cos 90 sin
sin

AG AB
CAH AH AB

AH AH

 
 




 = − = = =  =   

( )
cos cos

cos cos 90 sin
sin

AE AC
BAH AH AC

AH AH

 
 




 = − = = =  =   

同理可證
cos cos cos cos

,
sin sin sin sin

BH AB BC CH AC BC
   

   
=  =  =  =   



4 

  

引理 2-2 若 ABC 為一鈍角三角形， H 點為 ABC 之垂心， 90 ,A  =  ,B C  = = ， 

cos cos cos cos
, ,

sin sin sin sin
AH AB AC BH AB CH AC

   

   
= −  = −  =  = 則  

 

證明： 

設垂心 H 到三邊長 AB 、 BC 、 AC 之延伸線垂足為 E 、 F 、G  

( )
cos cos

cos cos 90 sin
sin

BF AB
HBF BH AB

BH BH

 
 




 = − = = =  =   

( )
cos cos

cos cos 90 sin
sin

CF AC
HCF CH AC

CH CH

 
 




 = − = = =  =   

( )

( )

coscos
cos cos

cos
cos

cos cos cos cos
cos cos

cos sin cos sin

BH AHC AHBEH BH BHE
AHE

AH AH AH

BH BH

AH AH

BH
AH BH AB AB

AH



 


   
 

   

  +  
 = = = =

 +
= = − 

 = −   = −  = −   = − 

 

同理可得
cos

sin
AH AC




= −   

研究 1-1 若 ABC 為一銳角三角形， D 點為 ABC 內任意一點， EFG 為 ABC 在 D 點的頂心

三角形，則 2 sinEF AD CAB=  , 2 sinEG BD ABC=  , 2 sinGF CD BCA=  。 

證明： 

設 AD a= , ,BD b= CD c= ， ,CAB  = ,ABC  = BCA  =  
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, BE BD bAE AD a == = =  四邊形 ADBE 為箏形 , EAB DABEBA DBA=   =  

同理可證 , , ,DCB GCB DCA FCA DAC FACDBC GBC  =  = =  =  

2 2 2 2EBG EBD GBD ABD CBD ABC  = + =  +  =  =  

BE BG b= =  BEG 為等腰三角形 BEG BGE =  

BEG BGE =
( ) ( )180 180 2

90
2 2

EBG 


− −
= = = −  

在 EBG 中，根據正弦定理
( )sin sin sin 2 sin 90

EG BE EG b

EBG BGE  
=  =

  −
 

sin 2 2 sin cos
2 sin 2 sin

cos cos

b b
EG b BD ABC

  


 
 = = = =   

同理可得 2 sinGF CD BCA=  , 2 sinEF AD CAB=   

研究 1-2 若 ABC 為一鈍角三角形， D 點為 ABC 內任意一點， EFG 為 ABC 在 D 點的頂心

三角形，則 2 sinEF AD CAB=  , 2 sinEG BD ABC=  , 2 sinGF CD BCA=  。 

證明： 

設 AD a= , ,BD b= CD c= ， ,CAB  = ,ABC  = BCA  = ，不失一般性，設 為鈍角 
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, BE BD bAE AD a == = = 四邊形 ADBE 為箏形 , EAB DABEBA DBA=   =  

同理可證 , , ,DCB GCB DCA FCA DAC FACDBC GBC  =  = =  =  

2 2 2 2EBG EBD GBD ABD CBD ABC  = + =  +  =  =  

BE BG b= = BEG 為等腰三角形 BEG BGE =  

BEG BGE =
( ) ( )180 180 2

90
2 2

EBG 


− −
= = = −  

在 EBG 中，根據正弦定理
( )sin sin sin 2 sin 90

EG BE EG b

EBG BGE  
=  =

  −
 

sin 2 2 sin cos
2 sin 2 sin

cos cos

b b
EG b BD ABC

  


 
 = = = =   

同理可得 2 sinGF CD BCA=   

2 2 2EDF EAD FAD BAD CAD =  + =  +  =  

AE AF a= =  EAF 為等腰三角形 AEF AFE =  

360 360 2EAF EDF  = − = − ， AEF AFE =
( ) ( )180 2 180

90
2 2

EAF 


− −
= = = −  

在 EAF 中，根據正弦定理
( ) ( )sin sin sin 360 2 sin 90

EF AE EF a

EAF AFE  
=  =

  − −
 

( )

( )
sin 2 2 sin cos

2 sin 2 sin
cossin 90

a a
EF a AD CAB

  




−
 = = = = 

− −
 

故 2 sinEF AD CAB=  , 2 sinEG BD ABC=  , 2 sinGF CD BCA=   



7 

  

研究 1-3 若 ABC 為一直角三角形，D 點為 ABC 內任意一點， EFG 為 ABC 在 D 點的頂心

三角形，則 2 sinEF AD CAB=  , 2 sinEG BD ABC=  , 2 sinGF CD BCA=  。 

 

證明： 

設 AD a= , ,BD b= CD c= ， ,CAB  = ,ABC  = BCA  = ，不失一般性，設  為直角 

, BE BD bAE AD a == = =  四邊形 ADBE 為箏形 , EAB DABEBA DBA=   =  

同理可證 , , ,DCB GCB DCA FCA DAC FACDBC GBC  =  = =  =  

2 2 2 2EAF EAD FAD BAD CAD BAC  = + =  +  =  =  

AE AF a= =  AEF 為等腰三角形 AEF AFE =  

AEF AFE =
( ) ( )180 180 2

90
2 2

EAF 


− −
= = = −  

在 AEF 中，根據正弦定理
( )sin sin sin 2 sin 90

EF AE EF a

EAF AFE  
=  =

  −
 

sin 2 2 sin cos
2 sin 2 sin

cos cos

a a
EF a AD CAB

  


 
 = = = =   

同理可得 2 sinGF CD BCA=   

2 2 2 2 180EBG EBD GBD ABD CBD ABC  =  + =  +  =  = =  

, 180BE BG b EBG= =  = EG 為圓 B 直徑, 90EDG ABC = =  

在 EDG 中，根據正弦定理 2 2 sin 2 sin
sin

EG
b EG b ABC BD ABC

EDG
=  =  = 
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故 2 sinEF AD CAB=  , 2 sinEG BD ABC=  , 2 sinGF CD BCA=   

研究 1-4 若 ABC 為一銳角三角形，D 點為 ABC 外任意一點， EFG 為 ABC 在 D 點的頂心

三角形，則 2 sinEF AD CAB=  , 2 sinEG BD ABC=  , 2 sinGF CD BCA=  。 

 

證明：  

設 AD a= , ,BD b= CD c= ， ,CAB  = ,ABC  = BCA  =  

,CD CG cBG BD b == = =  四邊形 BGCD 為箏形 , GCB DCBGBC DBC=   =  

同理可證 , , ,EBA DBA ACD ACF DAC FACEAB DAB  =  = =  =  

2EBA DBA ABG GBC DBC ABG GBC = = + + = +   

2 2 2EBG EBA ABG ABG GBC  = + =  +  =  

EB BG b= =  EBG 為等腰三角形 BEG BGE =  

( ) ( )180 180 2
90

2 2

EBG
BEG BGE




− −
 =  = = = −   

在 EBG 中，根據正弦定理
( )sin sin sin 2 sin 90

EG BE EG b

EBG BGE  
=  =

  −
 

sin 2 2 sin cos
2 sin 2 sin

cos cos

b b
EG b BD ABC

  


 
 = = = =   

同理可得 2 sinGF CD BCA=   
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2 2 2 2EAF EAD FAD BAD CAD CAB  = + =  +  =  =  

EA FA a= = EAF 為等腰三角形 AEF AFE =  

( ) ( )180 180 2
90

2 2

EAF
AEF AFE




− −
 =  = = = −  

在 EAF 中，根據正弦定理
( )sin sin sin 2 sin 90

EF AE EF a

EAF AFE  
=  =

  −
 

sin 2 2 sin cos
2 sin 2 sin

cos cos

a a
EF a AD CAB

  


 
 = = = =   

故 2 sinEF AD CAB=  , 2 sinEG BD ABC=  , 2 sinGF CD BCA=   

研究 1-5 若 ABC 為一鈍角三角形，D 點為 ABC 外任意一點， EFG 為 ABC 在 D 點的頂心

三角形，則 2 sinEF AD CAB=  , 2 sinEG BD ABC=  , 2 sinGF CD BCA=  。 

 

證明：  

設 AD a= , ,BD b= CD c= ， ,CAB  = ,ABC  = BCA  =   

,CD CG cBG BD b == = =  四邊形 BGCD 為箏形 , GCB DCBGBC DBC=   =  

同理可證 , , ,EBA DBA ACD ACF DAC FACEAB DAB  =  = =  =  

2EBA DBA ABG GBC DBC ABG GBC = = + + = +   

2 2 2EBG EBA ABG ABG GBC  = + =  +  =  

EB BG b= = EBG 為等腰三角形 BEG BGE =  
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( ) ( )180 180 2
90

2 2

EBG
BEG BGE




− −
 =  = = = −   

( )sin sin sin 2 sin 90

sin 2 2 sin cos
2 sin 2 sin

cos cos

EG BE EG b

EBG BGE

b b
EG b BD ABC

EBG
 

  


 

=  =
  −

 = = = = 

在 中，根據正弦定理

 

同理可得 2 sinGF CD BCA=   

2 2 2EDF EAD FAD BAD CAD =  + =  +  =  

AE AF a= =  EAF 為等腰三角形 AEF AFE =  

360 360 2EAF EDF  = − = −  

AEF AFE =
( ) ( )180 2 180

90
2 2

EAF 


− −
= = = −  

在 EAF 中，根據正弦定理
( ) ( )sin sin sin 360 2 sin 90

EF AE EF a

EAF AFE  
=  =

  − −
 

( )

( )
sin 2 2 sin cos

2 sin 2 sin
cossin 90

a a
EF a AD CAB

  




−
 = = = = 

− −
 

故 2 sinEF AD CAB=  , 2 sinEG BD ABC=  , 2 sinGF CD BCA=   

研究 1-6 若 ABC 為一直角三角形， D 點為 ABC 外任意一點， EFG 為 ABC 在 D 點的頂心

三角形，則 2 sinEF AD CAB=  , 2 sinEG BD ABC=  , 2 sinGF CD BCA=  。 

 

證明：  
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設 AD a= , ,BD b= CD c= ， ,CAB  = ,ABC BCA  = = ，不失一般性，設 為直角 

,CD CG cBG BD b == = = 四邊形 BGCD 為箏形 , GCB DCBGBC DBC=   =  

同理可得 , , ,EBA DBA DCA FCA DAC FACEAB DAB  =  = =  =  

2EAB DAB BAF FAC DAC BAF FAC = = + + = +   

2 2 2EAF EAB BAF BAF FAC  = + =  +  =  

AE AF a= =  EAF 為等腰三角形 AEF AFE =  

( ) ( )180 180 2
90

2 2

EAF
AEF AFE




− −
 =  = = = −   

在 EAF 中，根據正弦定理
( )sin sin sin 2 sin 90

EF AE EF a

EAF AFE  
=  =

  −
 

sin 2 2 sin cos
2 sin 2 sin

cos cos

a a
EF a AD CAB

  


 
 = = = =   

同理可得 2 sinGF CD BCA=   

2 2 2 2 180EBG EBD GBD ABD CBD ABC  =  + =  +  =  = =  

, 180BE BG b EBG= =  =  EG 為圓 B 的直徑 , 90EDG ABC = =   

在 EDG 中，根據正弦定理 2 2 sin 2 sin
sin

EG
b EG b ABC BD ABC

EDG
=  =  = 


 

故 2 sinEF AD CAB=  , 2 sinEG BD ABC=  , 2 sinGF CD BCA=   

研究 1-7 若 ABC 為一銳角三角形， D 點為其外接圓上一動點， EFGL 為 ABC 在 D 點的頂心

線，則 2 sinEF AD CAB=  , 2 sinEG BD ABC=  , 2 sinGF CD BCA=  。 
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證明：  

設 AD a= , ,BD b= CD c= ， ,CAB  = ,ABC  = BCA  =  

,CD CG cBG BD b == = = 四邊形 BGCD 為箏形 , GCB DCBGBC DBC=   =  

同理可證 , EBA DBAEAB DAB=   =  

2EBA DBA ABG GBC DBC ABG GBC = = + + = +   

2 2 2EBG EBA ABG ABG GBC  = + =  +  =  

EB BG b= =  EBG 為等腰三角形 BEG BGE =  

( ) ( )180 180 2
90

2 2

EBG
BEG BGE




− −
 =  = = = −   

在 EBG 中，根據正弦定理
( )sin sin sin 2 sin 90

EG BE EG b

EBG BGE  
=  =

  −
 

sin 2 2 sin cos
2 sin 2 sin

cos cos

b b
EG b BD ABC

  


 
 = = = =   

, ,AD AF CD CF AC AC= = = ( ) ,ACD ACF SSS  全等 ,ACD ACF DAC FAC =  =   

DCB GCB ACG =  = −  

( ) 2GCF ACF ACG ACD ACG DCB ACG  =  + =  + = + + =   

CG CF c= = GCF 為等腰三角形 CGF CFG =  

( ) ( )180 180 2
90

2 2

GCF
CGF CFG




− −
 =  = = = −  

在 GCF 中，根據正弦定理
( )sin sin sin 2 sin 90

GF CF GF c

GCF CGF  
=  =

  −
 

sin 2 2 sin cos
2 sin 2 sin

cos cos

c c
GF c CD BCA

  


 
 = = = =   

2 2 2 2EAF EAD FAD BAD CAD CAB  = + =  +  =  =   

AE AF a= = EAF 為等腰三角形 AEF AFE =  
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( ) ( )180 180 2
90

2 2

EAF
AEF AFE




− −
 =  = = = −  

在 EAF 中，根據正弦定理
( )sin sin sin 2 sin 90

EF AE EF a

EAF AFE  
=  =

  −
 

sin 2 2 sin cos
2 sin 2 sin

cos cos

a a
EF a AD CAB

  


 
 = = = =   

故 2 sinEF AD CAB=  , 2 sinEG BD ABC=  , 2 sinGF CD BCA=   

研究 1-8 若 ABC 為一鈍角三角形， D 點為其外接圓上一動點， EFGL 為 ABC 在 D 點的頂心

線，則 2 sinEF AD CAB=  , 2 sinEG BD ABC=  , 2 sinGF CD BCA=  。 

 

證明：  

設 AD a= , ,BD b= CD c= ， ,CAB  = ,ABC  = BCA  = ，不失一般性，設 為鈍角 

,CD CG cBG BD b == = = 四邊形 BGCD 為箏形 , GCB DCBGBC DBC=   =  

同理可證 , EBA DBAEAB DAB=   =  

2EBA DBA DBC GBC ABG   = = + = + = +   

2EBG EBA ABG  = − =   

EB BG b= =  EBG 為等腰三角形 BEG BGE =  
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( ) ( )180 180 2
90

2 2

EBG
BEG BGE




− −
 =  = = = −   

在 EBG 中，根據正弦定理
( )sin sin sin 2 sin 90

EG BE EG b

EBG BGE  
=  =

  −
 

sin 2 2 sin cos
2 sin 2 sin

cos cos

b b
EG b BD ABC

  


 
 = = = =   

, ,AD AF CD CF AC AC= = = ( )ACD ACF SSS  全等 ， ,ACD ACF DAC FAC =  =   

DCB GCB ACG =  = +  

( ) 2GCF ACF ACG ACD ACG DCB ACG  =  − =  − = + − =   

CG CF c= = GCF 為等腰三角形 CGF CFG =  

( ) ( )180 180 2
90

2 2

GCF
CGF CFG




− −
 =  = = = −  

在 GCF 中，根據正弦定理
( )sin sin sin 2 sin 90

GF CD GF c

GCF CFG  
=  =

  −
 

sin 2 2 sin cos
2 sin 2 sin

cos cos

c c
GF c CD BCA

  


 
 = = = =   

2 2 2 2EDF EAD FAD BAD CAD CAB =  + =  +  =  =  

AE AF a= = EAF 為等腰三角形 AEF AFE =  

( ) ( )180 360 2 180
90

2 2

EDF
AEF AFE




− − −
 =  = = = −  

在 EAF 中，根據正弦定理
sin sin

EF AE

EAF AFE
=

  ( ) ( )sin 360 2 sin 90

EF a

 
 =

− −
 

sin 2 2 sin cos
2 sin 2 sin

cos cos

a a
EF a AD CAB

  


 
 = = = =   

故 2 sinEF AD CAB=  , 2 sinEG BD ABC=  , 2 sinGF CD BCA=   

研究 1-9 若 ABC 為一直角三角形， D 點為其外接圓上一動點， EFGL 為 ABC 在 D 點的頂心

線，則 2 sinEF AD CAB=  , 2 sinEG BD ABC=  , 2 sinGF CD BCA=  。 



15 

  

 

證明：  

設 AD a= , ,BD b= CD c= ， ,CAB  = ,ABC  = BCA  = ，不失一般性，設 為直角 

,CD CG cBG BD b == = = 四邊形 BGCD 為箏形 , GCB DCBGBC DBC=   =  

同理可證 , EBA DBAEAB DAB=   =  

2EBA DBA ABG GBC DBC ABG GBC = = + + = +   

2 2 2EBG EBA ABG ABG GBC  = + =  +  =  

EB BG b= = EBG 為等腰三角形 BEG BGE =  

( ) ( )180 180 2
90

2 2

EBG
BEG BGE




− −
 =  = = = −   

在 EBG 中，根據正弦定理
( )sin sin sin 2 sin 90

EG BE EG b

EBG BGE  
=  =

  −
 

sin 2 2 sin cos
2 sin 2 sin

cos cos

b b
EG b BD ABC

  


 
 = = = =   

, ,AD AF CD CF AC AC= = = ( )ACD ACF SSS  全等 , ,ACD ACF DAC FAC =   =    

DCB GCB ACG =  = +  

( ) 2GCF ACF ACG ACD ACG DCB ACG  =  − =  − = + − =   
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CG CF c= = GCF 為等腰三角形 CGF CFG =  

( ) ( )180 180 2
90

2 2

GCF
CGF CFG




− −
 =  = = = −  

在 GCF 中，根據正弦定理
( )sin sin sin 2 sin 90

GF CG GF c

GCF CFG  
=  =

  −
 

sin 2 2 sin cos
2 sin 2 sin

cos cos

c c
GF c CD BCA

  


 
 = = = =   

2 2 2 2 180EAF EAD FAD BAD CAD CAB  = + =  +  =  = =  

, 180AE AF a EAF= =  = EF 為圓 A 的直徑， 90EDF CAB = =  

在 EDF 中，根據正弦定理 2 2 sin 2 sin
sin

EF
a EF a CAB AD CAB

EDF
=  =  = 


 

故 2 sinEF AD CAB=  , 2 sinEG BD ABC=  , 2 sinGF CD BCA=   

研究 2-1 若 ABC 為任意三角形， D 點為 ABC 內任意一點， D 點到 ABC 三邊長的垂線分別

交 AB 、 BC 、CA 於 E、G、 F三點， 1E D n = , 2G D n = , 3F D n = ， 

, ,CBAC B AAB C   = = = ， EFG 為 ABC 在 D 點的頂心三角形， 

則 EFG 之面積為 1 3 1 2 2 32 sin 2 sin 2 sinn n n n n n  + +  

 
                            銳角三角形(圖一)                               直角三角形(圖二) 
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                                         鈍角三角形(圖三) 

證明：  

, AE ADBE BD= =  四邊形 BEAD 為箏形 , AB 垂直平分 ED  

1

1

2
EE DE n ED =  = 同理可得 32

1
,

1

2 2
n FDn GD ==  

90BE D BG D CG D CF D AF D AE D      =  = = = = =   

四邊形 BE DG 、四邊形CG DF 、四邊形 AF DE 為圓內接四邊形 

180 , 18 ,0 180FDE ED GDG F   = −  = − − = (圓內接四邊形對角互補) 

( ) ( ) ( )

1 3 1 2 2 3

1 3 1 2 2 3

1 3 1 2 2 3

1 1 1
sin sin sin

2 2 2

1 1 1
2 2 sin 2 2 sin 2 2 sin

2 2 2

2 sin 180 2 sin 180 2 sin 180

2 sin 2 sin 2 sin

EFG FDE EDG GDF

ED FD FDE ED GD EDG GD FD GDF

n n FDE n n EDG n n GDF

n n n n n n

n n n n n n

  

  

= + +

=   +   +  

=    +    +   

= − + − + −

= + +

 

研究 2-2 D 點為 ABC 的重心， EFG 為 ABC 在重心 D 的頂心三角形， 

,CAB  = ,ABC  = BCA  = ，則 EFG 面積

= ( )2 2 22
sin sin sin

9
BC AC AB   + + ，且 1

EFG

ABC
 , ABC 為正三角形時等號成立。 
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證明：  

設 AB 、 BC 、 AC 邊上的高分別為 1h 、 2h 、 3h ，重心到三邊長 AB 、 BC 、 AC 之 

垂直距離分別為 1n 、 2n 、 3n ， AB 、 BC 、 AC 的中線分別為CJ 、 AH 、 BI  

 

1 1

1 1
sin sin

2 2

BC AC
ABC BC AC AB h h

AB
 


=  =   =  

同理可得 32 n , sinsi
AC AB

h
BC A

BC

B
h

AC



=


=  

1 1: : 1: 3n h JD JC= =  1 1

1

3
n h = 同理可得 32 2 3

1
,

1

3 3
n h n h= =  

根據研究 2-1， 1 3 1 2 2 32 sin 2 sin 2 sinEFG n n n n n n  = + +  

1 3 1 2 2 3

2 2 2

2 sin 2 sin 2 sin

2 sin sin sin 2 sin sin sin
3 3 3 3

 2 sin sin sin
3 3

2 2 2
sin sin sin sin sin sin sin sin sin

9 9 9

2

9

EFG n n n n n n

BC AC BC AB BC AC AC AB

AB AC AB BC

AC AB BC AB

BC AC

BC AC AB

  

     

  

        

= + +

   
=    +   

   

 
+   

 

=  +  + 

= ( )2 2 2

2

sin sin sin

2 sin 2 sin 2 sin
2 sin sin sin ( )

4 4

BC AC AB

BC AC AB R R R
ABC R R

R R

  

  
  

+ +

   
= = = 為外接圓半徑
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( )

( ) ( ) ( )

( )
( )

( )

2 2 2
2 2 2

2 2

2 2 2

2

2 2 2 2

2 2 2

2

2
sin sin sin

9

2 sin sin sin 9

2 sin 2 sin 2 sin

9

4 sin sin sin 4
sin sin sin

9 9

4 1 cos 2 1 cos 2 1 cos 2

9 2 2 2

3 cos 2 cos 2 cos 24

9 2

BC AC AB
EFG BC AC AB

ABC R R

R R R

R

R

R

  

  

  

  
  

  

  

+ +
+ +

= =

+ +
=

+ +
= = + +

− − − 
= + + 

 

− + + 
=  

 

= ( )
2

3 cos 2 cos 2 cos 2
9

  − + +  

 

則根據三角形內角的嵌入不等式，對任意實數 x 、 y 、 z 恆有

( ) ( )2 2 2 2 1 cos 2 cos 2 cos 2 0
k

x y z xy yz zx  + + + − + +   

( )2 2 2+ + = 2 2 2 2 , 2 2 cos 2 cos 2 cos 2 0k x y z xy yz zx           + + = =  + + + + +   

取 1x y z= = = 代入不等式得 

( )

( ) ( )

( )

3
3 2 cos 2 cos 2 cos 2 0 cos 2 cos 2 cos 2

2

3 9
cos 2 cos 2 cos 2 3 cos 2 cos 2 cos 2

2 2

2
3 cos 2 cos 2 cos 2 1 1

9

EFG

ABC

     

     

  

+ + +   + +  −

 − + +   − + + 

 − + +     

 

等號在 : : sin : sin : sin 1:1:1x y z   = = 時成立，此時 60  = = = ， ABC 為正三角形。 

研究 2-3 若 D 點為 ABC 的內心， EFG 為 ABC 在內心 D 的頂心三角形， 

,CAB  = ,ABC  = BCA  = ，則 EFG 面積= ( )22 sin sin sinr   + + ， r 為

ABC 內接圓半徑，且 1
EFG

ABC
 , ABC 為正三角形時等號成立。 
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證明：   

設 AD a= , ,BD b= CD c= ，內心到三邊長 AB 、 BC 、 AC 之垂直距離分別為 1n 、 2n 、 3n  

 

根據研究 2-1 1 3 1 2 2 32 sin 2 sin 2 sinEFG n n n n n n  = + +  

D 點為 ABC 的內心 1 2 3n n n r = = =  

2 2 2 22 sin 2 sin 2 sin 2 (sin sin sin )EFG r r r r     = + + = + +  

ABC r S=  ,(
2

BC AC AB
S

+ +
= ) 

 
( ) ( ) ( )

( )

( )

22 sin sin sin 2 sin sin sin 4 si

, 2 sin , 2Rs

2

i

i

n s n sin

2 sin

sin sin

n

sin

r r rEFG

ABC r S S BC AC AB

BC R

BC AC AB R

AC R AB

        



  

 

+ + + + + +
= = =

 + +

=

 + + = + +

= =   

( )

( )

4 sin sin sin 2

2 sin sin sin

rEFG r

ABC R R

  

  

+ +
= =

+ +
 

根據 Erdos-Mordell Inequality ( )1 2 32 6a b c n n n a b c r+ +  + +  + +   

當 ABC 為正三角形時等號成立，因此 a b c R= = =  

( )1 2 3

2
2 3 6 1

r
a b c n n n R r

R
+ +  + +     ，得

2
1

EFG r

ABC R
=   
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研究 2-4 若 ABC 為一銳角三角形，D 點為 ABC 的垂心， EFG 為 ABC 在垂心 D 的頂心三角形，

,CAB  = ,ABC  = BCA  = ，則 EFG 面積 22 sin 2 sin 2 sin 2R   = ( R 為 ABC 外

接圓半徑)，且 1
EFG

ABC
 , 當 ABC 為正三角形時等號成立。 

證明：  

設, AD a= , ,BD b= CD c= ， 1 2 1 2 1, , , = ,DAB DAC DBC DBA DCA     =  =  =   =  

2DCB  = ，垂心到三邊長 AB 、 BC 、 AC 垂足為 E、G、 F 。 

 

( )

( ) ( )2 1

2

2

=

2 ,2

EBA DBA EA

E D

DB

EBD EG G DD 



 

 = 

 = == =  心

四邊形 為箏形

圓周 點為垂角
 

同理可得 1 2FGD   = =  

( )22 2 90 180 2EGF EGD FGD ABD ACD    = + = + = = − = −  

根據引理 2-1，
cos cos

,
sin sin

AB AC
b c

 

 

 
= =  

cos
2 sin 2 sin 2sin cos 2 sin 2 2

sin sin sin

AB AB AB
EG b R R


    

  

 
= =  =   = = 

 
正弦定理:  

同理可得 2 sin 2GF R =  

( ) 2

2

2

1 1
sin 2 sin 2 2 sin 2 sin 180 2 2 sin 2 sin 2 sin 2

2 2

2 sin 2 sin 2 sin 2 2sin cos 2sin cos 2sin cos
8cos cos cos

sin sin sin2 sin sin sin

EFG EG GF EGF R R R

EFG R

ABC R

     

        
  

    

=    =   − =

 
= = =
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當 180  + + = 且 0   、  、 90 時，根據算幾不等式

3
cos cos cos

cos cos cos
3

  
  

+ +
 ，

1
cos cos cos cos60

2
  = = = = 時 

cos cos cos   有最大值
1

8
，即

1
cos cos cos

8
     

故 8cos cos cos 1
EFG

ABC
  =  ，當 ABC 為正三角形時等號成立。 

研究 2-5 若 ABC 為一鈍角三角形， D 點為 ABC 的垂心， EFG 為 ABC 在垂心 D 的頂心三

角形， ,CAB  = ,ABC  = BCA  = ，則 EFG 面積 =8 cos cos cos ABC   ，

且 8
EFG

ABC
 。 

證明： 

設垂心到三邊長 AB 、 BC 、 AC 之延長線的垂足為 , ,F G E  ，不失一般性，設 為鈍角。  

 

90AE B AG B  =  =  

, , , ,A G B E  四點共圓 且此圓直徑為 AB  

同理可得 , , , ,A F C G 四點共圓 且此圓直徑為 AC  

: 1: 2 , : 1: 2,DE DE DF DF E DF EDF   = =  =   

(SAS ) , : 1: 2E DF EDF E F EF    =相似 且  

同理可證 : 1: 2 , : 1: 2E G EG F G FG   = =  
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( )

: 1: 2 , : 1: 2 , : 1: 2 ,

, : =1: 4

E F EF E G EG F G FG

E F G EFG SSS E F G EFG

     = = =

      相似 且
 

180 180     + + =  + = −  

90BCE E  =在 中， ( ) ( )90 90 180 90ABE      = − + = − − = −  

同理可得 90ACF  = −  

( )ABE AG E AG BE     =  四點共圓,所對的弧相同  

= ( )ACF AG F AF CG      四點共圓,所對的弧相同  

( ) ( )90 90 2 180E G F E G A F G A ABE ACF            =  + =  + = − + − = −  

( )sin sin 90 cos
sin

G E
AB G E AB E BC AB AB

E BC
 

 
  =  =   =  − = 


 

( )sin sin 90 cos
sin

G F
AC G F AC F CB AC AC

F CB
 

 
  =  =   =  − = 


 

( )

( )

1 1
sin cos cos sin 2 180

2 2

1 1
cos cos sin 180 2 cos cos sin 2

2 2

cos cos sin cos cos cos cos sin

1
2cos cos cos sin 2cos c

2

E F G G E G F E G F AB AC

AB AC AB AC

AB AC AC AB

AC AB

  

     

       

    

         =   =    −

= −    − = −   

= −    = −  

 
= −   = − 

 
os cos

: 1: 4

4 8cos cos cos =8 cos cos cos

8 cos cos cos
8 cos cos cos

1 cos cos cos 1 0 cos cos cos 1 0 8 cos cos cos 8

8 cos cos cos

ABC

E F G EFG

EFG E F G ABC ABC

ABCEFG

ABC ABC

EFG

ABC

 

     

  
  

        

  

   =

   = = −

= =

−        

 =  8  
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研究 2-6 若 ABC 為一銳角三角形， D 點為 ABC 的外心， EFG 為 ABC 在外心 D 的頂心三

角形， ,CAB  = ,ABC  = BCA  = ，則 EFG 面積 22 sin sin sinR   =  

( R 為 ABC 外接圓半徑)，且 1
EFG

ABC
= 。  

證明： 

設 AD a= , BD b= ,CD c= ，外心到三邊長 AB 、 BC 、 AC 之垂直距離分別為 1n 、 2n 、 3n  

 

2

1 1

2 2 2

1 1
sin sin sin 2

2 2

2sin cos sin 1
2cos 2cos cos

2

ab R
ABD AB n ab BDA n BDA

AB AB

R R R R
RAB AB



  
  

=  =   =  =

=  =   =   =

 

同理可得 2 3cos , cosn R n R = =  

根據研究 2-1 

1 3 1 2 2 3

2 2 2

2

2

2 sin 2 sin 2 sin

2 cos cos sin 2 cos cos sin 2 cos cos sin

=2 cos cos cos tan 2 cos cos cos tan 2 cos cos cos tan

2 cos cos cos (tan tan tan )

2 cos cos cos (tan

EFG n n n n n n

R R R R R R

R R R

R

R

  

        

           

     

  

= + +

=   +   +  

+ +

= + +

=

2

2

2

tan tan )

2 sin sin sin

2 sin sin sin
1

2 sin sin sin

R

EFG R

ABC R

  

  

  

  

=

= =
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研究 2-7 若 ABC 為一鈍角三角形，D 點為 ABC 的外心， EFG 為 ABC 在外心 D 的頂心三角

形， AD BD CD R= = = ( R 為 ABC 外接圓半徑)， ,CAB  = ,ABC  = BCA  = ，

EFG 面積 22 sin sin sinR   = ，且 1
EFG

ABC
= 。 

 

證明： 

根據研究 1-5，
( ) ( )180 180 2

90
2 2

EBG
BEG BGE




− −
 =  = = = −   

( ) ( )180 180 2
90

2 2

FCG
CFG CGF




− −
 =  = = = −   

CBG BD CD G= = =  四邊形 BDCG 為菱形 BDC BGC =  

2 360 2 360 360 2BDC BAC BGC BGC  +  =  + =  = −   

( ) ( ) ( )360 360 90 90 360 2

2 180

EGF BGE CGF BGC EGF

EGF

EGF

  

  



 = − − −   = − − − − − −

  = + + −

  =

 

( )2 sin 2 sin , 2 sin 2 sinEG BD R GF CD R R   = = = = 為外接圓半徑  

21 1
sin 2 sin 2 sin sin 2 sin sin sin

2 2
EFG EG FG EGF R R R     =    =   =  

2

2

2 sin sin sin
1

2 sin sin sin

EFG R

ABC R

  

  
= =  
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研究 3-1 若 ABC 為一任意三角形， D 點在 ABC 的外接圓上時，則 ABC 在 D 點的頂心三角

形會退化為一直線，即三頂點三點共線。 

 

證明： 

設 ,AD a= ,BD b= ,CD c= BAC  = , ,ABC  = ACB  =  

根據研究 1，頂心三角形三邊長 EF 、 EG 、GF 為 2 sin ,a  2 sin ,b  2 sinc  ， 

若 EFG 兩邊相加等於第三邊，則 E 、 F 、G 三點共線 

2
sin sin sin

AB BC AC
R

  
= = = (正弦定理)， R 為 ABC 外接圓半徑 

2 sin , 2 sin , 2 sinAB R BC R AC R   = = =  

AD BC CD AB BD AC +  =  (托勒密定理) 

2 sin 2 sin 2 sin 2 sin 2 sin 2 sina R c R b R a c b       +  =   + =  

2 sin 2 sin 2 sina c b EF GF EG  + =  + =  

E 、 F 、G 三點共線 
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研究 3-2 若 ABC 為一任意三角形，D 點為 ABC 之外接圓上一動點，則 ABC 在 D 點的頂心

線必通過 ABC 之垂心。 

  

                 圖(一)                                      圖(二) 

證明： 

設 ABC 之垂心為 H 點， , ,AD a BD b CD c= = = ， ,CAB  = ,ABC  = BCA  =  

根據引理 1，三頂點 E 、F 、G 之軌跡交於垂心 H (如圖一)，所以垂心在三頂點之軌跡（紫色）

圓周上，在四邊形 ABDC 中，利用托勒密定理 

2 sin 2 sin 2 sin sin sin sinAB c AC b BC a R c R b R a c b a      +  =    +  =   + =  

在四邊形 AEBH 中， AH EB BH EA AB EH AH b BH a AB EH +  =    +  =   

根據引理 2-1，
cos cos

,
sin sin

AH AB BH AB
 

 
=  =   

cos cos

sin sin

cos cos

sin sin

AH b BH a AB EH AB b AB a AB EH

EH b a

 

 

 

 

 +  =     +   = 

 =  + 

 

如圖二，若 ABC 為鈍角三角形時 AH BE AB EH BH AE +  =   

AB EH BH AE AH BE  =  −   

根據引理 2-2
cos cos

= ,
sin sin

BH AB AH AB
 

 
 = −   

cos cos

sin sin

cos cos

sin sin

AB EH BH AE AH BE AB EH AB a AB b

EH a b

 

 

 

 

 =  −    =   +  

 =   + 
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同理可得
cos cos

sin sin
GH c a

 

 
=  +   

( )

cos cos cos cos

sin sin sin sin

cos sin cos sin cos sin cos sin

sin sin

sin sin cos cos sin cos sin

sin sin

EH GH b a c a

b a c a

b c a a

   

   

       

 

      

 

+ =  +  +  + 

 +  +  + 
=

 +  +  + 
=

 

( )

( ) ( )

( )

sin cos cos sin cos sin

sin sin

sin cos sin cos sin cos
sin sin

1 1
sin cos sin 2 sin 2

sin sin 2 2

1
sin cos 2sin cos

sin sin 2

sin cos sin cos
sin sin

sin

a a a

a

a

a

a

a

     

 

     
 

   
 

     
 

    
 

 +  + 
=

= + +

 
= + + 

 

 
= + + −   

 

= + −  


= ( ) ( )cos cos

sin sin

sin
2sin sin 2 sin

sin sin

a
a EG


   

 


  

 

− − +  


=  = =

 

EH HG EG+ = E 、 H 、G 三點共線 

若 ABC 為直角三角形，不失一般性，設 為直角(如圖三) 

2 sin 2 sin 90 2 ( )EG a a a A EG A ABC

A EG ABC

= = = 圓 直徑 ，所以 通過圓心 ，又因 垂心

與頂點 重合，故直線 通過 的垂心。
 

圖(三) 

故 ABC 在 D 點的頂心線必通過 ABC 的垂心 
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伍、 研究結果 

研究 1 結果 給定 ABC 及三角形內或外一點 D，分別以 A、B、C 三頂點為圓心，DA、DB 、

DC 為半徑畫圓，再以三交點 E 、G 、 F 為頂點作 EFG ， 

則 2 sin

2 sin

2 sin

EF AD CAB

EG BD ABC

GF CD BCA

= 

= 

= 

  

研究 2 結果  

D 點 EFG 面積 
EFG

ABC
 

重心 = ( )2 2 22
sin sin sin

9
BC AC AB   + +  1  

內心 ( )22 sin sin sinr   + +  1  

垂心(銳角三角形) 22 sin 2 sin 2 sin 2R     1  

垂心(鈍角三角形) 8 cos cos cos ABC    <8  

外心 22 sin sin sinR     1 

研究 3 結果 一、若 ABC 為一任意三角形， D 點在 ABC 的外接圓上時，則 ABC 在 D 點的

頂心三角形會退化為一直線，即三頂點三點共線。 

二、若 ABC 為一任意三角形， D 點在其外接圓上，則 ABC 在 D 點的頂心線

通過 ABC 的垂心。 
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陸、 未來展望與參考資料 

(一)未來展望 
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積與周長之最大值及最小值之可能，我們發現點若在原三角形外之無窮遠處，所形成的頂心三

角形會與原三角形相似。 
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【評語】050404  

這件作品是研究頂心三角形邊長、面積與原來給定的三角形

邊長、面積之間的比例關係，以及探討頂心三角形三點共線(頂心

線)的問題。關於邊長的比例，作者分別就原三角形為銳角、直

角、鈍角三角形得到相同的比例公式。對於面積的比例，作者針

對原三角形為銳角、鈍角三角形得到不同的比例上界，分別為 1

與 8。關於頂心線的部分，作者證明了對於任意的原三角形 ABC

及外接圓上的一點 D，則三角形 ABC 在 D 點的頂心線通過三角

形 ABC 的垂心。本作品所討論的議題有相當趣味性，所討論的議

題也涵蓋了大部分的三角形。數學的深度也不錯，整件作品的撰

寫方式及表達能力也通暢流順。美中不足之處在於原三角形 ABC

為鈍角三角形時，面積比例為 8 無法證明此結果為最佳上界。 

050404-評語 

  



 

 

 

 

 

 

 

作品簡報

 



頂心三角形誕生的奇蹟

組別：高級中等學校組

科別：數學科
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( ) ABC D A B C

DA DB DC E F G

E F G EFG EFG ABC D

在第59屆科展作品 中華民國第 屆中小學科學展覽會換心手術 ) 有給定了

一個新的名詞 頂心三角形 ：平面上給定 及一點 ，分別以 、 、 三

頂點為圓心， 、 、 為半徑畫圓，三圓交於 、 、 三點，再以三交

點 、 、 為頂點作 ，則 稱為 在 點的頂心三角形，本篇作

品主要探討原三角形與其頂心三角形邊長與面積比例關係及頂心線相關性質。

摘要
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( )

( ) ( )

我們看完第 屆科展作品後，我們瞭解了如果由原三角形三頂點為圓心，頂

點到垂心 內心、外心 之距離為半徑畫圓，三圓交點形成一新三角形，原三角

形之垂心 內心、外心 會成為心三角形之內心 外心、垂心 ，因此我們想要探

討這個性質的延伸，討論三角形之間的面積比例關係，並進一步探討若是由三角

形三頂點為圓心，頂點到三角形內任意一點為半徑畫圓，三圓交於三點形成一新

三角形，此新三角形會有什麼性質。

研究動機



ABC D

A B C DA DB DC

E F G

E F G EFG EFG ABC

D

一、頂心三角形：平面上給定 及一點 ，分別

以 、 、 三頂點為圓心， 、 、 為半

徑畫圓，三圓交於三點 、 、 ，再以三交點

、 、 為頂點作 ，則新 稱為

在 點的頂心三角形。

ABC D

ABC D

ABC D

二、頂心線：若 為一任意三角形， 在其外接圓

上，則 在 點的頂心三角形會退化成一直線

，我們稱該直線為 在 點的頂心線。

名詞定義



研究一：頂心三角形邊長關係

2 sin

2 sin 2 sin

ABC D A B C DA DB

DC E F G EFG EF AD CAB

EG BD ABC GF CD BCA

= 

=  = 

平面上給定 及三角形內或外一點 ，分別以 、 、 三頂點為圓心， 、

、 為半徑畫圓，再以三交點 、 、 為頂點作 ，則 、

、 。



研究二：頂心三角形面積關係

1 2 3

1 3 1 2 2 3

 

, , , ,

2 sin 2 sin 2 sin

ABC D ABC D ABC

E G F E D n G D n F D n BAC ABC

BCA EFG ABC D EFG

n n n n n n

 



  

     = = =  =  =

 =

+ +

若 為一任意三角形， 點為 內任意一點， 點到 三邊長之

垂足為 、 、 三點， ，

， 為 在 點的頂心三角形，則 的面積為



( )2 2 22
= sin sin sin

9

1 ,

ABC EFG ABC

EFG A B C BC AC AB

EFG
ABC

ABC

+ +



一、若 為一任意三角形， 為 在重心的頂心

三角形，則 面積

，且 為正三角形時等號成立。

( )2 sin sin sin

1 ,

ABC EFG ABC

EFG r A B C r

EFG
ABC ABC

ABC

+ +



二、若 為一任意三角形， 為 在內心的頂心

三角形，則 面積=2 ， 為

內接圓半徑，且 為正三角形時等

號成立。



2=2 sin 2 sin 2 sin 2

1 ,

ABC EFG ABC

EFG R A B C R

EFG
ABC ABC

ABC


三、若 為一銳角三角形， 為 在垂心的頂心

三角形，則 面積 ， 為

外接圓半徑，且 為正三角形時等

號成立。

=8 cos cos cos

< 8

ABC EFG ABC

EFG A B C ABC

EFG

ABC

四、若 為一鈍角三角形， 為 在垂心的頂

心三角形，則 面積 ，且

。



2=2 sin sin sin 1

ABC EFG ABC

EFG
EFG R A B C R ABC

ABC
=

五、若 為一銳角三角形或鈍角三角形， 為 在外心的頂心三角形，

則 面積 ， 為 外接圓半徑，且



研究三：頂心線
 ABC D ABC ABC D若 為一任意三角形， 點在 的外接圓上時，則 在 點

的頂心三角形會退化成一直線，即三頂點三點共線



頂心線必通過原三角形的垂心
ABC D ABC ABC D

ABC

若 為一任意三角形， 點為 之外接圓上一動點，則 在 點

的頂心線必通過 之垂心。
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