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摘要 

本研究主要在探討正多邊形翻摺時，其摺邊與邊所圍成三角形周長的規律。原題目如

下：「給一正方形𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐷𝐷、將𝐴𝐴摺至𝐴𝐴𝐷𝐷����上任一點𝐸𝐸，翻摺過去的𝐴𝐴𝐴𝐴����與原𝐴𝐴𝐴𝐴����交於𝐹𝐹。試證△ 𝐴𝐴𝐸𝐸𝐹𝐹

的周長為正方形邊長的兩倍。」 

本研究先以軟體觀察數值，發現其規律在奇數邊形與偶數邊形時不同。正奇數邊形折點

左右兩三角形相加值與多邊形邊長的比值為定值，其值與多邊形內角三角函數值有關；正偶

數邊形折點右邊的三角形周長為邊長 2 倍，且摺點、原多邊形頂點與線邊交點的角度也與偶

數的邊數有關。除此之外，也找到了正多邊形翻摺後所形成之各三角形周長在適當配組後，

其和有定值的不變性規律，及推廣摺到任意邊上，其三角形周長和或差為定值的規律。 

壹、研究動機 

我們在學到三角函數的單元時，老師給了我們一道正方形摺疊的題目。題目大致為：「給

定一正方形，取一頂點與其正對邊上的任一點。將一邊以兩點的中垂線為對稱軸向上摺，證

明摺上去的邊與兩邊圍成的三角形的周長是邊長的 2 倍。」而在解此題時我們發現當取的點

為正對邊上的中點時，圍成的三角形邊長比為 3：4：5。因此我們嘗試去探討若取的點將對邊

切成不同比例時，其圍成的三角形其邊長的比例。而我們也對周長固定的性質相當好奇，我

們嘗試將其性質推廣到正五邊形、正六邊形等正多邊形。探討各個所圍成的三角形中，其周

長和與邊長的關係。並且將摺到正對邊的性質推廣至任意邊。 

貳、研究目的 

一、在原題目中，找到其三角形周長與正方形邊長的關係。 

二、將原題目正方形的情況推廣到正偶數邊形，並用純幾何、數學歸納法證明。 

三、將原題目的結果推廣至正奇數邊形的情況。 

四、將正偶數邊形不同情況的三角形配組規律找出，並用三角函數證明。 

五、將前述二、三、四的結果推廣到折到鄰邊的情況，並利用數學歸納法證明。 

參、研究設備及器材 

  計算紙、筆、電腦、Microsoft Office Excel 2013、數學計算軟體 Matlab 
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肆、研究過程或方法 

一、文獻探討與前置作業 

（一）名詞定義 

定義 1：折點 

    給一正 𝑛𝑛 邊形𝐴𝐴1𝐴𝐴2𝐴𝐴3 …𝐴𝐴𝑛𝑛，若將 𝐴𝐴1 折至正 𝑛𝑛 邊形上一邊 𝐴𝐴𝑚𝑚−1𝐴𝐴𝑚𝑚 的一點。則定

義該點為𝐴𝐴𝑚𝑚。 
 

定義 2：線邊交點 

    給一正 𝑛𝑛 邊形𝐴𝐴1𝐴𝐴2𝐴𝐴3 …𝐴𝐴𝑛𝑛。若將 𝐴𝐴 點折至 𝐴𝐴𝑚𝑚−1𝐴𝐴𝑚𝑚����������� 上一點 𝐴𝐴𝑚𝑚、𝑚𝑚 ≥ �𝑛𝑛
2
� + 2。 

沿摺痕 𝐷𝐷𝐸𝐸���� 將 𝐴𝐴[𝑚𝑚2 ] 、𝐴𝐴�𝑚𝑚2 �−1
… 𝐴𝐴�𝑚𝑚2 �−𝑛𝑛+1

折至 𝐴𝐴[𝑚𝑚2 ]’ 、𝐴𝐴�𝑚𝑚2 �−1
’ …𝐴𝐴�𝑚𝑚2 �−𝑛𝑛+1

’。 

則定義𝐴𝐴0 = 𝐴𝐴�𝑚𝑚2 �
’𝐸𝐸�⃖����������⃗ ∩ 𝐴𝐴�𝑚𝑚2 �+1

𝐴𝐴�𝑚𝑚2 �+2
�⃖������������������������⃗、𝐴𝐴𝑛𝑛−1 = 𝐷𝐷、𝐴𝐴−1 = 𝐸𝐸 ∀𝑛𝑛 − 2 ≥ 𝑘𝑘 ≥ 1， 

𝐴𝐴𝑘𝑘 = 𝐴𝐴�𝑚𝑚2 �−�
𝑘𝑘
2�

’𝐴𝐴�𝑚𝑚2 �−�
𝑘𝑘
2�+1

’�⃖������������������������������������⃗ ∩ 𝐴𝐴�𝑚𝑚2 �+�
𝑘𝑘
2�
𝐴𝐴�𝑚𝑚2 �+�

𝑘𝑘
2�+1

’�⃖�����������������������������������⃗，此時 𝐴𝐴𝑚𝑚 = 𝐴𝐴�𝑚𝑚2 �
= 𝐴𝐴�𝑚𝑚2 �−1

 

而定義中的直線是在折到非對邊的邊時，折過去的線段不一定與邊有交點。 
 

定義 3：三角形周長 

�Δ𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴�代表Δ𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 的周長 

 

二、研究流程架構 

1. 原題目中利用代數以及畢氏定理出其比例關係找出所求 

2. 在正五邊形中模仿原題目的折法，我們發現當折點在正對邊的時候，折點左右兩邊的三

角形周長相加會是邊長的2 + 2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛54°倍 

3 推廣至正多邊形中模仿原題目中的折法，並觀察其是否有相同性質，我們發現正奇數邊跟

正偶數邊有不盡相同的結果 

4. 正奇數邊形中，我們發現在折點兩邊的三角形周長相加會與邊長有規律 

5. 正偶數邊形中，折點右邊的三角形周長相加會是邊長的兩倍 

6. 我們改變原題目中的折法，將其折到正對邊以外的邊 

7. 在正奇數邊形中，各自會有三角形相加會跟其內角的正弦值有關 

8. 在正偶數邊形中，我們發現有一些三角形周長相加會有比例關係 
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二、研究過程 

首先，我們從大陸的競賽題出發，題目如下：「如圖（一），給一單位正方形

𝐴𝐴1𝐴𝐴2𝐴𝐴3𝐴𝐴4、取𝐴𝐴3𝐴𝐴4�������上一點 𝐴𝐴4，其對稱軸交 𝐴𝐴1𝐴𝐴4�������、𝐴𝐴2𝐴𝐴3������� 於 𝐷𝐷、𝐸𝐸。將 𝐴𝐴1𝐷𝐷𝐸𝐸𝐴𝐴2 沿 𝐷𝐷𝐸𝐸���� 折至

 𝐴𝐴1′ 𝐷𝐷𝐸𝐸𝐴𝐴2′。若 𝐴𝐴1′ 𝐴𝐴2′������� 交 𝐴𝐴2𝐴𝐴3�������於𝐴𝐴0，則試證：�Δ𝐴𝐴4𝐴𝐴3𝐴𝐴0� = 2𝐴𝐴1𝐴𝐴2�������。」 

而在證明完原題目後，我們將這種折法推廣到正五邊形。探討是否有相同的規律。 
 

如圖（二），我們首先探討將一頂點折到對邊的情況。 
 

 

簡述：給一單位正五邊形𝐴𝐴1𝐴𝐴2𝐴𝐴3𝐴𝐴4𝐴𝐴5 

如圖標點，發現若將�Δ𝐴𝐴4𝐴𝐴3𝐴𝐴0� + �Δ𝐴𝐴4𝐴𝐴4𝐴𝐴3�。
其得到的值為 3.6180339…。而若將此值減去

2，即可得到我們熟悉的黃金比例：1.618…。 

而與五邊形的關係就在於𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛54° =
√5 + 1
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於是我們可以知道，其兩三角形的周長和為： 

 2 + 2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛54°。即得到了我們的引理 1 

引理 1： 

給定一邊長為 1 的正五邊形𝐴𝐴1𝐴𝐴2𝐴𝐴3𝐴𝐴4𝐴𝐴5。取 𝐴𝐴3𝐴𝐴4上一

點 𝐴𝐴4、𝐷𝐷𝐸𝐸���� 垂直平分 𝐴𝐴1𝐴𝐴4������，D、𝐸𝐸 分別為 𝐴𝐴4𝐴𝐴5�������、𝐴𝐴2𝐴𝐴3������� 

上一點。將五邊形 𝐴𝐴1𝐴𝐴5𝐷𝐷𝐸𝐸𝐴𝐴2 沿 𝐷𝐷𝐸𝐸���� 做對稱。𝐴𝐴1、

𝐴𝐴5、𝐷𝐷、𝐸𝐸、𝐴𝐴2分別對稱到 𝐴𝐴1’、𝐴𝐴5’、𝐷𝐷’、𝐸𝐸’、𝐴𝐴2’。 

若𝐴𝐴0 = 𝐴𝐴2’𝐴𝐴4������� ∩ 𝐴𝐴2𝐴𝐴3�������、𝐴𝐴3 = 𝐴𝐴5’𝐴𝐴4������� ∩ 𝐴𝐴5𝐴𝐴4�������， 

則：�Δ𝐴𝐴4𝐴𝐴3𝐴𝐴0� + �Δ𝐴𝐴4𝐴𝐴4𝐴𝐴3� = 2 + 2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛54°  
〈證明）：利用和差化積 

設∠𝐴𝐴4𝐴𝐴3𝐴𝐴4 = 𝜃𝜃，則 ∠𝐴𝐴4𝐴𝐴4𝐴𝐴3 = 72° − 𝜃𝜃。 

 
圖（一） 

〈證明〉： 

設 𝐴𝐴1𝐷𝐷����� = 𝑥𝑥，則 𝐴𝐴4𝐷𝐷������ = 1 − 𝑥𝑥、𝐴𝐴4𝐷𝐷����� = 𝑥𝑥。 

𝐴𝐴4𝐴𝐴4������� = �𝑥𝑥2 − (1 − 𝑥𝑥)2 = √2𝑥𝑥 − 1 

𝐴𝐴4𝐴𝐴3������� = 1 − √2𝑥𝑥 − 1 

Δ𝐴𝐴4𝐴𝐴3𝐴𝐴0~ΔD𝐴𝐴4𝐴𝐴4(𝐴𝐴𝐴𝐴) ⇒ �Δ𝐴𝐴4𝐴𝐴3𝐴𝐴0� 

= �ΔD𝐴𝐴4𝐴𝐴4� ×
𝐴𝐴4𝐴𝐴3�������
𝐴𝐴4𝐷𝐷������  

= �1 + √2𝑥𝑥 − 1� ×
1 − √2𝑥𝑥 − 1

1 − 𝑥𝑥
= 2 
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則可令 𝐴𝐴4𝐴𝐴4������� = 𝑟𝑟𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝜃𝜃、 𝐴𝐴4𝐴𝐴3������ = 𝑟𝑟𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛108°、𝐴𝐴4𝐴𝐴3������ = 𝑟𝑟𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛(72° − 𝜃𝜃)。 

而 𝑟𝑟 為 Δ𝐴𝐴4𝐴𝐴3𝐴𝐴0 的外接圓直徑。 

則 𝐴𝐴4𝐴𝐴3������� = 1 − 𝑟𝑟𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝜃𝜃。且∠𝐴𝐴4𝐴𝐴4𝐴𝐴3 = ∠𝐴𝐴3𝐴𝐴0𝐴𝐴4、∠𝐴𝐴3𝐴𝐴4𝐴𝐴4 = ∠𝐴𝐴4𝐴𝐴3𝐴𝐴0 

Δ𝐴𝐴4𝐴𝐴3𝐴𝐴0 ≈  Δ𝐴𝐴4𝐴𝐴4𝐴𝐴3 ⇒ (𝐴𝐴0𝐴𝐴4������+ 𝐴𝐴0𝐴𝐴3������)：(𝐴𝐴4𝐴𝐴4�������+ 𝐴𝐴4𝐴𝐴3������) = �𝐴𝐴4𝐴𝐴3�������：𝐴𝐴4𝐴𝐴3������� 

= (1 − 𝑟𝑟𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝜃𝜃)：𝑟𝑟𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛(72° − 𝜃𝜃) 

⇒  𝐴𝐴0𝐴𝐴4������ + 𝐴𝐴0𝐴𝐴3������ = (1 − 𝑟𝑟𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝜃𝜃) ×
𝐴𝐴4𝐴𝐴4������� + 𝐴𝐴4𝐴𝐴3������

𝐴𝐴4𝐴𝐴3������ = (1 − 𝑟𝑟𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝜃𝜃) ×
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝜃𝜃 + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛108°
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛(72° − 𝜃𝜃)  

�Δ𝐴𝐴4𝐴𝐴3𝐴𝐴0� + �Δ𝐴𝐴4𝐴𝐴4𝐴𝐴3� 

= 𝑟𝑟𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛(72° − 𝜃𝜃) + 𝑟𝑟𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛108° + (1 − 𝑟𝑟𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝜃𝜃) ×
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝜃𝜃 + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛108°
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛(72° − 𝜃𝜃) + 1 

Δ𝐴𝐴3𝐴𝐴4𝐴𝐴4、 Δ𝐴𝐴3𝐴𝐴5′ 𝐸𝐸，∠𝐴𝐴4𝐴𝐴4𝐴𝐴3 = ∠𝐸𝐸𝐴𝐴5′ 𝐴𝐴3、∠𝐴𝐴3𝐴𝐴4𝐴𝐴4 = ∠𝐴𝐴3𝐴𝐴5’𝐸𝐸 

�𝐴𝐴3𝐸𝐸����� + 𝐴𝐴5′𝐸𝐸�������：(𝐴𝐴3𝐴𝐴4������ + 𝐴𝐴4𝐴𝐴3������) = �𝐴𝐴3𝐴𝐴5′�������：𝐴𝐴3𝐴𝐴4������� = (1 − 𝑟𝑟𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛108°)：𝑟𝑟𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛(72° − 𝜃𝜃) 

又𝐴𝐴3𝐸𝐸����� + 𝐴𝐴5′𝐸𝐸������ = 𝐴𝐴3𝐸𝐸����� + 𝐴𝐴5𝐸𝐸����� = 1 − 𝑟𝑟𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛(72° − 𝜃𝜃) 

⇒
1 − 𝑟𝑟𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛(72° − 𝜃𝜃)

1 − 𝑟𝑟𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛108°
=
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝜃𝜃 + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛108°
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛(72° − 𝜃𝜃)  

⇒ �1 − 𝑟𝑟𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛(72° − 𝜃𝜃)� × 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛(72° − 𝜃𝜃) = (1 − 𝑟𝑟𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛108°)(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝜃𝜃 + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛108°) 

⇒ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛(72° − 𝜃𝜃) − 𝑟𝑟𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛2(72° − 𝜃𝜃) = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝜃𝜃 + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛108° − 𝑟𝑟𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛108°𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝜃𝜃 − 𝑟𝑟𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛2108° 

⇒ 𝑟𝑟𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛108°𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝜃𝜃 + 𝑟𝑟𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛2108° − 𝑟𝑟𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛2(72° − 𝜃𝜃) = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝜃𝜃 + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛108 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛(72° − 𝜃𝜃) 

⇒ 𝑟𝑟𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛108°𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝜃𝜃 + 𝑟𝑟𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛(36° + 𝜃𝜃)𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝜃𝜃 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝜃𝜃 + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛108 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛(72° − 𝜃𝜃) 

⇒ 𝑟𝑟𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝜃𝜃 =
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝜃𝜃 + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛108 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛(72° − 𝜃𝜃)

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛108° + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛(36° + 𝜃𝜃) ⇒
1 − 𝑟𝑟𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝜃𝜃

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛(72° − 𝜃𝜃) =
1 + 2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛108°

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛108° + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛(36° + 𝜃𝜃) 

⇒ �Δ𝐴𝐴4𝐴𝐴3𝐴𝐴0� + �Δ𝐴𝐴4𝐴𝐴4𝐴𝐴3� 

= 𝑟𝑟𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛(72° − 𝜃𝜃) + 𝑟𝑟𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛108° + (1 − 𝑟𝑟𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝜃𝜃) ×
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝜃𝜃 + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛108°
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛(72° − 𝜃𝜃) + 1 

= 𝑟𝑟𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛(72° − 𝜃𝜃) + 𝑟𝑟𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛108° +
(1 + 2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛108°)(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝜃𝜃 + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛108°)

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛108° + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛(36° + 𝜃𝜃) + 1 

=
(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝜃𝜃 + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛108° − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛(72° − 𝜃𝜃))(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛108° + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛(72° − 𝜃𝜃))

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝜃𝜃(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛108° + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛(36° + 𝜃𝜃))
 

 +
(1 + 2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛108°)(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝜃𝜃 + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛108°)

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛108° + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛(36° + 𝜃𝜃) + 1 

=
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛108° + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛(72° − 𝜃𝜃) + (1 + 2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛108°)(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝜃𝜃 + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛108°) + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛(36° + 𝜃𝜃)

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛108° + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛(36° + 𝜃𝜃) + 1 



5 
 

=
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛(72° − 𝜃𝜃) + (1 + 2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛108°)(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝜃𝜃 + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛108°)

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛108° + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛(36° + 𝜃𝜃) + 2 

=
(2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛2108° + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛108°)𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛(72° − 𝜃𝜃) + (1 + 2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛108°)(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝜃𝜃 + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛108°)

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛108° + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛(36° + 𝜃𝜃) + 2 

=
(1 + 2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛108°)(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛108°𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛(72° − 𝜃𝜃) + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝜃𝜃 + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛108°)

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛108° + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛(36° + 𝜃𝜃) + 2 

=
(1 + 2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛108°)(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛(36° + 𝜃𝜃) − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝜃𝜃 + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝜃𝜃 + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛108°)

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛108° + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛(36° + 𝜃𝜃) + 2 

= 1 + 2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛108° + 2 = 2𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠36° + 2 = 2 + 2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛54° 

 

下表為討論若有一單位正 𝑛𝑛 邊形 𝐴𝐴1𝐴𝐴2𝐴𝐴3 …𝐴𝐴𝑛𝑛。將 𝐴𝐴1 折到𝐴𝐴�𝑛𝑛2�+1
𝐴𝐴�𝑛𝑛2�+2

���������������時，得到的規律。 

（表一）𝑛𝑛 為偶數的情況 

（表一）𝑛𝑛 為奇數的情況 
由上表我們可大膽推測，若給定一單位正 2𝑛𝑛 邊形 𝐴𝐴1𝐴𝐴2𝐴𝐴3 …𝐴𝐴2𝑛𝑛。將 𝐴𝐴1 折至 𝐴𝐴𝑛𝑛+1𝐴𝐴𝑛𝑛+2������������� 上的

𝐴𝐴𝑛𝑛+2。則�Δ𝐴𝐴𝑛𝑛
2+1

𝐴𝐴𝑛𝑛
2+2

𝐴𝐴𝑛𝑛
2−1

� = 2。而我們在原題目的圖（一）中，發現了以下性質： 

將命題改變為： 

𝑛𝑛 4 6 8 10 12 

�Δ𝐴𝐴𝑛𝑛
2+1

𝐴𝐴𝑛𝑛
2+2

𝐴𝐴𝑛𝑛
2−2

� 2 2 2 2 2 

𝑛𝑛 3 5 7 9 11 

�Δ𝐴𝐴�𝑛𝑛2�+1
𝐴𝐴�𝑛𝑛2�+2

𝐴𝐴�𝑛𝑛2�−1
� + 

�Δ𝐴𝐴�𝑛𝑛2�+2
𝐴𝐴�𝑛𝑛2�+2

𝐴𝐴�𝑛𝑛2�
� 

3 3.618 3.802 3.879 3.919 

 
圖（一） 

「如圖（一），給一單位正方形𝐴𝐴1𝐴𝐴2𝐴𝐴3𝐴𝐴4、

取𝐴𝐴3𝐴𝐴4�������上一點 𝐴𝐴4，其對稱軸交 𝐴𝐴1𝐴𝐴4�������、𝐴𝐴2𝐴𝐴3������� 於

 𝐷𝐷、𝐸𝐸。將 𝐴𝐴1𝐷𝐷𝐸𝐸𝐴𝐴2 沿 𝐷𝐷𝐸𝐸���� 折至 𝐴𝐴1′ 𝐷𝐷𝐸𝐸𝐴𝐴2′。若

 𝐴𝐴1′ 𝐴𝐴2′������� 交 𝐴𝐴2𝐴𝐴3�������於𝐴𝐴0，則必有：∠𝐴𝐴4𝐴𝐴1𝐴𝐴0 = 45°。」 

    而我們在看到這個性質時，發現可以將命題

做改變。我們先固定 ∠𝐴𝐴4𝐴𝐴1𝐴𝐴0 = 45° 嘗試去證明 

�Δ𝐴𝐴4𝐴𝐴3𝐴𝐴0� = 2𝐴𝐴1𝐴𝐴2�������。最後再證明 𝐷𝐷𝐸𝐸���� 為摺痕。 
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給定一邊長為 1 的正方形𝐴𝐴1𝐴𝐴2𝐴𝐴3𝐴𝐴4。若在𝐴𝐴3𝐴𝐴4�������、𝐴𝐴3𝐴𝐴2������� 上取 𝐴𝐴4、𝐴𝐴0 使 

∠𝐴𝐴4𝐴𝐴1𝐴𝐴0 = 45°成立。 

則：(1)：�Δ𝐴𝐴4𝐴𝐴3𝐴𝐴0� = 2 

    (2)：若在 𝐴𝐴4𝐴𝐴0���������⃗  上取  𝐴𝐴4𝐴𝐴2’�������� =  𝐴𝐴1𝐴𝐴2�������。則 𝐴𝐴1𝐴𝐴4������ 的中垂線垂直平分 𝐴𝐴2𝐴𝐴2’�������。 

〈證明〉： 

將Δ𝐴𝐴1𝐴𝐴2𝐴𝐴0 逆時針旋轉 90° 至Δ𝐴𝐴1𝐴𝐴2𝐴𝐴0’。 

(1)：�Δ𝐴𝐴4𝐴𝐴3𝐴𝐴0� = 2 

∵ 𝐴𝐴1𝐴𝐴4������� = 𝐴𝐴1𝐴𝐴2������� 且 ∠𝐴𝐴1𝐴𝐴4𝐴𝐴4 = 90° = ∠𝐴𝐴1𝐴𝐴2𝐴𝐴0 

    ∴若將Δ𝐴𝐴1𝐴𝐴2𝐴𝐴0逆時針旋轉 90°至Δ𝐴𝐴1𝐴𝐴2𝐴𝐴0’。則 𝐴𝐴0’、𝐴𝐴4、𝐴𝐴3 共線。 

在Δ𝐴𝐴1𝐴𝐴4𝐴𝐴0、 Δ𝐴𝐴1𝐴𝐴4𝐴𝐴0’ 中 

  𝐴𝐴1𝐴𝐴4������ 為共用邊、𝐴𝐴1𝐴𝐴0’������� = 𝐴𝐴1𝐴𝐴0������、∠𝐴𝐴4𝐴𝐴1𝐴𝐴0’ = 90° − 45° = ∠𝐴𝐴4𝐴𝐴1𝐴𝐴0 

Δ𝐴𝐴1𝐴𝐴4𝐴𝐴0’ ≅ Δ𝐴𝐴1𝐴𝐴4𝐴𝐴0(𝑆𝑆𝐴𝐴𝑆𝑆) ⇒ 𝐴𝐴4𝐴𝐴0������ = 𝐴𝐴4𝐴𝐴0’������� = 𝐴𝐴4𝐴𝐴4������� + 𝐴𝐴2𝐴𝐴0������  

  ⇒  �Δ𝐴𝐴4𝐴𝐴3𝐴𝐴0� = 2 

(2)：若在 𝐴𝐴4𝐴𝐴0���������⃗  上取  𝐴𝐴4𝐴𝐴2’�������� =  𝐴𝐴1𝐴𝐴2�������。則 𝐴𝐴1𝐴𝐴4������ 的中垂線垂直平分 𝐴𝐴2𝐴𝐴2’�������。 

  ∵Δ𝐴𝐴1𝐴𝐴4𝐴𝐴0’ ≅ Δ𝐴𝐴1𝐴𝐴4𝐴𝐴0(𝑆𝑆𝐴𝐴𝑆𝑆) ⇒ ∠C0𝐴𝐴4𝐴𝐴1 = ∠C0’𝐴𝐴4𝐴𝐴1 = ∠𝐴𝐴4𝐴𝐴1𝐴𝐴2  

  且𝐴𝐴4𝐴𝐴2′������� =  𝐴𝐴1𝐴𝐴2������� 

∴ 𝐴𝐴1𝐴𝐴2𝐴𝐴2’𝐴𝐴4 為一等腰梯形，則 𝐴𝐴1𝐴𝐴4������ 的中垂線垂直平分 𝐴𝐴2𝐴𝐴2’�������。 

則變換後的命題得證 

則原命題得證 

    雖這方法看似麻煩。但可發現在過程中，我們的代數、計算量減少許多，而這正是我們

要去證明正偶數邊形的最大屏障，於是我們將這種旋轉的方式推廣至正偶數邊形，以便於我

們的證明。 

    而我們在此為了表示方便，我們對正 𝑛𝑛 邊形的頂點給定一個模系表示法。 

這種表示法可以讓我們在討論對稱點的規律時更簡易。如若在正八邊形中折上去的點為 

𝐴𝐴1、𝐴𝐴2、𝐴𝐴3、𝐴𝐴8，則可以表示為𝐴𝐴0、𝐴𝐴1、𝐴𝐴2、𝐴𝐴3。 

 

    而我們也對其邊線交點 𝐴𝐴𝑚𝑚 給定一個模系表示法，如下： 
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模系表示法： 
若今給定一個正 𝑛𝑛 邊形𝐴𝐴1𝐴𝐴2𝐴𝐴3 …𝐴𝐴𝑛𝑛。則定義 ∀𝑚𝑚、𝑘𝑘 ∈ 𝑍𝑍 、1 ≤ 𝑘𝑘 ≤ 𝑛𝑛。 
𝐴𝐴𝑚𝑚 = 𝐴𝐴𝑘𝑘  若且唯若 𝑚𝑚 ≡ 𝑘𝑘(𝑚𝑚𝑐𝑐𝑚𝑚 𝑛𝑛)。 
而我們也定義交點 𝐴𝐴𝑚𝑚 = 𝐴𝐴𝑘𝑘若且唯若 𝑚𝑚 ≡ 𝑘𝑘(𝑚𝑚𝑐𝑐𝑚𝑚 𝑛𝑛)。 

 

定理 1： 

給定一邊長為 1 的正 2𝑛𝑛 邊形 𝐴𝐴1𝐴𝐴2𝐴𝐴3 …𝐴𝐴2𝑛𝑛。若將 𝐴𝐴

點折至 𝐴𝐴𝑛𝑛+1𝐴𝐴𝑛𝑛+2������������� 上一點 𝐴𝐴𝑛𝑛+2、沿摺痕 𝐷𝐷𝐸𝐸���� 將 𝐴𝐴2 折至

 𝐴𝐴2’ 。若 𝐴𝐴𝑛𝑛−2 = 𝐴𝐴1’𝐴𝐴2’�������� ∩  𝐴𝐴𝑛𝑛𝐴𝐴𝑛𝑛+1�����������則： 

(1)：[Δ𝐴𝐴𝑛𝑛+1𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝐴𝐴𝑛𝑛−2] = 2 

(2)：∠𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝐴𝐴1𝐴𝐴𝑛𝑛−2 =
90°
𝑛𝑛

 
 

𝑛𝑛 = 5 的舉例 

〈證明〉：變換命題，先固定角度、證明(1)，之後證明命題。 

變換命題： 

  若在 𝐴𝐴𝑛𝑛+1𝐴𝐴𝑛𝑛+2�������������、 𝐴𝐴𝑛𝑛𝐴𝐴𝑛𝑛+1����������� 上分別取 𝐴𝐴𝑛𝑛+2、𝐴𝐴𝑛𝑛−2 使 ∠𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝐴𝐴1𝐴𝐴𝑛𝑛−2 =
90°
𝑛𝑛

 成立。 

則：(1)：�Δ𝐴𝐴𝑛𝑛+1𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝐴𝐴𝑛𝑛−2� = 2 

    (2)：若在 𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝐴𝐴𝑛𝑛−2�������������������⃗  取 𝐴𝐴𝑛𝑛+2 𝐴𝐴2’����������� =  𝐴𝐴1𝐴𝐴2�������。則 𝐴𝐴1𝐴𝐴𝑛𝑛+2���������� 的中垂線垂直平𝐴𝐴2𝐴𝐴’2�������。 

(1)：�Δ𝐴𝐴𝑛𝑛+1𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝐴𝐴𝑛𝑛−2� = 2 

  ∵ 𝐴𝐴1𝐴𝐴𝑛𝑛+2���������� = 𝐴𝐴1𝐴𝐴𝑛𝑛������� 且 ∠𝐴𝐴1𝐴𝐴𝑛𝑛𝐴𝐴𝑛𝑛−2 = 90° = ∠𝐴𝐴1𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝐴𝐴𝑛𝑛+2 

  ∴若將Δ𝐴𝐴1𝐴𝐴𝑛𝑛𝐴𝐴𝑛𝑛−2 逆時針旋轉
180°
𝑛𝑛

至Δ𝐴𝐴1𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝐴𝐴’𝑛𝑛−2。則 𝐴𝐴𝑛𝑛+2、𝐴𝐴𝑛𝑛+2、𝐴𝐴’𝑛𝑛−2 共線。 

  Δ𝐴𝐴1𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝐴𝐴’𝑛𝑛−2、 Δ𝐴𝐴1𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝐴𝐴𝑛𝑛−2 中 

  𝐴𝐴1𝐴𝐴𝑛𝑛+2���������� 為共邊、𝐴𝐴1𝐴𝐴’𝑛𝑛−2���������� = 𝐴𝐴1𝐴𝐴𝑛𝑛−2���������、∠𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝐴𝐴1𝐴𝐴’𝑛𝑛−2 =
180°
𝑛𝑛

−
90°
𝑛𝑛

= ∠𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝐴𝐴1𝐴𝐴𝑛𝑛−2 

  Δ𝐴𝐴1𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝐴𝐴’𝑛𝑛−2 ≅Δ𝐴𝐴1𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝐴𝐴𝑛𝑛−2 ⇒ 𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝐴𝐴𝑛𝑛−2������������ = 𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝐴𝐴’𝑛𝑛−2������������� = 𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝐴𝐴𝑛𝑛+2������������� + 𝐴𝐴𝑛𝑛𝐴𝐴𝑛𝑛−2���������� 

  ⇒  �Δ𝐴𝐴𝑛𝑛+1𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝐴𝐴𝑛𝑛−2� = 2 

(2)：若在 𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝐴𝐴𝑛𝑛−2�������������������⃗  上取 𝐴𝐴𝑛𝑛+2 𝐴𝐴2’����������� =  𝐴𝐴1𝐴𝐴2�������。則 𝐴𝐴1𝐴𝐴𝑛𝑛+2���������� 的中垂線垂直平分 𝐴𝐴2𝐴𝐴’2�������。 

  ∵Δ𝐴𝐴1𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝐴𝐴’𝑛𝑛−2 ≅Δ𝐴𝐴1𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝐴𝐴𝑛𝑛−2 ⇒ ∠𝐴𝐴𝑛𝑛−2𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝐴𝐴1 = ∠𝐴𝐴’𝑛𝑛−2𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝐴𝐴1 = ∠𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝐴𝐴1𝐴𝐴2  

  且𝐴𝐴𝑛𝑛+2 𝐴𝐴2’����������� = 𝐴𝐴1𝐴𝐴2������� ∴ 𝐴𝐴1𝐴𝐴2𝐴𝐴2’𝐴𝐴𝑛𝑛+2為等腰梯形，則 𝐴𝐴1𝐴𝐴𝑛𝑛+2���������� 的中垂線垂直平分𝐴𝐴2𝐴𝐴’2�������。 

則變換後的命題得證。則原命題定理 1 得證 

    在這證明完了第一個定理。我們在利用 𝐺𝐺𝑒𝑒𝑐𝑐𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑟𝑟𝑒𝑒 繪圖時發現，當推廣到正偶數邊
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形時，不只有折點右邊的三角形有周長為 2 這個性質。我們發現，折點右邊第 2 個三角

性和左邊第 1 個三角形，周長相加同為 2。而繼續延伸，發現右邊第 𝑘𝑘 個三角形、左邊

第 𝑘𝑘 − 1 個三角形周長相加皆為 2。 

    而在嘗試證明這個定理時，我們發現每一組三角形的規律都需要用到前兩組三角形的性

質才有辦法證明。這個特點讓我們想到”數學歸納法”。於是我們利用了上面的定理 1、數學

歸納法，得到了定理 2 並證明。 

定理 2： 

給定一邊長為 1 的正 2𝑛𝑛 邊形 𝐴𝐴1𝐴𝐴2𝐴𝐴3 …𝐴𝐴2𝑛𝑛。若將  

𝐴𝐴1點折至 𝐴𝐴𝑛𝑛+1𝐴𝐴𝑛𝑛+2������������� 上一點 𝐴𝐴𝑛𝑛+2、沿摺痕 𝐷𝐷𝐸𝐸���� 將  

𝐴𝐴
�𝑛𝑛+22 �

 、…𝐴𝐴
�𝑛𝑛+22 �−𝑛𝑛+1

折至 𝐴𝐴
�𝑛𝑛+22 �

 ’ 、…𝐴𝐴
�𝑛𝑛+22 �−𝑛𝑛+1

’。 

則：∀ �𝑛𝑛
2
� + 2 − 𝑛𝑛 ≤ 𝑘𝑘 ≤ �𝑛𝑛

2
� + 1且 𝑘𝑘 ≠ 1 

�Δ 𝐴𝐴𝑘𝑘 ’𝐴𝐴𝑛𝑛−2𝑘𝑘+1𝐴𝐴𝑛𝑛−2𝑘𝑘+2� + �Δ 𝐴𝐴𝑛𝑛+𝑘𝑘𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝑘𝑘−3𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝑘𝑘−4� = 2  
𝑛𝑛 = 5 的舉例 

〈證明〉：對 𝑘𝑘 進行數學歸納法、利用定理 1 中的結論 

1. 𝑘𝑘 = 2 時 

  �Δ 𝐴𝐴2 ’𝐴𝐴𝑛𝑛−2𝐴𝐴𝑛𝑛−3� + �Δ 𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝐴𝐴𝑛𝑛+1𝐴𝐴𝑛𝑛� 

 = �Δ𝐴𝐴𝑛𝑛+1𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝐴𝐴𝑛𝑛−2� ×
𝐴𝐴2 ’𝐴𝐴𝑛𝑛−2����������� + 𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝐴𝐴𝑛𝑛+2�������������

𝐴𝐴𝑛𝑛+1𝐴𝐴𝑛𝑛−2������������   (定理 1：�Δ𝐴𝐴𝑛𝑛+1𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝐴𝐴𝑛𝑛−2� = 2) 

 = 2 ×
1 − 𝐴𝐴𝑛𝑛+2 𝐴𝐴𝑛𝑛−2������������� + 𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝐴𝐴𝑛𝑛+2�������������

𝐴𝐴𝑛𝑛+1𝐴𝐴𝑛𝑛−2������������  (定理 1：𝐴𝐴𝑛𝑛+2 𝐴𝐴𝑛𝑛−2������������� = 𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝐴𝐴𝑛𝑛+2������������� + 𝐴𝐴𝑛𝑛𝐴𝐴𝑛𝑛−2����������) 

 = 2 ×
1 − 𝐴𝐴𝑛𝑛𝐴𝐴𝑛𝑛−2����������
𝐴𝐴𝑛𝑛+1𝐴𝐴𝑛𝑛−2������������ = 2 

 

𝑘𝑘 = 0 時 

  �Δ 𝐴𝐴0 ’𝐴𝐴𝑛𝑛+1𝐴𝐴𝑛𝑛+2� + �Δ 𝐴𝐴𝑛𝑛𝐴𝐴𝑛𝑛−3𝐴𝐴𝑛𝑛−4� 

 = �Δ𝐴𝐴𝑛𝑛+1𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝐴𝐴𝑛𝑛−2� ×
𝐴𝐴0 ’𝐴𝐴𝑛𝑛+1����������� + 𝐴𝐴𝑛𝑛𝐴𝐴𝑛𝑛−3����������

𝐴𝐴𝑛𝑛+1𝐴𝐴𝑛𝑛+2�������������  

 = 2 ×
2 − (𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝐴𝐴𝑛𝑛+1������������ + 𝐴𝐴𝑛𝑛+1𝐴𝐴𝑛𝑛−3������������)

𝐴𝐴𝑛𝑛+1𝐴𝐴𝑛𝑛+2������������� = 2 ×
2 − (𝐴𝐴0𝐴𝐴2������ + 𝐴𝐴𝑛𝑛+1𝐴𝐴𝑛𝑛−2������������)

𝐴𝐴𝑛𝑛+1𝐴𝐴𝑛𝑛+2������������� = 2 

2. 設𝑘𝑘 = 𝑝𝑝 ≥ 0 時 
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 �Δ𝐴𝐴𝑝𝑝 ’𝐴𝐴𝑛𝑛−2𝑝𝑝+1𝐴𝐴𝑛𝑛−2𝑝𝑝+2� + �Δ𝐴𝐴𝑛𝑛+𝑝𝑝𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝑝𝑝−3𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝑝𝑝−4� = 2、 

 �Δ𝐴𝐴2−𝑝𝑝 ’𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝑝𝑝−3𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝑝𝑝−2� + �Δ𝐴𝐴𝑛𝑛+2−𝑝𝑝𝐴𝐴𝑛𝑛−2𝑝𝑝+1𝐴𝐴𝑛𝑛−2𝑝𝑝� = 2 皆成立 

 則𝑘𝑘 = 𝑝𝑝 + 1 時 

 �Δ𝐴𝐴𝑝𝑝+1 ’𝐴𝐴𝑛𝑛−2𝑝𝑝−1𝐴𝐴𝑛𝑛−2𝑝𝑝� + �Δ𝐴𝐴𝑛𝑛+𝑝𝑝+1𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝑝𝑝−1𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝑝𝑝−2� 

 = 2 ×
�𝐴𝐴𝑝𝑝+1 ’𝐴𝐴𝑛𝑛−2𝑝𝑝���������������+ 𝐴𝐴𝑛𝑛+𝑝𝑝+1𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝑝𝑝−2��������������������
𝐴𝐴𝑝𝑝 ’𝐴𝐴𝑛𝑛−2𝑝𝑝+2��������������� + 𝐴𝐴𝑛𝑛+𝑝𝑝𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝑝𝑝−4�����������������  

 = 2 ×
2 − �𝐴𝐴𝑛𝑛−2𝑝𝑝+1𝐴𝐴𝑛𝑛−2𝑝𝑝������������������+ 𝐴𝐴𝑝𝑝 ’𝐴𝐴𝑛𝑛−2𝑝𝑝+1��������������� + 𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝑝𝑝−2𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝑝𝑝−3�������������������� + 𝐴𝐴𝑛𝑛+𝑝𝑝𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝑝𝑝−3������������������

𝐴𝐴𝑝𝑝 ’𝐴𝐴𝑛𝑛−2𝑝𝑝+2��������������� + 𝐴𝐴𝑛𝑛+𝑝𝑝𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝑝𝑝−4�����������������  

 = 2 ×
2 − �𝐴𝐴𝑛𝑛−2𝑝𝑝+1𝐴𝐴𝑛𝑛−2𝑝𝑝+2��������������������+ 𝐴𝐴𝑝𝑝 ’𝐴𝐴𝑛𝑛−2𝑝𝑝+1���������������+ 𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝑝𝑝−3𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝑝𝑝−4�������������������� + 𝐴𝐴𝑛𝑛+𝑝𝑝𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝑝𝑝−3������������������

𝐴𝐴𝑝𝑝 ’𝐴𝐴𝑛𝑛−2𝑝𝑝+2��������������� + 𝐴𝐴𝑛𝑛+𝑝𝑝𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝑝𝑝−4����������������� = 2 

   𝑘𝑘 = 1 − 𝑝𝑝 時 

 �Δ𝐴𝐴1−𝑝𝑝 ’𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝑝𝑝−1𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝑝𝑝� + �Δ𝐴𝐴𝑛𝑛+1−𝑝𝑝𝐴𝐴𝑛𝑛−2𝑝𝑝−1𝐴𝐴𝑛𝑛−2𝑝𝑝−2� 

 = 2 ×
�𝐴𝐴1−𝑝𝑝 ’𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝑝𝑝−1������������������ + 𝐴𝐴𝑛𝑛+1−𝑝𝑝𝐴𝐴𝑛𝑛−2𝑝𝑝−1��������������������

𝐴𝐴𝑝𝑝 ’𝐴𝐴𝑛𝑛−2𝑝𝑝+1��������������� + 𝐴𝐴𝑛𝑛+𝑝𝑝𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝑝𝑝−3�����������������  

 = 2 ×
2 − �𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝑝𝑝−1𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝑝𝑝−2��������������������+ 𝐴𝐴2−𝑝𝑝 ’𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝑝𝑝−2������������������ + 𝐴𝐴𝑛𝑛−2𝑝𝑝−1𝐴𝐴𝑛𝑛−2𝑝𝑝������������������ + 𝐴𝐴𝑛𝑛+2−𝑝𝑝𝐴𝐴𝑛𝑛−2𝑝𝑝������������������

𝐴𝐴𝑝𝑝 ’𝐴𝐴𝑛𝑛−2𝑝𝑝+1��������������� + 𝐴𝐴𝑛𝑛+𝑝𝑝𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝑝𝑝−3�����������������  

 = 2 ×
2 − �𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝑝𝑝−1𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝑝𝑝−2��������������������+ 𝐴𝐴2−𝑝𝑝 ’𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝑝𝑝−2������������������ + 𝐴𝐴𝑛𝑛−2𝑝𝑝−1𝐴𝐴𝑛𝑛−2𝑝𝑝������������������ + 𝐴𝐴𝑛𝑛+2−𝑝𝑝𝐴𝐴𝑛𝑛−2𝑝𝑝������������������

𝐴𝐴𝑝𝑝 ’𝐴𝐴𝑛𝑛−2𝑝𝑝+1��������������� + 𝐴𝐴𝑛𝑛+𝑝𝑝𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝑝𝑝−3�����������������  

 = 2 ×
2 − �𝐴𝐴𝑛𝑛−2𝑝𝑝+1𝐴𝐴𝑛𝑛−2𝑝𝑝+2��������������������+ 𝐴𝐴𝑝𝑝 ’𝐴𝐴𝑛𝑛−2𝑝𝑝+2���������������+ 𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝑝𝑝−3𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝑝𝑝−4�������������������� + 𝐴𝐴𝑛𝑛+𝑝𝑝𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝑝𝑝−4������������������

𝐴𝐴𝑝𝑝 ’𝐴𝐴𝑛𝑛−2𝑝𝑝+1��������������� + 𝐴𝐴𝑛𝑛+𝑝𝑝𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝑝𝑝−3����������������� = 2 

3. 由 PMI、1.、2.得證 

    在證明完正偶數邊形折到對邊的情況後，我們開始想要去探討正奇數邊形的規律。 

而藉由正奇數邊形的數據、在正五邊形中三角函數對應的規律。我們發現到在正奇數邊形中

折到對邊後，折點左右兩三角形的周長相加會與其內角的餘弦值有關，如（表一）。 

（表一）𝑛𝑛 為奇數的情況 
    在這裡我們可發現，若給定一單位正 2𝑛𝑛 + 1 邊形 𝐴𝐴1𝐴𝐴2𝐴𝐴3 …𝐴𝐴2𝑛𝑛+1。將 𝐴𝐴1 折至 

𝑛𝑛 3 5 7 9 

�Δ𝐴𝐴�𝑛𝑛2�+1
𝐴𝐴�𝑛𝑛2�+2

𝐴𝐴�𝑛𝑛2�−1
�

+ �Δ𝐴𝐴�𝑛𝑛2�+2
𝐴𝐴�𝑛𝑛2�+2

𝐴𝐴�𝑛𝑛2�
� 

2 + 2𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠60° 2 + 2𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠36° 2 + 2𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠
180

7
° 2 + 2𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠20° 
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𝐴𝐴𝑛𝑛+1𝐴𝐴𝑛𝑛+2������������� 上的𝐴𝐴𝑛𝑛+2。則�Δ𝐴𝐴𝑛𝑛+1𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝐴𝐴𝑛𝑛−2� + �Δ𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝐴𝐴𝑛𝑛+1� = 2 + 2 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠
180°

2𝑛𝑛 + 1
 

    不難發現，其 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 函數中放進的角度是其正 2𝑛𝑛 + 1 邊形的內角的一半。 

但當我們想要仿造正偶數邊形中的純幾方式去證明時，我們發現在正 2𝑛𝑛 + 1 邊形中，折疊

後的圖形並無像正偶數邊形有固定的角度可以藉由翻轉去證明全等。 

    於是我們嘗試在 𝐺𝐺𝑒𝑒𝑐𝑐𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑟𝑟𝑒𝑒 中去探討其關係。發現在正 2𝑛𝑛 + 1 邊形 𝐴𝐴1𝐴𝐴2𝐴𝐴3 …𝐴𝐴2𝑛𝑛−1中。

若 𝐴𝐴𝑛𝑛+2 為一動點。則 �Δ𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝐴𝐴𝑛𝑛+1�成線性關係。而關係決定於𝐴𝐴𝑛𝑛+2在𝐴𝐴𝑛𝑛+1𝐴𝐴𝑛𝑛+2�������������  
上移動時，所形成的分點比例。如圖（三）。 
引理 2 

 

圖（三） 

𝑛𝑛 = 3 的舉例 

    設 𝐴𝐴𝑛𝑛+1𝐴𝐴𝑛𝑛+2������������� 上有兩定點 𝑃𝑃1、𝑃𝑃2 ，而將 𝐴𝐴1 分別

折到 𝑃𝑃1、𝑃𝑃2 上。而此時也會將𝐴𝐴�𝑛𝑛+22 �、𝐴𝐴�𝑛𝑛+22 �−1、 

… …𝐴𝐴
2−�𝑛𝑛+22 �

 折到 𝐴𝐴′
�𝑛𝑛+22 �

、𝐴𝐴′
�𝑛𝑛+22 �−1

、… …𝐴𝐴′
2−�𝑛𝑛+22 �

  

則�Δ𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝐴𝐴𝑛𝑛+1� 

=
𝑃𝑃2𝐴𝐴𝑛𝑛+2����������Δ𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝑃𝑃1𝐴𝐴𝑛𝑛+1�

𝑃𝑃2𝐴𝐴𝑛𝑛+2 + 𝑃𝑃1𝐴𝐴𝑛𝑛+2
+
𝑃𝑃1𝐴𝐴𝑛𝑛+2����������Δ𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝑃𝑃2𝐴𝐴𝑛𝑛+1�

𝑃𝑃2𝐴𝐴𝑛𝑛+2 + 𝑃𝑃1𝐴𝐴𝑛𝑛+2
 

若且唯若 𝐴𝐴𝑛𝑛+2 ∈ 𝑃𝑃1𝑃𝑃2������。反之，若𝐴𝐴𝑛𝑛+2 ∉ 𝑃𝑃1𝑃𝑃2������ 

則比例變為外分比，如下�Δ𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝐴𝐴𝑛𝑛+1� 

= |
𝑃𝑃2𝐴𝐴𝑛𝑛+2����������Δ𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝑃𝑃1𝐴𝐴𝑛𝑛+1�

𝑃𝑃2𝐴𝐴𝑛𝑛+2 + 𝑃𝑃1𝐴𝐴𝑛𝑛+2
−
𝑃𝑃1𝐴𝐴𝑛𝑛+2����������Δ𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝑃𝑃2𝐴𝐴𝑛𝑛+1�

𝑃𝑃2𝐴𝐴𝑛𝑛+2 + 𝑃𝑃1𝐴𝐴𝑛𝑛+2
| 

    而由於篇幅關係，我們便不去證明此性質。 

    藉由這個性質，我們在報告中，由於正 2𝑛𝑛 + 1 邊形的證明過於繁瑣且複雜，故我們將

𝐴𝐴𝑛𝑛+2 固定在 𝐴𝐴𝑛𝑛+1𝐴𝐴𝑛𝑛+2������������� 上的特殊點，而在報告中我們選擇的是 𝐴𝐴𝑛𝑛+1𝐴𝐴𝑛𝑛+2������������� 的中點、三等分

點。並藉由引理 2，即可推廣到 𝐴𝐴𝑛𝑛+1𝐴𝐴𝑛𝑛+2������������� 上的任意點，即我們的定理 3： 

證明：利用引理 2、三角函數的和差化積 

定理 3： 

給定一邊長為 1 的正 2𝑛𝑛 + 1 邊形 𝐴𝐴1𝐴𝐴2𝐴𝐴3 …𝐴𝐴2𝑛𝑛+1。若將  

𝐴𝐴1點折至 𝐴𝐴𝑛𝑛+1𝐴𝐴𝑛𝑛+2������������� 上一點 𝐴𝐴𝑛𝑛+2、沿摺痕 𝐷𝐷𝐸𝐸���� 將  

𝐴𝐴�𝑛𝑛+22 �、… …𝐴𝐴2−�𝑛𝑛+22 � 折到 𝐴𝐴′�𝑛𝑛+22 �、… …𝐴𝐴′2−�𝑛𝑛+22 � 則： 

�Δ𝐴𝐴𝑛𝑛+1𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝐴𝐴𝑛𝑛−2� + �Δ𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝐴𝐴𝑛𝑛+1� = 2 + 2 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠
180°

2𝑛𝑛 + 1
 

 

𝑛𝑛 = 3 的舉例 
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1.  在 𝐴𝐴𝑛𝑛+2 為中點時，易知Δ𝐴𝐴𝑛𝑛+1𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝐴𝐴𝑛𝑛−2 ≅Δ𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝐴𝐴𝑛𝑛+1 

  �Δ𝐴𝐴𝑛𝑛+1𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝐴𝐴𝑛𝑛−2� + �Δ𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝐴𝐴𝑛𝑛+1� = 2 + 2 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛
90(𝑛𝑛 − 2)

𝑛𝑛
°  得證。  

2.  在 𝐴𝐴𝑛𝑛+2 為三等分點，且𝐴𝐴𝑛𝑛+1𝐴𝐴𝑛𝑛+2�������������：𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝐴𝐴𝑛𝑛+2������������� = 1：2 時： 

  令 𝐴𝐴𝑛𝑛+1𝐴𝐴𝑛𝑛+2������������� = 𝑟𝑟𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝜃𝜃 ⇒ 𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝐴𝐴𝑛𝑛+2������������� = 2𝑟𝑟𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝜃𝜃 ⇒ 3𝑟𝑟𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝜃𝜃 = 1 ⇒ 𝑟𝑟 =
1

3𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝜃𝜃
 

  𝐴𝐴𝑛𝑛+1𝐴𝐴𝑛𝑛−2������������ =  𝑟𝑟𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 �
360°

2𝑛𝑛 + 1
− 𝜃𝜃�、 𝐴𝐴𝑛𝑛−2𝐴𝐴𝑛𝑛+2������������ = 𝑟𝑟𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 �

360°
2𝑛𝑛 + 1

� 

𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝐴𝐴𝑛𝑛+1������������ =
2𝑟𝑟𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛2𝜃𝜃

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 � 360°
2𝑛𝑛 + 1 − 𝜃𝜃�

=
2
9

𝐴𝐴𝑛𝑛+1𝐴𝐴𝑛𝑛−2������������、𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝐴𝐴𝑛𝑛+1������������ =
2𝑟𝑟𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝜃𝜃𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 � 360°

2𝑛𝑛 + 1�

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 � 360°
2𝑛𝑛 + 1 − 𝜃𝜃�

=
2𝐴𝐴𝑛𝑛−2𝐴𝐴𝑛𝑛+2������������

3
𝐴𝐴𝑛𝑛+1𝐴𝐴𝑛𝑛−2������������  

  而易知Δ𝐴𝐴𝑛𝑛+1𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝐴𝐴𝑛𝑛−2 ≈Δ𝐴𝐴′1𝐴𝐴𝑛𝑛−2𝐴𝐴𝑛𝑛−3 

  ⇒
1 − 𝑟𝑟𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 � 360°

2𝑛𝑛 + 1 − 𝜃𝜃�

1 − 𝑟𝑟𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 � 360°
2𝑛𝑛 + 1�

=
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 � 360°

2𝑛𝑛 + 1� + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝜃𝜃

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 � 360°
2𝑛𝑛 + 1 − 𝜃𝜃�

 

  ⇒
3𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝜃𝜃 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 � 360°

2𝑛𝑛 + 1 − 𝜃𝜃�

3𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝜃𝜃 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 � 360°
2𝑛𝑛 + 1�

=
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 � 360°

2𝑛𝑛 + 1� + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝜃𝜃

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 � 360°
2𝑛𝑛 + 1 − 𝜃𝜃�

 

  ⇒ 3𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝜃𝜃𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 �
360°

2𝑛𝑛 + 1
− 𝜃𝜃� − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛2 �

360°
2𝑛𝑛 + 1

− 𝜃𝜃� 

  = 3𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛2𝜃𝜃 + 2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 �
360°

2𝑛𝑛 + 1
� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝜃𝜃 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛2 �

360°
2𝑛𝑛 + 1

� 

  ⇒ 3𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝜃𝜃𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 �
360°

2𝑛𝑛 + 1
− 𝜃𝜃� − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛2 �

360°
2𝑛𝑛 + 1

− 𝜃𝜃� 

  = 2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛2𝜃𝜃 + 2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 �
360°

2𝑛𝑛 + 1
� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝜃𝜃 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 �

360°
2𝑛𝑛 + 1

− 𝜃𝜃� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 �
360°

2𝑛𝑛 + 1
+ 𝜃𝜃� 

  ⇒ �Δ𝐴𝐴𝑛𝑛+1𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝐴𝐴𝑛𝑛−2� + �Δ𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝐴𝐴𝑛𝑛+1� 

  = 1 + 𝐴𝐴𝑛𝑛+1𝐴𝐴𝑛𝑛−2������������ + 𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝐴𝐴𝑛𝑛+1������������ +  𝐴𝐴𝑛𝑛−2𝐴𝐴𝑛𝑛+2������������ + 𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝐴𝐴𝑛𝑛+1������������ 

  = 1 + 𝐴𝐴𝑛𝑛+1𝐴𝐴𝑛𝑛−2������������ +
2
9

𝐴𝐴𝑛𝑛+1𝐴𝐴𝑛𝑛−2������������ + 𝐴𝐴𝑛𝑛−2𝐴𝐴𝑛𝑛+2������������ +
2𝐴𝐴𝑛𝑛−2𝐴𝐴𝑛𝑛+2������������

3
𝐴𝐴𝑛𝑛+1𝐴𝐴𝑛𝑛−2������������  

  = 1 +
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 � 360°

2𝑛𝑛 + 1 − 𝜃𝜃�
3𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝜃𝜃

+
2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝜃𝜃

3𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 � 360°
2𝑛𝑛 + 1 − 𝜃𝜃�

+
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 � 360°

2𝑛𝑛 + 1�
3𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝜃𝜃

+
2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 � 360°

2𝑛𝑛 + 1�

3𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 � 360°
2𝑛𝑛 + 1 − 𝜃𝜃�
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  = 1 +
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛2 � 360°

2𝑛𝑛 + 1 − 𝜃𝜃� + 2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛2𝜃𝜃 + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 � 360°
2𝑛𝑛 + 1� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 �

360°
2𝑛𝑛 + 1 − 𝜃𝜃� + 2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 � 360°

2𝑛𝑛 + 1� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝜃𝜃

3𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝜃𝜃𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 � 360°
2𝑛𝑛 + 1 − 𝜃𝜃�

 

  = 1 +
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 � 360°

2𝑛𝑛 + 1 − 𝜃𝜃� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 � 360°
2𝑛𝑛 + 1 + 𝜃𝜃� + 5𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 � 360°

2𝑛𝑛 + 1� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝜃𝜃

3𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝜃𝜃𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 � 360°
2𝑛𝑛 + 1 − 𝜃𝜃�

 

  1 +
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 � 360°

2𝑛𝑛 + 1 + 𝜃𝜃� + 5𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝜃𝜃
3𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝜃𝜃

= 1 + 1 + 2 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛
180°

2𝑛𝑛 + 1
= 2 + 2 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠

180°
2𝑛𝑛 + 1

 

 

3.  由引理 2、1.、2.得證 

 

    而如同正 2𝑛𝑛 邊形中，我們也發現折到對邊時，期中也有著其它組會有規律的的三角形

序組，故得到我們的定理 4。 

    而在證明定理 4 之前，我們先證明引理 3，以便我們的證明。 

引理 3： 

∀𝑛𝑛 ∈ 𝑁𝑁 �(−1)𝑘𝑘+1 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 �
180°𝑘𝑘
2𝑛𝑛 + 1

�
𝑛𝑛

𝑘𝑘=1

=
1
2

 皆成立。 

〈證明〉： 

首先先證明： 

∀𝑛𝑛 ∈ 𝑁𝑁、𝑒𝑒 ∈ 𝑅𝑅，皆有�𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠(𝑒𝑒 + 𝑘𝑘𝜃𝜃)
𝑛𝑛

𝑘𝑘=1

=
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 �𝑛𝑛2 𝜃𝜃�

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 �𝜃𝜃2�
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 �𝑒𝑒 +

𝑛𝑛 + 1
2

𝜃𝜃� 

在這給定一原點 𝐴𝐴0 ，做一射線 𝐴𝐴0𝐴𝐴1����������⃗  與 𝑥𝑥 軸夾角為 𝜃𝜃且 𝐴𝐴0𝐴𝐴1������� = 1 

則𝐴𝐴1 = (𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠(𝜃𝜃) , 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛(𝜃𝜃))，而再做 𝐴𝐴1𝐴𝐴2������� 與 𝐴𝐴0𝐴𝐴1������� 軸夾角為 𝜃𝜃，則 𝐴𝐴2 相對於 𝐴𝐴1 為

(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠(2𝜃𝜃) , 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛(2𝜃𝜃))，則 𝐴𝐴2 = (𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠(𝜃𝜃) + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠(2𝜃𝜃) , 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛(𝜃𝜃) + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛(2𝜃𝜃))。 

重複這步驟可做出 𝐴𝐴𝑛𝑛 = ��𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠(𝑘𝑘𝜃𝜃)
𝑛𝑛

𝑘𝑘=1

,�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛(𝑘𝑘𝜃𝜃)
𝑛𝑛

𝑘𝑘=1

� 

而易知，𝐴𝐴𝑖𝑖(𝑠𝑠 = 1,2, …𝑛𝑛)為一正多邊形的頂點，故𝐴𝐴0𝐴𝐴𝑛𝑛������� =
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 �𝑛𝑛2 𝜃𝜃�

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 �𝜃𝜃2�
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而又𝐴𝐴𝑛𝑛𝐴𝐴1������� 與 𝑥𝑥 軸夾角為 
𝑛𝑛 − 1

2
𝜃𝜃 + 𝜃𝜃 =

𝑛𝑛 + 1
2

𝜃𝜃 

�𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠(𝑘𝑘𝜃𝜃)
𝑛𝑛

𝑘𝑘=1

= 𝐴𝐴0𝐴𝐴𝑛𝑛�������𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠
𝑛𝑛 + 1

2
𝜃𝜃 =

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 �𝑛𝑛2 𝜃𝜃�

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 �𝜃𝜃2�
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 �

𝑛𝑛 + 1
2

𝜃𝜃� 

而若一開始的 𝐴𝐴0𝐴𝐴1����������⃗  與 𝑥𝑥 軸夾角為 𝑒𝑒 + 𝜃𝜃，爾後步驟依舊為夾 𝜃𝜃 ： 

�𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠(𝑒𝑒 + 𝑘𝑘𝜃𝜃)
𝑛𝑛

𝑘𝑘=1

=
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 �𝑛𝑛2 𝜃𝜃�

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 �𝜃𝜃2�
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 �𝑒𝑒 +

𝑛𝑛 + 1
2

𝜃𝜃� 

再來，開始證明引理 

 

若 𝑛𝑛 為偶數： 

�(−1)𝑘𝑘+1 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 �
180°𝑘𝑘
2𝑛𝑛 + 1

�
𝑛𝑛

𝑘𝑘=1

= �𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 �
360°𝑘𝑘 − 180°

2𝑛𝑛 + 1
�

𝑛𝑛
2

𝑘𝑘=1

−�𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 �
360°𝑘𝑘
2𝑛𝑛 + 1

�

𝑛𝑛
2

𝑘𝑘=1

 

=
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 �𝑛𝑛4 × 360°

2𝑛𝑛 + 1�

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 � 180°
2𝑛𝑛 + 1�

�𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 �−
180°

2𝑛𝑛 + 1
+
𝑛𝑛
2 + 1

2
×

360°
2𝑛𝑛 + 1

� − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 �
𝑛𝑛
2 + 1

2
×

360°
2𝑛𝑛 + 1

�� 

= 2 ×
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 � 90°𝑛𝑛

2𝑛𝑛 + 1�

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 � 180°
2𝑛𝑛 + 1�

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 �
90°𝑛𝑛 + 90°

2𝑛𝑛 + 1
� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 �

90°
2𝑛𝑛 + 1

� 

=  
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 � 90°𝑛𝑛

2𝑛𝑛 + 1�

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 � 90°
2𝑛𝑛 + 1�

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 �
90°𝑛𝑛 + 90°

2𝑛𝑛 + 1
� =  

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 � 90°𝑛𝑛
2𝑛𝑛 + 1�

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 � 90°
2𝑛𝑛 + 1�

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 �
90°𝑛𝑛

2𝑛𝑛 + 1
� =

1
2

×
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 �180°𝑛𝑛

2𝑛𝑛 + 1�

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 �180°𝑛𝑛
2𝑛𝑛 + 1�

=
1
2

 

若 𝑛𝑛 為奇數： 

�(−1)𝑘𝑘+1 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 �
180°𝑘𝑘
2𝑛𝑛 + 1

�
𝑛𝑛

𝑘𝑘=1

 

= �𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 �
360°𝑘𝑘 − 180°

2𝑛𝑛 + 1
�

𝑛𝑛+1
2

𝑘𝑘=1

−�𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 �
360°𝑘𝑘
2𝑛𝑛 + 1

�

𝑛𝑛−1
2

𝑘𝑘=1

 

=
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 �𝑛𝑛 + 1

4 × 360°
2𝑛𝑛 + 1�

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 � 180°
2𝑛𝑛 + 1�

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 �
90°(𝑛𝑛 + 1)

2𝑛𝑛 + 1
� −

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 �𝑛𝑛 − 1
4 × 360°

2𝑛𝑛 + 1�

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 � 180°
2𝑛𝑛 + 1�

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 �
90°(𝑛𝑛 + 1)

2𝑛𝑛 + 1
� 

= 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 �
90°(𝑛𝑛 + 1)

2𝑛𝑛 + 1
��

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 �90°(𝑛𝑛 + 1)
2𝑛𝑛 + 1 �

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 � 180°
2𝑛𝑛 + 1�

−
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 �90°(𝑛𝑛 − 1)

2𝑛𝑛 + 1 �

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 � 180°
2𝑛𝑛 + 1�

� 
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= 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 �
90°(𝑛𝑛 + 1)

2𝑛𝑛 + 1
�

2 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 � 90°𝑛𝑛
2𝑛𝑛 + 1� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 �

90°
2𝑛𝑛 + 1�

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 � 180°
2𝑛𝑛 + 1�

 

= 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 �
90°(𝑛𝑛 + 1)

2𝑛𝑛 + 1
�
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 � 90°𝑛𝑛

2𝑛𝑛 + 1�

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 � 90°
2𝑛𝑛 + 1�

= 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 �
90°𝑛𝑛

2𝑛𝑛 + 1
�
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 � 90°𝑛𝑛

2𝑛𝑛 + 1�

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 � 90°
2𝑛𝑛 + 1�

 

=
1
2

×
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 �180°𝑛𝑛

2𝑛𝑛 + 1�

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 � 90°
2𝑛𝑛 + 1�

=
1
2

 

故引理 3 得證，接下來開始證明定理 4 

 

定理 4： 

給定一邊長為 1 的正 2𝑛𝑛 + 1 邊形 𝐴𝐴1𝐴𝐴2𝐴𝐴3 …𝐴𝐴2𝑛𝑛+1。若將  

𝐴𝐴1點折至 𝐴𝐴𝑛𝑛+1𝐴𝐴𝑛𝑛+2������������� 上一點 𝐴𝐴𝑛𝑛+2、沿摺痕 𝐷𝐷𝐸𝐸���� 將  

𝐴𝐴�𝑛𝑛+22 �、… …𝐴𝐴2−�𝑛𝑛+22 � 折到 𝐴𝐴′�𝑛𝑛+22 �、… …𝐴𝐴′2−�𝑛𝑛+22 � 則： 

∀ 𝑛𝑛 + 1 ≥ 𝑘𝑘 ≥ �
𝑛𝑛 + 2

2
� + 1，�Δ𝐴𝐴𝑘𝑘𝐴𝐴2𝑘𝑘−𝑛𝑛−4𝐴𝐴2𝑘𝑘−𝑛𝑛−3� + �Δ𝐴𝐴2−𝑘𝑘𝐴𝐴𝑛𝑛−2𝑘𝑘−2𝐴𝐴𝑛𝑛−2𝑘𝑘−1� 

= 2 + 2 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠
180°(𝑛𝑛 − 𝑘𝑘 + 2)

2𝑛𝑛 + 1
 

∀ �
𝑛𝑛 + 2

2
� ≥ 𝑘𝑘 ≥ 2，�Δ𝐴𝐴′𝑘𝑘𝐴𝐴𝑛𝑛−2𝑘𝑘+1𝐴𝐴𝑛𝑛−2𝑘𝑘+2� + �Δ𝐴𝐴′2−𝑘𝑘𝐴𝐴−𝑛𝑛+2𝑘𝑘−3𝐴𝐴−𝑛𝑛+2𝑘𝑘−4� 

= 2 − 2 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠
180°𝑘𝑘
2𝑛𝑛 + 1

 

證明：利用引理 3 以及三角函數的和差化積 

首先，可以發現我們的推測中： 

� �Δ𝐴𝐴𝑘𝑘𝐴𝐴2𝑘𝑘−𝑛𝑛−4𝐴𝐴2𝑘𝑘−𝑛𝑛−3� + �Δ𝐴𝐴2−𝑘𝑘𝐴𝐴𝑛𝑛−2𝑘𝑘−2𝐴𝐴𝑛𝑛−2𝑘𝑘−1�
 𝑛𝑛+1

𝑘𝑘=�𝑛𝑛+22 �+1

 

+ � �Δ𝐴𝐴′𝑘𝑘𝐴𝐴𝑛𝑛−2𝑘𝑘+1𝐴𝐴𝑛𝑛−2𝑘𝑘+2� + �Δ𝐴𝐴′2−𝑘𝑘𝐴𝐴−𝑛𝑛+2𝑘𝑘−3𝐴𝐴−𝑛𝑛+2𝑘𝑘−4�

 �𝑛𝑛+22 �

𝑘𝑘=2

 

= 2𝑛𝑛 +  2�(−1)𝑘𝑘+1 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 �
180°𝑘𝑘
2𝑛𝑛 + 1

�
𝑛𝑛

𝑘𝑘=1

= 2𝑛𝑛 + 1，而利用幾何的推算，可以知道： 

� �Δ𝐴𝐴𝑘𝑘𝐴𝐴2𝑘𝑘−𝑛𝑛−4𝐴𝐴2𝑘𝑘−𝑛𝑛−3� + �Δ𝐴𝐴2−𝑘𝑘𝐴𝐴𝑛𝑛−2𝑘𝑘−2𝐴𝐴𝑛𝑛−2𝑘𝑘−1�
 𝑛𝑛+1

𝑘𝑘=�𝑛𝑛+22 �+1

 



15 
 

+ � �Δ𝐴𝐴′𝑘𝑘𝐴𝐴𝑛𝑛−2𝑘𝑘+1𝐴𝐴𝑛𝑛−2𝑘𝑘+2� + �Δ𝐴𝐴′2−𝑘𝑘𝐴𝐴−𝑛𝑛+2𝑘𝑘−3𝐴𝐴−𝑛𝑛+2𝑘𝑘−4�

 �𝑛𝑛+22 �

𝑘𝑘=2

 

= �𝐴𝐴′
�𝑛𝑛+22 �

𝐴𝐴
𝑛𝑛−2�𝑛𝑛+22 �+2

+ 𝐴𝐴
2�𝑛𝑛+22 �−𝑛𝑛−2

𝐴𝐴
2�𝑛𝑛+22 �−𝑛𝑛−1

+ 𝐴𝐴′
�𝑛𝑛+22 �−1

𝐴𝐴
𝑛𝑛−2�𝑛𝑛+22 �−1

� 

+(𝐴𝐴
𝑛𝑛−2�𝑛𝑛+22 �+2

𝐴𝐴
𝑛𝑛−2�𝑛𝑛+22 �+1

+ 𝐴𝐴′
�𝑛𝑛+22 �

𝐴𝐴
𝑛𝑛−2�𝑛𝑛+22 �+1

+ 𝐴𝐴
�𝑛𝑛+22 �+1

𝐴𝐴
𝑘𝑘−[𝑛𝑛+1]

2 −2
) + ⋯ = 2𝑛𝑛 + 1 

  而在這之中，首先可以間接驗證我們的規律，而更可以從中推出： 

由於我們已證明出了定理 3，而根據引理 3，定理 4 中正五邊形的情況得證。 

而若正五邊形的情況中，在定理 4 的方程中，其 𝑛𝑛 的值可不定為 2 ，而是對於任意正整數的

情況成立，則可以藉由引理 3 推得正 7 邊形的情況成立。 

  而同樣地，我們可以藉由此方法推得所有正奇數邊形情況皆成立。於是我們只需證明

 𝑘𝑘 = 2 時，對於所有正整數 𝑛𝑛 成立。 

�Δ𝐴𝐴′2𝐴𝐴𝑛𝑛−3𝐴𝐴𝑛𝑛−2� = �Δ𝐴𝐴𝑛𝑛+1𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝐴𝐴𝑛𝑛−2� ×
𝐴𝐴′2𝐴𝐴𝑛𝑛−2
𝐴𝐴𝑛𝑛+1𝐴𝐴𝑛𝑛−2

= �Δ𝐴𝐴𝑛𝑛+1𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝐴𝐴𝑛𝑛−2� ×
1 − 𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝐴𝐴𝑛𝑛−2
𝐴𝐴𝑛𝑛+1𝐴𝐴𝑛𝑛−2

 

�Δ𝐴𝐴′0𝐴𝐴−𝑛𝑛+1𝐴𝐴−𝑛𝑛� = �Δ𝐴𝐴′0𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝐴𝐴𝑛𝑛+1� = �Δ𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝐴𝐴𝑛𝑛+1� ×
1 − 𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝐴𝐴𝑛𝑛+1
𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝐴𝐴𝑛𝑛+1

 

令 𝐴𝐴𝑛𝑛+1𝐴𝐴𝑛𝑛+2������������� = 𝑟𝑟𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝜃𝜃、𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝐴𝐴𝑛𝑛+1������������ = 𝑘𝑘𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝜃𝜃 ⇒ 𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝐴𝐴𝑛𝑛+2������������� = 𝑘𝑘𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 �
360°

2𝑛𝑛 + 1
− 𝜃𝜃�、 

(𝑟𝑟 + 𝑘𝑘) �𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 �
360°

2𝑛𝑛 + 1
− 𝜃𝜃� + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝜃𝜃 + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 �

360°
2𝑛𝑛 + 1

�� = 2 + 2 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠
180°

2𝑛𝑛 + 1
 

、𝑟𝑟𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝜃𝜃 + 𝑘𝑘𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 �
360°

2𝑛𝑛 + 1
− 𝜃𝜃� = 1 ⇒

𝑟𝑟

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 � 360°
2𝑛𝑛 + 1 − 𝜃𝜃�

+
𝑘𝑘

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝜃𝜃
=

1

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝜃𝜃𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 � 360°
2𝑛𝑛 + 1 − 𝜃𝜃�

 

�Δ𝐴𝐴′2𝐴𝐴𝑛𝑛−3𝐴𝐴𝑛𝑛−2� + �Δ𝐴𝐴′0𝐴𝐴−𝑛𝑛+1𝐴𝐴−𝑛𝑛� 

= �𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 �
360°

2𝑛𝑛 + 1
− 𝜃𝜃� + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝜃𝜃 + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 �

360°
2𝑛𝑛 + 1

�� ×
1 − 𝑟𝑟𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 � 360°

2𝑛𝑛 + 1�

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 � 360°
2𝑛𝑛 + 1 − 𝜃𝜃�

 

+�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 �
360°

2𝑛𝑛 + 1
− 𝜃𝜃� + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝜃𝜃 + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 �

360°
2𝑛𝑛 + 1

�� ×
1 − 𝑘𝑘𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 � 360°

2𝑛𝑛 + 1�
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛(𝜃𝜃)  

= �𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 �
360°

2𝑛𝑛 + 1
− 𝜃𝜃� + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝜃𝜃 + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 �

360°
2𝑛𝑛 + 1

�� 

× �
1

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 � 360°
2𝑛𝑛 + 1 − 𝜃𝜃�

+
1

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛(𝜃𝜃) −
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 � 360°

2𝑛𝑛 + 1�

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝜃𝜃𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 � 360°
2𝑛𝑛 + 1 − 𝜃𝜃�

� 
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= �𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 �
360°

2𝑛𝑛 + 1
− 𝜃𝜃� + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝜃𝜃 + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 �

360°
2𝑛𝑛 + 1

��
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛(𝜃𝜃) + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 � 360°

2𝑛𝑛 + 1 − 𝜃𝜃� − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 � 360°
2𝑛𝑛 + 1�

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝜃𝜃𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 � 360°
2𝑛𝑛 + 1 − 𝜃𝜃�

 

= 2 +
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛2(𝜃𝜃) + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛2 � 360°

2𝑛𝑛 + 1 − 𝜃𝜃� − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛2 � 360°
2𝑛𝑛 + 1�

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝜃𝜃𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 � 360°
2𝑛𝑛 + 1 − 𝜃𝜃�

 

= 2 +
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛2(𝜃𝜃) − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝜃𝜃𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 �720° − 𝜃𝜃

2𝑛𝑛 + 1 �

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝜃𝜃𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 � 360°
2𝑛𝑛 + 1 − 𝜃𝜃�

= 2 +
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝜃𝜃 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 �720° − 𝜃𝜃

2𝑛𝑛 + 1 �

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 � 360°
2𝑛𝑛 + 1 − 𝜃𝜃�

= 2 − 2 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠
360°

2𝑛𝑛 + 1
 

 

    而在證明完正奇數邊形的情況後，我們回去看了我們對於正偶數邊形的研究。 

我們將有些未配組的三角形配成一組，發現了如表（二）中的結果。 

表（二）正偶數邊形折到對邊後，不同的三角形配組結果 

    在這些數字中，我們可以發現，其規律跟正奇數邊形有很大的相似度。其所對應的倍數

皆相同。於是，我們得到了折到對邊時，最後的定理 5 

𝑛𝑛 6 8 10 12 14 

�Δ𝐴𝐴𝑛𝑛
2+2

𝐴𝐴𝑛𝑛
2+2

𝐴𝐴𝑛𝑛
2+1

� 

+ �Δ𝐴𝐴𝑛𝑛
2
𝐴𝐴𝑛𝑛
2−4

𝐴𝐴𝑛𝑛
2−3

� 
3 2 + √2 2 +

√5 + 1
2

 2 + √3 
2 + 2𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠

360
14

° 

�Δ𝐴𝐴′2𝐴𝐴𝑛𝑛
2−3

𝐴𝐴𝑛𝑛
2−2

� 

+ �Δ𝐴𝐴′0𝐴𝐴𝑛𝑛
2+1

𝐴𝐴𝑛𝑛
2+2

� 
1 2 − √2 2 −

√5 + 1
2

 2 − √3 2 − 2𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠
360
14

° 

�Δ𝐴𝐴𝑛𝑛
2+3

𝐴𝐴𝑛𝑛
2+2

𝐴𝐴𝑛𝑛
2+3

� 

+ �Δ𝐴𝐴𝑛𝑛
2−1

𝐴𝐴𝑛𝑛
2−6

𝐴𝐴𝑛𝑛
2−5

� 
0 0 2 +

√5 − 1
2

 3 2 + 2𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠
720
14

 

�Δ𝐴𝐴′3𝐴𝐴𝑛𝑛
2−5

𝐴𝐴𝑛𝑛
2−4

� 

+ �Δ𝐴𝐴′−1𝐴𝐴𝑛𝑛
2+3

𝐴𝐴𝑛𝑛
2+4

� 
0 0 2 −

√5 − 1
2

 1 2 − 2𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠
720
14
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定理 5： 

給定一邊長為 1 的正 2𝑛𝑛 邊形 𝐴𝐴1𝐴𝐴2𝐴𝐴3 …𝐴𝐴2𝑛𝑛。若將  

𝐴𝐴1點折至 𝐴𝐴𝑛𝑛+1𝐴𝐴𝑛𝑛+2������������� 上一點 𝐴𝐴𝑛𝑛+2、沿摺痕 𝐷𝐷𝐸𝐸���� 將  

𝐴𝐴�𝑛𝑛+22 � 、…𝐴𝐴�𝑛𝑛+22 �−𝑛𝑛+1折至 𝐴𝐴�𝑛𝑛+22 � ’ 、…𝐴𝐴�𝑛𝑛+22 �−𝑛𝑛+1’。則： 

∀ 𝑛𝑛 + 1 ≥ 𝑘𝑘 ≥ �
𝑛𝑛 + 2

2
� + 1， 

�Δ𝐴𝐴𝑘𝑘𝐴𝐴2𝑘𝑘−𝑛𝑛−4𝐴𝐴2𝑘𝑘−𝑛𝑛−3� + �Δ𝐴𝐴2−𝑘𝑘𝐴𝐴𝑛𝑛−2𝑘𝑘𝐴𝐴𝑛𝑛−2𝑘𝑘+1� = 2 + 2 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠
180°(𝑛𝑛 − 𝑘𝑘 + 1)

𝑛𝑛
 

∀ �
𝑛𝑛 + 2

2
� ≥ 𝑘𝑘 ≥ 2， 

�Δ𝐴𝐴′𝑘𝑘𝐴𝐴𝑛𝑛−2𝑘𝑘+1𝐴𝐴𝑛𝑛−2𝑘𝑘+2� + �Δ𝐴𝐴′2−𝑘𝑘𝐴𝐴−𝑛𝑛+2𝑘𝑘−3𝐴𝐴−𝑛𝑛+2𝑘𝑘−2� = 2 − 2 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠
180°(𝑘𝑘 − 1)

𝑛𝑛
 

〈證明〉：利用三角函數的和差化積、引理 3 

    我們同樣的利用引理 3、證明定理 4 的概念來證明。 

首先，由定理𝟐𝟐可知 

� �Δ𝐴𝐴𝑘𝑘𝐴𝐴2𝑘𝑘−𝑛𝑛−4𝐴𝐴2𝑘𝑘−𝑛𝑛−3� + �Δ𝐴𝐴2−𝑘𝑘𝐴𝐴𝑛𝑛−2𝑘𝑘𝐴𝐴𝑛𝑛−2𝑘𝑘+1�
𝑛𝑛

𝑘𝑘=�𝑛𝑛+22 �+1

 

+ � �Δ𝐴𝐴′𝑘𝑘𝐴𝐴𝑛𝑛−2𝑘𝑘+1𝐴𝐴𝑛𝑛−2𝑘𝑘+2� + �Δ𝐴𝐴′2−𝑘𝑘𝐴𝐴−𝑛𝑛+2𝑘𝑘−3𝐴𝐴−𝑛𝑛+2𝑘𝑘−2�

�𝑛𝑛+22 �

𝑘𝑘=2

= 2𝑛𝑛 

而易知 

� 2 + 2 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠
180°(𝑛𝑛 − 𝑘𝑘 + 1)

𝑛𝑛

𝑛𝑛

𝑘𝑘=�𝑛𝑛+22 �+1

+ � 2 − 2 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠
180°(𝑘𝑘 − 1)

𝑛𝑛

�𝑛𝑛+22 �

𝑘𝑘=2

= 2𝑛𝑛 

即可間接說明我們的定理 

 

而接下來用數學歸納法證明： 

1. 𝑘𝑘 = 𝑛𝑛 + 1 時，由 定理𝟐𝟐 知成立 

𝑘𝑘 = 2 時， 

設�Δ𝐴𝐴𝑛𝑛+1𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝐴𝐴𝑛𝑛−2� 𝐴𝐴𝑛𝑛+1𝐴𝐴𝑛𝑛+2������������� = 𝑟𝑟𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝜃𝜃、𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝐴𝐴𝑛𝑛+2������������� = 𝑘𝑘𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 �
180°
𝑛𝑛

− 𝜃𝜃� 
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則有：𝑘𝑘𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 �
180°
𝑛𝑛

− 𝜃𝜃� + 𝑟𝑟𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝜃𝜃 = 1、𝑘𝑘𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 �
180°
𝑛𝑛

− 𝜃𝜃� = 𝑟𝑟𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 �
180°
𝑛𝑛

− 𝜃𝜃� + 𝑟𝑟𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 �
180°
𝑛𝑛

� − 1 

  �Δ𝐴𝐴′2𝐴𝐴𝑛𝑛−3𝐴𝐴𝑛𝑛−2� + �Δ𝐴𝐴′0𝐴𝐴𝑛𝑛+1𝐴𝐴𝑛𝑛+2� 

 = �Δ𝐴𝐴𝑛𝑛+1𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝐴𝐴𝑛𝑛−2� ×
1 − 𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝐴𝐴𝑛𝑛−2
𝐴𝐴𝑛𝑛+1𝐴𝐴𝑛𝑛−2

+ �Δ𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝐴𝐴𝑛𝑛+1� ×
1 − 𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝐴𝐴𝑛𝑛+1
𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝐴𝐴𝑛𝑛+1

 

 =
2 − 2𝑟𝑟𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 �180°

𝑛𝑛 �

𝑟𝑟𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 �180°
𝑛𝑛 − 𝜃𝜃�

+ �𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 �
180°
𝑛𝑛

− 𝜃𝜃� + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛(𝜃𝜃) + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 �
180°
𝑛𝑛

�� ×
1 − 𝑘𝑘𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 �180°

𝑛𝑛 �
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛(𝜃𝜃)  

 =
2 − 2𝑟𝑟𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 �180°

𝑛𝑛 �

𝑟𝑟𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 �180°
𝑛𝑛 − 𝜃𝜃�

+ �𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 �
180°
𝑛𝑛

− 𝜃𝜃� + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛(𝜃𝜃) + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 �
180°
𝑛𝑛

�� 

  ×
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 �180°

𝑛𝑛 − 𝜃𝜃� − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 �180°
𝑛𝑛 � + 𝑟𝑟𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 �180°

𝑛𝑛 � 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛(𝜃𝜃)

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛(𝜃𝜃)𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 �180°
𝑛𝑛 − 𝜃𝜃�

 

 =
2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛(𝜃𝜃) + 2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 �180°

𝑛𝑛 − 𝜃𝜃� − 2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 �180°
𝑛𝑛 �

𝑟𝑟𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛(𝜃𝜃)𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 �180°
𝑛𝑛 − 𝜃𝜃�

 

 =
�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛(𝜃𝜃) + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 �180°

𝑛𝑛 − 𝜃𝜃� − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 �180°
𝑛𝑛 ���𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛(𝜃𝜃) + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 �180°

𝑛𝑛 − 𝜃𝜃� + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 �180°
𝑛𝑛 ��

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛(𝜃𝜃)𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 �180°
𝑛𝑛 − 𝜃𝜃�

 

 = 2 +
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛2(𝜃𝜃) + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛2 �180°

𝑛𝑛 − 𝜃𝜃� − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛2 �180°
𝑛𝑛 �

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝜃𝜃𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 �180°
𝑛𝑛 − 𝜃𝜃�

 

 = 2 +
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛2(𝜃𝜃) − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝜃𝜃𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 �360° − 𝜃𝜃

𝑛𝑛 �

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝜃𝜃𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 �180°
𝑛𝑛 − 𝜃𝜃�

= 2 +
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝜃𝜃 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 �360° − 𝜃𝜃

𝑛𝑛 �

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 �180°
𝑛𝑛 − 𝜃𝜃�

= 2 − 2 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠
180°
𝑛𝑛

 

  而根據引理 3，易知定理 5 在正六邊形的情況上符合。 

  而由上述得到的結果，易知若將正六邊形套入定理 5，其得到的通式不僅限於 𝑛𝑛 = 3。

而是對於所有 𝑛𝑛 ∈ 𝑁𝑁 皆成立。而藉由這結果、引理 3，得到定理 5 在正八邊形的情況皆為正

確。而以此方法類推，可得到定理 5 對於所有正偶數邊形皆為成立。故以此得證。 

 

    而在探討完正多邊形折到對邊的情況後。我們開始探討，若是折到其他邊，是否在周長

上也會有相同的性質。而同樣的，我們一樣將正 2𝑛𝑛 邊形、正 2𝑛𝑛 + 1 邊形分開討論。而經由

利用 𝐺𝐺𝑒𝑒𝑐𝑐𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑟𝑟𝑒𝑒 的測試後，我們發現了如表（三）中呈現的規律。 
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    表格說明：給一單位正 𝑛𝑛 邊形 𝐴𝐴1𝐴𝐴2𝐴𝐴3 …𝐴𝐴𝑛𝑛。將𝐴𝐴1折到𝐴𝐴�𝑛𝑛2�+2
𝐴𝐴�𝑛𝑛2�+3

���������������時，得到的規律。 

（表二）𝑛𝑛 為偶數的情況 

    不難發現，跟前面折到對邊的情況幾乎相同。於是我們先往折到所有不含 𝐴𝐴1 的邊時，

所形成的三角形中，含有 𝐴𝐴𝑛𝑛
2+1

 的三角形的周長規律。而形成了我們定理 5 

定理 6： 

給定一邊長為 1 的正 2𝑛𝑛 邊形 𝐴𝐴1𝐴𝐴2𝐴𝐴3 …𝐴𝐴2𝑛𝑛。若將 𝐴𝐴1
點折至 𝐴𝐴𝑛𝑛+𝑝𝑝𝐴𝐴𝑛𝑛+𝑝𝑝+1���������������� 上一點 𝐴𝐴𝑛𝑛+𝑝𝑝+1、沿摺痕 𝐷𝐷𝐸𝐸���� 將

 𝐴𝐴𝑝𝑝+1 折至 𝐴𝐴𝑝𝑝+1’ 。若 𝐴𝐴𝑛𝑛−2 = 𝐴𝐴1’𝐴𝐴2’�������� ∩  𝐴𝐴𝑛𝑛𝐴𝐴𝑛𝑛+1����������� 

則：(1)：�Δ𝐴𝐴𝑛𝑛+1𝐴𝐴𝑛𝑛−𝑝𝑝𝐴𝐴𝑛𝑛−𝑝𝑝−1� = 2 

         (2)：∠𝐴𝐴𝑛𝑛−𝑝𝑝𝐴𝐴1𝐴𝐴𝑛𝑛−𝑝𝑝−1 =
90°
𝑛𝑛

 
 

𝑛𝑛 = 5 的舉例 

〈證明〉：變換命題，先固定角度、證明(1)，之後證明命題。 

變換命題： 

若在 𝐴𝐴𝑛𝑛+1𝐴𝐴𝑛𝑛+2�������������、 𝐴𝐴𝑛𝑛𝐴𝐴𝑛𝑛+1����������� 上分別取 𝐴𝐴𝑛𝑛−𝑝𝑝、𝐴𝐴𝑛𝑛−𝑝𝑝−1 使 ∠𝐴𝐴𝑛𝑛−𝑝𝑝𝐴𝐴1𝐴𝐴𝑛𝑛−𝑝𝑝−1 =
90°
𝑛𝑛

 成立。 

則：(1)：�Δ𝐴𝐴𝑛𝑛+1𝐴𝐴𝑛𝑛−𝑝𝑝𝐴𝐴𝑛𝑛−𝑝𝑝−1� = 2 

    (2)：在 𝐴𝐴𝑛𝑛−𝑝𝑝𝐴𝐴𝑛𝑛−𝑝𝑝−1������������������������⃗  取 𝐴𝐴𝑛𝑛−𝑝𝑝 𝐴𝐴𝑝𝑝+1’�������������� =  𝐴𝐴1𝐴𝐴2�������。則 𝐴𝐴1𝐴𝐴𝑛𝑛−𝑝𝑝��������� 的中垂線平𝐴𝐴𝑝𝑝+1𝐴𝐴’𝑝𝑝+1�������������。 

(1)：�Δ𝐴𝐴𝑛𝑛+1𝐴𝐴𝑛𝑛−𝑝𝑝𝐴𝐴𝑛𝑛−𝑝𝑝−1� = 2 

∵ 𝐴𝐴1𝐴𝐴𝑛𝑛+2���������� = 𝐴𝐴1𝐴𝐴𝑛𝑛������� 且 ∠𝐴𝐴1𝐴𝐴𝑛𝑛𝐴𝐴𝑛𝑛−𝑝𝑝−1 = 90° = ∠𝐴𝐴1𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝐴𝐴𝑛𝑛−𝑝𝑝 

∴若將Δ𝐴𝐴1𝐴𝐴𝑛𝑛𝐴𝐴𝑛𝑛−𝑝𝑝−1 逆時針旋轉
180°
𝑛𝑛

至Δ𝐴𝐴1𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝐴𝐴’𝑛𝑛−𝑝𝑝−1。則 𝐴𝐴𝑛𝑛−𝑝𝑝、𝐴𝐴𝑛𝑛+2、𝐴𝐴’𝑛𝑛−𝑝𝑝−1共線。 

  Δ𝐴𝐴1 𝐴𝐴𝑛𝑛−𝑝𝑝𝐴𝐴’𝑛𝑛−𝑝𝑝−1、 Δ𝐴𝐴1𝐴𝐴𝑛𝑛−𝑝𝑝𝐴𝐴𝑛𝑛−𝑝𝑝−1 中 

𝐴𝐴1𝐴𝐴𝑛𝑛−𝑝𝑝��������� 為共邊、𝐴𝐴1𝐴𝐴’𝑛𝑛−𝑝𝑝−1������������� = 𝐴𝐴1𝐴𝐴𝑛𝑛−𝑝𝑝−1������������、∠𝐴𝐴𝑛𝑛−𝑝𝑝𝐴𝐴1𝐴𝐴’𝑛𝑛−𝑝𝑝−1 =
90°
𝑛𝑛

= ∠𝐴𝐴𝑛𝑛−𝑝𝑝𝐴𝐴1𝐴𝐴𝑛𝑛−𝑝𝑝−1 

Δ𝐴𝐴1 𝐴𝐴𝑛𝑛−𝑝𝑝𝐴𝐴’𝑛𝑛−𝑝𝑝−1 ≅Δ𝐴𝐴1𝐴𝐴𝑛𝑛−𝑝𝑝𝐴𝐴𝑛𝑛−𝑝𝑝−1 

𝑛𝑛 6 8 10 12 14 

�Δ𝐴𝐴𝑛𝑛
2+1

𝐴𝐴𝑛𝑛
2−2

𝐴𝐴𝑛𝑛
2−3

� 2 2 2 2 2 
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  ⇒ 𝐴𝐴𝑛𝑛−𝑝𝑝−1𝐴𝐴𝑛𝑛−𝑝𝑝��������������� = 𝐴𝐴𝑛𝑛−𝑝𝑝𝐴𝐴’𝑛𝑛−𝑝𝑝−1���������������� = 𝐴𝐴𝑛𝑛−𝑝𝑝𝐴𝐴𝑛𝑛+2������������ + 𝐴𝐴𝑛𝑛𝐴𝐴𝑛𝑛−𝑝𝑝−1������������ 

  ⇒  �Δ𝐴𝐴𝑛𝑛+1𝐴𝐴𝑛𝑛−𝑝𝑝𝐴𝐴𝑛𝑛−𝑝𝑝−1� = 2 

(2)：若在𝐴𝐴𝑛𝑛−𝑝𝑝𝐴𝐴𝑛𝑛−𝑝𝑝−1������������������������⃗  取 𝐴𝐴𝑛𝑛−𝑝𝑝 𝐴𝐴𝑝𝑝+1’�������������� =  𝐴𝐴1𝐴𝐴2�������。則 𝐴𝐴1𝐴𝐴𝑛𝑛−𝑝𝑝��������� 的中垂線垂直平分 𝐴𝐴𝑝𝑝+1𝐴𝐴’𝑝𝑝+1�������������。 

  ∵Δ𝐴𝐴1 𝐴𝐴𝑛𝑛−𝑝𝑝𝐴𝐴’𝑛𝑛−𝑝𝑝−1 ≅Δ𝐴𝐴1𝐴𝐴𝑛𝑛−𝑝𝑝𝐴𝐴𝑛𝑛−𝑝𝑝−1 

  ⇒ ∠𝐴𝐴𝑛𝑛−𝑝𝑝−1𝐴𝐴𝑛𝑛−𝑝𝑝𝐴𝐴1 = ∠𝐴𝐴’𝑛𝑛−𝑝𝑝−1𝐴𝐴𝑛𝑛−𝑝𝑝𝐴𝐴1 = ∠𝐴𝐴𝑛𝑛−𝑝𝑝𝐴𝐴1𝐴𝐴𝑝𝑝+1  

  且 𝐴𝐴𝑛𝑛−𝑝𝑝 𝐴𝐴𝑝𝑝+1’�������������� =  𝐴𝐴1𝐴𝐴2������� ∴  𝐴𝐴1𝐴𝐴𝑝𝑝+1𝐴𝐴’𝑝𝑝+1𝐴𝐴𝑛𝑛−𝑝𝑝 為等腰梯形，則 𝐴𝐴1𝐴𝐴𝑛𝑛−𝑝𝑝��������� 的中垂線垂直平分

 𝐴𝐴𝑝𝑝+1𝐴𝐴’𝑝𝑝+1�������������。 

  則變換後的命題得證，則原命題定理 3 得證。 

 

    而我們也把折到對邊時定理 2 的情況推廣到折到其他鄰邊的情況，而我們發現，每一組

周長有規律的三角形，若是兩三角形對於多邊形是異側，則周長的和為定值。反之，若是在

同側，則周長的差為定值。由這性質，我們得到了定理 6。 

定理 7： 

給定一邊長為 1 的正 2𝑛𝑛 邊形 𝐴𝐴1𝐴𝐴2𝐴𝐴3 …𝐴𝐴2𝑛𝑛。若將 𝐴𝐴1 點折至

 𝐴𝐴𝑛𝑛+𝑝𝑝𝐴𝐴𝑛𝑛+𝑝𝑝+1���������������� 上一點 𝐴𝐴𝑛𝑛+𝑝𝑝+1，此時 𝑛𝑛 − 1 ≥ 𝑝𝑝 ≥ 1、沿摺痕 𝐷𝐷𝐸𝐸���� 將 

𝐴𝐴
�𝑛𝑛+𝑝𝑝+12 �

 、…𝐴𝐴
�𝑛𝑛+𝑝𝑝+12 �−𝑛𝑛+1

折至 𝐴𝐴
�𝑛𝑛+𝑝𝑝+12 �

’ 、…𝐴𝐴
�𝑛𝑛+𝑝𝑝+12 �−𝑛𝑛+1

’。 

則：∀ �𝑛𝑛+𝑝𝑝+1
2

� − 𝑛𝑛 + 1 ≤ 𝑘𝑘 ≤ �𝑛𝑛+𝑝𝑝+1
2

� 

�Δ 𝐴𝐴𝑛𝑛+𝑘𝑘𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝑘𝑘−(𝑝𝑝+2)𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝑘𝑘−(𝑝𝑝+3)� − �Δ 𝐴𝐴𝑘𝑘 ’𝐴𝐴𝑛𝑛−2𝑘𝑘+𝑝𝑝𝐴𝐴𝑛𝑛−2𝑘𝑘+𝑝𝑝+1� = 2 

若且唯若2 ≤ 𝑘𝑘 ≤ 𝑝𝑝；反之，當 1 ≥ 𝑘𝑘 或 𝑘𝑘 ≥ 𝑝𝑝 + 1 時 

�Δ 𝐴𝐴𝑛𝑛+𝑘𝑘𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝑘𝑘−(𝑝𝑝+2)𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝑘𝑘−(𝑝𝑝+3)� + �Δ 𝐴𝐴𝑘𝑘 ’𝐴𝐴𝑛𝑛−2𝑘𝑘+𝑝𝑝𝐴𝐴𝑛𝑛−2𝑘𝑘+𝑝𝑝+1� = 2 

 

𝑛𝑛 = 5 的舉例 

〈證明〉： 

  利用引理 3、定理 6，由於證明方法與定理𝟐𝟐、定理 6 相似，以下則不細說。 

 

由定理𝟐𝟐幾何遞推的方式易知。 
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��Δ 𝐴𝐴𝑛𝑛+𝑘𝑘𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝑘𝑘−(𝑝𝑝+2)𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝑘𝑘−(𝑝𝑝+3)� − �Δ 𝐴𝐴𝑘𝑘 ’𝐴𝐴𝑛𝑛−2𝑘𝑘+𝑝𝑝𝐴𝐴𝑛𝑛−2𝑘𝑘+𝑝𝑝+1�
𝑝𝑝

𝑘𝑘=2

+ 

� �Δ 𝐴𝐴𝑛𝑛+𝑘𝑘𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝑘𝑘−(𝑝𝑝+2)𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝑘𝑘−(𝑝𝑝+3)� + �Δ 𝐴𝐴𝑘𝑘 ’𝐴𝐴𝑛𝑛−2𝑘𝑘+𝑝𝑝𝐴𝐴𝑛𝑛−2𝑘𝑘+𝑝𝑝+1�
1

𝑘𝑘=�𝑛𝑛+𝑝𝑝+12 �−𝑛𝑛+1

 

+ � �Δ 𝐴𝐴𝑛𝑛+𝑘𝑘𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝑘𝑘−(𝑝𝑝+2)𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝑘𝑘−(𝑝𝑝+3)� + �Δ 𝐴𝐴𝑘𝑘 ’𝐴𝐴𝑛𝑛−2𝑘𝑘+𝑝𝑝𝐴𝐴𝑛𝑛−2𝑘𝑘+𝑝𝑝+1�

�𝑛𝑛+𝑝𝑝+12 �

𝑘𝑘=𝑝𝑝+1

= 2𝑛𝑛 

    甚至於，利用定理𝟐𝟐的方法可以推到： 

��Δ 𝐴𝐴𝑛𝑛+𝑘𝑘𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝑘𝑘−(𝑝𝑝+2)𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝑘𝑘−(𝑝𝑝+3)� − �Δ 𝐴𝐴𝑘𝑘 ’𝐴𝐴𝑛𝑛−2𝑘𝑘+𝑝𝑝𝐴𝐴𝑛𝑛−2𝑘𝑘+𝑝𝑝+1�
𝑝𝑝

𝑘𝑘=2

= 2(𝑝𝑝 − 1) 

    在這裡只需先證明在 𝑘𝑘 = 2、 𝑘𝑘 = 1 的情況中即可藉由引理 3 推正六邊形成立，由於 

��Δ 𝐴𝐴𝑛𝑛+𝑘𝑘𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝑘𝑘−(𝑝𝑝+2)𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝑘𝑘−(𝑝𝑝+3)� − �Δ 𝐴𝐴𝑘𝑘 ’𝐴𝐴𝑛𝑛−2𝑘𝑘+𝑝𝑝𝐴𝐴𝑛𝑛−2𝑘𝑘+𝑝𝑝+1�
𝑝𝑝

𝑘𝑘=2

= 2(𝑝𝑝 − 1)， 

若在正六邊形中寫出的三角函數通式，對於所有正整數 𝑛𝑛 皆成立。可藉由引理 3 證明出對於

正八邊形必成立，而以此法類推，即可推得定理 7。而由於篇幅關係，在此不細說。 

    說明完了正偶數邊形折到其他鄰邊時，三角形配組周長相加為 2 的情況。我們如法炮製

前提研究的規律，去探討正奇數邊形中，三角形周長相加與餘弦定理的規律。進而得到我們

下述的定理 8。而同時也去將定理 5 的情況做延伸。 

定理 8： 

給定一邊長為 1 的正 2𝑛𝑛 + 1 邊形 𝐴𝐴1𝐴𝐴2𝐴𝐴3 …𝐴𝐴2𝑛𝑛+1。若將  

𝐴𝐴1點折至 𝐴𝐴𝑝𝑝−1𝐴𝐴𝑝𝑝���������� 上一點 𝐴𝐴𝑝𝑝，此時 2𝑛𝑛 + 1 ≥ 𝑝𝑝 ≥ 𝑛𝑛 + 2、沿摺痕 𝐷𝐷𝐸𝐸���� 將  

𝐴𝐴�𝑝𝑝2�
、… …𝐴𝐴𝑝𝑝−𝑛𝑛−�𝑝𝑝2�

 折到 𝐴𝐴′�𝑝𝑝2�
、… …𝐴𝐴′𝑝𝑝−𝑛𝑛−�𝑝𝑝2�

，則：  

∀ 𝑛𝑛 + 1 ≥ 𝑘𝑘 ≥ �
𝑝𝑝
2
� + �

𝑛𝑛
2
� + 2 

�Δ𝐴𝐴𝑘𝑘𝐴𝐴2𝑘𝑘−𝑛𝑛−4−𝑝𝑝𝐴𝐴2𝑘𝑘−𝑛𝑛−3−𝑝𝑝� + �Δ𝐴𝐴2−𝑘𝑘𝐴𝐴𝑛𝑛−2𝑘𝑘−3−𝑝𝑝𝐴𝐴𝑛𝑛−2𝑘𝑘−2−𝑝𝑝� = 2 + 2 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠
180°(𝑛𝑛 − 𝑘𝑘 + 2)

2𝑛𝑛 + 1
、 

∀ �
𝑝𝑝
2
� − 𝑛𝑛 + 1 ≥ 𝑘𝑘 ≥ 2 

�Δ𝐴𝐴′𝑘𝑘𝐴𝐴𝑛𝑛−2𝑘𝑘+1+𝑝𝑝𝐴𝐴𝑛𝑛−2𝑘𝑘+2+𝑝𝑝�+ �Δ𝐴𝐴′2−𝑘𝑘𝐴𝐴−𝑛𝑛+2𝑘𝑘−3+𝑝𝑝𝐴𝐴−𝑛𝑛+2𝑘𝑘−4+𝑝𝑝� = 2 − 2 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠
180°𝑘𝑘
2𝑛𝑛 + 1

 

〈證明〉：利用引理 3、定理 5 的結論，由於證明方法與定理𝟐𝟐、定理 7 相似，下不細說。 
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首先要先證明： 

�Δ𝐴𝐴𝑘𝑘𝐴𝐴2𝑘𝑘−𝑛𝑛−4−𝑝𝑝𝐴𝐴2𝑘𝑘−𝑛𝑛−3−𝑝𝑝� + �Δ𝐴𝐴2−𝑘𝑘𝐴𝐴𝑛𝑛−2𝑘𝑘−3−𝑝𝑝𝐴𝐴𝑛𝑛−2𝑘𝑘−2−𝑝𝑝� 

= 2 + 2 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠
180°(𝑛𝑛 − 𝑘𝑘 + 2)

2𝑛𝑛 + 1
 在 𝑘𝑘 = 𝑛𝑛 + 1 時成立。 

�Δ𝐴𝐴𝑛𝑛+1𝐴𝐴𝑛𝑛−2−𝑝𝑝𝐴𝐴𝑛𝑛−1−𝑝𝑝� + �Δ𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝐴𝐴𝑛𝑛−4−𝑝𝑝𝐴𝐴𝑛𝑛−3+𝑝𝑝� 

令𝐴𝐴𝑛𝑛+1𝐴𝐴𝑛𝑛−2−𝑝𝑝 = 𝑟𝑟𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛(𝜃𝜃)、𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝐴𝐴𝑛𝑛−3+𝑝𝑝 = 𝑘𝑘𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 �
180°
𝑛𝑛

− 𝜃𝜃�、 

𝐴𝐴𝑛𝑛−3−𝑝𝑝𝐴𝐴𝑛𝑛−2−𝑝𝑝 = 𝑙𝑙𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 �
180°
𝑛𝑛

�、𝑟𝑟𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛(𝜃𝜃) + 𝑙𝑙𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 �
180°
𝑛𝑛

� + 𝑘𝑘𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 �
180°
𝑛𝑛

− 𝜃𝜃� = 1 

、𝑟𝑟𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 �
180°
𝑛𝑛

� + 𝑙𝑙𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛(𝜃𝜃) = 1、𝑘𝑘𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 �
180°
𝑛𝑛

� + 𝑙𝑙𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 �
180°
𝑛𝑛

− 𝜃𝜃� = 1 

則可藉由與定理 5 相同的技巧推得： 

𝑘𝑘 = 𝑛𝑛 + 1 時， 

�Δ𝐴𝐴𝑛𝑛+1𝐴𝐴𝑛𝑛−2−𝑝𝑝𝐴𝐴𝑛𝑛−1−𝑝𝑝� + �Δ𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝐴𝐴𝑛𝑛−4−𝑝𝑝𝐴𝐴𝑛𝑛−3+𝑝𝑝� 

= �𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛(𝜃𝜃) + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 �
180°

2𝑛𝑛 + 1
− 𝜃𝜃� + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 �

180°
2𝑛𝑛 + 1

�� × (𝑟𝑟 + 𝑘𝑘) 

= 1 − 𝑙𝑙𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 �
180°

2𝑛𝑛 + 1
� + 1 − 𝑙𝑙𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛(𝜃𝜃) + 1 − 𝑙𝑙𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 �

180°
2𝑛𝑛 + 1

− 𝜃𝜃� + 𝑟𝑟𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 �
180°

2𝑛𝑛 + 1
− 𝜃𝜃� + 𝑘𝑘𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛(𝜃𝜃) 

= 2�
1 − 𝑟𝑟𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 � 180°

2𝑛𝑛 + 1 − 𝜃𝜃� + 𝑙𝑙𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 � 180°
2𝑛𝑛 + 1�

𝑟𝑟𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 � 180°
2𝑛𝑛 + 1 − 𝜃𝜃�

−
1 − 𝑟𝑟𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛(𝜃𝜃) + 𝑘𝑘𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 � 180°

2𝑛𝑛 + 1�
𝑟𝑟𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛(𝜃𝜃) � 

= 2�
1 + 𝑙𝑙𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 � 180°

2𝑛𝑛 + 1�

𝑟𝑟𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 � 180°
2𝑛𝑛 + 1 − 𝜃𝜃�

−
1 + 𝑘𝑘𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 � 180°

2𝑛𝑛 + 1�
𝑟𝑟𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛(𝜃𝜃) � 

=
�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛(𝜃𝜃) + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 � 180°

2𝑛𝑛 + 1 − 𝜃𝜃� − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 � 180°
2𝑛𝑛 + 1�� �𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛(𝜃𝜃) + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 � 180°

2𝑛𝑛 + 1 − 𝜃𝜃� + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 � 180°
2𝑛𝑛 + 1��

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛(𝜃𝜃)𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 � 180°
2𝑛𝑛 + 1 − 𝜃𝜃�

 

= 2 +
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛2(𝜃𝜃) + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛2 � 180°

2𝑛𝑛 + 1 − 𝜃𝜃� − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛2 � 180°
2𝑛𝑛 + 1�

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝜃𝜃𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 � 180°
2𝑛𝑛 + 1 − 𝜃𝜃�

 

= 2 +
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛2(𝜃𝜃) − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝜃𝜃𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 �360° − 𝜃𝜃

2𝑛𝑛 + 1 �

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝜃𝜃𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 � 180°
2𝑛𝑛 + 1 − 𝜃𝜃�

= 2 +
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝜃𝜃 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 �360° − 𝜃𝜃

2𝑛𝑛 + 1 �

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 � 180°
2𝑛𝑛 + 1 − 𝜃𝜃�

= 2 − 2 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠
180°

2𝑛𝑛 + 1
 

 

�Δ𝐴𝐴𝑘𝑘𝐴𝐴2𝑘𝑘−𝑛𝑛−4−𝑝𝑝𝐴𝐴2𝑘𝑘−𝑛𝑛−3−𝑝𝑝� + �Δ𝐴𝐴2−𝑘𝑘𝐴𝐴𝑛𝑛−2𝑘𝑘−3−𝑝𝑝𝐴𝐴𝑛𝑛−2𝑘𝑘−2−𝑝𝑝� 

= 2 + 2 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠
180°(𝑛𝑛 − 𝑘𝑘 + 2)

2𝑛𝑛 + 1
 在 𝑘𝑘 = 𝑛𝑛 + 1 時成立。 
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而藉由此結果、引理 3，可知道定理 8 在正七邊形的情況必定成立。 

而更可從𝑟𝑟𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛(𝜃𝜃) + 𝑙𝑙𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 �
180°
𝑛𝑛

� + 𝑘𝑘𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 �
180°
𝑛𝑛

− 𝜃𝜃� = 1 此三角函式的結果中， 

發現對於任意正奇數邊形此假設皆可適用。由引理𝟑𝟑可知，結果對於任意 𝑛𝑛 為正整數皆成立。 

    於是，由正七邊形寫出的三角函式是對於任意正整數 𝑛𝑛 成立。而又由引理 3，可知定理

8 對於 𝑛𝑛 = 4 成立。而同理的，我們可得定理 8 成立。 

    而正奇數邊形中最後一個定理，是在討論如同定理 7 中有許多三角形配組出的結果，由

於一組中的三角形對於正 2𝑛𝑛 邊形為同側，故規律呈現為配組三角形周長的差為定值。 

 

定理 9： 

給定一邊長為 1 的正 2𝑛𝑛 + 1 邊形 𝐴𝐴1𝐴𝐴2𝐴𝐴3 …𝐴𝐴2𝑛𝑛+1。若將  

𝐴𝐴1點折至 𝐴𝐴𝑝𝑝−1𝐴𝐴𝑝𝑝���������� 上一點 𝐴𝐴𝑝𝑝，此時 2𝑛𝑛 + 1 ≥ 𝑝𝑝 ≥ 𝑛𝑛 + 2、沿摺痕 𝐷𝐷𝐸𝐸���� 將  

𝐴𝐴�𝑝𝑝2�
、… …𝐴𝐴𝑝𝑝−𝑛𝑛−�𝑝𝑝2�

 折到 𝐴𝐴′�𝑝𝑝2�
、… …𝐴𝐴′𝑝𝑝−𝑛𝑛−�𝑝𝑝2�

，則：∀ 2 ≥ 𝑘𝑘 ≥ 𝑝𝑝 − 𝑛𝑛 − �
𝑝𝑝
2
� 

�Δ𝐴𝐴′𝑘𝑘𝐴𝐴𝑛𝑛−2𝑘𝑘+3+𝑝𝑝𝐴𝐴𝑛𝑛−2𝑘𝑘+4+𝑝𝑝� − �Δ𝐴𝐴′2−𝑘𝑘𝐴𝐴−𝑛𝑛+2𝑘𝑘−3+𝑝𝑝𝐴𝐴−𝑛𝑛+2𝑘𝑘−4+𝑝𝑝� 

= 2 − 2 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠
180°𝑘𝑘
2𝑛𝑛 + 1

 

〈證明〉：利用引理 3、定理 8 的結論，由於證明方法與定理𝟐𝟐、定理 8 相似，下不細說。 

首先由定理 8 之中， 

∀ 𝑛𝑛 + 1 ≥ 𝑘𝑘 ≥ �
𝑝𝑝
2
� + �

𝑛𝑛
2
� + 2 

�Δ𝐴𝐴𝑘𝑘𝐴𝐴2𝑘𝑘−𝑛𝑛−4−𝑝𝑝𝐴𝐴2𝑘𝑘−𝑛𝑛−3−𝑝𝑝� + �Δ𝐴𝐴2−𝑘𝑘𝐴𝐴𝑛𝑛−2𝑘𝑘−3−𝑝𝑝𝐴𝐴𝑛𝑛−2𝑘𝑘−2−𝑝𝑝� = 2 + 2 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠
180°(𝑛𝑛 − 𝑘𝑘 + 2)

2𝑛𝑛 + 1
、 

 

∀ �
𝑝𝑝
2
� − 𝑛𝑛 + 1 ≥ 𝑘𝑘 ≥ 2 

�Δ𝐴𝐴′𝑘𝑘𝐴𝐴𝑛𝑛−2𝑘𝑘+1+𝑝𝑝𝐴𝐴𝑛𝑛−2𝑘𝑘+2+𝑝𝑝�+ �Δ𝐴𝐴′2−𝑘𝑘𝐴𝐴−𝑛𝑛+2𝑘𝑘−3+𝑝𝑝𝐴𝐴−𝑛𝑛+2𝑘𝑘−4+𝑝𝑝� = 2 − 2 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠
180°𝑘𝑘
2𝑛𝑛 + 1

 

  

藉由上述以及引理 3 可知 
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� �Δ𝐴𝐴′𝑘𝑘𝐴𝐴𝑛𝑛−2𝑘𝑘+1+𝑝𝑝𝐴𝐴𝑛𝑛−2𝑘𝑘+2+𝑝𝑝� − �Δ𝐴𝐴′2−𝑘𝑘𝐴𝐴−𝑛𝑛+2𝑘𝑘−3+𝑝𝑝𝐴𝐴−𝑛𝑛+2𝑘𝑘−4+𝑝𝑝�
2

𝑝𝑝−𝑛𝑛−�𝑝𝑝2�

 

= 2 � (2 − 2 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠
180°𝑘𝑘
2𝑛𝑛 + 1

2

𝑝𝑝−𝑛𝑛−�𝑝𝑝2�

) 

 

於是我們只需證明：𝑘𝑘 = 2 時對於正整數 𝑛𝑛 成立。而由於方法跟定理 5 相同，不多細說。 

    𝑘𝑘 = 2 時， 

�Δ𝐴𝐴′2𝐴𝐴𝑛𝑛−1+𝑝𝑝𝐴𝐴𝑛𝑛+𝑝𝑝� − �Δ𝐴𝐴′0𝐴𝐴𝑛𝑛+2+𝑝𝑝𝐴𝐴𝑛𝑛+1+𝑝𝑝� 

= �𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛(𝜃𝜃) + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 �
180°

2𝑛𝑛 + 1
− 𝜃𝜃� + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 �

180°
2𝑛𝑛 + 1

�� × (𝑟𝑟 + 𝑘𝑘) 

= 1 − 𝑙𝑙𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 �
180°

2𝑛𝑛 + 1
� + 1 − 𝑙𝑙𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛(𝜃𝜃) + 1 − 𝑙𝑙𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 �

180°
2𝑛𝑛 + 1

− 𝜃𝜃� + 𝑟𝑟𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 �
180°

2𝑛𝑛 + 1
− 𝜃𝜃� + 𝑘𝑘𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛(𝜃𝜃) 

= 2�
1 − 𝑟𝑟𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 � 180°

2𝑛𝑛 + 1 − 𝜃𝜃� + 𝑙𝑙𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 � 180°
2𝑛𝑛 + 1�

𝑟𝑟𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 � 180°
2𝑛𝑛 + 1 − 𝜃𝜃�

−
1 − 𝑟𝑟𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛(𝜃𝜃) + 𝑘𝑘𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 � 180°

2𝑛𝑛 + 1�
𝑟𝑟𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛(𝜃𝜃) � 

= 2�
1 + 𝑙𝑙𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 � 180°

2𝑛𝑛 + 1�

𝑟𝑟𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 � 180°
2𝑛𝑛 + 1 − 𝜃𝜃�

−
1 + 𝑘𝑘𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 � 180°

2𝑛𝑛 + 1�
𝑟𝑟𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛(𝜃𝜃) � 

=
�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛(𝜃𝜃) + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 � 180°

2𝑛𝑛 + 1 − 𝜃𝜃� − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 � 180°
2𝑛𝑛 + 1�� �𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛(𝜃𝜃) + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 � 180°

2𝑛𝑛 + 1 − 𝜃𝜃� + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 � 180°
2𝑛𝑛 + 1��

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛(𝜃𝜃)𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 � 180°
2𝑛𝑛 + 1 − 𝜃𝜃�

 

= 2 +
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛2(𝜃𝜃) + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛2 � 180°

2𝑛𝑛 + 1 − 𝜃𝜃� − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛2 � 180°
2𝑛𝑛 + 1�

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝜃𝜃𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 � 180°
2𝑛𝑛 + 1 − 𝜃𝜃�

 

= 2 +
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛2(𝜃𝜃) − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝜃𝜃𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 �360° − 𝜃𝜃

2𝑛𝑛 + 1 �

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝜃𝜃𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 � 180°
2𝑛𝑛 + 1 − 𝜃𝜃�

= 2 +
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝜃𝜃 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 �360° − 𝜃𝜃

2𝑛𝑛 + 1 �

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 � 180°
2𝑛𝑛 + 1 − 𝜃𝜃�

= 2 − 2 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠
180°

2𝑛𝑛 + 1
 

 

    而說明完了正奇數邊形的所有情況，最後一個就是定理 5 的通解。 

也就是在正偶數邊形中，以不同於定理 6 中的情形將三角形配組，得出不同的結果。 
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定理 10： 

給定一邊長為 1 的正 2𝑛𝑛 邊形 𝐴𝐴1𝐴𝐴2𝐴𝐴3 …𝐴𝐴2𝑛𝑛。若將  

𝐴𝐴𝑛𝑛+𝑝𝑝𝐴𝐴𝑛𝑛+𝑝𝑝+1���������������� 上一點 𝐴𝐴𝑛𝑛+𝑝𝑝+1、沿摺痕 𝐷𝐷𝐸𝐸���� 將 

𝐴𝐴
�𝑛𝑛+𝑝𝑝+12 �

 、…𝐴𝐴
�𝑛𝑛+𝑝𝑝+12 �−𝑛𝑛+1

折至 𝐴𝐴
�𝑛𝑛+𝑝𝑝+12 �

’ 、…𝐴𝐴
�𝑛𝑛+𝑝𝑝+12 �−𝑛𝑛+1

’。 

∀ 2 ≤ 𝑘𝑘 ≤ 𝑝𝑝， 

�Δ𝐴𝐴𝑘𝑘𝐴𝐴2𝑘𝑘−𝑛𝑛−3−𝑝𝑝𝐴𝐴2𝑘𝑘−𝑛𝑛−2−𝑝𝑝� − �Δ𝐴𝐴2−𝑘𝑘𝐴𝐴𝑛𝑛−2𝑘𝑘−𝑝𝑝+1𝐴𝐴𝑛𝑛−2𝑘𝑘+2−𝑝𝑝� = 2 + 2 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠
180°(𝑛𝑛 − 𝑘𝑘 + 1)

𝑛𝑛
 

∀2 ≥ 𝑘𝑘 ∪ 𝑘𝑘 ≥ 𝑝𝑝 

�Δ𝐴𝐴′𝑘𝑘𝐴𝐴𝑛𝑛−2𝑘𝑘+2−𝑝𝑝𝐴𝐴𝑛𝑛−2𝑘𝑘+3−𝑝𝑝�+ �Δ𝐴𝐴′2−𝑘𝑘𝐴𝐴−𝑛𝑛+2𝑘𝑘−2−𝑝𝑝𝐴𝐴−𝑛𝑛+2𝑘𝑘−1−𝑝𝑝� = 2 − 2 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠
180°(𝑘𝑘 − 1)

𝑛𝑛
 

〈證明〉：利用引理 3、定理 5 的結論，由於證明方法與定理𝟐𝟐、定理 8 相似，下不細說。 

首先，由定理 7可知 

��Δ 𝐴𝐴𝑛𝑛+𝑘𝑘𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝑘𝑘−(𝑝𝑝+2)𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝑘𝑘−(𝑝𝑝+3)� − �Δ 𝐴𝐴𝑘𝑘 ’𝐴𝐴𝑛𝑛−2𝑘𝑘+𝑝𝑝𝐴𝐴𝑛𝑛−2𝑘𝑘+𝑝𝑝+1�
𝑝𝑝

𝑘𝑘=2

 

+ � �Δ𝐴𝐴′𝑘𝑘𝐴𝐴𝑛𝑛−2𝑘𝑘+1𝐴𝐴𝑛𝑛−2𝑘𝑘+2� + �Δ𝐴𝐴′2−𝑘𝑘𝐴𝐴−𝑛𝑛+2𝑘𝑘−3𝐴𝐴−𝑛𝑛+2𝑘𝑘−2�

�𝑛𝑛+𝑝𝑝+12 �

𝑘𝑘=𝑝𝑝+1

= 2𝑛𝑛 

而易知 

� 2 + 2 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠
180°(𝑛𝑛 − 𝑘𝑘 + 1)

𝑛𝑛

�𝑛𝑛+𝑝𝑝+12 �

𝑘𝑘=𝑝𝑝+1

+ � 2 − 2 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠
180°(𝑘𝑘 − 1)

𝑛𝑛

�𝑛𝑛+22 �

𝑘𝑘=2

= 2𝑛𝑛 

 

即可間接說明我們的定理。 

𝑘𝑘 = 𝑛𝑛 時， 

�Δ𝐴𝐴𝑛𝑛𝐴𝐴𝑛𝑛−3−𝑝𝑝𝐴𝐴𝑛𝑛−2−𝑝𝑝� − �Δ𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝐴𝐴𝑛𝑛−𝑝𝑝+1𝐴𝐴𝑛𝑛+2−𝑝𝑝� 

= �Δ𝐴𝐴𝑛𝑛+1𝐴𝐴𝑛𝑛−𝑝𝑝𝐴𝐴𝑛𝑛−𝑝𝑝−1� × �
𝐴𝐴𝑛𝑛𝐴𝐴𝑛𝑛−2−𝑝𝑝
𝐴𝐴𝑛𝑛+1𝐴𝐴𝑛𝑛−𝑝𝑝−1

−
𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝐴𝐴𝑛𝑛−𝑝𝑝+1
𝐴𝐴𝑛𝑛+1𝐴𝐴𝑛𝑛−𝑝𝑝

� 

= �Δ𝐴𝐴𝑛𝑛+1𝐴𝐴𝑛𝑛−𝑝𝑝𝐴𝐴𝑛𝑛−𝑝𝑝−1� ×
1 − 𝐴𝐴𝑛𝑛+1𝐴𝐴𝑛𝑛−𝑝𝑝−1 + 𝐴𝐴𝑛𝑛−𝑝𝑝−1𝐴𝐴𝑛𝑛−2−𝑝𝑝

𝐴𝐴𝑛𝑛+1𝐴𝐴𝑛𝑛−𝑝𝑝−1
 

−�Δ𝐴𝐴𝑛𝑛+1𝐴𝐴𝑛𝑛−𝑝𝑝𝐴𝐴𝑛𝑛−𝑝𝑝−1� ×
1 − 𝐴𝐴𝑛𝑛+1𝐴𝐴𝑛𝑛+1𝐴𝐴𝑛𝑛−𝑝𝑝 + 𝐴𝐴𝑛𝑛−𝑝𝑝+1𝐴𝐴𝑛𝑛−𝑝𝑝

𝐴𝐴𝑛𝑛+1𝐴𝐴𝑛𝑛−𝑝𝑝
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= 2 �
1 − 𝐴𝐴𝑛𝑛+1𝐴𝐴𝑛𝑛−𝑝𝑝−1 + 𝐴𝐴𝑛𝑛−𝑝𝑝−1𝐴𝐴𝑛𝑛−2−𝑝𝑝

𝐴𝐴𝑛𝑛+1𝐴𝐴𝑛𝑛−𝑝𝑝−1
−

1 − 𝐴𝐴𝑛𝑛+1𝐴𝐴𝑛𝑛+1𝐴𝐴𝑛𝑛−𝑝𝑝 + 𝐴𝐴𝑛𝑛−𝑝𝑝+1𝐴𝐴𝑛𝑛−𝑝𝑝
𝐴𝐴𝑛𝑛+1𝐴𝐴𝑛𝑛−𝑝𝑝

� 

= 2�
1 − 𝑟𝑟𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 �180°

𝑛𝑛 − 𝜃𝜃� + 𝑙𝑙𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 �180°
𝑛𝑛 �

𝑟𝑟𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 �180°
𝑛𝑛 − 𝜃𝜃�

−
1 − 𝑟𝑟𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛(𝜃𝜃) + 𝑘𝑘𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 �180°

𝑛𝑛 �
𝑟𝑟𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛(𝜃𝜃) � 

= 2�
1 + 𝑙𝑙𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 �180°

𝑛𝑛 �

𝑟𝑟𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 �180°
𝑛𝑛 − 𝜃𝜃�

−
1 + 𝑘𝑘𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 �180°

𝑛𝑛 �
𝑟𝑟𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛(𝜃𝜃) � 

=
�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛(𝜃𝜃) + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 �180°

𝑛𝑛 − 𝜃𝜃� − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 �180°
𝑛𝑛 ���𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛(𝜃𝜃) + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 �180°

𝑛𝑛 − 𝜃𝜃� + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 �180°
𝑛𝑛 ��

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛(𝜃𝜃)𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 �180°
𝑛𝑛 − 𝜃𝜃�

 

= 2 +
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛2(𝜃𝜃) + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛2 �180°

𝑛𝑛 − 𝜃𝜃� − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛2 �180°
𝑛𝑛 �

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝜃𝜃𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 �180°
𝑛𝑛 − 𝜃𝜃�

 

= 2 +
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛2(𝜃𝜃) − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝜃𝜃𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 �360° − 𝜃𝜃

𝑛𝑛 �

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝜃𝜃𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 �180°
𝑛𝑛 − 𝜃𝜃�

= 2 +
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝜃𝜃 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 �360° − 𝜃𝜃

𝑛𝑛 �

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 �180°
𝑛𝑛 − 𝜃𝜃�

= 2 − 2 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠
180°
𝑛𝑛

 

    而證明完了𝑘𝑘 = 𝑛𝑛的情況，藉由引理 3，易知定理 8 在正六邊形的情況上符合。 

    而由上述三角函式得到的結果，易知若將正六邊形套入定理 5，其得到的三角通式不僅

限於 𝑛𝑛 = 3 。而是對於所有 𝑛𝑛 ∈ 𝑁𝑁 皆成立。而藉由這結果、引理 3，可知若將其六邊形的三

角通式中 𝑛𝑛 = 4 代入，可得到定理 5 在正八邊形的情況皆為正確。而以此方法類推，可得到

定理 5 對於所有正偶數邊形皆為成立。故以此得證。 

伍、結論 

    本研究主要在探討正多邊形固定一點折到其中一邊其圍成的三角形周長和的規律。 

一、 解出原題目並推廣至正五邊形 

引理 1： 

給定一邊長為 1 的正五邊形𝐴𝐴1𝐴𝐴2𝐴𝐴3𝐴𝐴4𝐴𝐴5。取 𝐴𝐴3𝐴𝐴4

上一點 𝐴𝐴4、𝐷𝐷𝐸𝐸���� 垂直平分 𝐴𝐴1𝐴𝐴4������，D、𝐸𝐸 分別為

 𝐴𝐴4𝐴𝐴5�������、𝐴𝐴2𝐴𝐴3������� 上一點。將五邊形 𝐴𝐴1𝐴𝐴5𝐷𝐷𝐸𝐸𝐴𝐴2 沿 𝐷𝐷𝐸𝐸���� 做

對稱。𝐴𝐴1、𝐴𝐴5、𝐷𝐷、𝐸𝐸、𝐴𝐴2分別對稱到𝐴𝐴1’、

𝐴𝐴5’、𝐷𝐷’、𝐸𝐸’、𝐴𝐴2’。 

若𝐴𝐴0 = 𝐴𝐴2’𝐴𝐴4������� ∩ 𝐴𝐴2𝐴𝐴3�������、𝐴𝐴3 = 𝐴𝐴5’𝐴𝐴4������� ∩ 𝐴𝐴5𝐴𝐴4�������， 

則：�Δ𝐴𝐴4𝐴𝐴3𝐴𝐴0� + �Δ𝐴𝐴4𝐴𝐴4𝐴𝐴3� = 2 + 2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛54° 
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二、 將折到對邊的情況推廣到正偶數邊形 

定理 1： 

給定一邊長為 1 的正 2𝑛𝑛 邊形 𝐴𝐴1𝐴𝐴2𝐴𝐴3 …𝐴𝐴2𝑛𝑛。若將 𝐴𝐴1

點折至 𝐴𝐴𝑛𝑛+1𝐴𝐴𝑛𝑛+2������������� 上一點 𝐴𝐴𝑛𝑛+2、沿摺痕 𝐷𝐷𝐸𝐸���� 將 𝐴𝐴2 折至

 𝐴𝐴2’ 。若 𝐴𝐴𝑛𝑛−2 = 𝐴𝐴1’𝐴𝐴2’�������� ∩  𝐴𝐴𝑛𝑛𝐴𝐴𝑛𝑛+1����������� 

則：(1)：�Δ𝐴𝐴𝑛𝑛+1𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝐴𝐴𝑛𝑛−2� = 2 

    (2)：∠𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝐴𝐴1𝐴𝐴𝑛𝑛−2 =
90°
𝑛𝑛

  
𝑛𝑛 = 5 的舉例 

三、 在正偶數邊形中找到其他組三角形可使得周長相加為 2 

定理 2： 

給定一邊長為 1 的正 2𝑛𝑛 邊形 𝐴𝐴1𝐴𝐴2𝐴𝐴3 …𝐴𝐴2𝑛𝑛。若將  

𝐴𝐴1點折至 𝐴𝐴𝑛𝑛+1𝐴𝐴𝑛𝑛+2������������� 上一點 𝐴𝐴𝑛𝑛+2、沿摺痕 𝐷𝐷𝐸𝐸���� 將  

𝐴𝐴
�𝑛𝑛+22 �

 、…𝐴𝐴
�𝑛𝑛+22 �−𝑛𝑛+1

折至 𝐴𝐴
�𝑛𝑛+22 �

 ’ 、…𝐴𝐴
�𝑛𝑛+22 �−𝑛𝑛+1

’。 

則：∀ �𝑛𝑛
2
� + 2 − 𝑛𝑛 ≤ 𝑘𝑘 ≤ �𝑛𝑛

2
� + 1且 𝑘𝑘 ≠ 1 

則：�Δ 𝐴𝐴𝑘𝑘 ’𝐴𝐴𝑛𝑛−2𝑘𝑘+1𝐴𝐴𝑛𝑛−2𝑘𝑘+2� + �Δ 𝐴𝐴𝑛𝑛+𝑘𝑘𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝑘𝑘−3𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝑘𝑘−4� = 2 
 

𝑛𝑛 = 5 的舉例 

四、 將折到對邊的規律推廣至正奇數邊形 

引理 2 

 

圖（三）𝑛𝑛 = 3 的舉例 

    設 𝐴𝐴𝑛𝑛+1𝐴𝐴𝑛𝑛+2������������� 上有兩定點 𝑃𝑃1、𝑃𝑃2 ，而將 𝐴𝐴1 分別

折到 𝑃𝑃1、𝑃𝑃2 上。而此時同樣也會將𝐴𝐴�𝑛𝑛+22 �、

𝐴𝐴�𝑛𝑛+22 �−1、… …𝐴𝐴2−�𝑛𝑛+22 � 折到 𝐴𝐴′�𝑛𝑛+22 � … …𝐴𝐴′2−�𝑛𝑛+22 �  

則�Δ𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝐴𝐴𝑛𝑛+1� 

=
𝑃𝑃2𝐴𝐴𝑛𝑛+2����������Δ𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝑃𝑃1𝐴𝐴𝑛𝑛+1�

𝑃𝑃2𝐴𝐴𝑛𝑛+2 + 𝑃𝑃1𝐴𝐴𝑛𝑛+2
+
𝑃𝑃1𝐴𝐴𝑛𝑛+2����������Δ𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝑃𝑃2𝐴𝐴𝑛𝑛+1�

𝑃𝑃2𝐴𝐴𝑛𝑛+2 + 𝑃𝑃1𝐴𝐴𝑛𝑛+2
 

若且唯若 𝐴𝐴𝑛𝑛+2 ∈ 𝑃𝑃1𝑃𝑃2������。反之，若𝐴𝐴𝑛𝑛+2 ∉ 𝑃𝑃1𝑃𝑃2������ 

則比例變為外分比，如下�Δ𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝐴𝐴𝑛𝑛+1� 

= |
𝑃𝑃2𝐴𝐴𝑛𝑛+2����������Δ𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝑃𝑃1𝐴𝐴𝑛𝑛+1�

𝑃𝑃2𝐴𝐴𝑛𝑛+2 + 𝑃𝑃1𝐴𝐴𝑛𝑛+2
−
𝑃𝑃1𝐴𝐴𝑛𝑛+2����������Δ𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝑃𝑃2𝐴𝐴𝑛𝑛+1�

𝑃𝑃2𝐴𝐴𝑛𝑛+2 + 𝑃𝑃1𝐴𝐴𝑛𝑛+2
| 
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      藉由這個性質說明定理 3 

定理 3： 

給定一邊長為 1 的正 2𝑛𝑛 + 1 邊形 𝐴𝐴1𝐴𝐴2𝐴𝐴3 …𝐴𝐴2𝑛𝑛+1。若將  

𝐴𝐴1點折至 𝐴𝐴𝑛𝑛+1𝐴𝐴𝑛𝑛+2������������� 上一點 𝐴𝐴𝑛𝑛+2、沿摺痕 𝐷𝐷𝐸𝐸���� 將  

𝐴𝐴�𝑛𝑛+22 �、… …𝐴𝐴2−�𝑛𝑛+22 � 折到 𝐴𝐴′�𝑛𝑛+22 �、… …𝐴𝐴′2−�𝑛𝑛+22 � 則： 

�Δ𝐴𝐴𝑛𝑛+1𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝐴𝐴𝑛𝑛−2� + �Δ𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝐴𝐴𝑛𝑛+1� = 2 + 2 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛
90(2𝑛𝑛 − 1)

2𝑛𝑛 + 1
° 𝑛𝑛 = 3 的舉例 

 

五、 將定理 2 中的結果類推到定理 4 

定理 4： 

給定一邊長為 1 的正 2𝑛𝑛 + 1 邊形 𝐴𝐴1𝐴𝐴2𝐴𝐴3 …𝐴𝐴2𝑛𝑛+1。若將  

𝐴𝐴1點折至 𝐴𝐴𝑛𝑛+1𝐴𝐴𝑛𝑛+2������������� 上一點 𝐴𝐴𝑛𝑛+2、沿摺痕 𝐷𝐷𝐸𝐸���� 將  

𝐴𝐴�𝑛𝑛+22 �、… …𝐴𝐴2−�𝑛𝑛+22 � 折到 𝐴𝐴′�𝑛𝑛+22 �、… …𝐴𝐴′2−�𝑛𝑛+22 � 則： 

∀ 𝑛𝑛 + 1 ≥ 𝑘𝑘 ≥ �
𝑛𝑛 + 2

2
� + 1， �Δ𝐴𝐴𝑘𝑘𝐴𝐴𝑘𝑘−[𝑛𝑛+1]

2 −2
𝐴𝐴
𝑘𝑘−[𝑛𝑛+1]

2 −1
� + �Δ𝐴𝐴2−𝑘𝑘𝐴𝐴−𝑘𝑘+[𝑛𝑛+1]

2
𝐴𝐴
−1−𝑘𝑘+[𝑛𝑛+1]

2
� 

= 2 + 2 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠
180°(𝑛𝑛 − 𝑘𝑘 + 2)

2𝑛𝑛 + 1
、∀ �

𝑛𝑛 + 2
2

� ≥ 𝑘𝑘 ≥ 2， 

�Δ𝐴𝐴′𝑘𝑘𝐴𝐴𝑘𝑘−[𝑛𝑛+1]
2 −2

𝐴𝐴
𝑘𝑘−[𝑛𝑛+1]

2 −1
� + �Δ𝐴𝐴′2−𝑘𝑘𝐴𝐴−𝑘𝑘+[𝑛𝑛+1]

2
𝐴𝐴
−1−𝑘𝑘+[𝑛𝑛+1]

2
� = 2 − 2 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠

180°𝑘𝑘
2𝑛𝑛 + 1

 

 

六、 找到在正偶數邊形中，折到對邊時，其他有規律的三角形配組 

定理 5： 

給定一邊長為 1 的正 2𝑛𝑛 邊形 𝐴𝐴1𝐴𝐴2𝐴𝐴3 …𝐴𝐴2𝑛𝑛。若將  

𝐴𝐴1點折至 𝐴𝐴𝑛𝑛+1𝐴𝐴𝑛𝑛+2������������� 上一點 𝐴𝐴𝑛𝑛+2、沿摺痕 𝐷𝐷𝐸𝐸���� 將  

𝐴𝐴�𝑛𝑛+22 � 、…𝐴𝐴�𝑛𝑛+22 �−𝑛𝑛+1折至 𝐴𝐴�𝑛𝑛+22 � ’ 、…𝐴𝐴�𝑛𝑛+22 �−𝑛𝑛+1’。則： 

∀ 𝑛𝑛 + 1 ≥ 𝑘𝑘 ≥ �
𝑛𝑛 + 2

2
� + 1， 

�Δ𝐴𝐴𝑘𝑘𝐴𝐴2𝑘𝑘−𝑛𝑛−4𝐴𝐴2𝑘𝑘−𝑛𝑛−3� + �Δ𝐴𝐴2−𝑘𝑘𝐴𝐴𝑛𝑛−2𝑘𝑘𝐴𝐴𝑛𝑛−2𝑘𝑘+1� = 2 + 2 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠
180°(𝑛𝑛 − 𝑘𝑘 + 1)

𝑛𝑛
 

∀ �
𝑛𝑛 + 2

2
� ≥ 𝑘𝑘 ≥ 2， 

�Δ𝐴𝐴′𝑘𝑘𝐴𝐴𝑛𝑛−2𝑘𝑘+1𝐴𝐴𝑛𝑛−2𝑘𝑘+2� + �Δ𝐴𝐴′2−𝑘𝑘𝐴𝐴−𝑛𝑛+2𝑘𝑘−3𝐴𝐴−𝑛𝑛+2𝑘𝑘−2� = 2 − 2 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠
180°(𝑘𝑘 − 1)

𝑛𝑛
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七、  將折到對邊的情況中的定理 1：推廣到折到其他鄰邊 

定理 6： 

給定一邊長為 1 的正 2𝑛𝑛 邊形 𝐴𝐴1𝐴𝐴2𝐴𝐴3 …𝐴𝐴2𝑛𝑛。若將 𝐴𝐴1
點折至 𝐴𝐴𝑛𝑛+𝑝𝑝𝐴𝐴𝑛𝑛+𝑝𝑝+1���������������� 上一點 𝐴𝐴𝑛𝑛+𝑝𝑝+1、沿摺痕 𝐷𝐷𝐸𝐸���� 將

 𝐴𝐴𝑝𝑝+1 折至 𝐴𝐴𝑝𝑝+1’ 。若 𝐴𝐴𝑛𝑛−2 = 𝐴𝐴1’𝐴𝐴2’�������� ∩  𝐴𝐴𝑛𝑛𝐴𝐴𝑛𝑛+1����������� 

則：(1)：�Δ𝐴𝐴𝑛𝑛+1𝐴𝐴𝑛𝑛−𝑝𝑝𝐴𝐴𝑛𝑛−𝑝𝑝−1� = 2 

    (2)：∠𝐴𝐴𝑛𝑛−𝑝𝑝𝐴𝐴1𝐴𝐴𝑛𝑛−𝑝𝑝−1 =
90°
𝑛𝑛

 
 

𝑛𝑛 = 5 的舉例 

 

八、  將定理 2 推廣 

定理 7： 

給定一邊長為 1 的正 2𝑛𝑛 邊形 𝐴𝐴1𝐴𝐴2𝐴𝐴3 …𝐴𝐴2𝑛𝑛。若將 𝐴𝐴1 點折至

 𝐴𝐴𝑛𝑛+𝑝𝑝𝐴𝐴𝑛𝑛+𝑝𝑝+1���������������� 上一點 𝐴𝐴𝑛𝑛+𝑝𝑝+1、沿摺痕 𝐷𝐷𝐸𝐸���� 將 

𝐴𝐴
�𝑛𝑛+𝑝𝑝+12 �

 、…𝐴𝐴
�𝑛𝑛+𝑝𝑝+12 �−𝑛𝑛+1

折至 𝐴𝐴
�𝑛𝑛+𝑝𝑝+12 �

’ 、…𝐴𝐴
�𝑛𝑛+𝑝𝑝+12 �−𝑛𝑛+1

’。 

則：∀ �𝑛𝑛+𝑝𝑝+1
2

� − 𝑛𝑛 + 1 ≤ 𝑘𝑘 ≤ �𝑛𝑛+𝑝𝑝+1
2

�且 𝑘𝑘 ≠ 1 

�Δ 𝐴𝐴𝑛𝑛+𝑘𝑘𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝑘𝑘−(𝑝𝑝+2)𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝑘𝑘−(𝑝𝑝+3)� − �Δ 𝐴𝐴𝑘𝑘 ’𝐴𝐴𝑛𝑛−2𝑘𝑘+𝑝𝑝𝐴𝐴𝑛𝑛−2𝑘𝑘+𝑝𝑝+1� = 2 

若且唯若2 ≤ 𝑘𝑘 ≤ 𝑝𝑝；反之，當 2 ≥ 𝑘𝑘 或 𝑘𝑘 ≥ 𝑝𝑝 時 

�Δ 𝐴𝐴𝑛𝑛+𝑘𝑘𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝑘𝑘−(𝑝𝑝+2)𝐴𝐴𝑛𝑛+2𝑘𝑘−(𝑝𝑝+3)� + �Δ 𝐴𝐴𝑘𝑘 ’𝐴𝐴𝑛𝑛−2𝑘𝑘+𝑝𝑝𝐴𝐴𝑛𝑛−2𝑘𝑘+𝑝𝑝+1� = 2 

 

𝑛𝑛 = 5 的舉例 

 
九、 

定理 8： 

給定一邊長為 1 的正 2𝑛𝑛 + 1 邊形 𝐴𝐴1𝐴𝐴2𝐴𝐴3 …𝐴𝐴2𝑛𝑛+1。若將  

𝐴𝐴1點折至 𝐴𝐴𝑝𝑝−1𝐴𝐴𝑝𝑝���������� 上一點 𝐴𝐴𝑝𝑝，此時 2𝑛𝑛 + 1 ≥ 𝑝𝑝 ≥ 𝑛𝑛 + 2、沿摺痕 𝐷𝐷𝐸𝐸���� 將  

𝐴𝐴�𝑝𝑝2�
、… …𝐴𝐴𝑝𝑝−𝑛𝑛−�𝑝𝑝2�

 折到 𝐴𝐴′�𝑝𝑝2�
、… …𝐴𝐴′𝑝𝑝−𝑛𝑛−�𝑝𝑝2�

，則：  

∀ 𝑛𝑛 + 1 ≥ 𝑘𝑘 ≥ �
𝑝𝑝
2
� + �

𝑛𝑛
2
� + 2 

�Δ𝐴𝐴𝑘𝑘𝐴𝐴2𝑘𝑘−𝑛𝑛−4−𝑝𝑝𝐴𝐴2𝑘𝑘−𝑛𝑛−3−𝑝𝑝� + �Δ𝐴𝐴2−𝑘𝑘𝐴𝐴𝑛𝑛−2𝑘𝑘−3−𝑝𝑝𝐴𝐴𝑛𝑛−2𝑘𝑘−2−𝑝𝑝� = 2 + 2 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠
180°(𝑛𝑛 − 𝑘𝑘 + 2)

2𝑛𝑛 + 1
、 

∀ �
𝑝𝑝
2
� − 𝑛𝑛 + 1 ≥ 𝑘𝑘 ≥ 2 

�Δ𝐴𝐴′𝑘𝑘𝐴𝐴𝑛𝑛−2𝑘𝑘+1+𝑝𝑝𝐴𝐴𝑛𝑛−2𝑘𝑘+2+𝑝𝑝�+ �Δ𝐴𝐴′2−𝑘𝑘𝐴𝐴−𝑛𝑛+2𝑘𝑘−3+𝑝𝑝𝐴𝐴−𝑛𝑛+2𝑘𝑘−4+𝑝𝑝� = 2 − 2 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠
180°𝑘𝑘
2𝑛𝑛 + 1
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十、

定理 9： 

給定一邊長為 1 的正 2𝑛𝑛 + 1 邊形 𝐴𝐴1𝐴𝐴2𝐴𝐴3 …𝐴𝐴2𝑛𝑛+1。若將  

𝐴𝐴1點折至 𝐴𝐴𝑝𝑝−1𝐴𝐴𝑝𝑝���������� 上一點 𝐴𝐴𝑝𝑝，此時 2𝑛𝑛 + 1 ≥ 𝑝𝑝 ≥ 𝑛𝑛 + 2、沿摺痕 𝐷𝐷𝐸𝐸���� 將

𝐴𝐴�𝑝𝑝2�
、… …𝐴𝐴𝑝𝑝−𝑛𝑛−�𝑝𝑝2�

 折到 𝐴𝐴′�𝑝𝑝2�
、… …𝐴𝐴′𝑝𝑝−𝑛𝑛−�𝑝𝑝2�

，則：∀ 2 ≥ 𝑘𝑘 ≥ 𝑝𝑝 − 𝑛𝑛 − �
𝑝𝑝
2
� 

�Δ𝐴𝐴′𝑘𝑘𝐴𝐴𝑛𝑛−2𝑘𝑘+3+𝑝𝑝𝐴𝐴𝑛𝑛−2𝑘𝑘+4+𝑝𝑝� − �Δ𝐴𝐴′2−𝑘𝑘𝐴𝐴−𝑛𝑛+2𝑘𝑘−3+𝑝𝑝𝐴𝐴−𝑛𝑛+2𝑘𝑘−4+𝑝𝑝�

= 2 − 2 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠
180°𝑘𝑘
2𝑛𝑛 + 1

十一、

定理 10： 

給定一邊長為 1 的正 2𝑛𝑛 邊形 𝐴𝐴1𝐴𝐴2𝐴𝐴3 …𝐴𝐴2𝑛𝑛。若將 

𝐴𝐴𝑛𝑛+𝑝𝑝𝐴𝐴𝑛𝑛+𝑝𝑝+1���������������� 上一點 𝐴𝐴𝑛𝑛+𝑝𝑝+1、沿摺痕 𝐷𝐷𝐸𝐸���� 將 

𝐴𝐴
�𝑛𝑛+𝑝𝑝+12 �

 、…𝐴𝐴
�𝑛𝑛+𝑝𝑝+12 �−𝑛𝑛+1

折至 𝐴𝐴
�𝑛𝑛+𝑝𝑝+12 �

’ 、…𝐴𝐴
�𝑛𝑛+𝑝𝑝+12 �−𝑛𝑛+1

’。 

∀ 2 ≤ 𝑘𝑘 ≤ 𝑝𝑝， 

�Δ𝐴𝐴𝑘𝑘𝐴𝐴2𝑘𝑘−𝑛𝑛−3−𝑝𝑝𝐴𝐴2𝑘𝑘−𝑛𝑛−2−𝑝𝑝� − �Δ𝐴𝐴2−𝑘𝑘𝐴𝐴𝑛𝑛−2𝑘𝑘−𝑝𝑝+1𝐴𝐴𝑛𝑛−2𝑘𝑘+2−𝑝𝑝� = 2 + 2 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠
180°(𝑛𝑛 − 𝑘𝑘 + 1)

𝑛𝑛
∀2 ≥ 𝑘𝑘 ∪ 𝑘𝑘 ≥ 𝑝𝑝 

�Δ𝐴𝐴′𝑘𝑘𝐴𝐴𝑛𝑛−2𝑘𝑘+2−𝑝𝑝𝐴𝐴𝑛𝑛−2𝑘𝑘+3−𝑝𝑝�+ �Δ𝐴𝐴′2−𝑘𝑘𝐴𝐴−𝑛𝑛+2𝑘𝑘−2−𝑝𝑝𝐴𝐴−𝑛𝑛+2𝑘𝑘−1−𝑝𝑝� = 2 − 2 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠
180°(𝑘𝑘 − 1)

𝑛𝑛
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幾何配數歸，碰出新滋味

高中職組-數學科



前言
動機：

研究目的：

1. 探討若在正多邊形中做相似的幾何操作，是否存在著如原題目正方形中，周長與邊長的比例關係

2. 正多邊形中周長與邊長的規律，是否能以其他的三角形配組形成相似的規律

3. 正多邊形中，若對除了對邊以外的任意邊作相同操作，是否也能類推至同樣的結果

以下列此題出發：「如右圖，給一單位正方形𝐴1𝐴2𝐴3𝐴4、取𝐴3𝐴4上一點

𝐵4，其對稱軸交 𝐴1𝐴4、𝐴2𝐴3 於 𝐷、𝐸。將 𝐴1𝐷𝐸𝐴2 沿 𝐷𝐸 折至 𝐴1
′𝐷𝐸𝐴2

′ 。

若 𝐴1
′𝐴2

′ 交 𝐴2𝐴3於 𝐶0則試證： Δ𝐵4𝐴3𝐶0 = 2𝐴1𝐴2。」



名詞定義
定義1：折點

給一正 𝑛邊形𝐴1𝐴2𝐴3…𝐴𝑛，若將 𝐴1 折至正 𝑛邊形上一邊 𝐴𝑚−1𝐴𝑚的一點。則

定義該點為𝐵𝑚。

定義2：線邊交點

給一正 𝑛邊形𝐴1𝐴2𝐴3…𝐴𝑛。若將 𝐴點折至 𝐴𝑚−1𝐴𝑚 上 𝐵𝑚、𝑚 ≥
𝑛

2
+ 2。

沿摺痕 𝐷𝐸將 𝐴
[
𝑚

2
]
、𝐴 𝑚

2
−1
… 𝐴 𝑚

2
−𝑛+1

折至 𝐴
[
𝑚

2
]
’、𝐴 𝑚

2
−1
’ …𝐴 𝑚

2
−𝑛+1

’。

則定義𝐶0 = 𝐴 𝑚

2

’𝐸 ∩ 𝐴 𝑚

2
+1
𝐴 𝑚

2
+2
、𝐶𝑛−1 = 𝐷、𝐶−1 = 𝐸 ∀𝑛 − 2 ≥ 𝑘 ≥ 1，

𝐶𝑘 = 𝐴 𝑚

2
−

𝑘

2

’𝐴 𝑚

2
−

𝑘

2
+1
’ ∩ 𝐴 𝑚

2
+

𝑘

2

𝐴 𝑚

2
+

𝑘

2
+1
’，此時 𝐵𝑚 = 𝐶 𝑚

2

= 𝐶 𝑚

2
−1

定義3：三角形周長

𝛥𝐴𝐵𝐶 代表𝛥𝐴𝐵𝐶的周長

定義4：模系表示法：

若今給定一個正 𝑛邊形𝐴1𝐴2𝐴3…𝐴𝑛。則定義 ∀𝑚、𝑘 ∈ 𝑍、1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛。

𝐴𝑚 = 𝐴𝑘 若且唯若𝑚 ≡ 𝑘(𝑚𝑜𝑑 𝑛)。同樣 𝐶𝑚 = 𝐶𝑘若且唯若𝑚 ≡ 𝑘(𝑚𝑜𝑑 𝑛)。



五邊形初步探討
簡述：

給一單位正五邊形𝐴1𝐴2𝐴3𝐴4𝐴5如圖標點，發現若將 𝛥𝐵4𝐴3𝐶0 +

𝛥𝐵4𝐴4𝐶3 。其得到的值為3.6180339…。而若將此值減去2，即可得到

我們熟悉的黃金比例：1.618…。

而與五邊形的關係就在於𝑠𝑖𝑛54° =
5 + 1

4

於是我們可以知道，其兩三角形的周長和為：2 + 2𝑠𝑖𝑛54°。

引理1：

給定一邊長為1的正五邊形𝐴1𝐴2𝐴3𝐴4𝐴5。取 𝐴3𝐴4上一點 𝐵4、𝐷𝐸垂直

平分 𝐴1𝐵4，D、𝐸 分別為 𝐴4𝐴5、𝐴2𝐴3 上一點。將五邊形 𝐴1𝐴5𝐷𝐸𝐴2

沿 𝐷𝐸 做對稱。𝐴1、𝐴5、𝐷、𝐸、𝐴2分別對稱到 𝐴1’、𝐴5’、𝐷’、𝐸’、𝐴2’。

若𝐶0 = 𝐴2’𝐵4 ∩ 𝐴2𝐴3、𝐶3 = 𝐴5’𝐵4 ∩ 𝐴5𝐴4，

則： 𝛥𝐵4𝐴3𝐶0 + 𝛥𝐵4𝐴4𝐶3 = 2 + 2𝑠𝑖𝑛54°



窮舉正多邊形得到的規律(定理1及定理3)

𝑛為偶數的情況：

可推測對於所有正偶數邊形，在將頂點折到對邊時

折點右邊的三角形周長必為正偶數邊形周長的兩倍

𝑛為偶數的情況：

可推測對於所有正偶數邊形，在將頂點折到對邊時

折點右邊的三角形周長必為正偶數邊形周長的兩倍

𝑛 3 5 7 9 11

Δ𝐴 𝑛
2
+1
𝐵 𝑛

2
+2
𝐶 𝑛

2
−2

+

Δ𝐴 𝑛
2
+2
𝐵 𝑛

2
+2
𝐶 𝑛

2
+1

3 3.618 3.802 3.879 3.919

𝑛 4 6 8 10 12

Δ𝐴𝑛
2+1

𝐵𝑛
2+2

𝐶𝑛
2−2

2 2 2 2 2
以此正十邊形為例：

其折點右邊的三角形

Δ𝐴6𝐵7𝐶3 =2

我們也發現∠𝐵7𝐴1𝐶4 = 18°

以此正七邊形為例：

Δ𝐴4𝐵5𝐶1 + Δ𝐴5𝐵5𝐶4

= 2 + 2 𝑐𝑜𝑠
180°

7

而不僅未像正偶數邊形

找到角度的規律

三角形的配組情況也不同



𝑛 9 11 13 15

𝛥𝐴𝑘+1𝐶𝑘−2𝐶𝑘−1 +

𝛥𝐴1−𝑘𝐶−𝑘𝐶−𝑘−1
2 + 2𝑐𝑜𝑠

180

9
° 2 + 2𝑐𝑜𝑠

180

11
° 2 + 2𝑐𝑜𝑠

180

11
° 2 + 2𝑐𝑜𝑠

180

15
°

𝛥𝐴′2𝐶𝑘−3𝐶𝑘−2

+ 𝛥𝐴′0𝐶1−𝑘𝐶−𝑘
2－2𝑐𝑜𝑠

360

9
° 2－2𝑐𝑜𝑠

360

11
° 2－2𝑐𝑜𝑠

360

11
° 2－2𝑐𝑜𝑠

360

15
°

𝛥𝐴𝑘𝐶𝑘−4𝐶𝑘−3 +

𝛥𝐴2−𝑘𝐶−𝑘+2𝐶−𝑘+1
2 + 2𝑐𝑜𝑠

360

9
° 2 + 2𝑐𝑜𝑠

360

11
° 2 + 2𝑐𝑜𝑠

360

11
° 2 + 2𝑐𝑜𝑠

360

15
°

𝛥𝐴′3𝐶𝑘−5𝐶𝑘−4

+ 𝛥𝐴′−1𝐶3−𝑘𝐶2−𝑘
2－2𝑐𝑜𝑠

540

9
° 2－2𝑐𝑜𝑠

540

11
° 2－2𝑐𝑜𝑠

540

11
° 2－2𝑐𝑜𝑠

540

15
°

正奇數邊形不同三角形的配組(定理4)

如這裡以正九邊形為例：

Δ𝐴5𝐶2𝐶3 + Δ𝐴−3𝐶−4𝐶−5 ＝2 +
5 + 1

2

Δ𝐴′2𝐶1𝐶2 + Δ𝐴′0𝐶−3𝐶−4 = 2 −
5 + 1

2

Δ𝐴4𝐶0𝐶1 + Δ𝐴−2𝐶−2𝐶−3 = 2 +
5 − 1

2

Δ𝐴′3𝐶0𝐶−1 + Δ𝐴′−1𝐶7𝐶8 = 2 −
5 − 1

2
在這裡 𝑘=[

𝑛 − 1

2
]



𝑛 8 10 12 14

Δ𝐴𝑛
2+2

𝐵𝑛
2+2

𝐶𝑛
2+1

+ Δ𝐴𝑛
2
𝐶𝑛
2−4

𝐶𝑛
2−3

2 + 2 2 +
5 + 1

2
2 + 3 2 + 2𝑐𝑜𝑠

360

14
°

Δ𝐴′2𝐶𝑛
2−3

𝐶𝑛
2−2

+ Δ𝐴′0𝐶𝑛
2+1

𝐶𝑛
2+2

2 − 2 2 −
5 + 1

2
2 − 3 2 − 2𝑐𝑜𝑠

360

14
°

Δ𝐴𝑛
2+3

𝐶𝑛
2+2

𝐶𝑛
2+3

+ Δ𝐴𝑛
2−1

𝐶𝑛
2−6

𝐶𝑛
2−5

0 2 +
5 − 1

2
3 2 + 2𝑐𝑜𝑠

720

14
°

Δ𝐴′3𝐶𝑛
2−5

𝐶𝑛
2−4

+ Δ𝐴′−1𝐶𝑛
2+3

𝐶𝑛
2+4

0 2 −
5 − 1

2
1 2 − 2𝑐𝑜𝑠

720

14
°

正偶數邊形不同三角形的配組(定理5)

如這裡以正十邊形為例：

Δ𝐴7𝐵7𝐶6 + Δ𝐴5𝐶2𝐶1 ＝2 +
5 + 1

2

Δ𝐴′2𝐶3𝐶2 + Δ𝐴′0𝐶7𝐶6 = 2 −
5 + 1

2

Δ𝐴8𝐶8𝐶7 + Δ𝐴4𝐶−1𝐶0 = 2 +
5 − 1

2

Δ𝐴′3𝐶0𝐶1 + Δ𝐴′−1𝐶8𝐶9 = 2 −
5 − 1

2



將規律推廣至折至任意邊
定理6、7：

一給定邊長為1的正 2𝑛邊形 𝐴1𝐴2𝐴3…𝐴2𝑛。若將 𝐴1點折至

𝐴𝑛+𝑝𝐴𝑛+𝑝+1 上一點 𝐵𝑛+𝑝+1、沿摺痕 𝐷𝐸將 𝐴𝑝+1 折至 𝐴𝑝+1’。若

𝐶𝑛−2 = 𝐴1’𝐴2’ ∩ 𝐴𝑛𝐴𝑛+1

則： 1 ： Δ𝐴𝑛+1𝐶𝑛−𝑝𝐶𝑛−𝑝−1 = 2、 2 ：∠𝐶𝑛−𝑝𝐴1𝐶𝑛−𝑝−1 =
90°

𝑛

∀
𝑛 + 𝑝 + 1

2
− 𝑛 + 1 ≤ 𝑘 ≤

𝑛 + 𝑝 + 1

2

Δ 𝐴𝑛+𝑘𝐶𝑛+2𝑘− 𝑝+2 𝐶𝑛+2𝑘−(𝑝+3) − Δ 𝐴𝑘 ’𝐶𝑛−2𝑘+𝑝𝐶𝑛−2𝑘+𝑝+1 = 2

若且唯若2 ≤ 𝑘 ≤ 𝑝；反之，當 1 ≥ 𝑘或 𝑘 ≥ 𝑝 + 1時

Δ 𝐴𝑛+𝑘𝐶𝑛+2𝑘− 𝑝+2 𝐶𝑛+2𝑘−(𝑝+3) + Δ 𝐴𝑘 ’𝐶𝑛−2𝑘+𝑝𝐶𝑛−2𝑘+𝑝+1 = 2



將規律推廣至折至任意邊
定理8：

給定一邊長為1的正 2𝑛 + 1邊形 𝐴1𝐴2𝐴3…𝐴2𝑛+1。若將

𝐴1點折至 𝐴𝑝−1𝐴𝑝 上一點 𝐵𝑝，此時 2𝑛 + 1 ≥ 𝑝 ≥ 𝑛 + 2、沿摺痕

𝐷𝐸將 𝐴 𝑝

2

、……𝐴
𝑝−𝑛−

𝑝

2

折到𝐴′ 𝑝

2

、……𝐴′
𝑝−𝑛−

𝑝

2

，則：

∀ 𝑛 + 1 ≥ 𝑘 ≥
𝑝

2
+

𝑛

2
+ 2：2 + 2 𝑐𝑜𝑠

180° 𝑛 − 𝑘 + 2

2𝑛 + 1

＝ Δ𝐴𝑘𝐶2𝑘−𝑛−4−𝑝𝐶2𝑘−𝑛−3−𝑝 + Δ𝐴2−𝑘𝐶𝑛−2𝑘−3−𝑝𝐶𝑛−2𝑘−2−𝑝 ；

∀
𝑝

2
− 𝑛 + 1 ≥ 𝑘 ≥ 2：2 − 2 𝑐𝑜𝑠

180°𝑘

2𝑛 + 1

= Δ𝐴′𝑘𝐶𝑛−2𝑘+1+𝑝𝐶𝑛−2𝑘+2+𝑝 + Δ𝐴′2−𝑘𝐶−𝑛+2𝑘−3+𝑝𝐶−𝑛+2𝑘−4+𝑝



將規律推廣至折至任意邊
定理9：

給定一邊長為1的正 2𝑛 + 1邊形 𝐴1𝐴2𝐴3…𝐴2𝑛+1。若將

𝐴1點折至 𝐴𝑝−1𝐴𝑝 上一點 𝐵𝑝，此時 2𝑛 + 1 ≥ 𝑝 ≥ 𝑛 + 2、沿摺痕

𝐷𝐸將 𝐴 𝑝

2

、……𝐴
𝑝−𝑛−

𝑝

2

折到 𝐴′ 𝑝

2

、……𝐴′
𝑝−𝑛−

𝑝

2

，

則：∀ 2 ≥ 𝑘 ≥ 𝑝 − 𝑛 −
𝑝

2
：2 − 2 𝑐𝑜𝑠

180°𝑘

2𝑛 + 1

＝ Δ𝐴′𝑘𝐶𝑛−2𝑘+3+𝑝𝐶𝑛−2𝑘+4+𝑝 − Δ𝐴′2−𝑘𝐶−𝑛+2𝑘−3+𝑝𝐶−𝑛+2𝑘−4+𝑝

與定理8不同的是，這裡 𝑘對應的範圍不同

而差別在於， 𝑘在定理9的情況下是指兩三角形在正多邊形同側



將規律推廣至折至任意邊
定理10：

給定一邊長為1的正 2𝑛邊形 𝐴1𝐴2𝐴3…𝐴2𝑛。若將

𝐴𝑛+𝑝𝐴𝑛+𝑝+1 上一點 𝐵𝑛+𝑝+1、沿摺痕 𝐷𝐸將

𝐴 𝑛+𝑝+1
2
、…𝐴 𝑛+𝑝+1

2 −𝑛+1
折到 𝐴 𝑛+𝑝+1

2
’、…𝐴 𝑛+𝑝+1

2 −𝑛+1
’。

∀ 2 ≤≤ 𝑝， Δ𝐴𝑘𝐶2𝑘−𝑛−3−𝑝𝐶2𝑘−𝑛−2−𝑝 − Δ𝐴2−𝑘𝐶𝑛−2𝑘−𝑝+1𝐶𝑛−2𝑘+2−𝑝

= 2 + 2 𝑐𝑜𝑠
180°(𝑛 − 𝑘 + 1)

𝑛

∀2 ≥ 𝑘 ∪ 𝑝， Δ𝐴′𝑘𝐶𝑛−2𝑘+2−𝑝𝐶𝑛−2𝑘+3−𝑝 + Δ𝐴′2−𝑘𝐶−𝑛+2𝑘−2−𝑝𝐶−𝑛+2𝑘−1−𝑝

= 2 − 2 𝑐𝑜𝑠
180°(𝑘 − 1)

𝑛
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