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摘要 

若<bx>有 n 項，且<ax>的滿足
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，將<ax>以項數與其值繪於

坐標平面並根據分布情況將點連線，圖形似鋸齒狀函數。 

將原本散布圖的點經適當「不等量」平移後，再利用分段拼接概念，結合「取整函數」

來設計一函數，使其能讓兩條異號的領導係數線段交替出現，形成鋸齒狀函數的圖形，最後

再將點「不等量」平移回原本位置，即得一函數涵括所有點。 

本研究將<bx>設定在不同條件下，分別可根據 n 值區分四類情況：n=4k,4k+1,4k+2,4k+3，

k 為正整數；在不同 n 值，其<ax>的一般項有著巧妙的異同處。 

最後再將 bx推廣到多項式函數，進而找到可行方法來求得對應的一般項 ax。 

 

壹、研究動機 

在翻閱 AMC12 的題目時，我們在1990 年那份看到一個有趣的問

題：10個人圍成一圈，每人挑選一個數字並將此數字告訴自己左右兩邊

的人，然後每個人說出自己兩旁的人所選數字的平均值，右圖為每個人

所說出之平均值(非原來選的數字)，則說出平均值 6 的那個人所選數字

為何？(如圖 1) 

我們好奇：是否能夠求出每個人原本挑選的數字，於是我們開始動

手進行研究，除解出原題答案，希望能更進一步推廣延伸，找到一般公

式解。 

 
貳、研究目的 

設有 n個人圍成一圈，有 xa< >、 xb< >兩數列，其中： xa 為第 x 個人所挑的數字， xb 為

第 x 個人兩旁的人所挑的數字之平均值。 

一、若 xb< >為等差數列，且 xb x= 時，則數列 xa< >的一般式為何。 

二、若 xb< >為等差數列，且 xb px q= + 時，則數列 xa< >的一般式為何。 

三、若 xb< >為階差數列，且 2
xb x= 時，則數列 xa< >的一般式為何。 

四、數列 xb< >滿足 xb 為任意多項式時，是否有方法能求得 xa< >的一般式。 
 
 
 

圖 1 
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參、研究設備器材 

繪圖軟體(GeogeBra、Desmos)，電腦程式(Ｃ++語言)，紙，筆。 

 

 

肆、研究方法及步驟 

在1990年AMC12的題目，我們的解法為：假設 ix 為「說出" "i (左右兩人所挑選數字的

平均值)的人所選之數字」，其中 1, 2 , 3 , ,10i =  。依據題意可以列出以下式子： 

10 2
1 ( ) 1
2

a a+ = ， 2 4
1 ( ) 3
2

a a+ = ， 4 6
1 ( ) 5
2

a a+ = ， 6 8
1 ( ) 7
2

a a+ = ， 8 10
1 ( ) 9
2

a a+ = ， 

1 3
1 ( ) 2
2

a a+ = ， 3 5
1 ( ) 4
2

a a+ = ， 5 7
1 ( ) 6
2

a a+ = ， 7 9
1 ( ) 8
2

a a+ = ， 9 1
1 ( ) 10
2

x a+ = 。 

將前五式相加可得 2 4 6 8 10 25a a a a a+ + + + = ，又 2 4 6a a+ = ， 8 10 18a a+ =  

6 25 6 18 1a∴ = − − = ，且 6 8 8 8
1 17 ( ) (1 ) 13
2 2

a a a a= + = + ⇒ =  

我們發現：當 n為奇數時，只要求出其中1人的數字，即可求出其他所有人的數字；而當 n

為偶數時，則必須要求得其中 2人(此兩人必須在奇偶不同位置)的數字，方可求出其他所有

人的數字。將以上的解代回上述各式可得： 2 3a = − ， 4 9a = ， 6 1a = ， 8 13a = ， 10 5a = 。 

同理，將後五式相加得 1 3 5 7 9 30a a a a a+ + + + = ，又 1 3 4a a+ = ， 7 9 16a a+ = ， 

5 30 4 16 10a∴ = − − = ，再將解代回各式可得 1 6a = ， 3 2a = − ， 5 10a = ， 7 2a = ， 9 14a = 。 

若令 ia 為一數列 xa< >的第 i項，其中： 

1 6a = ， 2 3a = − ， 3 2a = − ， 4 9a = ， 5 10a = ，

6 1a = ， 7 2a = ， 8 13a = ， 9 14a = ， 10 5a = 。 

接著，為了找出數列 >xa< 的規律，我們想了

很久，也嘗試過以代數的方式，想設法解出一

般式，但都沒什麼進展。後來，在專題研究課

程時，組員討論過程中，突然靈機一動，試著

將各個數值以「第幾項( x )、拿到的數字( y )」

作為坐標點 ( , )x y 繪到坐標平面上，似乎發現

他們有著某種規律，如圖 2 所示。 

一、研究方法(一)： 

步驟一：把所有點，不等量向下平移。 

說明：原函數圖形傾斜，函數振幅、循環

規律不易定義，難以求出一般式，

在試過各種方法，偶然想到將所有 ( , )x y 進行「不等量下移」(註 1)，發現調整後圖

形為週期函數。 

(拿到的數字) 

 
(項數) 

圖 2 
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底下我們針對三種不同調整情況的 xb 值做討論： 

(一)若 xb< >為等差數列且 xb x= ，則將點 ( , )x y 調整為 ( , )x y x− 。 

(二)若 xb< >為等差數列且 xb px q= + ，則將點 ( , )x y 調整為 ( , ( ))x y px q− + 。 

(三)若 xb< >為階差數列且 2
xb x= ，則將點 ( , )x y 調整為 2( , )x y x− 。 

接著，我們針對第(一)種情況，及給定的 n值

( n為人數)所得到的對應點坐標繪製在圖形上，如

下所述。 

若 xb< >為等差數列， xb x= ， 7n = 時， 

將未平移與平移後的點，分別繪製如圖 3、圖 4。 

而第(二)種、第(三)種情況中，在坐標平面上的繪

製，亦可如法炮製。 

步驟二：將各類型的圖形，依 n值分類為 4n k= 、 

4 1n k= + 、 4 2n k= + 、 4 3n k= +  

說明：我們可以觀察出，點的分布會受到不同 n

值( n為人數)的影響。在觀察 3 , 4 , 5 , , 20n =  的圖形之後，發現圖形中，點的分

布情況呈現有四個 n 值一循環的規律，因此將圖形以 n值做區分歸類為以下四種：

4n k= 、 4 1n k= + 、 4 2n k= + 、 4 3n k= +  ，其中 k∈ 。 

 

 

 

 

步驟三：利用兩段領導係數互為相反數的線段，在不同區間時交互出現，形成類似鋸齒

狀的圖形。 

在步驟三中，我們企圖想找出鋸齒狀

圖形的函數，以便讓我們找到數列 xa< >

的一般項。 

我們發現可以利用「下取整函數」不

連續與階梯狀的性質。將某一函數減去下

取整函數，可使該函數的特定區段(以下

稱為基準線(註 2))水平無限平移，如圖 5、圖

6。 

圖 5 

函數 圖形 

圖 6 

函數  

圖 3 圖 4 

(註 1：此處「不等量下移」是指將點 ( , )i ix y 調整為 ( , ) ( , ( ))i i i ix y x y g x′ ′ = − ，其中 ( )g x 為一個不等量平移函

數，其平移後的點分布應滿足以下條件： 

1. 4i iy y+′ ′= ，其中 1 1i ix x+ = + 。 

2. 2i iy y+′ ′= − 。 
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        因此，若將基準線減去一特定的下取整函數，可讓基

準線的特定區段呈現週期圖形，故建構一函數為：

1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( )y c x d x c x d x= ⋅ + ⋅ 。 

我們所建構的函數中， 1( )c x 、 2 ( )c x 、 1( )d x 、 2 ( )d x 所代

表的意義如下： 

(一)存在 1( )c x 為一個值會在 1、0、1、0……，每兩單位長

會交替出現的函數，如圖 7 之藍色線。 

(二)存在 2 ( )c x 為一個值會在 0、1、0、1……，每兩單位長

會交替出現的函數，如圖 8 之紅色線。 

其中，當 1( )c x 的值為1時， 2 ( )c x 的值為0 ；當 1( )c x 的值為0 時， 2 ( )c x 的值為1。 

(三) 1( )d x 、 2 ( )d x 分別為負、正基準線線段呈現週期出現的函數，如圖 11 為正基準線線

段呈現週期出現的函數圖形，即 2 ( )d x 。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(註 2：基準線定義： 

在不等量平移後，兩個不同的 1( )c x 、 2 ( )c x ，當 0x > 時，第一個函數值為 0 的區間裡，分別對應到的

1( )d x 、 2 ( )d x 圖形稱為基準線，其中斜率為正者，稱為正基準線，斜率為負者，稱為負基準線，如上

圖 9、上圖 10。)  

圖 9 圖 10 

藍色線為正基準線，紅色線為負基準線 

圖 7 

圖 8 

圖 11 
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因此，只要將 1( )d x 乘上只要將乘上 1( )c x ，就可以使 1( )d x 出現、消失、出現、消

失、…，如圖 12。 

同理，將 2 ( )d x 乘上 2 ( )c x ，同樣可以使 2 ( )d x 消失(註 3)、出現、消失、出現、…，如圖

13。 

 

由以上方法，我們可由負基準線和正基準線交

互出現以構成類似鋸齒狀的函數，故將

1 1( ) ( )c x d x⋅ 加上 2 2( ) ( )c x d x⋅ 時，就能使其交互

出現，如圖 14。 

 

步驟四：將 1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )y f x c x d x c x d x= = ⋅ + ⋅

加上步驟一操作的「不等量平移」的值。 

說明：步驟三所形成的鋸齒狀圖形是沿著 x 軸水平延伸

的函數，因此，必須將步驟一操作的「不等量平

移」的值加回來，才會是最終的函數，如圖 15。 

藉由上述四個步驟，我們可找到函數，在 x 為整數

時，其坐標平面上對應到的 y 坐標即為數列 xa< >的第

x項之值，亦即一般項。 

而在步驟二的過程中，我們發現當 4n k= ， k 為正

整數時，且在 xb 值不盡相同時，並無法找到 xa 的唯一

值，亦即此時的 xa 值並不唯一，此情況違背我們探討的

問題，我們將此情況稱為「無解」，並給出下列的定理。 

 

定理： 

設有 n個人圍成一圈，有 xa< >、 xb< >兩數列，其中： xa 為第 x個人所挑的數字， xb 為第 x

個人兩旁的人所挑的數字之平均值。當 xb 為公差不為0 的等差數列，且當 4n k= 時， xa 無

解。 

 

(註 3：消失意思是：當 1( )c x 為 0 時， 1( )d x 乘上 1( )c x 時為 0 ，該區段函數即會｢消失」。)  

圖 12 圖 13 

圖 14 

圖 15 
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【證明】： 

(一)若 xb< >為等差數列， xb rx= ， {0}r∈ − ， 

當 4n = 時， 1b r= 、 2 2b r= 、 3 3b r= 、 4 4b r= ， 

得 1 4 22b a a= + 、 2 1 32b a a= + 、 3 2 42b a a= + 、 4 3 12b a a= +     1 3b b⇒ = ， 2 4b b=  

將 1 3b b= 、 2 4b b= 代入 xb rx= ，得出 3r r= 、 2 4r r=    0r⇒ = (→← ) 

∴當 4n k= 時無解。 

(二)若 xb< >為等差數列， xb rx s= + ， , {0}r s∈ − ， 

當 4n = 時， 1b r s= + 、 2 2b r s= + 、 3 3b r s= + 、 4 4b r s= + ， 

得 1 4 22b a a= + 、 2 1 32b a a= + 、 3 2 42b a a= + 、 4 3 12b a a= +     1 3b b⇒ = ， 2 4b b=  

將 1 3b b= 、 2 4b b= 代入 xb rx s= + ，得出 3r s r s+ = + 、 2 4r s r s+ = +    0r⇒ = (→← ) 

∴當 4n k= 時無解 

 

又，在步驟二的過程中，當 n分別為 4 1k + 、 4 2k + 、 4 3k + 時，我們利用上述方法

找到數列 xa 的一般項公式，並給出公式一、公式二、公式三。 

公式一： 

設有 n個人圍成一圈，有 xa< >、 xb< >兩數列，其中： xa 為第 x個人所挑的數字， xb 為第

x 個人兩旁的人所挑的數字之平均值。當 xb< >為等差數列且 xb x= 時， xa< >的一般項公

式為 1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x c x d x c x d x x= ⋅ + ⋅ + ，其中當 4 1n k= + 、 4 2k + 、 4 3n k= + ， k∈  

時，所對應的 1 1 2 2( ) , ( ) , ( ) , ( )c x d x c x d x ，整理如下方表格： 

1

1

2

4 1 4 2 4 3

0.5 14 2 0.5 4 2 1 2
4 4 2( )

4 4 4

5 0.5( ) ( 2 2 ) ( 2 ) ( 3 2 )
2 2 2 2

( )

n k k k

x x xx x x
c x

x x xd x n x n n x n n x n

x
c x

+ + +

          − −     − − − − − − −                              − − −
     
     
     

−     − − − − − − − − − − − −          

2

0.5 14 2 0.5 4 2 1 2
4 4 2

4 4 4

5 0.5( ) ( 2 2 ) ( 2 ) ( 3 2 )
2 2 2 2

x x xx x

x x xd x n x n n x n n x n

          − −     − + − − + − −                              
     
     
     

−     − − + − − + − − +          
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圖 16 圖 17 

圖 18 圖 19 圖 20 

【證明】： 

將各個數值以「第幾項( x )、拿到的數字( y )」作為 

坐標點 ( , )x y 繪到坐標平面上，圖 16 為以 9n = 為例。 

步驟一：將所有點不等量向下平移 ，如圖 17。 

步驟二：利用 n將圖形分類為 4 1n k= + 、 4 2n k= + 、 

4 3n k= + ， k∈ 。 

當 4 1n k= + 時，如圖 18。 

1x = 時， 0y = ； 2x = 時， 0y < ； 

3x = 時， 0y = ； 4x = 時， 0y > 。 

此時 y 值為零、負、零、正…的循環， 

函數最大值與最小值上恰有一點。 

當 4 2n k= + 時，如圖 19。 

1x = 時， 0y > ； 2x = 時， 0y < ； 

3x = 時， 0y < ； 4x = 時， 0y > 。 

此時 y 值為正、負、負、正…的循環， 

沒有任何點位在函數最大值與最小值上。 

當 4 3n k= + 時，如圖 20。 

1x = 時， 0y > ； 2x = 時， 0y = ； 3x = 時， 0y < ； 4x = 時， 0y = 。 

此時 y 值為正、零、負、零…的循環，函數最大值與最小值上恰有一點。 

步驟三：利用領導係數為相反數的兩直線，在不同區間時交互出現，形成類似鋸齒狀的圖形 

由步驟二得知， 4 1, 4 2 , 4 3n k k k= + + + 時點都有不同的分布，這會使得 1( )c x 、 

1( )d x 、 2 ( )c x 、 2 ( )d x 分別有所差異，故分成 4 1n k= + 、 4 2n k= + 、 

4 3n k= + 討論。 

(一)當 4 1n k= + 時，欲求函數 1( )c x 、 2 ( )c x ：由圖 21 觀察得知， 

領導係數為負的直線出現在 4 2 4 4m x m− ≥ ≥ − ，m∈ ； 

領導係數為正的直線出現在 4 4 2m x m≥ ≥ − ，m∈ ； 

分別如圖 21 的紅色線與藍色線。 

由上述知，當 x滿足 4 2 4 4m x m− ≥ ≥ − ，m∈ 時， 

可得出之關係如表：
0 1 2 3 4 5 6 7 8
1 1 0 0 1 1 0 0 1

x
y

， 

函數 1( )c x 的推導過程如下： 

圖 21 

、  
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0 1 2 3 4 5 6 7 8

0 1 2 3 0 1 2 3 0 4
4

2 1 0 1 2 1 0 1 2 4 2
4

4 22 1 0 1 2 1 0 1 2
4

4 4 4 4 4 4 4 4 4
4

11 1 0 0 1 1 0 0 1 ( 4 2)
4 4

1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 ( 4 2)
4 4

y
x

xx

xx

x

xx

x

xx

  −    
  − − − − − − −    
  − −− − − − −     

   − − − − − ⋅ −

   − ⋅ − −     

−      

值 對應之函數

1( )c x

→


此為函數

 

且當 x滿足 4 4 2m x m≥ ≥ − ，m∈ 時，可得出之關係如下表：

0 1 2 3 4 5 6 7 8
0 0 1 1 0 0 1 1 0

x
y

，函數 2 ( )c x 的推導過程如下： 

2

0 1 2 3 4 5 6 7 8

0 1 2 3 0 1 2 3 0 4
4

2 3 4 5 2 3 4 5 2 4 2
4

4 22 3 4 5 2 3 4 5 2
4

4 4 4 4 4 4 4 4 4
4

0 0 1 1 0 1 ( 4 20 ) ( )
4 4

1 1 0

y
x

xx

xx c x

xx

xx

  −    
  − +    
  − +   

   ⋅ −

 

+ →      

值 對應

此為函數

之函數

  

欲求函數 1( )d x 、 2 ( )d x ：由圖 22 觀察得知， 

當 0x > 時，負基準線(令為 y− )、正基準線(令為 y+ )分別為： 

( 2)y n x n− = − − − ， ( 2)y n x n+ = − + ，其中 n為項數(人數)。 

接著，為了將負基準線、正基準線分別變成週期性的線段， 

需向右平移一個「下取整函數」的量，而此量需要

由圖形觀察出需要重複平移幾個單位來決定。 

如圖 23，要將從左邊數過來第一條紅色線平

移至第二條紅色線，需要向右移四個單位 ( 1x = 到

5)x = ，從第二條紅色線移至第三條紅線也需右移

四個單位 ( 5x = 到 9)x = ，依此類推。將每條斜率

為負、正的直線右移四個單位，可以推出下一條斜

率分別為負、正的直線。 

從圖 24 得知，每個線段都占兩個 x

圖 22 

紅色線為負基準線 

藍色線為正基準線 

圖 23 圖 24 
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1( ) ( 4 2) ( ( 2 2 ) )
4 4 2

1 ( 4 2) ( ( 2 2 ) ) , 32
4 4 2

x xy f x x n x n

x xx n x n

     = = − ⋅ − − ⋅ − − − −          
     + × − + ⋅ − − +          

如圖

y 每兩個 x單位就要變一次值。我們以一次右移兩個單位為發想，列出下方的 x、 y 關係

表：
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 0 2 2 4 4 6 6 8 8

x
y

利用此表，嘗試找出他的函數對應關係如下表： 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

0 0 1 1 2 2 3 3 4 4
2

0 0 2 2 4 4 6 6 8 8 2
2

y
x
x

x

x

 
  
 
  

對應的函數

 

將原本的 ( 2)y n x n− = − − − 、 ( 2)y n x n+ = − + 同時向右平移 2
2
x 

  
，可得交互循環的兩種

線段變成 1( ) ( 2 2 )
2
xd x n x n = − − − −  

、 2 ( ) ( 2 2 )
2
xd x n x n = − − +  

，分別如圖 25、圖 26。 

 

 

 

 

 
 

 

推導至此，可能會產生疑惑：明明原本的圖是要每次向

右移四個單位，但剛才的做法卻是每次平移兩個單位，這樣

不會多出一倍的線段(如圖 28、圖 29)嗎？沒錯，這一點我們也

有考慮到，因此我們就利用了 1( )c x 、 2 ( )c x 的性質：「 0 、1

交替出現」。只需將不要的線所代表的函數乘以 0，就可以使

該線段消失，如圖 30、圖 31。接著，將推得的 1 2( ) , ( ),c x c x

1 2( ) , ( )d x d x 合併成 1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( )c x d x c x d x⋅ + ⋅ ，得出： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 25   函數 圖形 圖 26   函數 圖形 圖 27   將兩函數疊在一起 

圖 29 

圖 28 

圖 30 圖 31 圖 32 
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圖 34 

1 (
4

1 (
4

( ) 4 2) ( ( 2 2 ) )
4 2

4 2) ( ( 2 2 ) )
4 2

x xy f x x n x n

x xx n x n x

     ⋅          
     ⋅          

= = − − − × − − − −

+ − + × − − + +

最後，利用先前提到的作法，利用步驟四，加上步驟一所扣掉(下移)的值，亦即將

上述的結果加上步驟一減去的平移量 x，得出函數式如下： 

 

 

 

 

 

此函數之圖形如圖 33。此時， 4 1n k= + 的情形完成。 

 

(二)當 4 2n k= + 時，欲求函數 1( )c x 、 2 ( )c x ：由圖 34 觀察得知， 

領導係數為負的直線出現在
3 74 4
2 2

m x m− ≥ ≥ − ，m∈ ； 

領導係數為正的直線出現在
1 34 4
2 2

m x m+ ≥ ≥ − ，m∈ ； 

分別如圖 34 的紅色線與藍色線。 

由上述知，當 x滿足
3 74 4
2 2

m x m− ≥ ≥ − ，m∈ 時，可得出 

之關係如表：
0.5 1.5 2.5 3.5 4.5 5.5 6.5 7.5 8.5 9.5
1 1 0 0 1 1 0 0 1 1

x
y

， 

函數 1( )c x 的推導過程如下： 

0.5 1.5 2.5 3.5 4.5 5.5 6.5 7.5 8.5 9.5
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0.5

0.50 1 2 3 0 1 2 3 0 1 0.5 4
4

0.52 1 0 1 2 1 0 1 2 1 0.5 4 2
4

0.50.5 4 22 1 0 1 2 1 0 1 2 1
4

4 4 4 4 4 4 4 4 4 4
4

1 1 0 0 1 1 0 0 1

y
x

x

xx

xx

xx

−

 −  − −    
 −  − − − − − − − − −    
 −  − − −− − − − − −     

− − − − − −

值 對應的函數

1

1 0.51 ( 0.5 4 2)
4 4

1 1 0 0 1 1 0 0 1 1
1 0.5( 0.5 4 2)
4 4

( )

xx

c

x

x

x

  −  −

  −  ⋅ − − −   

⋅ − − −      
→

   

此為函數

  

且當 x滿足
1 34 4
2 2

m x m+ ≥ ≥ − ，m∈ 時，可得出之關係如表： 

0.5 1.5 2.5 3.5 4.5 5.5 6.5 7.5 8.5 9.5
0 0 1 1 0 0 1 1 0 0

x
y

，函數 2 ( )c x 的推導過程如下： 

圖 33 
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圖 35 

紅色線為負基準線 

藍色線為正基準線 

0.5 1.5 2.5 3.5 4.5 5.5 6.5 7.5 8.5 9.5
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0.5
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0.5
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

0.50 0 1 1 2 2 3 3 4 4
2

0.50 0 2 2 4 4 6 6 8 8 2
2

y
x

x
x

x

x

−
−

− 
  

− 
  

值 對應的函數

0.5 1.5 2.5 3.5 4.5 5.5 6.5 7.5 8.5 9.5
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0.5

0.50 1 2 3 0 1 2 3 0 1 0.5 4
4

0.52 3 4 5 2 3 4 5 2 3 0.5 4 2
4

0.50.5 4 23 4 5 2 3 4 5 2 32
4

4 4 4 4 4 4 4 4 44
4

0 0 1 1 0 0 1 1 0
1 0.5( 0.

0
5 4

4 4

y
x

x

xx

xx

xx

xx

−

 −  − −    
 −  − − +    
 −  − − +   

−
⋅ − −



值 對應的函數

2

2)

( )c x

    +      
→此為函數

  

欲求函數 1( )d x 、 2 ( )d x ：由圖 35 觀察得知， 

當 0x > 時，負基準線(令為 y− )、正基準線(令為 y+ )分別為： 

5( )
2

y n x n− = − − − ，
5( )
2

y n x n+ = − + ，其中 n為項數(人數)。 

同樣地，為了將負基準線、正基準線分別變成週期性的線段，需向右平移一個「下

取整函數」的量，而此量需要由圖形觀察出需要重複平移幾個單位來決定。 

如圖 36，要將從左邊數過來的第一條紅色線平移至第二條紅色線，需要向右移四個

單位 ( 0.5x = 到 4.5)x = ，從第二條紅色線移至第三條紅線也需右移四個單位 ( 4.5x = 到

8.5)x = ，依此類推。將每條斜率為負、正的直線右移四個單位，可以推出下一條斜率分

別為負、正的直線。 

從圖 37 得知，每個線段都占兩個 x單位，因此 y

每兩個 x單位就要變一次值。我們以一次右移兩個單位

為發想，列出下方的 x、 y 關係表： 

0.5 1.5 2.5 3.5 4.5 5.5 6.5 7.5 8.5 9.5
0 0 2 2 4 4 6 6 8 8

x
y

 

我們嘗試找出他的函數對應關係如下表： 

 

 

 

 

 

 

 

 

將原本的
5( )
2

y n x n− = − − − 、
5( )
2

y n x n+ = − + 同時向右平移
0.52

2
x − 

  
，可得交互循環的

圖 36 圖 37 
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1 (
4

0.5 5 0.50.5 4 2) ( ( 2 ) )
4 2 2

x xx n x n x     ⋅          

− −+ − − + − − + +

兩種線段，變成 1
5 0.5( ) ( 2 )
2 2

xd x n x n− = − − − −  
、 2

5 0.5( ) ( 2 )
2 2

xd x n x n− = − − +  
，此兩

函數和 4 1n k= + 的情況相同，存在有多餘的線條，因此我們繼續利用兩函數 1( )c x 、 2 ( )c x

的 0、1交替的性質，仿照 4 1n k= + 的方式，讓多餘的線條消失，可將推得的四個函數式

合併成 1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( )c x d x c x d x⋅ + ⋅ ，最後，加上步驟一所扣掉的值(下移的平移量) x，得出

下方函數式： 

1 0.5 5 0.5( ) ( 0.5 4 2) ( ( 2 ) )
4 4 2 2

x xf x y x n x n
  − −   = = − ⋅ − − − − − − −          

 

 

 

此函數之圖形如圖 38。此時， 4 2n k= + 的情形完成。 

 

(三)當 4 3n k= + 時，推導過程與 4 1n k= + 的情況相同， 

可得： 1
1 1( ) 1 2
4 2

xc x x
  − = − ⋅ − −      

， 2
1 1( ) ( 1 2 )
4 2

xc x x
  −  = ⋅ − −      

 

領導係數為負的直線出現在 4 1 4 3m x m− ≥ ≥ − ，m∈ ； 

領導係數為正的直線出現在 4 1 4 1m x m+ ≥ ≥ − ，m∈ ； 

分別如圖 39 的紅色線與藍色線。 

且 1
1( ) ( 3 2 )

2
xd x n x n− = − − − −  

， 2
1( ) ( 3 2 )

2
xd x n x n− = − − +  

  

利用 1 2 1 2( ) , ( ) , ( ) , ( )c x c x d x d x 構成函數 1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( )c x d x c x d x⋅ + ⋅ ， 

最後加上步驟一所扣掉的值(下移的平移量) x，得出下方函數式： 

11 2 2
2( ) ( ( 3 2 ) )

4 2

xx
xy f x n x n

  − − − −        = = − − − − −    
 
 

 

               

11 2 2
2 ( ( 3 2 ) )

4 2

xx
xn x n x

  − − − +        + − − + +    
 
 

。 

此函數之圖形如圖 40。此時， 4 3n k= + 的情形完成。 

 

至此，我們找到：當 xb x= 且 4n k≠ ( k∈ )時， xa 的一般

項公式。至於當 xb px q= + 且 4n k≠ ( k∈ )時的情況，是否能

找到 xa 的一般項公式呢？我們給出公式二來說明 xa 的一般項公

式。 

 

圖 39 

 

圖 40 



13 圖 45 

圖 43 圖 44 

公式二： 

設有 n個人圍成一圈，有 xa< >、 xb< >兩數列，其中： xa 為第 x個人所挑的數字， xb 為第

x 個人兩旁的人所挑的數字之平均值。當 xb< >為等差數列且 xb px q= + 時， xa< >的一般

項公式為 1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x c x d x c x d x px q= ⋅ + ⋅ + + ，其中當 4 1n k= + 、 4 2k + 、 4 3n k= +

時，所對應的 1 1 2 2( ) , ( ) , ( ) , ( )c x d x c x d x ，整理如下方表格： 

1

1

4 1 4 2 4 3

0.5 14 2 0.5 4 2 1 4 2
4 4 4( )

4 4 4

5 0.5 1( ) ( 2 2 ) ( 2 ) ( 3 2
2 2 2 2

n k k k

x x xx x x
c x

x x xd x pn x pn pn x pn pn x

+ + +

        −   −      − − − − − − − −                              − − −
     
     
     

− −     − − − − − − − − − − −          

2

2

)

0.5 14 2 0.5 4 2 1 4 2
4 4 4( )

4 4 4

5 0.5 1( ) ( 2 2 ) ( 2 ) ( 3 2 )
2 2 2 2

pn

x x xx x x
c x

x x xd x pn x pn pn x pn pn x pn

−

        −   −      − + − − + − − +                              
     
     
     

− −     − − + − − + − − +          

 

【證明】： 

將各個數值以「第幾項( x )、拿到的數字( y )」作為坐標點

( , )x y 繪到坐標平面上，如圖 41 為 2 1xb x= − ， 9n = 為例 

步驟一：將所有點不等量向下平移，如圖 42。 

步驟二：利用 n將圖形分類為 4 1k + 、 4 2k + 、 4 3k + 。 

當 4 1n k= + 時，如圖 43。 

1x = 時， 0y = ； 2x = 時， 0y < ； 

3x = 時， 0y = ； 4x = 時， 0y > 。 

此時 y 值為零、負、零、正…的循環，函數最大值與最小

值上恰有一點。 

當 4 2n k= + 時，如圖 44。 

1x = 時， 0y > ； 2x = 時， 0y < ； 

3x = 時， 0y < ； 4x = 時， 0y > 。 

此時 y 值為正、負、負、正…的循環， 

沒有任何點位在函數最大值或最小值上。 

當 4 3n k= + 時，如圖 45。 

1x = 時， 0y > ； 2x = 時， 0y = ； 

3x = 時， 0y < ； 4x = 時， 0y = 。 

圖 41 圖 42 



14 

1 1( ) ( 4 2) ( 2 ( 2 2 ) 2 ) ( 4 2) (2 ( 2 2 ) 2 )
4 4 2 4 4 2

x x x xy f x x n x n x n x n
             = = − ⋅ − − ⋅ − − − − + ⋅ − + ⋅ − − +                          

1 ( 4 2) ( ( 2 2 ) )
4 4 2

x xx pn x pn px q
     + ⋅ − + ⋅ − − + + +          

此時形成 y 值為正、零、負、零……的循環，函數最大值與最小值上恰有一點。 

步驟三：利用領導係數為相反數的兩直線，在不同區間時交互出現，形成類似鋸齒狀的圖形 

由步驟二得知， 4 1n k= + 、 4 2n k= + 、 4 3n k= + 時，都有不同的點分布，這會使 1( )c x 、

1( )d x 、 2 ( )c x 、 2 ( )d x 有所差異。 

以下將 n值分成： 4 1n k= + 、 4 2n k= + 、 4 3n k= + ，來進行討論。 

而從步驟二亦可得知：三種圖形資料點分布的性質都與公式一相同，因此，使得 1( )d x 、

2 ( )d x 出現週期循環的取整函數 1( )c x 、 2 ( )c x ，全部都與公式一相同，這裡就不再贅述。 

而與公式一的差異是：負基準線、正基準線，因此這裡僅就負、正基準線來

討論。 

(一)當 4 1n k= + 時，欲求函數 1( )d x 、 2 ( )d x ：由圖 46 觀察得知， 

當 0x > 時，負基準線(令為 y− )、正基準線(令為 y+ )分別為： 

2 ( 2) 2y n x n− = − − − ， 2 ( 2) 2y n x n+ = − + ，其中 n為項數(人數)。 

如圖 58，要將從左邊數過來的第一條紅色線平移至第二條紅色線，

需要向右移四個單位 ( 0x = 到 4)x = ，從第二條紅色線移至第三條紅線也

需右移四個單位 ( 4x = 到 8)x = ，依此類推。將每條斜率為負、正的直線

右移四個單位，可以推出下一條斜率分別為負、正的直線。因此，使

負、正基準線呈現週期性的取整函數亦與公式一的 4 1n k= + 情況相同。

因此， 1( ) 2 ( 2 2 ) 2
2
xd x n x n = − − − −  

、 2 ( ) 2 ( 2 2 ) 2
2
xd x n x n = − − +  

分別如圖 47、圖 48。 

這裡仍可利用 1( )c x 、 2 ( )c x 的「 0 、1

交替出現」性質，把不需要的直線消除。

接著，將推得的 1 2 1 2( ) , ( ) , ( ) , ( )c x c x d x d x

合併成 1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( )c x d x c x d x⋅ + ⋅ 得出下方

的函數式： 

 

 

 

最後，利用先前提到的作法，利用步驟四，加上步驟一所扣掉(下移)的值，亦即將

上述的結果加上步驟一減去的平移量 2 1x − ，得出下列函數式： 

1( ) ( 4 2) ( 2 ( 2 2 ) 2 )
4 4 2

x xy f x x n x n
     = = − ⋅ − − ⋅ − − − −          

  

                 1 ( 4 2) (2 ( 2 2 ) 2 ) 2 1
4 4 2

x xx n x n x
     + ⋅ − + ⋅ − − + + −          

 

此函數圖形如圖 49，而當平移量為 px q+ 時，則函數式為 

1( ) ( 4 2) ( ( 2 2 ) )
4 4 2

x xy f x x pn x pn
     = = − ⋅ − − ⋅ − − − −          

 

圖 47 圖 48 

圖 49 

圖 46 
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(二)當 4 2n k= + 時，欲求函數 1( )d x 、 2 ( )d x ：由圖 50 觀察得知， 

當 0x > 時，負基準線(令為 y− )、正基準線(令為 y+ )分別為： 

52 ( ) 2
2

y n x n− = − − − ，
52 ( ) 2
2

y n x n+ = − + ，其中 n為項數(人數)。

使負、正基準線呈現週期性的取整函數也與公式一中，當

4 2n k= + 時情況相同。因此 1
5 0.5( ) 2 ( 2 ) 2
2 2

xd x n x n− = − − − −  
、

2
5 0.5( ) 2 ( 2 ) 2
2 2

xd x n x n− = − − +  
。仿照 4 1n k= + 的情況，將

1 2 1 2( ) , ( ) , ( ) , ( )c x c x d x d x 合併成 1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( )c x d x c x d x⋅ + ⋅ ，再加上步驟一所扣掉的值(下移

的平移量) 2 1x − ，得出下列函數式： 

1 0.5 5 0.5( ) ( 0.5 4 2) ( 2 ( 2 ) 2 )
4 4 2 2

x xy f x x n x n
  −  −   = = − ⋅ − − − ⋅ − − − −          

 

              
1 0.5 5 0.5( 0.5 4 2) (2 ( 2 ) 2 ) 2 1
4 4 2 2

x xx n x n x
  −  −   + ⋅ − − + ⋅ − − + + −          

 

此函數圖形如圖 51，而當平移量為 px q+ 時，則函數式為 

1 0.5 5 0.5( ) ( 0.5 4 2) ( ( 2 ) )
4 4 2 2

x xy f x x pn x pn
  − −   = = − ⋅ − − − ⋅ − − − −          

 

               
1 0.5 5 0.5( 0.5 4 2) ( ( 2 ) )
4 4 2 2

x xx pn x pn px q
  − −   + ⋅ − − + ⋅ − − + + +          

 

此時， 4 2n k= + 的情形完成。 

(三)當 4 3n k= + 時，推導過程與 4 1n k= + 的情況相同，如圖 52， 

可得： 1
1( ) 2 ( 3 2 ) 2

2
xd x n x n− = − − − −  

、 2
1( ) 2 ( 3 2 ) 2

2
xd x n x n− = − − +  

， 

仿照 4 1n k= + 的情況，將推得的 1 2 1 2( ) , ( ) , ( ) , ( )c x d x c x d x 合併成

1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( )c x d x c x d x⋅ + ⋅ ，再加上步驟一所扣掉的值(下移的平移量) 2 1x − ，

得出下列函數式： 

1 1 1( ) ( 1 4 2) ( 2 ( 3 2 ) 2 )
4 4 2

x xy f x x n x n
  −  −   = = − ⋅ − − − × − − − −          

 

               
1 1 1( 1 4 2) (2 ( 3 2 ) 2 ) 2 1
4 4 2

x xx n x n x
  −  −   + ⋅ − − + × − − + + −          

 

此函數圖形如圖 53， 

  

圖 50 

圖 52 

圖 51 

圖 53 

此時， 4 1n k= + 的情形完成。 
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而當平移量為 px q+ 時，則函數式為 

1 1 1( ) ( 1 4 2) ( ( 3 2 ) )
4 4 2

x xy f x x pn x pn
  − −   = = − ⋅ − − − × − − − −          

 

               
1 1 1( 1 4 2) ( ( 3 2 ) )
4 4 2

x xx pn x pn px q
  − −   + ⋅ − − + × − − + + +          

 

此時， 4 3n k= + 的情形完成。 

 

至此，利用定理及公式一、公式二，我們可以知道，當 xb< >為等差數列且 4n k≠

( k∈ )時， xa 的一般項公式都已被找出，而高一下學期的課程中，亦有階差數列的出現，

例如：數列 xb< >為1, 4 , 9 ,16 , 25 , (差成等差)，接下來我們將給出公式三來說明：若分別

當 2
xb x= 且 4n k≠ ( k∈ )時， xa 的一般項公式。而公式三中，我們會

需要使用到找二次函數的方法，因此，先來介紹我們如何找出二次曲

線。以下為不同情況時的兩種找法。 

二、研究方法(二)： 

由於當 n為奇數、偶數時點分布的情況不一樣，所以求二次

函數所用的方法也不同。以下分成 n為奇數與 n為偶數的情況，

個別介紹其尋找二次函數的方法。 

(一)當 n為奇數時，利用三點求二次函數 

根據公式一、公式二，當 n為奇數時，每3個點可形成一個一

次函數。因此，由圖 54，我們猜測當 2
xb x= 時，三個點形成

的函數為二次函數。此處直接將三個點代入預設函數

2y px qx r= + + ，構成三元一次聯立方程式，解 p 、 q 、

r 的值。可得一個二次函數。 

 (二)當 n為偶數時，利用兩點和一個關係求二次函數 

我們根據公式一、公式二的結果，當 n 為偶數時，

每 2 個點可形成一個一次函數，其出現函數極值時的 x
不是整數，而是某整數 0.5+ (如圖 55 所示，負、正領導

係數直線各自延伸後之交點，其交點為某整數 0.5+ )。 

因此我們推測當 2
xb x< > = 、 n 為偶數時， 2個點所

形成的二次函數，出現極值時的 x應該也是一個整數加上0.5。 

由圖 56，我們將相鄰且 y 值異號的兩點設為在同一條二次函數 

上。此處之二次函數以 2個點代入 2y px qx r= + + ，解聯立得到一個 

以 p 來表示的關係式。 

利用相鄰兩條二次函數會在第一條曲線最後一個整數點和在第 

二條曲線第一個整數點的中間發生交會，即兩個函數在交會點的 x值 

時應該相等的性質。將先前解出的兩條二次函數 p 的表達式代入， 

圖 54 

圖 55 

圖 56 
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圖 59 

解出各自的 p 值。將各自 p 代回原本的二次函數，可得出相鄰的兩條曲線。 

我們原本以 2y px qx r= + + 操作，欲求出 p 、 q、 r 的一般式，但是每個不同 k 值得

出的 p 、 q 、 r 難以看出關聯性，因此我們想到將式子配方成完全平方式

2( )y p x h k= − + ，我們發現這個方法的 p 、 h、 k 容易看出關聯性，易於求出一般式。 

以下我們說明公式三，並解釋其推導來由。 

公式三： 

設有 n個人圍成一圈，有 xa< >、 xb< >兩數列，其中： xa 為第 x個人所挑的數字， xb 為第

x 個人兩旁的人所挑的數字之平均值。當 xb< >為階差數列且 2
xb x= 時， xa< >的一般項

公式為 2
1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x c x d x c x d x x= ⋅ + ⋅ + ，其中當 4 1n k= + 、 4 2k + 、 4 3n k= + ， k∈  

時，所對應的 1 1 2 2( ) , ( ) , ( ) , ( )c x d x c x d x ，整理如下方表格： 

1

2 2

1 2

4 1 4 2 4 3

0.5 14 2 0.5 4 2 1 4 2
4 4 4

( )
4 4 4

1 2 3 3 0.5( 2 ) ( 2 )
2 2 3 4 2( )

( 2 5) 91
4

n k k k

x x xx x x
c x

n x n n xn x x
d x

n n nn

+ + +

        −   −      − − − − − − − −                              − − −
     
     
     

− − −   − + − − + −      
+ +

+ − +

2

3 2 2

2

2

2 2

3 1( 2 )
2 2

18 25 ( 2 5)1 1
24 4

0.5 14 2 0.5 4 2 1 4 2
4 4 4

( )
4 4 4

1( 2 )
2 2( )

( 2 5)

n xn x

n n n n n

x x xx x x
c x

n xn x
d x

n nn

− − − + −   
+ + + +

− + −

        −   −      − + − − + − − +                              
     
     
     

−  + −   
+ +

−

2 2

3 2 2

2 3 3 0.5 3 1( 2 ) ( 2 )
3 4 2 2 2

9 18 25 ( 2 5)1 1 1
4 24 4

n n x n xx n x

n n n n n n

− − − −   + − + −      
+ + + +

− − − − −

 

【證明】： 

將各個數值以「第幾項( x )、拿到的數字( y )」作為坐 

標點 ( , )x y 繪到坐標平面上，圖 57(註 4)為 9n = 為例。 

步驟一：將所有點不等量下拉調整， 

    如圖 58。 

步驟二：利用 n將圖形分類為 4 1k + 、 

    4 2k + 、 4 3k + 。 

當 4 1n k= + 時，如圖 59。 

1x = 時， 0y > ； 2x = 時， 0y < ； 

3x = 時， 0y < ； 4x = 時， 0y > 。 

此時 y 值為正、負、負、正…的循環， 

函數最大值與最小值上恰有一點。 

(註 4：坐標軸有經過鉛直伸縮。事實上，圖 57 到圖 68 的坐標軸均有經過鉛直伸縮。)  

圖 57 圖 58 
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當 4 2n k= + 時，如圖 60。 

1x = 時， 0y > ； 2x = 時， 0y < ； 

3x = 時， 0y < ； 4x = 時， 0y > 。 

此時 y 值為正、負、負、正…的循環，沒有任何點位在

函數最大值與最小值上。 

當 4 3n k= + 時，如圖 61。 

1x = 時， 0y > ； 2x = 時， 0y > ； 

3x = 時， 0y < ； 4x = 時， 0y < 。 

此時 y 值為正、正、負、負……的循環，函數最大值與最

小值上恰有一點。 

這裡與公式一、公式二的點分布情況不同之處為：沒有任何一點會落在 x軸上，且相鄰兩點

的 y 坐標都不相等。 

步驟三：利用領導係數為相反數的兩個二次函數，在不同區間時交互出現，形成類似鋸齒狀

的圖形 

由步驟二得知， 4 1, 4 2 , 4 3n k k k= + + + 時，都有不同的點分布，這會使得 1( )c x 、 1( )d x 、

2 ( )c x 、 2 ( )d x 分別有所差異，故分成 4 1, 4 2 , 4 3n k k k= + + + 討論。 

由步驟二觀察得知，雖然並無任何一點在 x上，但點分布的相對位置都與公式一、公式

二相同，因此 1( )c x 、 2 ( )c x 都與公式一、公式二相同。因此這裡就不再贅述。而與公式一的

差異是：正基準線、負基準線，因此這裡只以正、負基準線來討論。 

我們求二次函數基準線所使用的方法為：畫出當 3 , 4 , 5 , ,19n =  經不等量平移後的散

布圖，設所求的二次函數為完全平方式 2( )y a x k h= − +  ，利用「不共線三點」或「兩點一

關係」求得二次函數。接著將同類型的 n ( 4 1n k= + 、 4 2n k= + 、 4 3n k= + )的完全平方式分

類在一起。我們假設 a、 h、 k 都跟 n  有關聯，把 a 、 h 、 k 分別作因式分解，以 n表示 a 、
h、 k 。結果如下： 

(一)當 4 1n k= + 時，欲求函數 1( )d x 、 2 ( )d x ：由圖 62 觀察得知， 

當 0x > 時，負基準線(令為 y− )、正基準線(令為 y+ )分別為：

2
2( 1) ( 2 5)( ) 1

2 4
n n nn x ny−
− + +

− + + −= ， 

  
2

2( 1) ( 2 5)( ) 1
2 4

y n n nn x n+

− + +
+ − −= ，其中 n為項數(人數)。 

如圖 62，要將從左邊數過來的第一條紅色線平移至第二條紅色

線，需要向右移四個單位 ( 0x = 到 4)x = ，從第二條紅色線移至第

三條紅線也需右移四個單位 ( 4x = 到 8)x = ，依此類推。將每條斜

率為負、正的直線右移四個單位，可以推出下一條斜率分別為

負、正的直線。 

圖 60 圖 61 

圖 62 

紅色線為負基準線 

藍色線為正基準線 
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( ) 2
21 ( 21 ( 4 2)

4
5)( 2

24
) 1

2 4
n x n nn x nxx
− + +      ⋅ − + ⋅          

+ + − − −  

2
2( 1) ( 2 5)(1( ) 2 ) 1

2 2
4

4 4
( 2)

4
n xxy f x nnx nx n−     = = − ⋅ − − ⋅   

+ +
 

 − + − + −  
  

因此，使負、正基準線呈現週期性的取整函數，亦與公式一、公式二的 4 1n k= + 情況相

同。 

因此，
( ) 2

1
21 ( 2 5)( 2 ) 1

2
)

2 4
(

n x n nn x nd x
− + + − + − + −  

= 、

( ) 2
2

2

1 ( 2 5)( 2 ) 1
2 2 4

( )
n x n nn xd nx
− + + + − − −  

= ， 

分別如圖 63、圖 64。 

這裡仍可利用 1( )c x 、 2 ( )c x 的「 0 、1交替出現」性質，把不

需要的直線消除。接著，將推得的 1 2( ) , ( ),c x c x 1 2( ) , ( )d x d x 合併

成 1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( )c x d x c x d x⋅ + ⋅ 得出下方的函數式： 

  

  

 

 
 

最後，利用先前提到的作法，利用步驟四，加上步驟一所扣掉(下移)的值，亦即將

上述的結果加上步驟一減去的平移量 2x ，得出下列函數式： 

2
21 ( 1) ( 2 5)( ) ( 4 2) ( 2 ) 1

4 4 2 2 4
x n x n ny f x x n x n

     − + +   = = − ⋅ − − ⋅ − + − + −             
 

2
2 21 ( 1) ( 2 5)( 4 2) ( 2 ) 1

4 4 2 2 4
x n x n nx n x n x

     − + +   + ⋅ − + ⋅ + − − − +             
 

 
 
此時， 4 1n k= + 的情形完成，函數圖形如圖 65。 

 

 

 

圖 63 

圖 64 

圖 65 
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(二)當 4 2n k= + 時，欲求函數 1( )d x 、 2 ( )d x ：由圖 66 觀察得知，當 0x > 時，負基準線(令為

y− )、正基準線(令為 y+ )分別為： 

2 3 22 3 3 9 18 25 1
3 4 24
n n ny n nx−

− + + − + + − 
 

= ， 

2 3 22 3 3 9 18 25 1
3 4 24
n n n n nxy+

− + + + − − 
 

= ， 

其中 n為項數(人數)。使負、正基準線呈現週期性的取整函數也與

公式一、公式二中，當 4 2n k= + 時情況相同。 

因此
2

1

3
22 3 3 0.5 9 18 25( 2 ) 1

3 4 2
)

2
(

4
n n x n n nd x x − − + + − +  

= − + − 、 

  2
2

3 22 3 3 0.5 9 18 25( 2 ) 1
3 4 2 24

( ) n n x n nd x nx − − + + + − − −  
= 。 

仿照 4 1n k= + 的情況，將 1 2 1 2( ) , ( ) , ( ) , ( )c x c x d x d x 合併成 1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( )c x d x c x d x⋅ + ⋅ ，再加

上步驟一所扣掉的值(下移的平移量) 2x ，得出下列函數式： 

3 2
21 0.5 2 3 3 0.5 9 18 25( ) ( 0.5 4 2) ( 2 ) 1

4 4 3 4 2 24
x n n x n n ny f x x x

    −  − − + +   = = − ⋅ − − − ⋅ − + − + −             
 

3 2
2 21 0.5 2 3 3 0.5 9 18 25( 0.5 4 2) ( ( 2 ) 1)

4 4 3 4 2 24
x n n x n n nx x x

  −  − − + +   + ⋅ − − + ⋅ + − − − +          
 

 

 

此時， 4 2n k= + 的情形完成，函數圖形如圖 67。 

 

 

 

 

(三)當 4 3n k= + 時，推導過程與 4 1n k= + 相同， 

因此
2

1
23 1 ( 2 5)( 2 ) 1

2 2 4
( )d n x n n nn xx − − + + − + − + −  

= 、 

  2
2

23 1 ( 2 5)( 2( ) 1
2

) )
4

(
2

n x nx nnd nx − − + +
+= − − − ，再將推得的

1 2 1 2( ) , ( ) , ( ) , ( )c x c x d x d x 合併成 1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( )c x d x c x d x⋅ + ⋅ ，再加上步驟一所扣掉的值(下移

的平移量) 2x ，得出下列函數式： 

圖 66 

紅色線為負基準線 

藍色線為正基準線 

 

圖 67 
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2
21 1 3 1 ( 2 5)( ) ( 1 4 2) ( 2 ) 1

4 4 2 2 4
x n x n n ny f x x n x

    − − − + +   = = − ⋅ − − − ⋅ − + − + −             
 

2
2 21 1 3 1 ( 2 5)( 1 4 2) ( 2 ) 1

4 4 2 2 4
x n x n n nx n x x

    − − − + +   + ⋅ − − + ⋅ + − − − +             
 

 

此時， 4 3n k= + 的情形完成。函數圖形如圖 68。 

 

三、 xb 為多項式函數時，求得一般項 xa 的方法： 

接著，為了在數字更大的時候，也能快速得到某

xb< >數列的 xa 解，因此，我們寫個程式來實現。因為我

們要找的只有 xa 數列中， 1 2 3, , , , na a a a 個別的點，而

不是整段函數，所以，以下我們將介紹程式點解法。 

因為先前發現 n的圖形可分為 4 1k + 、 4 2k + 、 4 3k +
三種，因此點解法也分為此三種情況來討論。 

(1)當 4 1n k= + 時，以 1k = ， 5n = 為例： 

1 5 2
1 ( )
2

b a a= + ， 2 1 3
1 ( )
2

b a a= + ， 3 2 4
1 ( )
2

b a a= + ， 4 3 5
1 ( )
2

b a a= + ， 5 4 1
1 ( )
2

b a a= +  

整理後，令
5

1
i

i
b S

=

=∑ ， 

則 1 3 42( )a S b b= − + ， 2 4 52( )a S b b= − + ， 3 5 12( )a S b b= − + ， 4 1 22( )a S b b= − + ， 

 5 2 32( )a S b b= − +  

(2)當 4 2n k= + 時，以 1k = ， 6n = 為例： 

1 6 2
1 ( )
2

b a a= + ， 2 1 3
1 ( )
2

b a a= + ， 3 2 4
1 ( )
2

b a a= + ， 4 3 5
1 ( )
2

b a a= + ， 5 4 6
1 ( )
2

b a a= + ， 

6 5 1
1 ( )
2

b a a= +  

整理後，令
3

2 1
1

i
i

b S−
=

=∑ 奇 、
3

2
1

i
i

b S
=

=∑ 偶  

則 1 42( )a S b= −偶 ， 2 52( )a S b= −奇  
 3 62( )a S b= −偶 ， 4 12( )a S b= −奇  
 5 22( )a S b= −偶 ， 6 32( )a S b= −奇  

(3)當 4 2n k= + 時，以 1k = ， 7n = 為例： 

1 7 2
1 ( )
2

b a a= + ， 2 1 3
1 ( )
2

b a a= + ， 3 2 4
1 ( )
2

b a a= + ， 4 3 5
1 ( )
2

b a a= + ， 5 4 6
1 ( )
2

b a a= + ， 

6 5 7
1 ( )
2

b a a= + ， 7 6 1
1 ( )
2

b a a= +  

整理後，令
7

1
i

i
b S

=

=∑   

則 1 1 4 52( )a S b b b= − + + ， 2 2 5 62( )a S b b b= − + + ， 3 3 6 72( )a S b b b= − + + ， 
 4 4 7 12( )a S b b b= − + + ， 5 5 1 22( )a S b b b= − + + ， 6 6 2 32( )a S b b b= − + + ， 
 7 7 3 42( )a S b b b= − + +  

圖 68 
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歸納後，我們可得到以下性質： 

1.
1 1

n n

i i
i i

b a
= =

=∑ ∑  

2.因為一個 ib 相當於兩個「半個 ia 」，因此 2( )ia S b b= − < > ⇒ 的數量 

在 4 1 4 3n k or n k= + = + 時，有
1

2
n −

個； 

在 4 2n k= + 時，因為已經分成奇、偶兩個部分，因此b 只有
1 ( 1)
2 2

n
− 個。 

3. 2( )i ia S b b= − < > ⇒ 的 i會隨 ia 的 1i +  

4. 2( )i ia S b b= − < > ⇒ 的 i n> 會直接回到1 

再列出更多不同 n值的情況後，觀察規律並歸納得出： 

(1)當 4 1n k= + 時， 

1

n

i
i

S b
=

=∑ ， 4 2 4 1
1

2 ( )
k

i i j i j
j

a S b b+ − + −
=

 
= − + 

 
∑ ，其中 i、 j 是自變數。 

(2)當 4 2n k= + 時， 

2

2 1
1

n

i
i

S b −
=

=∑奇 、
2

2
1

n

i
i

S b
=

=∑偶 ， , 4 1
1

2
k

i i j
j

a S b + −
=

 
= −  

 
∑奇 偶

、 , 4 1
1

2
k

i i j
j

a S b + −
=

 
= −  

 
∑偶 奇

。 

(3)當 4 3n k= +  時， 

1

n

i
i

S b
=

=∑ ， 4 1 4
1

2 ( )
k

i i i j i j
j

a S b b b+ − +
=

 
= − + + 

 
∑  

有了上述歸納的性質後，我們可以將數列 xb< >得到以下的相加性質： 

1.我們在操作相同 n值時，「 xb< >數列不同」的情況時，偶然發現可以將「 n值相同

時」的 xb< >數列 2px qx r+ + 拆成 2
xb px< > = ， xb qx< > = ， xb r< > = 這三個數列，

個別求出 xa< >各項後再將它們相加，即可得原 2
xb px qx r< > = + + 的 xa< >各項，

即： n N= ( N ∈ )時， 
「 2

xb px qx r< > = + + 的 1a 」……① 

=「 2
xb px< > = 的 1a 」…②+「 xb qx< > = 的 1a 」…③+「 xb r< > = 的 1a 」…④ 

其餘 2 3 4, , , , Na a a a 都相同。 
2.我們往三次方做時發現上述內容也會成立，因此試圖以點解法證明： 

由於同個 xb< >， n值相同時， xa< >各項和 xb= < >各項和；且 xa< >可置換成 xb< >
的表達式。 

又，(1) n值相同時，1.中的①～④的 xa< >置換成 xb< >的式子相同。 

  (2)先將式①～④的 xa< >轉換成 xb< >後，因為①的 2
xb px qx r< > = + + ， 

   且②、③、④的 xb< >分別 2px qx r+ + 。 

因此，可得：當 xb< >任意高次多項式時，可先將 xb< >分成單項函數，把 xa< >解出後

再分別相加，即可得到該任意多項式的 xa< >各項。 
至此，我們可利用程式解法，將高次多項式 xb 拆解為單項函數後進行操作，再將其加總

可回到 xb 。 
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而當 xb 為任意的多項式函數時，我們是否能求得 xa ？接下來，我們分步驟來討論之。 

步驟一：試圖推導出：當 xb 為不同的單項函數時，所對應到的「不等量平移函數」 (以下稱

為「平移量」)，其中不等量平移均滿足研究方法時的定義。 

步驟二：根據之前研究方法的討論結果，我們可知─ 

當 xb 為常數項，即 1xb = 時，其平移量為 1− ； 

當 xb 為一次項，即 xb x= 時，其平移量為 x− ； 

當 xb 為二次項，即 2
xb x= 時，其平移量為 2 1x− + 。 

步驟三：由前述所得到的結果，我們可專心分析 xb< >為特定次方(單項式)時的平移量，最

後再將所求的 xb< >拆成多個單項式後再將它們求得 xa ，最後相加。 

步驟四：我們試求了三次方的方程式，依據先前推測其平移量為 3x− ，而實際操作後發現圖

形呈現一次函數遞減趨勢，因此我們假設其一次函數為 ax b+ ，最後，推出須作調

整： 3x+ 才能滿足不等量平移的條件，得出：當 xb 為三次項，即 3
xb x= 時，其平移

量為 3 3x x− + 。 

步驟五：接著，我們試圖找出四次方的平移量，依據先前推測其平移量為 4x− ，操作後發現

圖形呈現二次函數遞減趨勢，因此我們假設其二次函數為 2px qx r+ + ，最後推出需

作調整： 26 5x+ − 才能滿足不等量平移的條件，得出：當 4
xb x= 時，其平移量為

4 26 5x x− + − 。 

步驟六：由步驟二、四、五，我們歸納出平移量有以下關係： 

(1)都是以減開始，並且負正相間； 

(2)領導係數都是 1− ； 

(3)每一項都差了二次方，且最低次方為一次項或常數項。 

步驟七：由步驟四、五，以及步驟六的平移量關係，繼續求出 xb 分別為五次項及六次項。 

當 xb 為五次項，即 5
xb x= 時，其平移量為 5 310 25x x x− + − ； 

當 xb 為六次項，即 6
xb x= 時，其平移量為 6 4 215 75 61x x x− + − + 。 

步驟八：由步驟七的結果，再與步驟六比較發現更進一步的平移量關係： 

(4)當 xb 為偶數次單項式時，其平移量的係數總和為0 ，而平移量中的常數項為其他 

    係數總和的相反數。 

(5)將 xb< >次方稱為第 p 次方，而 k 值為：平移量經降冪排列後，由左數起的第 k  

    項係數，符號 ( , )f p k 的意義為：當 xb< >為 p 次方，其平移量的第 k 項係數。 

(6)當 2k = 時， ( , 2)f p 似乎呈現二次方關係，由於 ( ,1)f p 均為 1− ，呈現零次關 

    係，而 ( ,1)f p 、 ( , 2)f p 的首項出現，其 xb< >差了二次方，據此我們推測 

    ( , 3)f p 為四次方關係， ( , 4)f k 為六次方關係，以此類推。 

(7) ( , )f p k 均可被其首項整除。 

步驟九：根據上述歸納結果，我們繼續往下推，並使用計算機及電腦軟體驗證完全符合以上

步驟一到步驟八的條件： 

當 xb 為七次項，即 7
xb x= 時，其平移量 7 5 321 75 427x x x x− + − + ； 

當 xb 為八次項，即 8
xb x= 時，其平移量 8 6 4 228 350 1708 1385x x x x− + − + − ； 

當 xb 為九次項，即 9
xb x= 時，其平移量 9 7 5 336 630 5124 12465x x x x x− + − + − ； 

當 xb 為十次項，即 10
xb x= 時，其平移量 10 8 6 4 245 1050 +12810 62325 50521x x x x x− + − − +  

步驟十：由上述步驟發現，當 xb 分別為七次項至十次項，且 1,2 , 3k = 時， 

即 ( ,1) , ( , 2) , ( , 3)f p f p f p ， 7 , 8 , 9 ,10p = 時，完全符合步驟八所提到的平移量

第(6)點關係。 
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且根據目前之條件我們推得 ( , )f p k 的關係如下： 

( ,1) 1f p = −  

1( , 2) ( )
2

f p p p2= −  

4 3 25( , 3) ( 8 19 12 )
24

f p p p p p= − − + −  

6 5 4 3 261( , 4) ( 19 137 461 702 360 )
720

f p p p p p p p= − + − + −  

將以上因式分解得： 

( ,1) 1f p = −  

1( , 2) ( 1)
2

f p p p= −  

5( , 3) ( 1)( 2)( 3)
24

f p p p p p= − − − −  

61( , 4) ( 1)( 2)( 3)( 4)( 5)
720

f p p p p p p p= − − − − −  

步驟十一：根據步驟十的結果，可以發現平移量的關係： 

(8)整體符合第(7)點關係的結果，平移量可提出之數的分子為該 ( , )f p k 首項。 

(9)承(8)，分母為 (2 2)!k −  

(10)不看(8)(9)之係數，剩餘的平移量為
!

( 2 2)!
p

p k− +
 

步驟十二：由以上結果我們推測 ( , )f p k 為以下結果： 

即
(2 2 , ) !( , )

(2 2)! ( 2 2)!
f k k pf p k

k p k
− ⋅

=
− ⋅ − +

，且
1

1

(2 2 , ) (2 2)!(2 2 , )
(2 2)! (2 2 )!

k

i

f i i kf k k
i k i

−

=

− ⋅ −
− = −

− ⋅ −∑ ， 

其中 (0 ,1) 1f = − 。 

 

至此，我們研究得到：當數列 xb< >滿足多項式函數時，其一般項 xa 的求法。 
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伍、研究結果 

設有 n個人圍成一圈，有 xa< >、 xb< >兩數列，其中： xa 為第 x個人所挑的數字， xb 為

第 x 個人兩旁的人所挑的數字之平均值。當 xb< >為不同條件下， xa< >的一般項公式的研

究結果如下。 

(一)數列 xb< >為等差數列且 xb x= 時， 

數列 xa< >的一般項為 1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x c x d x c x d x x= ⋅ + ⋅ + ，其中 1 1 2 2( ) , ( ) , ( ) , ( )c x d x c x d x

隨著 n值的不同而改變，當 4n k= ， k∈ 時，一般項 ( )f x 無解，其餘情況整理如下： 

1

1

2

4 1 4 2 4 3

0.5 14 2 0.5 4 2 1 2
4 4 2( )

4 4 4

5 0.5( ) ( 2 2 ) ( 2 ) ( 3 2 )
2 2 2 2

( )

n k k k

x x xx x x
c x

x x xd x n x n n x n n x n

x
c x

+ + +

        −   −      − − − − − − −                              − − −
     
     
     

−     − − − − − − − − − − − −          

2

0.5 14 2 0.5 4 2 1 2
4 4 2

4 4 4

5 0.5( ) ( 2 2 ) ( 2 ) ( 3 2 )
2 2 2 2

x x xx x

x x xd x n x n n x n n x n

        −   −      − + − − + − −                              
     
     
     

−     − − + − − + − − +          

 

(二)數列 xb< >為等差數列且 xb px q= + 時， 

數 列 xa< > 的 一 般 項 為 1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x c x d x c x d x px q= ⋅ + ⋅ + + ， 其 中 1 1( ) , ( ) ,c x d x

2 2( ) , ( )c x d x 隨著 n 值的不同而改變，當 4n k= ， k∈ 時，一般項 ( )f x 無解，其餘情況

整理如下： 

1

1

4 1 4 2 4 3

0.5 14 2 0.5 4 2 1 4 2
4 4 4( )

4 4 4

5 0.5 1( ) ( 2 2 ) ( 2 ) ( 3 2
2 2 2 2

n k k k

x x xx x x
c x

x x xd x pn x pn pn x pn pn x

+ + +

        −   −      − − − − − − − −                              − − −
     
     
     

− −     − − − − − − − − − − −          

2

2

)

0.5 14 2 0.5 4 2 1 4 2
4 4 4( )

4 4 4

5 0.5 1( ) ( 2 2 ) ( 2 ) ( 3 2 )
2 2 2 2

pn

x x xx x x
c x

x x xd x pn x pn pn x pn pn x pn

−

        −   −      − + − − + − − +                              
     
     
     

− −     − − + − − + − − +          
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(三)數列 xb< >為階差數列且 2
xb x= 時， 

數列 xa< >的一般項為 2
1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x c x d x c x d x x= ⋅ + ⋅ + ，其中 1 1 2 2( ) , ( ) , ( ) , ( )c x d x c x d x

隨著 n值的不同而改變，當 4n k= ， k∈ 時，一般項 ( )f x 無解，其餘情況整理如下： 

1

2 2

1 2

4 1 4 2 4 3

0.5 14 2 0.5 4 2 1 4 2
4 4 4( )

4 4 4

1 2 3 3 0.5( 2 ) ( 2 )
2 2 3 4 2( )

( 2 5) 91
4

n k k k

x x xx x x
c x

n x n n xn x x
d x

n n nn

+ + +

        −   −      − − − − − − − −                              − − −
     
     
     

− − −   − + − − + −      
+ +

+ − +

2

3 2 2

2

2

2 2

3 1( 2 )
2 2

18 25 ( 2 5)1 1
24 4

0.5 14 2 0.5 4 2 1 4 2
4 4 4( )

4 4 4

1( 2 )
2 2( )

( 2 5)

n xn x

n n n n n

x x xx x x
c x

n xn x
d x

n nn

− − − + −   
+ + + +

− + −

        −   −      − + − − + − − +                              
     
     
     

−  + −   
+ +

−

2 2

3 2 2

2 3 3 0.5 3 1( 2 ) ( 2 )
3 4 2 2 2

9 18 25 ( 2 5)1 1 1
4 24 4

n n x n xx n x

n n n n n n

− − − −   + − + −      
+ + + +

− − − − −  

(四)當數列 xb< >滿足 xb 為任意多項式時， 

可將 xb 拆為多個單項函數，個別分析求得其 xa 之後，再將其加總，即可得原 xb 所對應之

一般項 xa 之結果。而當 xb 為單項函數時的不等量平移函數為如下之定義，其中符號

( , )f p k 的意義為當 xb 為 p 次方，平移量的第 k 項係數： 

(2 2 , ) !( , )
(2 2)! ( 2 2)!

f k k pf p k
k p k

− ⋅
=

− ⋅ − +
，且

1

1

(2 2 , ) (2 2)!(2 2 , )
(2 2)! (2 2 )!

k

i

f i i kf k k
i k i

−

=

− ⋅ −
− = −

− ⋅ −∑ ， 

其中定義 (0 ,1) (1 ,1) 1f f= = −  
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陸、參考文獻資料與其他 

一、參考文獻： 

(一)許志農、黃森山、陳清風、廖森游、董涵冬(民 108 年 7 月)。普通型高級中學數學第

二冊。新北市：龍騰文化事業股份有限公司。 

(二)維基百科。取整函數。檢自：

https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%8F%96%E6%95%B4%E5%87%BD%E6%95%B0。 

(三)薛昭雄、顏啟麟、何焱銘、陳榮輝、鄭仁峰編譯(民 100 年 7 月)。美國 AMC12 數學

測驗歷屆試題暨詳解(I)。臺北市：博凱出版社有限公司。 

 

二、其他(C++程式碼)： 

下頁所節錄的程式碼，是我們因應本研究所特地撰寫的。在計算上，有時會有數字太大

不易計算，此程式碼可輔助我們較快速解決找一般項的問題，並能在計算上能有效偵錯。

下頁為我們撰寫的程式碼及簡易運算結果。 

  

https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%8F%96%E6%95%B4%E5%87%BD%E6%95%B0
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 使用 C++程式輔助計算 xa 一般項的操作過程 
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上頁程式碼中，因為 4n k= ( k∈ )的情況導致無解，所以在撰寫 C++程式碼的過程中，

直接設定跳過 4n k= 的運算。下方為 C++程式運算結果。 

 

 C++程式運算結果：    C++程式運算結果簡易說明： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



【評語】050401  

本作品探討未知數列的一般項公式，是努力做的作品，給定

的資訊是相鄰兩項的平均值 。這是一個線性聯立方程組，有特殊

矩陣結構 (tri-diagonal)，所以已經有很快很穩定的數值解法。因

此，是否值得為特殊的狀況 ，例如等差的情形去做出一般式，是

需要仔細思考評估的。這一套方法，太過繁雜，依賴圖形來歸納

公式，有很高的機會會做得比代數機械運算來的慢。特別是多項

式時，作者已經沒辦法給出數學公式證明，而是靠觀察前幾項來

猜出一般式，嚴謹度不足。  

050401-評語 

  



 

 

 

 

 

 

 

作品簡報

 



點分布與鋸齒狀函數的研究

組別：高級中等學校組
科別：數學科



摘 要
假定有兩數列 、 ，兩數列各有 項，將數列 以項數
與其值 ，描繪到坐標平面上，並根據將所有的點分布情況加以連線，
其圖形狀似鋸齒狀函數。經過本研究，可將原本散布圖的點經適當的
「不等量」平移後，再利用分段拼接概念，結合「取整函數」來設計出
一函數，使其能夠使兩條異號的領導係數線段交替出現，形成類似鋸齒
狀函數的圖形，最後再將點「不等量」平移回原本的位置，得到一函數
涵括所有的點。最後再將 推廣到多項式函數，進而找到可行方法來求
得對應的一般項 。

xb  n xa  ( )x

( )y

xb

xa

xa 

人圍成一圈，每人挑一個數字

並將此數字告訴自己左右兩邊的人，然後每人說出自己兩旁

的人所選數字的平均值，右圖為每個人所說出之平均值(非

原來選的數字)，則說出平均值 的那個人所選數字為何？

10

6

研究動機



研究目的

設有 個人圍成一圈，有 、 兩數列，其中： 為第 個人所

挑的數字， 為第 個人兩旁的人所挑的數字之平均值。

一、若 為等差數列，且 時，則數列 的一般式為何

二、若 為等差數列，且 時，則數列 的一般式為何

三、若 為階差數列，且 時，則數列 的一般式為何

四、數列 滿足 為任意多項式時，是否有方法能求得 的

一般式

n xa 
xb  xa x

xb x

xb 

xb 

xb 

xb x=

xb px q= +
2

xb x=

xa 

xa 

xa 

xb  xb xa 



研究方法與流程圖

研究方法 2 : 二次函數解法 (1) 三點 (2) 二點一關係

原

題

目

xb x=

2

xb x=

xb

px q

=

+

解

析

幾

何

代

數

問

題

不

等

量

平

移

1

2

&

( )

( )

c x

c x

建構

合成

函數

不

等

量

平

移

解

出

一

般

解

1 2 1 2( ) , ( ) , ( ) , ( )c x c x d x d x研究方法1：

定理：設有 個人圍成一圈，有兩數列 、 ，其中： 為第 個人所

挑的數字， 為第 個人兩旁的人所挑的數字之平均值。當 為公差不為 的

等差數列，且當 時， 無解。

n
xa 

xb  xa x

xbxxb 0

4n k= xa



研究過程 (以 、 為例)xb x= 2

xb x=

原始圖 「不等量平移」後的圖

xb x=

2

xb x=

步驟一：
先將所有的點進行「不等量平移」

步驟二：
依 n 值分類為三種類

4 1k + 4 2k + 4 3k +

xb x=

2

xb x=



步驟三：
利用不同函數合成，形成鋸齒狀
函數，下表為 ,

1( )c x

2 ( )c x

4 2
4

4

x
x

   
− −   

   −
 
 
 

4 2
4

4

x
x

   
− +   

   
 
 
 

4 1k + 4 2k + 4 3k +

0.5
0.5 4 2

4

4

x
x

  −  
− − −   

   −
 
 
 

0.5
0.5 4 2

4

4

x
x

  −  
− − +   

   
 
 
 

1
1 4 2

4

4

x
x

  − 
− − −   

   −
 
 
 

1
1 4 2

4

4

x
x

  −  
− − +   

   
 
 
 

1( )c x
2 ( )c x

以 為例，負、正基準線如下：
2

xb x=

2

xb x=

2
2( 1) ( 2 5)

( )
2 4

n n n
y n x n−

− + +
−= + +

2
2( 1) ( 2 5)

( )
2 4

n n n
n xy n+

− + +
+ −=

2 22 3 3 (9 18 25)

3 4 24

n n n n
x ny−

− + + 
− + + 

 
=

2 22 3 3 (9 18 25)

3 4 24

n n n n
x ny+

− + + 
+ − 

 
=

( )22 2 53

2 4

n nn
n x ny+

+ +− 
+ − 

 
=

( )22 2 53

2 4

n n
y

n
n x n−

+ +− 
− + + 

 
=



由於負、正基準線只有單一條線，為了達到一個重複出現的函數，需要將該線不等量
平移。而此函數為一個下取整函數，我們稱之為平移函數。平移函數亦會受到不同種
類的 n 而改變。

將負、正基準線向右移一個平移函數，可以得到重複特定線段的一個函數。但此函數
並不符合目的，須將先前求出的 、 分別乘以 、 ，可利用 與
的0、1交替性質將多餘線段適時地消失，則該函數就為鋸齒狀函數。

1( )c x 2 ( )c x
1( )d x 2 ( )d x

1( )c x 2 ( )c x

步驟四：
加上步驟一
「不等量平
移」的值

步驟三完成圖 「不等量平移」後的圖

xb x=

2

xb x=



研究結果 設有 個人圍成一圈，有 、 兩數列，其中：

為第 個人所挑的數字， 為第 個人兩旁的人所挑的數字之平均值。當 為不同

條件下， 的一般項公式的研究結果如下：

n
xa  xb 

xa xxbx xb 

xa 

數列 為等差數列，且 ，xb 
xb x=

4 1k +

4 2k +

4 3k +

4 2
4

( ( 2 2 ) )
4

4 2
4

( ( 2 2 )
24 2

( ) )

x
x

x
n x n

x
x

x
n nf x x x

   
− +   

   

   
− −

  − − +  

  
     − − − − −    

 

=



 
 



+ +



0.5
0.5 4 2

4 5 0.5
( ( 2 ) )

4
( )

2

0.5
0.5 4 2

4 5 0.5
( ( 2 ) )

4 2 22

x
x

x
n x n

x
x

x
nx xf xn

  −  
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數列 為等差數列，且 ，
xb px q= +xb 
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數列 為階差數列，且 ，xb 
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當數列 滿足 為任意多項式時，
可將 拆為多個單項函數，個別分析求得其 之後，再將其加總，即可得原 所對應之
一般項 之結果。
而當 為單項函數時的不等量平移函數為如下之定義，其中符號 的意義為：當
為 次方，平移量的第 項係數：

，且

其中定義：

xb  xb

xb
xa xb

xa

xb xb

p k

( , )f p k

(2 2 , ) !
( , )

(2 2)! ( 2 2)!

f k k p
f p k

k p k

− 
=

−  − +

1

1

(2 2 , ) (2 2)!
(2 2 , )

(2 2)! (2 2 )!

k

i

f i i k
f k k

i k i

−

=

−  −
− = −

−  −


(0 ,1) (1,1) 1f f= = −
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C++程式碼節錄 此程式碼，是我們因應本研究所特地撰寫的。
在計算上，有時會有數字太大不易計算，此
程式碼可輔助我們較快速解決找一般項的問
題，並能在計算上能有效偵錯。
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