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摘要 

     我們由市售的角落生物椅凳，產生好奇心。原本想知道：若將正三角形內部沿著邊長有 n

個半徑為 r 的等圓與邊長相切時，邊長與面積與 r 的關係。後來進而探討正 m 多邊形每邊內側

與 n 個半徑為 r 的等圓相切時，此時正多邊形周長 S(m,n)及面積 A(m,n)的通式。 

    接著我們將正 m 邊形的角落削切成為圓弧，形成圓角多邊形，其周長 S’(m,n)與面積

A’(m,n)的之通式。以數學歸納法證明以上通式，也推導證明 S 與 S’的關係，A 與 A’的關係。 

我們發現相對於變數 n 而言，S(m,n)與 S’(m,n)為兩平行直線；A(m,n)與 A’(m,n)為兩拋

物線。 

藉由給定m及n進行數值分析，針對以正三角形或正四邊形來製作不同半徑之圓角三角形，

圓角四角形時，角落削切損失的面積為定值 2.05𝑟2與 0.86𝑟2等。對於圓角多邊形的削切給予建

議。 

壹、研究動機 

    家政課時，老師要我們利用環保素材製作出有用的東西，發揮廢物再利用的精神；這

時，我突然想到之前在網路社團看到有人利用回收牛奶罐製作出小凳子，有的是用兩個牛

奶罐、有的人用三個、甚至四個，而不同數量牛奶罐有不同之形狀及邊長，於是我好奇的

想：不同個數的牛奶罐所圍成的多邊形，其長度及面積是否有是否有特定之公式呢？所以

便深入探討這個問題。 

照片來源：https://www.facebook.com/groups/our.storage.diary 

https://www.facebook.com/groups/our.storage.diary
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貳、 研究目的

一、比較外切之圓角與尖角 m 邊形周長及面積之差異。

   二、若改變邊長圓的個數，則其差值之改變如何。 

   三、觀察並比較正三角形、正四邊形、正五邊形、至正 m 邊形之間外切之圓角與尖角周 

長及面積之差異。 

   四、觀察上述之情況是否有規律。 

參、研究設備及器材

電腦、圓規、直尺、微軟 WORD、微軟 EXCEL、VISIO 繪圖軟體、。

肆、 研究過程

一、 名詞定義 

為方便推論研究，我們先將切於正 m 多邊形內部的所有圓的半徑都相等，並將半徑以 r

來表示。我們將正 m 邊形每邊內側外切 n 個圓時，此時正 m 邊形的周長定義為 S(m,n)，面積定

義為 A(m,n)。 

若將「正 m 邊形」每個角削去，以同時與兩夾邊相切的圓弧取代該角，此時我們暫且定

義此形狀為「圓角 m邊形」，內側外切 n 個圓時，「圓角 m 邊形」的周長定義為 S’(m,n)，「圓角 m

邊形」的面積定義為 A’(m,n)。 

二、 探討正多邊形周長 S(m,n)及面積 A(m,n)與 r 的關係 

首先我們要探討尖角正 m 邊形之周長及面積，試著找出其通式。 

(一)正三角形(m=3 時)
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     1.每邊內部切 2 個圓(n=2) 

如圖(一)，分別過圓心 J、K、L 作 JKDJ ⊥ 、 JKEK ⊥ 、 KLFK ⊥ 、 KLGL ⊥ 、 JLHL ⊥ 、

JLIJ ⊥ 。連接 JA ，則 = 30ADJ ， 又 = 90DAJ ，則 = 06JDA  = 60tan
J

A

D

D
， 

rDJ =  rDAD 360tanJ ==  

      同理， r3IACHGCBFEB =====  

      )(B BEDEADA ++= = rrr 323 ++ = r )322( +  

所以，邊長 BA =(2 + 2𝑡𝑎𝑛60°) ∙ 𝑟 

      S(3,2)=正 ABC 之周長=3 BA =3(2 + 2𝑡𝑎𝑛60°) ∙ 𝑟 

 

  A(3,2)=正 ABC 面積=正∆JLK+3 個矩形 DEKJ+3 個箏形 ADJI 

=3 ∙
1

2
∙ 2r ∙ r cot 60° + 3 × 2𝑟2 + 3𝑟2 tan 60° = 3(cot 60° + 2 + tan 60°) 𝑟2 

 

    2.每邊內部切 3 個圓(n=3) 

      如圖(二)，同理可證 

      )(B BEDEADA ++= = rrr 343 ++ = r )32(4+  

所以 BA =(4 + 2𝑡𝑎𝑛60°) ∙ 𝑟 

      S(3,4)=正 ABC 之周長=3 BA =3(4 + 2𝑡𝑎𝑛60°) ∙ 𝑟 

  A(3,3)=正 ABC 面積=正∆JLK+3 個矩形 DEKJ+3 個箏形 ADJI 

=3 ∙
1

2
∙ 4r ∙ 2r cot 60°+3× 4𝑟2+3𝑟2 tan 60° 

=3(4 cot 60°+4+tan 60°) 𝑟2 

  3. 每邊內部切 n 個圓時 

  依圖(一)及圖(二)，當 k 值增加為 k+1 時，會讓 3 個矩形的較長邊增加 2r，正∆JLK邊長也

是增加 2r，正∆JLK面積則增加3 ∙ (2k − 1)𝑟2 cot 60° 

 因此我們推得 S(3,4) =3(6 + 2𝑡𝑎𝑛60°) ∙ 𝑟 

     A(3,4) =3(9 cot 60°+6+tan 60°) 𝑟2 

我們猜想 S(3,n) = 21)-2(n(3 + r)60tan  

A
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I

H

J
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圖(一) 
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圖(二) 
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     A(3,n) =3((n − 1)2 cot 60° + 2(𝑛 − 1) + 𝑡𝑎𝑛60°) ∙ 𝑟2 

  利用數學歸納法證明，假設 n=k 時， 

S(3,k) = 21)-2(k(3 + r)60tan  

    A(3,k) =3((k − 1)2 cot 60° + 2(𝑘 − 1) + 𝑡𝑎𝑛60°) ∙ 𝑟2 皆成立 

當 n=k+1 時，因為 3 個矩形的較長邊會增加 2r，S(3,k+1)相較於 S(3,k)增加 6r 

         S(3,k+1) = S(3,k)+6r = 21)-2(k(3 + r)60tan +6r 

                 = 22k(3 + r)60tan  成立 

因此證得 S(3,n) = 21)-2(n(3 + r)60tan   

    同理，A(3,k+1)相較於 A(3,k)，矩形面積增加3 ∙ 2𝑟2， 

             正∆JLK邊長由(2k-2) r 增加 2r 為 2kr， 

 正∆JLK面積增加3 ∙ 
1

2
∙ 2kr ∙ kr cot 60° − 3 ∙

1

2
∙ (2k − 2)r ∙ (k − 1)r cot 60° 

= 3 ∙ (2k − 1)𝑟2 cot 60° 

      所以，A(3,k+1) =A(3,k)+3 ∙ 2𝑟2 + 3 ∙  (2k − 1)𝑟2 cot 60° 

       =3((k − 1)2 cot 60° + 2(𝑘 − 1) + 𝑡𝑎𝑛60°) ∙ 𝑟2+3 ∙ 2𝑟2 + 3 ∙  (2k − 1)𝑟2 cot 60° 

       =3(𝑘2 cot 60° + 2𝑘 + 𝑡𝑎𝑛60°) ∙ 𝑟2 

      因此 A(3,n) =3((n − 1)2 cot 60° + 2(𝑛 − 1) + 𝑡𝑎𝑛60°) ∙ 𝑟2 得證 

 

(二)正方形(m=4 時) 

     1.每邊內部切 2 個圓(n=2)  

      如圖(三)，分別過圓心 M、N、O、P 

   作 MNEM ⊥ 、 NMFN ⊥ 、 NOGN ⊥ 、  

      ONHO ⊥ 、 OPIO ⊥ 、 POJP ⊥ 、 PMKP ⊥ 、 MPLM ⊥ 。 

      連接AM，則 = 45MAE ， 

      又 = 90MEA ，則 = 45AME  = 45tan
EM

AE
， 

D C

BA

L

K
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H

G

FE

P O

NM

圖(三) 
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      rME =  rMEAE == 45tan 。 

      rMNEF 2== ， 

      正方形邊長 )FFE(B BEAA ++= = r+2r+r = 4r =(2 + 2𝑡𝑎𝑛45°) ∙ 𝑟 

      S(4,2)=正方形 ABCD 周長=4 BA =4(2 + 2𝑡𝑎𝑛45°) ∙ 𝑟  

      正方形 MNOP 面積以切割成 4 個等腰直角三角形計算之， 

   A(4,2)=正方形 MNOP+4 個長方形 EFNM +4 個正方形 AEML 

           =4 ∙
1

2
∙ 2r ∙ r cot 45° + 4 × 2𝑟2 + 4𝑟2 tan 45° 

     =4(cot 45° + 2 + tan 45°) ∙ 𝑟2 

 

2.每邊內部切３個圓(n=3)  

      如圖(四)，同理可證， 

      DABC四邊形 之邊長 )FFE(B BEAA ++= = r+4r+r = 4r =(4 + 2𝑡𝑎𝑛45°) ∙ 𝑟 

      S(4,2)=正方形 ABCD 周長=4 BA =4(4 + 2𝑡𝑎𝑛45°) ∙ 𝑟  

      正方形 MNOP 面積以切割成 4 個等腰直角三角形計算之， 

   A(4,2)=正方形 MNOP+4 個長方形 EFNM +4 個正方形 AEML 

           =4 ∙
1

2
∙ 4r ∙ 2r cot 45° + 4 × 4𝑟2 + 4𝑟2 tan 45° 

     =4(4 cot 45° + 4 + 4tan 45°) ∙ 𝑟2 

 

   3.每邊內部切 n 個圓 

依圖(三)及圖(四)，當 k 值增加為 k+1 時，會讓 4 個矩形的較長邊增加 2r，內部正方形 MNOP

邊長也是增加 2r，正方形 MNOP 面積則增加 4∙ (2k − 1)𝑟2 cot 45° 

 因此我們推得 S(4,4) =4(6 + 2𝑡𝑎𝑛45°) ∙ 𝑟 

     A(4,4) =4(9 cot45 °+6+tan 45°) 𝑟2 

  根據數學歸納法，應可證得  S(4,n) =4(2(𝑛 − 1) + 2𝑡𝑎𝑛45°) ∙ 𝑟  

                    A(4,n) =4((n − 1)2 cot 45° + 2(𝑛 − 1) + 𝑡𝑎𝑛45°) ∙ 𝑟2 

D C

BA

L

K
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H

G

FE
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圖(四) 
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(三)正五邊形(m=5 時) 

     1.每邊內部切 2 個圓(n=2)  

      如圖(五)，分別過圓心 P、Q、S、T、U 作 PQFP ⊥ 、 

      QPGQ ⊥ 、 QSHQ ⊥ 、 SQIS⊥ 、 STJS ⊥ 、 TSKT ⊥ 、 

      TULT ⊥ 、 UTMU ⊥ 、 UPNU ⊥ 、 PUOP ⊥ 。 

      連接AP，則 =
−

= 54
5

180)25(

2

1
PAF ， 

      又 = 90AFP ，則 = 36tan
FP

AF
，                                

      rFP =  == 36tan36tan rFPAF 。 

      同理， ========= 36tanrOAENMEDLKDCJICBHGB ，                

  故五邊形 ABCDE 邊長 )FG(B BGAFA ++= =rtan36° + 2𝑟 + rtan36° = (2 + 2tan36°) ∙ 𝑟 

S(5,2)=正五邊形 ABCDE 周長=5 BA =5(2 + 2𝑡𝑎𝑛36°) ∙ 𝑟 

    正五邊形 PQSTU 面積以切割成 5 個頂角為 36 度的等腰三角形計算之， 

    A(5,2)=正五邊形 PQSTU+5 個長方形 FGQP +5 個箏形 AFPO 

           =5∙
1

2
∙ 2r ∙ r cot 36° + 5 × 2𝑟2 + 5𝑟2 tan 36° 

               =5(cot36 ° + 2 + tan 36°) ∙ 𝑟2 

 

     2.每邊內部切 3 個圓(n=3) 

       如圖(六)，同理可證 

       正五邊形 ABCDE 邊長 BA =(4 + 2𝑡𝑎𝑛36°) ∙ 𝑟 

       S(5,3)=正五邊形 ABCDE 周長=5 BA =5(4 + 2𝑡𝑎𝑛36°) ∙ 𝑟 

   正五邊形 PQSTU 面積以切割成 5 個頂角為 36 度的等腰三角形計算之， 

  A(5,3)= 正五邊形 PQSTU+5 個長方形 FGQP +5 個箏形 AFPO 

        =5∙
1

2
∙ 4r ∙ 2r cot 36° + 5 × 4𝑟2 + 5𝑟2 tan 36° 
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圖(五) 

圖(六) 
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            =5(4 cot36 ° + 4 + tan 36°) ∙ 𝑟2 

 

     3.每邊內部切 n 個圓 

依圖(五)及圖(六)，當 k 值增加為 k+1 時，會讓 5 個矩形的較長邊增加 2r，內部正五邊形

PQSTU 邊長也是增加 2r，則正五邊形 PQSTU 面積則增加 5∙ (2k − 1)𝑟2 cot 36° 

 因此我們推得 S(5,4) =5(6 + 2𝑡𝑎𝑛36°) ∙ 𝑟 

     A(5,4) =5(9 cot36 °+6+tan 36°) ∙ 𝑟2 

  根據數量規則推論  S(5,n) =5(2(𝑛 − 1) + 2𝑡𝑎𝑛36°) ∙ 𝑟  

                    A(5,n) =5((n − 1)2 cot 36° + 2(𝑛 − 1) + 𝑡𝑎𝑛36°) ∙ 𝑟2 

我們可以以數學歸納法證明結果是正確的。 

 

(三)正 m 邊形 

對於任意大於或等於 3 的正整數 m，在正 m 邊形中，我們觀察上述方法所得結果，依相

同方法來求 S(m,n)及 A(m,n)的通式。 

     1.每邊內部切 2 個圓(n=2) 

      由前面之推論及證明，發現： 

      S(3,2)＝3(2 + 2𝑡𝑎𝑛60°) ∙ 𝑟，A(3,2)＝3(cot 60° + 2 + tan 60°) 𝑟2   

      S(4,2) = 4(2 + 2𝑡𝑎𝑛45°) ∙ 𝑟，A(4,2)＝4(cot 45° + 2 + tan 45°) ∙ 𝑟2  

   S(5,2) = 5(2 + 2𝑡𝑎𝑛36°) ∙ 𝑟，A(5,2)＝5(cot 36° + 2 + tan 36°) ∙ 𝑟2  

      由此可推得 S(𝑚, 2) = m (2 + 2tan
180°

𝑚
) ∙ 𝑟，  

      A(𝑚, 2) = m (cot
180°

𝑚
+ 2 + tan

180°

𝑚
) ∙ 𝑟2 

 

    2.每邊內部切 3 個圓(n=3) 

      S(3,3)＝3(4 + 2𝑡𝑎𝑛60°) ∙ 𝑟，A(3,3)＝3(4cot 60° + 4 + tan 60°) 𝑟2   
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      S(4,3) = 4(4 + 2𝑡𝑎𝑛45°) ∙ 𝑟，A(4,3)＝4(4cot 45° + 4 + tan 45°) ∙ 𝑟2  

   S(5,3) = 5(4 + 2𝑡𝑎𝑛36°) ∙ 𝑟，A(5,3)＝5(4cot 36° + 4 + tan 36°) ∙ 𝑟2  

      由此可推得  

      S(𝑚, 3) = m (4 + 2tan
180°

𝑚
) ∙ 𝑟， A(𝑚, 3) = m (4cot

180°

𝑚
+ 4 + tan

180°

𝑚
) ∙ 𝑟2      

 

3.每邊內部切 n 個圓 

S(3,n)＝3(2(𝑛 − 1) + 2𝑡𝑎𝑛60°) ∙ 𝑟，A(3,n)＝3((𝑛 − 1)2cot 60° + 2(𝑛 − 1) + tan 60°) 𝑟2   

      S(4, n) = 4(2(𝑛 − 1) + 2𝑡𝑎𝑛45°) ∙ 𝑟，A(4,n)＝4((𝑛 − 1)2 cot 45° + 2(𝑛 − 1) + tan 45°)𝑟2  

   S(5, n) = 5(2(𝑛 − 1) + 2𝑡𝑎𝑛36°) ∙ 𝑟，A(5,n)＝5((𝑛 − 1)2cot 36° + 2(𝑛 − 1) + tan 36°)𝑟2  

      我們一樣可以運用數學歸納法證，得到以下通式：  

      S(𝑚, n) = m (2(𝑛 − 1) + 2tan
180°

𝑚
) 𝑟，    

A(𝑚, n) = m ((𝑛 − 1)2cot
180°

𝑚
+ 2(𝑛 − 1) + tan

180°

𝑚
) 𝑟2  

 

將結果表列如下： 

（表一）正 m 邊形邊長 

正 m 邊形邊長 

 m=3 m=4 m=5 m 

每

一

邊

圓

之

個

數 

n=2 (2 + 2𝑡𝑎𝑛60°) ∙ 𝑟 (2 + 2𝑡𝑎𝑛45°) ∙ 𝑟 (2 + 𝑡𝑎𝑛36°) ∙ 𝑟 (2 + 2tan
180°

𝑚
) ∙ 𝑟 

n=3 (4 + 2𝑡𝑎𝑛60°) ∙ 𝑟 (4 + 2𝑡𝑎𝑛45°) ∙ 𝑟 (4 + 𝑡𝑎𝑛36°) ∙ 𝑟 (4 + 2tan
180°

𝑚
) ∙ 𝑟 

n=4 (6 + 2𝑡𝑎𝑛60°) ∙ 𝑟 (6 + 2𝑡𝑎𝑛45°) ∙ 𝑟 (6 + 𝑡𝑎𝑛36°) ∙ 𝑟 (6 + 2tan
180°

𝑚
) ∙ 𝑟 

n 
(2(𝑛 − 1)

+ 2𝑡𝑎𝑛60°) ∙ 𝑟 

(2(𝑛 − 1)

+ 2𝑡𝑎𝑛45°) ∙ 𝑟 

(2(𝑛 − 1)

+ 2𝑡𝑎𝑛36°) ∙ 𝑟 
(2(𝑛 − 1) + 2tan

180°

𝑚
) 𝑟 
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（表二）正 m 邊形周長 S(m,n) 

正 m 邊形周長 S(m,n) 

邊數 m=3 m=4 m=5 m 

每

一

邊

圓

之

個

數 

n=2 3(2 + 2𝑡𝑎𝑛60°) ∙ 𝑟 4(2 + 2𝑡𝑎𝑛45°) ∙ 𝑟 5(2 + 𝑡𝑎𝑛36°) ∙ 𝑟 m (2 + 2tan
180°

𝑚
) ∙ 𝑟 

n=3 3(4 + 2𝑡𝑎𝑛60°) ∙ 𝑟 4(4 + 2𝑡𝑎𝑛45°) ∙ 𝑟 5(4 + 𝑡𝑎𝑛36°) ∙ 𝑟 m (4 + 2tan
180°

𝑚
) ∙ 𝑟 

n=4 3(6 + 2𝑡𝑎𝑛60°) ∙ 𝑟 4(6 + 2𝑡𝑎𝑛45°) ∙ 𝑟 5(6 + 𝑡𝑎𝑛36°) ∙ 𝑟 m (6 + 2tan
180°

𝑚
) ∙ 𝑟 

n 
3(2(𝑛 − 1)

+ 2𝑡𝑎𝑛60°) ∙ 𝑟 

4(2(𝑛 − 1)

+ 2𝑡𝑎𝑛45°) ∙ 𝑟 

5(2(𝑛 − 1)

+ 2𝑡𝑎𝑛36°) ∙ 𝑟 
m (2(𝑛 − 1) + 2tan

180°

𝑚
) 𝑟 

（表三）正 m 邊形面積 A(m,n) 

 
正 m 邊形面積 A(m,n) 

m=3 m=4 m=5 m 

每

一

邊

圓

之

個

數 

n=2 
3(1cot 60° + 2

+ tan 60°) 𝑟2 

4(1cot 45° + 2

+ tan 45°) ∙ 𝑟2 

5(1cot 36° + 2

+ tan 36°) ∙ 𝑟2 
m (1 cot

180°

𝑚
+ 2 + tan

180°

𝑚
) ∙ 𝑟2 

n=3 
3(4cot 60° + 4

+ tan 60°) 𝑟2 

4(4cot 45° + 4

+ tan 45°) ∙ 𝑟2 

5(4cot 36° + 4

+ tan 36°) ∙ 𝑟2 
m (4cot

180°

𝑚
+ 4 + tan

180°

𝑚
) ∙ 𝑟2 

n=4 
3(9cot 60° + 6

+ tan 60°) 𝑟2 

4(9cot 45° + 6

+ tan 45°) ∙ 𝑟2 

5(9cot 36° + 6

+ tan 36°) ∙ 𝑟2 
m (9cot

180°

𝑚
+ 6 + tan

180°

𝑚
) ∙ 𝑟2 

n 

3((𝑛 − 1)2cot 60°

+ 2(𝑛 − 1)

+ tan 60°) ∙  𝑟2 

4((𝑛

− 1)2 cot 45°

+ 2(𝑛 − 1)

+ tan 45°) ∙ 𝑟2 

5((𝑛 − 1)2cot 36°

+ 2(𝑛 − 1)

+ tan 36°) ∙ 𝑟2 

m ((𝑛 − 1)2cot
180°

𝑚
+ 2(𝑛 − 1)

+ tan
180°

𝑚
) ∙ 𝑟2 

 

 

(四)討論： 

1. 以正三角形為例，每邊內側相切的圓之個數增加 1 個，則周長增加 6r。 

   若為正 m 角形，每一邊內側相切的圓之個數增加 1 個，則周長增加 2mr。 

2. 當 n 固定時，則正三角形周長 S(3,n)通式中的角度為 360 度的 6 分之 1，即為 60 度。 
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   也就是說，正 m 邊形周長通式中之角度為 180 度的 m 分之一。     

 

三、 探討「圓角 m 邊形」的周長 S’(m,n)及面積 A’(m,n)與 r 的關係 

    將「尖角正 m 邊形」的每一個內角兩邊與圓弧所圍區域截去不要，得到這些圓的外

公切線段及圓弧所圍內部區域，我們定義為「圓角 m 邊形」，接著，我們探討圓角 m 邊形

之周長 S’(m,n)及面積 A’(m,n)，並試著找出其通式。 

 

(一) 正三角形(m=3 時) 

1. 每邊內部切 2 個圓(n=2) 

如圖(七)，AB、CD、EF分別為圓 G 與圓 H、圓 H 與圓 I、圓 I 與圓 G 的外公切

線段。故四邊形 ABHG、CDIH、EFGI 皆為長、寬分別為 2r 及 r 的長方形 

                      === EFCDAB 2r， == 90FGIAGH  

        GHI 為邊長 2r 的正三角形 = 60HGI ，  

        = 360AGF － AGH － FGI － HGI  

               = 360 － 90 － 90 － 60 =120  

        弧長 AF= r
3

2
r2

360

120
=




                                 

同理，弧長 BC＝弧長 DE＝ r
3

2
  

  則圓弧部分的長度和=  3×弧長 AF=2πr              

故其圓角三角形周長 S’(3,2)=3𝐴𝐵̅̅ ̅̅ ＋3 弧長 AF ＝3 × 2r + 2πr 

        面積部分，我們發現：扇形 AGF=扇形 BCH=扇形 DEI，面積和為π𝑟2 

        所以，面積 A’(3,2)=∆GHI+3 個長方形 ABHG+扇形 AGF+扇形 BCH+扇形 DEI 

               =3 ∙
1

2
∙ 2r ∙ r cot 60° + 3 ∙ 2𝑟2 + 3 ×

𝜋𝑟2

3
 =3 × 𝑟2cot 60° + 6𝑟2 + π𝑟2 

圖(七) 
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2. 每邊內部切 3 個圓(n=3) 

如圖(八)，同理可得，若每邊內側外切 3 個圓時， 

邊長的直線部分會增加 2r，圓弧部分則不會改變， 

故 S’(3,3)＝3𝐴𝐵̅̅ ̅̅ ＋3 弧長 AF ＝3 × 4r + 2πr 

且 S’(3,3)=S’(3,2)+6r 

所圍內部區域面積 A’(3,3)=正∆GHI+3 個長方形 ABHG＋π𝑟2 

          =3 ∙
1

2
∙ 4r ∙ 2r cot 60° + 3 ∙ 4𝑟2 + π𝑟2 =3 × 4𝑟2cot 60° + 12𝑟2 + π𝑟2 

          且 A’(3,3)=A’(3,2)+ (6𝑟2 + 3 × 3𝑟2cot 60°) 

3. 每邊內部切 n 個圓 

依圖(七)及圖(八)，當 k 值增加為 k+1 時，會讓 3 個矩形的較長邊增加 2r，所以正∆GHI

邊長也是增加 2r，則正∆JLK面積則增加3 ∙ (2k − 1)𝑟2 cot 60° 

 因此我們推得 S’(3,4) =3 × 6r + 2πr  

            A’(3,4) =3 × 9𝑟2cot 60° + 18𝑟2 + π𝑟2 

我們觀察數量規則，猜想 S’(3,n) =3 × 2(n − 1)r + 2πr 

     A’(3,n) =3 × (n − 1)2𝑟2cot 60° + 6(n − 1)𝑟2 + π𝑟2 

  利用「數學歸納法」證明，假設 n=k 時， 

S’(3,k)= 3 × 2(k − 1)r + 2πr = 

    A’(3,k) =3 × (k − 1)2𝑟2cot 60° + 6(k − 1)𝑟2 + π𝑟2 皆成立 

當 n=k+1 時，因為 3 個矩形的較長邊會增加 2r，S’(3,k+1)相較於 S’(3,k)增加 6r 

         S’(3,k+1) = S’(3,k)+6r = 3 × 2(k − 1)r + 2πr + 6r  

=3 × 2k r + 2πr 得證 

因此證得 S’(3,n) =3 × 2(n − 1)r + 2πr  

圖(八) 
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  同理，A’(3,k+1)相較於 A’(3,k)，矩形面積增加3 ∙ 2𝑟2， 

             正∆JLK邊長由(2k-2) r 增加 2r 為 2kr， 

 正∆JLK面積增加3 ∙ 
1

2
∙ 2kr ∙ kr cot 60° − 3 ∙

1

2
∙ (2k − 2)r ∙ (k − 1)r cot 60° 

= 3 ∙ (2k − 1)𝑟2 cot 60° 

所以，A’(3,k+1) =A’(3,k)+3 ∙ 2𝑟2 + 3 ∙  (2k − 1)𝑟2 cot 60°       

=3 × (k − 1)2𝑟2cot 60° + 6(k − 1)𝑟2 + π𝑟2 + 3 ∙ 2𝑟2 + 3 ∙  (2k − 1)𝑟2 cot 60°  

       =3 × k2𝑟2cot 60° + 6k𝑟2 + π𝑟2 

因此 A’(3,n) =3 × (n − 1)2𝑟2cot 60° + 6(n − 1)𝑟2 + π𝑟2 得證 

 

(二) 正方形(m=4 時) 

1. 每邊內部切 2 個圓(n=2) 

如圖(九)，AH、BC、DE、FG分別為圓 M 與圓 O、圓 M 與圓 N、圓 N 與圓 P、

圓 P 與圓 O 之外公切線，四邊形 MNPO 為一邊長為 2r 之正方形      

         ==== 90GOHEPFCNDAMB   

                                     

     同理，弧長 CD＝弧長 EF＝弧長 GH＝ r
2

1
  

     4 個弧長的長度和=4 弧長 AB=2πr      

     故周長 S’(4,2)＝3𝐴𝐵̅̅ ̅̅ ＋3 弧長 AF＝4 × 2r + 2πr 

 

面積 A’(4,2)=正方形 MOPN+長方形 AHOM+長方形 BCNM+長方形 DEPN+長方形 FGOP 

+扇形 AMB+扇形 CND+扇形 EPF+扇形 GOH 

=4 ∙
1

2
∙ 2r ∙ r cot 45° + 4 ∙ 2𝑟2 + 4 ×

𝜋𝑟2

4
 =4 × 1𝑟2cot 45° + 8𝑟2 + π𝑟2 

2. 每邊內部切 3 個圓(n=3) 

圖(九) 

r
2

1
r2

360

90
AB =




=弧長

B

FG

D

H

A

C

N

PO

M

E

S
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     如圖(十)，同理可證，若每邊內側外切 3 個圓時，圓角四邊形之周長 

     S’(4,3)＝ GHEFCDABFGDEBCAH 弧長弧長弧長弧長 +++++++  

     ＝4×4r＋4× r
2

1
 ＝4×4r+2πr 

面積 A’(4,3)＝正方形 MOPN 

+長方形 AHOM+長方形 BCNM+長方形 DEPN+長方形 FGOP 

+扇形 AMB+扇形 CND+扇形 EPF+扇形 GOH 

=4 ∙
1

2
∙ 4r ∙ 2r cot 45° + 4 ∙ 4𝑟2 + 4 ×

𝜋𝑟2

4
 =4 × 4𝑟2cot 45° + 16𝑟2 + π𝑟2 

3. 每邊內部切 n 個圓 

      同理可求出，每邊內側外切 n 個圓時，則圓角四邊形之 

周長 S’(4,n)＝4 × 2(n − 1)r + 2πr 

面積 A’(4,n)=4 × (𝑛 − 1)2𝑟2 cot 45°+4× 2(n-1)𝑟2+π𝑟2 

 

(三) 正五邊形(m=5 時) 

1. 每邊內部切 2 個圓(n=2)  

如圖(十一)，AJ、BC、DE、FG、HI分別為圓 Q 與圓 M、圓 M 與圓 N、圓 N 與圓 O、

圓 O 與圓 P、圓 P 與圓 Q 的公切線，故四邊形 AMJQ、BCNM、DEON、FGPO、HIQP 皆

為長寬分別為 2r 與 r 的長方形， 

MNOPQ 為正五邊形 故內角 = 108QMN ， 

又 == 90BMNAMQ   

=−−−= 729090108360AMB  

         

    同理，弧長 CD＝弧長 EF＝弧長 GH＝弧長 IJ＝ r
5

2
                   

圓角五邊形周長 S’(5,2) =5𝐵𝐶̅̅ ̅̅ ＋5 弧長 AB ＝5 × 2r + 2πr 

        面積 A’(5,2)=正五邊形 MNOPQ＋5 個長方形 AJQM ＋5 個扇形 AMB 

                  =5 ∙
1

2
∙ 2r ∙ r cot 36° + 5 ∙ 2𝑟2 + 5 ×

𝜋𝑟2

5
 =5 × 𝑟2cot 36° + 10𝑟2 + π𝑟2 

圖(十) 

圖(十一) 

F

H E
PO

NM
D

CB

A

G

S

r
5

2
r2

360

72
AB ==弧長

A B

F

E

D

C

G

O

N

M
J

I

H

P

Q

S
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2. 每邊內部切 3 個圓(n=3) 

      如圖(十二)，同理可證，圓角五邊形周長 S’(5,3) =5𝐵𝐶̅̅ ̅̅ ＋5 弧長 AB 

 ＝5 × 4r + 2πr 

        面積 A’(5,2)=正五邊形 MNOPQ＋5 個長方形 AJQM  

＋5 個扇形 AMB  

                  =5 ∙
1

2
∙ 4r ∙ 2r cot 36° + 5 ∙ 4𝑟2 + 5 ×

𝜋𝑟2

5
  

=5 × 4𝑟2cot 36° + 5 × 4𝑟2 + π𝑟2                                   

3. 每邊內部切 n 個圓 

以數學歸納法可以推論得，若每邊 n 個圓時 

 S’(5,3) =5𝐵𝐶̅̅ ̅̅ ＋5 弧長 AB＝5 × 2(n − 1)r + 2πr 

         面積 A’(5,2)=正五邊形 MNOPQ＋5 個長方形 AJQM＋5 個扇形 AMB  

                  =5 ∙
1

2
∙ 2(n − 1)r ∙ (n − 1)r cot 36° + 5 ∙ 2(n − 1)𝑟2 + 5 ×

𝜋𝑟2

5
  

=5 × (𝑛 − 1)2𝑟2cot 36° + 5 × 2(n − 1)𝑟2 + π𝑟2 

(四)正 m 邊形 

   1. 每邊內部切 2 個圓(n=2) 

      由前面之證明可看出外切圓角之周長及面積 

      S’(3,2)＝3 × 2r + 2πr  ，  A’(3,2)＝3 × 1𝑟2cot 60° + 6𝑟2 + π𝑟2 

S’(4,2)＝4 × 2r + 2πr  ，  A’(4,2)＝4 × 1𝑟2cot 45° + 8𝑟2 + π𝑟2 

S’(5,2)＝5 × 2r + 2πr  ，  A’(5,2)＝5 × 1𝑟2cot 36° + 10𝑟2 + π𝑟2 

      同理可以證明 

圖(十二) 
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      S’(m,2)＝𝑚 × 2r + 2πr  ，A’(m,2) ＝𝑚 × 1𝑟2 cot
180°

𝑚
+ 2m𝑟2 + π𝑟2 

     2. 每邊內部切 3 個圓(n=3) 

      由前面之證明可看出外切圓角之周長及面積 

      S’(3,3)＝3 × 𝟒r + 2πr  ，  A’(3,3)＝3 × 𝟒𝑟2cot 60° + 3 × 𝟒𝑟2 + π𝑟2 

S’(4,3)＝4 × 𝟒r + 2πr  ，  A’(4,3)＝4 × 𝟒𝑟2cot 45° + 4 × 𝟒𝑟2 + π𝑟2 

S’(5,3)＝5 × 𝟒r + 2πr  ，  A’(5,3)＝5 × 𝟒𝑟2cot 36° + 5 × 𝟒𝑟2 + π𝑟2 

      同理可以證明 

      S’(m,3)＝𝑚 × 𝟒r + 2πr  ，A’(m,3) ＝𝑚 × 𝟒𝑟2 cot
180°

𝑚
+ m × 𝟒𝑟2 + π𝑟2 

 

    3. 每邊內部切 n 個圓 

      由前面之證明可看出外切圓角之周長及面積 

      S’(3,n)＝3 × 𝟐(𝐧 − 𝟏)r + 2πr，A’(3,n)＝3 × (𝒏 − 𝟏)2𝑟2cot 60° + 3 × 𝟐(𝐧 − 𝟏)𝑟2 + π𝑟2 

S’(4,n)＝4 × 𝟐(𝐧 − 𝟏)r + 2πr，A’(4,n)＝4 × (𝒏 − 𝟏)2𝑟2cot 45° + 4 × 𝟐(𝐧 − 𝟏)𝑟2 + π𝑟2 

S’(5,n)＝5 × 𝟐(𝐧 − 𝟏)r + 2πr，A’(5,n)＝5 × (𝒏 − 𝟏)2𝑟2cot 36° + 5 × 𝟐(𝐧 − 𝟏)𝑟2 + π𝑟2 

      同理可以證明 

S’(m,n)＝m × 𝟐(𝐧 − 𝟏)r + 2πr， 

A’(m,n)＝𝑚 × (𝒏 − 𝟏)2𝑟2 cot
180°

𝑚
+ m × 𝟐(𝐧 − 𝟏)𝑟2 + π𝑟2 

(五)、討論： 

將上述所得到之結果，彙整表列如(表四)及(表五)： 
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   1.以正三角形為例，圓角三角形之周長，隨著 n 增加 1，S’(3,n)會增加 6r。 

推廣至圓角 m 邊形周長 S’(m,n)隨著 n 增加而等差的增加，其公差為 2mr。 

   2.以每一邊圓之個數２個為例，圓角三角形之周長，隨著 m 增加 1，S’(m,2)會增加 2r。         

推廣至圓角 m 邊形周長 S’(m,n)隨著 m 增加而等差的增加，其公差為 2(n-1)r。 

   3.圓角 m 邊形，其轉角之圓弧長總和必為 r2 ，即為一個圓之周長2πr。 

 

（表四）圓角 m 邊形周長 S’(m,n) 

邊數 m=3 m=4 m=5 m 

每

一

邊

圓

之

個

數 

n=2 3 × 𝟐r + 2πr 4 × 𝟐r + 2πr 5 × 𝟐r + 2πr 𝑚 × 𝟐r + 2πr 

n=3 3 × 𝟒r + 2πr 4 × 𝟒r + 2πr 5 × 𝟒r + 2πr 𝑚 × 𝟒r + 2πr 

n=4 3 × 𝟔r + 2πr 4 × 𝟔r + 2πr 5 × 𝟔r + 2πr m × 𝟔r + 2πr 

n 3 × 𝟐(𝐧 − 𝟏)r + 2πr 4 × 𝟐(𝐧 − 𝟏)r + 2πr 5 × 𝟐(𝐧 − 𝟏)r + 2πr m × 𝟐(𝐧 − 𝟏)r + 2πr 

 

 

（表五）圓角 m 邊形面積 A’(m,n) 

邊數 m=3 m=4 m=5 m 

每

一

邊

圓

之

個

數 

n=2 
3 × 1𝑟2cot 60°

+ 3 × 𝟐𝑟2 + π𝑟2 

4 × 1𝑟2cot 45°

+ 4 × 𝟐𝑟2 + π𝑟2 

5 × 1𝑟2cot 36°

+ 5 × 𝟐𝑟2 + π𝑟2 

𝑚 × 1𝑟2 cot
180°

𝑚
 

+m × 𝟐𝑟2 + π𝑟2 

n=3 
3 × 𝟒𝑟2cot 60°

+ 3 × 𝟒𝑟2 + π𝑟2 

4 × 𝟒𝑟2cot 45°

+ 4 × 𝟒𝑟2 + π𝑟2 

5 × 𝟒𝑟2cot 36°

+ 5 × 𝟒𝑟2 + π𝑟2 

𝑚 × 𝟒𝑟2 cot
180°

𝑚
+ 

m × 𝟒𝑟2 + π𝑟2 

n=4 
3 × 𝟗𝑟2cot 60°

+ 3 × 𝟔𝑟2 + π𝑟2 

4 × 𝟗𝑟2cot 45°

+ 4 × 𝟔𝑟2 + π𝑟2 

5 × 𝟗𝑟2cot 36°

+ 5 × 𝟔𝑟2 + π𝑟2 

𝑚 × 𝟗𝑟2 cot
180°

𝑚
+ 

m × 𝟔𝑟2 + π𝑟2 

n 

3 × (𝒏 − 𝟏)2𝑟2cot 60°

+ 3 × 𝟐(𝐧 − 𝟏)𝑟2

+ π𝑟2 

4 × (𝒏 − 𝟏)2𝑟2cot 45°

+ 4 × 𝟐(𝐧 − 𝟏)𝑟2

+ π𝑟2 

5 × (𝒏 − 𝟏)2𝑟2cot 36°

+ 5 × 𝟐(𝐧 − 𝟏)𝑟2

+ π𝑟2 

𝑚 × (𝒏 − 𝟏)2𝑟2 cot
180°

𝑚

+ m × 𝟐(𝐧 − 𝟏)𝑟2

+ π𝑟2 

2(n-1)r 2(n-1)r 

2mr 

2mr 
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  4.圓角 m 邊形，其轉角之 m 個扇形面積總和必為定值π𝑟2，即為一個圓之面積。 

   因此當 m 值與 n 值變大時，圓角部分的面積，占 A’(m,n)的比例就會相對變得比較小。 

 

伍、綜合討論 

前兩節中我們已經成功找出正 m 邊形的 S(m,n)及 A(m,n)，及圓角 m 邊形 S’(m,n)及

A’(m,n)。在本節中我們要比較 S(m,n)與 S’(m,n)的關係，A(m,n)與 A’(m,n)的關係。 

 

一、 比較 S(m,n)與 S’(m,n) ，並進行數值分析： 

  (一)先比較 S(m,2)與 S’(m,2)： 

（表六）S(m,2)與 S’(m,2)比較表 

邊數 正三角形(m=3) 正四邊形(m=4) 正五邊形(m=5) 正 m 邊形 

S(m,2) 3(2 + 𝟐𝑡𝑎𝑛60°) ∙ 𝑟 4(2 + 2𝑡𝑎𝑛45°) ∙ 𝑟 5(2 + 𝟐𝑡𝑎𝑛36°) ∙ 𝑟 m (2 + 𝟐tan
180°

𝑚
) ∙ 𝑟 

S’(m,2) 3 × 𝟐r + 2πr 4 × 𝟐r + 2πr 5 × 𝟐r + 2πr 𝑚 × 𝟐r + 2πr 

由表(六）中可看出： 

S(m,2)為 2mr，再加上半徑ｒ的圓外切正 m 邊形周長2m (tan
180°

𝑚
) ∙ 𝑟。 

        而 S’(m,2)為 2mr，再加上半徑ｒ的圓周長2πr， 

 

   (二)比較 S(m,3)與 S’(m,3)： 

表(七）S(m,3)與 S’(m,3)比較表 

邊數 正三角形(m=3) 正四邊形(m=4) 正五邊形(m=5) 正 m 邊形 

S(m,3) 3(4 + 2𝑡𝑎𝑛60°) ∙ 𝑟 4(4 + 2𝑡𝑎𝑛45°) ∙ 𝑟 5(4 + 𝑡𝑎𝑛36°) ∙ 𝑟 m (4 + 2tan
180°

𝑚
) ∙ 𝑟 

S’(m,3) 3 × 𝟒r + 2πr 4 × 𝟒r + 2πr 5 × 𝟒r + 2πr 𝑚 × 𝟒r + 2πr 

經比較表(六）與表(七）後可發現，不論是外切圓角或是外切尖角，其周長皆多了 2mr。

由此可知每邊多一個圓，則每邊之邊長就增加 2r，而邊長就增加了 2mr。 
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  (三)比較 S(m,n)與 S’(m,n)： 

     S(m,n)與 S’(m,n)分別由 m × 𝟐(𝐧 − 𝟏)r加上尖角部分m × (2tan
180°

𝑚
) 𝑟及圓角部分2πr。 

1. 正 m 多邊形不管 m 為多少，圓角部分皆固定為2πr。 

2. 因為多邊形邊數 m 越大，正多邊形的內角越越大，則尖角部分長度m × (2tan
180°

𝑚
) 𝑟 

    會隨著 m 變大而變小。當 m 趨近於無窮大時，m × (2tan
180°

𝑚
) 𝑟會趨近於2πr，如 

    表(八)及表(九)。 

3. 不管是尖角部分或是圓角部分其值都與 n 無關。 

 

表(八）S(m,n)與 S’(m,n)比較表一 

邊數 m 正 m 邊形 

S(m,n) m × (2(𝑛 − 1) + 2tan
180°

𝑚
) 𝑟 

S’(m,n) m × 𝟐(𝐧 − 𝟏)r + 2πr 

（表九）S(m,n)與 S’(m,n)比較表二 

m值 

尖角部分 

m × (2tan
180°

𝑚
) 𝑟 

圓角部分 

2πr 

3 10.392 𝑟 6.283 𝑟 

4 8.000 𝑟 6.283 𝑟 

5 7.265 𝑟 6.283 𝑟 

6 6.928 𝑟 6.283 𝑟 

10 6.498 𝑟 6.283 𝑟 

20 6.335 𝑟 6.283 𝑟 

30 6.306 𝑟 6.283 𝑟 

60 6.289 𝑟 6.283 𝑟 

100 6.285 𝑟 6.283 𝑟 

200 6.284𝑟 6.283𝑟 

(四)  S(m,n)與 S’(m,n)進行數值分析： 

有了上述通式後，我們可以輕鬆的求出正 m 邊形每邊 n 個圓之周長。 

接著我們以正三角形及正方形為例，將每邊 2～10 個圓的情況下將周長製成表(十)及

表(十一)，並繪成圖（十九）及圖（廿），可發現所繪成折線圖其實為直線。 

隨著 m 增加，S(m,n)與 S’(m,n)的差值會越來越趨近於 0，如表(十二)。 
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表(十）S(3,n)與 S’(3,n)比較表三 

m值 n值 S(3,n) S’(3,n) 
S(3,n)- S’(3,n) 

差值 

3 2 16.39 𝑟 12.28 𝑟 4.11 𝑟 

3 3 22.39 𝑟 18.28 𝑟 4.11 𝑟 

3 4 28.39 𝑟 24.28 𝑟 4.11 𝑟 

3 5 34.39 𝑟 30.28 𝑟 4.11 𝑟 

3 6 40.39 𝑟 36.28 𝑟 4.11 𝑟 

3 7 46.39 𝑟 42.28 𝑟 4.11 𝑟 

3 8 52.39 𝑟 48.28 𝑟 4.11 𝑟 

3 9 58.39 𝑟 54.28 𝑟 4.11 𝑟 

3 10 64.39 𝑟 60.28 𝑟 4.11 𝑟 

 

 

 

 

 

 

 

      

 

 

 

表(十一）S(4,n)與 S’(4,n)比較表三 

m值 n值 S(4,n) S’(4,n) 
S(4,n)- S’(4,n) 

差值 

4 2 16.00 𝑟 14.28 𝑟 1.72 𝑟 

4 3 24.00 𝑟 22.28 𝑟 1.72 𝑟  

4 4 32.00 𝑟 30.28 𝑟 1.72 𝑟 

4 5 40.00 𝑟 38.28 𝑟 1.72 𝑟 

4 6 48.00 𝑟 46.28 𝑟 1.72 𝑟 

4 7 56.00 𝑟 54.28 𝑟 1.72 𝑟 

4 8 64.00 𝑟 62.28 𝑟 1.72 𝑟 

4 9 72.00 𝑟 70.28 𝑟 1.72 𝑟 

4 10 80.00 𝑟 78.28 𝑟 1.72 𝑟 

圖(十九) 不同 n值之 S(3,n)與 S’(3,n)圖 
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表(十二）S(m,n)與 S’(m,n)的差值比較 

m值 
S(m,n)- S’(m,n) 

差值 

3 4.11 𝑟  

4 1.72 𝑟  

5 0.98 𝑟  

6 0.65 𝑟  

7 0.46 𝑟  

8 0.34 𝑟  

9 0.27 𝑟  

10 0.22 𝑟  

 

二、 比較 A(m,n)與 A’(m,n)，並進行數值分析： 

(一) 將 A(m,n)與 A’(m,n)整理如表(十三)，發現 A(m,n)及 A’(m,n)的差別在於尖角部分的面積

m × tan
180°

𝑚
∙ 𝑟2及圓角部分的面積π𝑟2。 

(二) 尖角部分的面積會隨著 m 的變大，其值逐漸逼近於π𝑟2，與 n 無關。 

(三) 圓角部分的面積π𝑟2，不管 m、n 值多少，都是固定值。 

(四) 不管是尖角部分或是圓角部分其值都與 n 無關。 

(五) m=3 為例，不管 n 值為多少，A(3,n)與 A’(3,n)的差約為 2.05𝑟2，如表(十四) 及圖(廿一)。 

m=4 為例，不管 n 值為多少，A(4,n)與 A’(4,n)的差約為 0.86𝑟2，如表(十五) 及圖(廿二)。 

隨著 m 增加，A(m,n)與 A’(m,n)的差值會趨近於 0，如表(十六)及圖(廿三)。 

 

 

圖(廿) 不同 n值之 S(4,n)與 S’(4,n)圖 
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表(十三）A(m,n)與 A’(m,n)比較表 

邊數 m 正 m 邊形 

A(m,n) m ((𝑛 − 1)2cot
180°

𝑚
+ 2(𝑛 − 1) + tan

180°

𝑚
) ∙ 𝑟2 

A’(m,n) 𝑚 × (𝒏 − 𝟏)2𝑟2 cot
180°

𝑚
+ m × 𝟐(𝐧 − 𝟏)𝑟2 + 𝛑𝒓𝟐 

 

表(十四）A(3,n)與 A’(3,n)比較表一 

m值 n值 A(3,n) A’(3,n) 

A(3,n)- 

A’(3,n) 

差值 

A(3,n)/A’(3,n) 

比值 

3 2 12.93∙ 𝑟2 10.87∙ 𝑟2 2.05∙ 𝑟2 1.19 

3 3 24.12∙ 𝑟2 22.07∙ 𝑟2 2.05∙ 𝑟2 1.09 

3 4 38.78∙ 𝑟2 36.73∙ 𝑟2 2.05∙ 𝑟2 1.06 

3 5 56.91∙ 𝑟2 54.85∙ 𝑟2 2.05∙ 𝑟2 1.04 

3 6 78.50∙ 𝑟2 76.44∙ 𝑟2 2.05∙ 𝑟2 1.03 

3 7 103.55∙ 𝑟2 101.50∙ 𝑟2 2.05∙ 𝑟2 1.02 

3 8 132.07∙ 𝑟2 130.01∙ 𝑟2 2.05∙ 𝑟2 1.02 

3 9 164.05∙ 𝑟2 161.99∙ 𝑟2 2.05∙ 𝑟2 1.01 

3 10 199.49∙ 𝑟2 197.44∙ 𝑟2 2.05∙ 𝑟2 1.01 

  

圖(廿一) 不同 n值之 A(3,n)與 A’(3,n)比較圖 
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（表十五）A(4,n)與 A’(4,n)比較表二 

m值 n值 A(4,n) A’(4,n) 

A(4,n)- 

A’(4,n) 

差值 

A(4,n)/A’(4,n) 

比值 

4 2 16.00∙ 𝑟2 15.14∙ 𝑟2 0.86∙ 𝑟2  1.06 

4 3 36.00∙ 𝑟2 35.14∙ 𝑟2 0.86∙ 𝑟2  1.02 

4 4 64.00∙ 𝑟2 63.14∙ 𝑟2 0.86∙ 𝑟2  1.01 

4 5 100.00∙ 𝑟2 99.14∙ 𝑟2 0.86∙ 𝑟2  1.01 

4 6 144.00∙ 𝑟2 143.14∙ 𝑟2 0.86∙ 𝑟2  1.01 

4 7 196.00∙ 𝑟2 195.14∙ 𝑟2 0.86∙ 𝑟2  1.00 

4 8 256.00∙ 𝑟2 255.14∙ 𝑟2 0.86∙ 𝑟2  1.00 

4 9 324.00∙ 𝑟2 323.14∙ 𝑟2 0.86∙ 𝑟2  1.00 

4 10 400.00∙ 𝑟2 399.14∙ 𝑟2 0.86∙ 𝑟2  1.00 

 

 

 

表(十六）A(m,n)與 A’(m,n)比較表 

m值 n值 A(m,2) A’(m,2) 

A(m,2)- 

A’(m,2) 

差值 

A(m,2)/ 

A’(m,2)比值 

3 n 12.93∙ 𝑟2 10.87∙ 𝑟2 2.05 ∙ 𝒓𝟐 1.19 

4 n 16.00∙ 𝑟2 15.14∙ 𝑟2 0.86 ∙ 𝒓𝟐 1.06 

5 n 20.51∙ 𝑟2 20.02∙ 𝑟2 0.49 ∙ 𝒓𝟐 1.02 

6 n 25.86∙ 𝑟2 25.53∙ 𝑟2 0.32 ∙ 𝒓𝟐 1.01 

7 n 31.91∙ 𝑟2 31.68∙ 𝑟2 0.23 ∙ 𝒓𝟐 1.01 

8 n 38.63∙ 𝑟2 38.46∙ 𝑟2 0.17 ∙ 𝒓𝟐 1.00 

9 n 46.00∙ 𝑟2 45.87∙ 𝑟2 0.13 ∙ 𝒓𝟐 1.00 

10 n 54.03∙ 𝑟2 53.92∙ 𝑟2 0.11 ∙ 𝒓𝟐 1.00 

 

圖(廿二) 不同 n值之 A(4,n)與 A’(4,n)比較圖 
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三、 證明 S(m,n)、S’(m,n)的線性關係： 

(一) 從表(八)，S(m,n)＝ m × (2(𝑛 − 1) + 2tan
180°

𝑚
) 𝑟，若將先將 m 視為定值，重新整理函數

關係式 S(m,n)＝2mr ∙ n + (2mrtan
180°

𝑚
− 2𝑚𝑟)，則發現 S(m,n)為 n 的一次函數，斜率為

2mr，常數項為(2mrtan
180°

𝑚
− 2𝑚𝑟)。 

(二) 同理從表(八)，S’(m,n)＝ m × 𝟐(𝐧 − 𝟏)r + 2πr，若先將 m 視為定值，重新整理函數關

係式 S’(m,n)＝2mr ∙ n + (2π𝑟 − 2𝑚𝑟)，則發現 S’(m,n)也是 n 的一次函數，斜率 2mr，

常數項部分為(2π𝑟 − 2𝑚𝑟)。 

(三) 由上面關係式，我們證得 S(m,n)及 S’(m,n)是兩條斜率皆為 2mr 的平行直線。 

(四) S(m,n)－S’(m,n)＝［2mr ∙ n + (2mrtan
180°

𝑚
− 2𝑚𝑟)］－［2mr ∙ n + (2π𝑟 − 2𝑚𝑟)］ 

       ＝2𝑚 tan
180°

𝑚
∙ r − 2π𝑟 為一個常數，不過隨著ｍ越大，2𝑚 tan

180°

𝑚
∙  r 

會逐漸逼近 2π𝑟。 

例如：當 m=3 代入時，S(3,n)－S’(3,n)＝6 tan60° ∙ r − 2π𝑟＝(6√3 − 2π)𝑟 

                     ＝(6 × 1.732 − 2 × 3.14)𝑟 = 4.11∙ r   

      當 m=4 代入時，S(4,n)－S’(4,n)＝8 tan45° ∙ r − 2π𝑟＝(8 − 2π)𝑟 

                     ＝(8 − 2 × 3.14)𝑟 = 1.72∙ r   

      此處計算結果均與表(十)與表(十一)的數值分析結果一致。 

圖(廿三) 不同 m值之 A(m,n)與 A’(m,n)比較圖 
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四、 A(m,n)與 A’(m,n)的二次函數關係比較： 

(一) 從表(十三)，A(m,n)＝m ((𝑛 − 1)2cot
180°

𝑚
+ 2(𝑛 − 1) + tan

180°

𝑚
) ∙ 𝑟2，重新整理關係式

A(m,n)＝m𝑟2𝑐𝑜𝑡
180°

𝑚
(𝑛2 − 2𝑛 + 1) + 2m𝑟2(𝑛 − 1) + m𝑟2tan

180°

𝑚
 

   ＝m𝑟2𝑐𝑜𝑡
180°

𝑚
∙ 𝑛2 + 2m𝑟2 (1 − 𝑐𝑜𝑡

180°

𝑚
) ∙ 𝑛 + m𝑟2(tan

180°

𝑚
+ 𝑐𝑜𝑡

180°

𝑚
− 2) 

發現 A(m,n)與ｎ的呈現二次函數關係。 

(二) 同理從表(十三)，A’(m,n)＝𝑚 × (𝒏 − 𝟏)2𝑟2 cot
180°

𝑚
+ m × 𝟐(𝐧 − 𝟏)𝑟2 + 𝛑𝒓𝟐 

  = m𝑟2𝑐𝑜𝑡
180°

𝑚
(𝑛2 − 2𝑛 + 1) + 2m𝑟2(𝑛 − 1) + 𝛑𝒓𝟐 

=m𝑟2𝑐𝑜𝑡
180°

𝑚
∙ 𝑛2 + 2m𝑟2 (1 − 𝑐𝑜𝑡

180°

𝑚
) ∙ 𝑛 + m𝑟2 (𝑐𝑜𝑡

180°

𝑚
− 2) + 𝛑𝒓𝟐 

發現 A’(m,n)與ｎ的也是二次函數關係。 

(三) 相較於 n 而言，A(m,n)－A’(m,n)＝ m𝑟2tan
180°

𝑚
− π𝑟2為常數。 

例如: 當 m=3，A(m,n)－A’(m,n)＝ 3𝑟2tan 60° − π𝑟2=3√3𝑟2 − π𝑟2 

                             = (3√3 − π)𝑟2＝2.05𝑟2   

        此計算結果與數值分析表(十六)的結果相同 

(四) 由上述證明，即 A(m,n)及 A’(m,n)是兩個開口向上、開口大小相同的拋物線，A’(m,n)為

A(m,n)向上平移  m𝑟2tan
180°

𝑚
− π𝑟2 單位而得。 

 

陸、結論 

一、正 m 多邊形，無論尖角及圓角，每邊內側外切 n 個圓，皆求得其周長及面積計算公式，

如表(十七)。 
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表(十七) 正 m 多邊形尖角、圓角之周長與面積計算通式 

分類 尖角 圓角 

周長 
S(m,n)＝m × (2(𝑛 − 1) +

2tan
180°

𝑚
) 𝑟 

S’(m,n)＝m ((𝑛 − 1)2cot
180°

𝑚
+ 2(𝑛 −

1) + tan
180°

𝑚
) ∙ 𝑟2 

面積 

A(m,n)＝m × 𝟐(𝐧 − 𝟏)r + 2πr 
A’(m,n)＝𝑚 × (𝒏 − 𝟏)2𝑟2 cot

180°

𝑚
+

m × 𝟐(𝐧 − 𝟏)𝑟2 + 𝛑𝒓𝟐 

 

二、正 m 邊形尖角周長 S(m,n)隨著圓的個數 n 增加，其 S(m,1)、S(m,2)、…、S(m,n)為等差數

列，公差為 2mr。 

圓角 m 邊形周長 S’(m,n)隨著圓的個數 n 增加，其 S’(m,1)、S’(m,2)、…、S’(m,n)為等差

數列，公差為 2mr。因此 S(m,n)及 S’(m,n)的圖形必為平行的直線。 

三、正m邊形尖角周長 S(m,n)與圓角m邊形圓角周長 S’(m,n)，邊數m增加，則尖角周長 S(m,n)

與圓角周長 S’(m,n)的差值趨近於 0，比值會越來越接近 1。 

四、正 m 邊形尖角面積 A(m,n)及圓角 m 邊形圓角面積 A’(m,n)，隨著圓個數 n 增加，A(m,n)

與 A’(m,n)為 n 的二次函數。n值越大，兩者的差值趨近於 0，比值會越來越接近 1。 

五、當 n 值固定，尖角面積及圓角面積的差值為定值。 

例如：正三角形尖角面積為12.93𝑟2，每邊內側外切 n 個圓時，則圓角面積為12.93𝑟2 −

2.05𝑟2 = 10.87𝑟2，如圖(廿四)。 

同理，若任意正方形面積為 10𝑟2，每邊內側外切 n 個圓時，則其圓角面積為 

 10𝑟2 − 𝟎. 𝟖𝟔𝑟2 = 9.14𝑟2，參考表(十五)。 
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六、一般而言，市售的圓角四邊形、圓角六邊形、圓角八邊形的凳子，可由正方形、正六邊形

正八邊形，加工截角為圓弧而成，依據本研究，就很清楚了解製作過程中損耗多少材料。

例如：正方形木板裁切圓角時，所裁切圓角半徑若為 r，則損失面積為 A(4,n)－A’(4,n)＝

0.86∙ 𝑟2。 

(一)當我們決定的半徑 r，損失的材料面積可以很快可以計算出來。 

(二)如果ｒ越大，其角落就會越圓，當然損失的面積也就越多。 

 

七、 未來研究方向： 

(一) 本研究的外切圓位置是在正多邊形內側邊緣上與多邊形的邊相切，若將圓心改為在正多

邊形邊上，且正多邊形每個頂點上都放置一個圓，應可得到不同的結果。 

(二) 若將正多邊形改為任意多邊形，給定多邊形的每個內角皆外切一個半徑為 r 的圓時，削

去尖角改為圓角，稱之為圓角多邊形，改成探討圓角多邊形周長 S’與面積 A’與多邊形

周長 S 及面積 A 的關係。我們有嘗試探討任意梯形，並將初步結果寫在研究日誌中。 

 

 

圖(廿四) 利用 A(m,n)可推算 A’(m,n) 
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【評語】030424  

由生活中實際看到的現象所衍生而出的一個有趣的問題。作

者們把問題轉化為如下的數學問題：在正 m邊形（或作者們所定

義的『圓角正 m邊形』）內部沿著邊放置 n個與邊相切且前後兩

圓兩兩相切的半徑相等的圓，所有這些圓的周長與面積的和與原

本正多邊形（或『圓角正多邊形』）的周長與面積的比值會是多

少？作者們針對一般化的問題給出了答案。能夠將數學概念活用

於生活中，針對實際的問題作分析、討論並給出一般化的解答，

十分難得，值得嘉許。比較美中不足的是，有部分的論述稍嫌繁

複了些。如果作者們有注意到連接相鄰的圓的圓心所得出的圖形

其實會與原正多邊形相似這個圖形的特性，很多的說明應該可以

更為精簡。此外，在討論圓角正多邊形時，如果可以利用所有相

對於原本頂點的這些扇形合併後會是一個圓這樣的特性，應該也

可以讓某些論述變的更簡單。後半部關於正多邊形與對應的圓角

正多邊形的關連性的討論其實不需要佔太多的篇幅（兩者的關連

性其實由給出的表示式就可以明顯的看出了），可以將討論的重點

放在一些延伸的問題上（例如：考慮每個內角都大於 60度的菱形

或鳶形）。如果能對更一般化的問題給出一些好的結論，會是一個

更好的作品。沒有針對這個部分在多做發揮，有點可惜了。 
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中華民國第61屆中小學科學展覽會 
 

角落生霧 

科  別：數學科 

組  別：國中組 

   



研究動機 
因圓柱形罐子做成的不同形狀椅凳，引發我們的好奇。 

名詞定義 
• 正m邊形每邊內側外切n個圓時： 
周長定義為S(m,n)    
面積定義為A(m,n) 

• 正m邊形每個角削去，以同時與兩夾邊相切的圓弧
取代該角，定義此圖形為「圓角m邊形」 

• 「圓角m邊形」每邊內側外切n個圓時： 
周長定義為S’(m,n) 

 面積定義為A’(m,n) 

 



以正五邊形為例 求S(5,2)及A(5,2) 

A
F

E

D C

B

O

N

L

M

K J

I

H

G

ST

U Q

P



正m邊形周長S(m,n)及面積A(m,n) 

A 𝑚, n = m (𝑛 − 1)2cot
180°

𝑚
+ 2(𝑛 − 1) + tan

180°

𝑚
𝑟2 

S 𝑚, n = m 2(𝑛 − 1) + 2tan
180°

𝑚
𝑟 



A’(m,n)＝𝑚 × (𝒏 − 𝟏)2𝑟2 cot
180°

𝑚
 

               +m × 𝟐(𝐧 − 𝟏)𝑟2 

               +π𝑟2 

S’(m,n)＝m × 𝟐(𝐧 − 𝟏)r + 2πr 

圓角m邊形S’ (m,n)及A’ (m,n) 

並以數學歸納法證明我們推論的公式 



數值分析－S(3,n)與S’(3,n)比較 



數值分析－A(3,n)與A’(3,n)比較 



數值分析－S(m,n)與S’(m,n)比較 



數值分析－A(m,n)與A’(m,n)比較 



S(m,n)、S’(m,n)為n的一次函數 

• S(m,n)與 S’(m,n)皆為n的一次函數 
 

    S(m,n)＝2mr ∙ n + 2mrtan
180°

𝑚
− 2𝑚𝑟  

 

    S’(m,n)＝2mr ∙ n + 2π𝑟 − 2𝑚𝑟  
 

• S(m,n)－S’(m,n)＝2𝑚 tan
180°

𝑚
∙ r − 2π𝑟 

為常數 

• 隨著ｍ越大，2𝑚 tan
180°

𝑚
∙  r會逐漸逼近 2π𝑟 



A(m,n)與A’(m,n)為n的二次函數 

• A(m,n)＝m𝑟2𝑐𝑜𝑡
180°

𝑚
∙ 𝑛2 + 2m𝑟2 1 − 𝑐𝑜𝑡

180°

𝑚
∙ 𝑛 +

                       m𝑟2(tan
180°

𝑚
+ 𝑐𝑜𝑡

180°

𝑚
− 2) 

• A’(m,n)=m𝑟2𝑐𝑜𝑡
180°

𝑚
∙ 𝑛2 + 2m𝑟2 1 − 𝑐𝑜𝑡

180°

𝑚
∙ 𝑛 +

                       m𝑟2 𝑐𝑜𝑡
180°

𝑚
− 2 + 𝜋𝑟2 

 

• 相較於n而言， 

A(m,n)－A’(m,n)＝ m𝑟2tan
180°

𝑚
− π𝑟2為常數 

• A(m,n)及A’(m,n)是兩個開口方向大小相同的拋物線 

• A’(m,n)為A(m,n)向上平移 m𝑟2tan
180°

𝑚
− π𝑟2 而得 

 



結論 
• S(m,1)、S(m,2)、…、S(m,n)為等差數列，公差為2mr。 

S’(m,1)、S’(m,2)、…、S’(m,n)為等差數列，公差為2mr。
S(m,n)及S’(m,n)的圖形為平行的直線。 

• m增加，S(m,n)與S’(m,n)的差值趨近於0，比值接近1。 
 

• A(m,n)及A’(m,n)為n的二次函數，開口方向及大小一樣。 
n值越大，兩者的差值趨近於0，比值會越來越接近1。 
 

• 當n值固定，尖角面積及圓角面積的差值為定值。 
例如：正三角形尖角面積為12.93𝑟2，每邊內側外切n個圓時，
則圓角面積為12.93𝑟2 − 2.05𝑟2 = 10.87𝑟2。 
同理，若任意正方形面積為10𝑟2，每邊內側外切n個圓時，則
其圓角面積為10𝑟2 − 𝟎. 𝟖𝟔𝑟2 = 9.14𝑟2。 
 

• 未來研究建議： 
將正多邊形改為任意多邊形，給定多邊形的每個內角皆外切一
個半徑為r的圓時，削去尖角改為圓角，稱之為圓角多邊形，
改成探討圓角多邊形周長S’與面積A’與多邊形周長S及面積A
的關係。我們有嘗試探討長方形及等腰梯形，並將初步結果寫
在研究日誌中。 
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