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摘要 

因應疫情，為了知道社交距離在矩形裡可以怎麼排最多人，我們先從面積小的矩形範圍

去排，試過正方形排列、三角形排列等方法，試著從中找出最密排列的規律，接著再慢慢的

把矩形加長加寬，使面積加大，試著用不同的排列方式去堆疊，最後可以依照條件去計算任

意矩形，使用推移法、補隙法等，得到優化緊密度的方法。 

壹、前言 

一、研究動機 

2020 年新冠疫情緊繃，社交距離已成生活中相當常見的日常用詞。我們在 FACEBOOK

「數感實驗室」看見一篇文章。[參 1] 

該內文以「7 個人形成一個正六邊形」去估算，並結論出示政府估算的 4 萬人太多，我

們好奇，這就是最緊密的排列方式嗎？是不是利用正三角形在任何情況下都能最緊密排列？

如果不是那又要怎麼排列呢？ 

二、文獻探討 

文獻 1.2.1. 黎哲豪/陳藹然。 [參 2] 

該文章對於高中範圍化學晶體結構的敘述提到，礦物晶體分子結構便是由穩定重複堆疊

來構成，常見堆疊方式如簡單立方、體心立方、面心立方與六方堆積等，其中面心立方與六

方堆積同為「最密堆積」，皆擁有最高的堆積緊密度。 

文獻 1.2.2. 俞韋亘。 [參 3] 

該文章提到球體裝填問題是離散幾何領域的一個古老且經典的難題。每個圓旁邊都有六

個相同大小的圓相鄰，如果把它們的球心連起來，看起來就像是個正六邊形，數學家於

1940 年已證明了這樣的六角形堆積就是平面上的最密堆積方式。球體裝填問題在三維空間

是 1611 年的克卜勒猜想，1998 年運用了大量的電腦輔助來驗證，2014 年才完成了克卜勒

猜想的形式化證明。 
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三、名詞定義 

為了研究進行，以下為使用名詞定義。 

定義 1.3.1. 穩定排列：固定的單位圖形進行重覆排列。 

定義 1.3.2. 緊密效率：每增加單位長，圖形所增加的點數，即增點數除以增點單位長。 

定義 1.3.3. 優化：在相同矩形長寬下，可放置點數較多者稱為優化。 

定義 1.3.4. 優化程度：即可放置點數÷矩形面積的結果。 

定義 1.3.5. 最佳優化：若在一定條件下有 𝑛 種優化排列，增點式分別為 𝑃1 , 𝑃2 , … , 𝑃𝑛，

則滿足 𝑃𝑘 ≥ 𝑚𝑎𝑥{𝑃1 , 𝑃2 , … , 𝑃𝑛} (1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛) 者符合最佳優化。 

定義 1.3.6. 置換：原本穩定排列中的圖形換成其他圖形。 

  例子 1.3.7. 延伸置換：將原本圖形延伸，直到內部可置新點。 

    →    

圖 1.3.8. 正方形延伸置換成蝴蝶結形 

例子 1.3.9. 推移置換：讓某些點往相同方向移動。 

   →    

圖 1.3.10. 橫正三角推移置換成平行四邊形 

   →    

圖 1.3.11. 正方形推移置換成平行四邊形 

定義 1.3.12. 最密穩定排列：給定一矩形範圍，能排入最多點的穩定排列方式。 

 

四、研究目的 

（一）在 1×n 矩形範圍內、點與點距離不小於 1 儘可能優化放入最多點的排列方式 

（二）在 w×n 矩形範圍內、點與點距離不小於 1 儘可能優化放入最多點的排列方式 

（三）建立計算模型以計算 w×n 矩形範圍內的優化過程與點的數量 
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五、研究架構 

我們使用網路搜尋相關問題，發現許多問題都導向「克卜勒猜想」，是關於在三維空間

中相同球體堆疊的最佳緊密方式，是面心立方與六方最密堆積。而若是二維的情形，也就是

在一個平面（無邊界）上，圓心（點）與圓心（點）之間則是以正三角形方式排列是最密排

列方式。如圖 1.5.1。 

 

圖 1.5.1 

貳、研究過程 

一、基本圖形 

研究過程一開始，為了從小範圍的點排列去思考，先考慮「三個點」之間的關係。三個點

最緊密的排列方式呈現正三角形，但若受矩形長寬範圍限制，正三角形就可能得變形，以便增

加點的緊密度。 

故我們將會遇到的三角形排列分為以下四類，此四類能由簡單的圓規作圖畫出，且能重複

排列與堆疊以填滿二維平面。 

橫正三角 

 

直正三角 

 

平行四邊形(簾幕) 

 

正方形 

 

圖 2.1.1 
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二、1×n矩形 

讓我們先討論 1×n 矩形。 

（一）圓規置點 

如圖 2.2.1，以 1×1、1×2、1×3 示例。 

範圍 1×1 1×2 1×3 

圖示 

   

圖 2.2.1 

在考慮圖 2.2.1 中，利用圓規置點可發現 1×1 可置 4 點、1×2 可置 6 點、1×3 可置 8

點（見圖中黑點），以上置點方式符合正方排列。 

範圍 1×0.9 1×1.8 

圖示 

  

圖 2.2.2 

圖 2.2.2 中，若想使用正方排列，則 1×0.9 只可置 2 點、1×1.8 只可置 4 點（見圖中

黑點）。若改用直正三角排列，需先注意直正三角所佔橫向長度，如圖 2.2.3。 

 

圖 2.2.3 

 

（二）從最少點開始考慮最佳置點 

考慮，1 × 𝑛 矩形，如圖 2.2.4。 
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置點情形 圖示 

1. 在 n＝0 即可置 2 點。 

 

2. 在 n＝
√3

2
 即可置 3 點。 

 

3. 在 n＝1 即可置 4 點。 

 

4. 在 n＝√3 即可置 5 點。 
 

5. 在 n＝2 即可置 6 點。 

 

6. 在 n＝1＋√3 即可置 7 點。 
 

圖 2.2.4 

如圖 2.2.4，若 n 不是整數，使用正方排列會在右方留下空隙。若此空隙橫長不小

於 (√3 − 1)，就可以把末端一個正方形延伸成橫長為 √3 的矩形，使得內部剛好足以額

外增加 1 點。 

 

（三）緊密效率 

依定義 1.3.2，緊密效率越高，越適合作為優化排列，如圖 2.2.5。 

排列方式 緊密效率=每單位增點數÷增點單位長 

鋸齒排列 

 

增點單位長：
1

2
 

每單位增點數：1  

緊密效率：2 

正方排列 

 

增點單位長：1 

每單位增點數：2 

緊密效率：2 

蝴蝶結排列 

 

增點單位長：√3 

每單位增點數：3 

緊密效率：√3 ≈ 1.732 

圖 2.2.5 
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可看出蝴蝶結緊密效率最低，正方與鋸齒效率相同，而在 n 相同時，正方形排列又

比鋸齒排列多置 1 點，所以對於 1×n 的矩形，正方形理論上是最緊密的穩定排列方式，

而在滿足延伸置換可行的條件下，就可以使用直正三角或蝴蝶結。 

（四）置換：對於 1×n 矩形 

1.  n 是整數時 ，以正方形排列最有效率，如圖 2.2.6。 

n 圖示 點的數量 p 

0 
 

2 

1 
 

4 

2 
 

6 

n 
......  

2n+2 

圖 2.2.6 

2.  n 是非整數時的置換，如圖 2.2.7。 

說明 圖示 

(1) 當 
√3

2
≤ 𝑛 < 1時，採用直正三角

（半蝴蝶結）。 
 

(2) 當 √3 + 𝑘 ≤ 𝑛 < 2 + 𝑘，𝑘是非負整

數時，末端正方形延伸置換成蝴蝶結。  

圖 2.2.7 

 

對於 1×n 矩形，n 在非負數範圍排列，如圖 2.2.8。
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圖 2.2.8 

 

（五）判斷此法即最佳緊密排列 

以上圖 2.2.8 是由觀察歸納所得，而我們想確定這就是最緊密情形。以下依圖中藍

色部分、綠色部分與紅色部分分類討論。 

定理 2.2.9.(藍色部分)  

對於 1×n 矩形，n 是任意正整數，則最密點數 P(n)=2n+2，且以正方排列最佳。 

證明. 數學歸納法： 

(1) 當 𝑛 = 1 時，利用圓規置點可增 4 點但無法增 5 點，得 𝑃(1) = 4，此時為正方

排列。 

(2) 設 𝑛 = 𝑘 時，使用正方排列最佳，且 𝑃(𝑘) = 2𝑘 + 2。當 𝑛 = 𝑘 + 1 時，將矩

形分成 1×k 及 1×1 兩塊。1×k 矩形以正方排列最佳，此時剩下的 1×1 矩形因條

件限制可增 2 點但無法增 3 點。得 𝑃(𝑘 + 1) = 2𝑘 + 4 = 2(𝑘 + 1) + 2，仍以正

方排列最佳。   ▓ 

定理 2.2.10. (綠色部分) 

對於 1×n 矩形，若 
√3

2
≤ 𝑛 < 1，則最密點數為 3，為直正三角排列。 

證明. 利用圓規置點，在 n 小於 1 情況下無法放置四點，故最大值為 3。  ▓ 

定理 2.2.11. (紅色部分) 

對於 1×n 矩形，若 𝑛 = (𝑚 − 1) + √3，m 是任意正整數，則最密點數為 

𝑃(𝑚) = 2𝑚 + 3，且以正方排列加一蝴蝶結置換最佳。 
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證明. 使用數學歸納法： 

(1) 當 𝑚 = 1 時，利用圓規置點得 𝑃(1) = 5，此時為一蝴蝶結形。 

(2) 設 𝑚 = 𝑘 時，𝑃(𝑘) = 2𝑘 + 3。當 𝑚 = 𝑘 + 1 時，將矩形分成 1 × 𝑘 及 1 × √3 

兩塊。由定理 2.2.9 可知 1 × 𝑘 矩形以正方排列最佳，點數為 2𝑘 + 2。剩餘

 1 × √3 矩形因條件限制，可增 3 點而無法增 4 點，故 𝑃(𝑘 + 1) = 2𝑘 + 2 +

3 = 2(𝑘 + 1) + 3。此時圖形為正方排列加上末端一蝴蝶結置換。  ▓ 

在 1×n 矩形範圍內，以正方排列為最密穩定排列、以直正三角或延伸置換作優化。

特別的是，延伸置換可想成是延伸形式的推移，因為一個沙漏經橫向推移可變成正方

形，而推移是可還原的過程，故正方形亦可橫向推移成沙漏；同理，一個蝴蝶結經直向

推移可變成正方形，故正方形亦可直向推移成蝴蝶結，此時，對於 1×n 矩形最佳排列及

定理 2.2.11.最佳排列中所出現的「延伸置換」，即可歸類為推移的其中一型，之後稱為

「延伸推移」。接下來分析 w×n 的矩形。 

 

三、w×n矩形 

（一）基準點與基準線 

為了討論方便，之後我們在放置點時統一以最左上角為基準點（第一點），基準點

分別向下與向右延伸為縱向與橫向基準線，作排列時均從左上開始往右、往下排列與堆

疊。此外設定 n 為橫向長度（橫長）、w 為縱向長度（縱長）。見下圖 2.3.1。 

 

圖 2.3.1 
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（二）增點關係式與最佳置換 

 1. 考慮 n 是整數的情形 

首先從一開始基本圖形中，我們選擇使用橫正三角與正方形這兩種基本圖形來進行

堆疊排列，因為這兩種排列剛好能配合堆疊（n 每增加 1 就能重複增加該基本圖

形）。先建立以下定義： 

定義 2.3.2. 增點關係式（n 為整數） 

總點數 P(n)＝緊密效率×n＋起始點數量 

其中緊密效率＝排列時每單位(橫長 1)增點數 

如下表 2.3.3，將橫正三角分為鋸齒和沙漏，是因為兩者增點關係式形式不同。 

 

表 2.3.3. 三種排列的增點關係式 

排列規則（n 是整數） 

排列方式 
鋸齒形排列 

(單層橫正三角) 
正方形排列 

沙漏形排列 

(雙層橫正三角) 

圖示 
 

圖 2.3.4 
 

圖 2.3.5 
 

圖 2.3.6 

緊密程度 最大 次之 最小 

單層高度 √3

2
≈ 0.866 1.000 √3 ≈ 1.732 

增點關係式 

𝑝 = 𝐴𝑛 + 𝐵 
𝑝 = 2𝑛 + 1 𝑝 = 2𝑛 + 2 𝑝 = 3𝑛 + 2 

𝐴（緊密效率） 2 2 3 

𝐵（起始點數） 1 2 2 

 

2. 利用鋸齒與正方排列進行堆疊 

性質 2.3.7. 在 w 不超過一定值（臨界高度）時，最佳排列仍是正方排列。 

證明. 設 𝑥 層正方與 𝑥 + 1 層鋸齒的總堆疊高度相同 
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𝑥 =
√3

2
(𝑥 + 1)  

(1 −
√3

2
) 𝑥 =

√3

2
   

𝑥 =
√3

2
÷ (1 −

√3

2
) ≈ 6.4641 （臨界高度） 

總堆疊高度不高於臨界高度時，正方堆疊緊密效率高於鋸齒堆疊，但高於臨

界高度後，正方形 7 層（𝑝 = 8𝑛 + 8）的高度足以讓鋸齒堆疊 8 層（𝑝 =

9𝑛 + 5），鋸齒堆疊效率大於正方堆疊，故正方形層最多只需放 6 層。  ▓ 

 

定理 2.3.8. 最佳置換層數  

在 w 超過臨界高度後，先以鋸齒作為主要排列，再將鋸齒層置換正方層。若剩

餘下方空隙高度為 x，則最佳置換層數為 [ 
𝑥

1−
√3

2

 ]。 

證明. 每將一層鋸齒換成正方，總堆疊高度增加 1 −
√3

2
，故取不大於 𝑥 ÷ ( 1 −

√3

2
)

的整數便是可置換層數。利用「高斯取底符號」（簡稱高斯符號）[參 4] 

[𝑥] = 不小於𝑥的最大整數  

得最佳置換層數為 [ 
𝑥

1−
√3

2

 ] 。  ▓ 

 

（三）增點關係式與最佳推移 

為了考慮 n 是任意數，除了用表 2.3.3 三種排列之外，我們再使用另一種方法。 

定理 2.3.9 推移法：若將 m 層橫正三角進行推移，縱向空隙為 x，橫向空隙為 y 且滿足

 𝑦 <
1

 2 
，則滿足 𝑦 ≥ √1 − (

√3

2
+

𝑥

𝑚
)2 時，推移後可使總點數增加。 

證明. 推移 m 層表示要將縱向空隙 x 均分給 m 層，故原本高度為 
√3

2
 的橫正三角，會

變成高度為 
√3

2
+

𝑥

𝑚
 的平行四邊形，如圖 2.3.10。 
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圖 2.3.10 

 

 利用畢氏定理可知，此平行四邊形的橫向差距（圖 2.3.10 中的藍色線段）為 

√1 − (
√3

2
+

𝑥

𝑚
)2 。因 𝑦 <

1

 2 
，表示原本在橫向空隙中無法用橫正三角置點，但

推移為平行四邊形後，√1 − (
√3

2
+

𝑥

𝑚
)2 若不大於 y，則可在橫向空隙中增點。 

定理 2.3.11. 最佳推移層數 𝐸 = [
𝑥

√1−𝑦2−
√3

2

] 

證明.   由定理 2.3.9 可知推移層數 m 會受到 x 與 y 的限制，也就是 

𝑦 ≥ √1 − (
√3

2
+

𝑥

𝑚
)2，將此不等式進行移項調整得 

𝑥

√1−𝑦2−
√3

2

 ≥  𝑚 。 

所以假設要推移 𝐸 層橫正三角會有最佳緊密度，則 𝐸 要選擇不大於 

𝑥

√1−𝑦2−
√3

2

 的最大整數。  ▓ 

 

定理 2.3.12. 將鋸齒層置換成正方形層的結果是推移法的特例。 

證明. (1) 若推移 E 層鋸齒，E 是最佳推移層數，在橫向空隙 x 滿足 𝑥 ≥
2−√3

2
𝐸  

條件下，推移後平行四邊形高度＝
√3

2
+

𝑥

𝐸
≥

√3

2
+

2−√3

2
= 1，又橫向推移上

限高度便是 1，此時排列為正方排列。 

(2) 上一節的定理 2.3.8.最佳置換層數便屬於最佳推移層數的特例：當 y=0

時，最佳推移層數 𝐸 = [
𝑥

√1−02−
√3

2

] = [
𝑥

1−
√3

2

] 即等於最佳置換層數。▓ 

 

 

高度：
√3

2
+

𝑥

𝑚
 

橫向差距：√𝟏 − (
√𝟑

𝟐
+

𝒙

𝒎
)𝟐 
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對於 n 為任意正數的情形，我們想建立一個能計算各種穩定排列的增點關係

式。於是可利用高斯符號來改良定義 2.3.2 的增點關係式： 

定理 2.3.13. 增點關係式（對於任意正數 n） 

總點數 𝑃(𝑛) = [𝑛 ÷ (增點單位長)] × 每單位增點數 + 起始點數量 

 

證明. 在橫長 n 的矩形做點排列，每個橫向重複圖形稱為增點單位，因為增點單位 

要在整數才能增點，所以以下使用高斯符號： 

可排列單位數 = [𝑛 ÷ (增點單位長)] 

可排列點數 = [𝑛 ÷ (增點單位長)] × 每單位增點數 

總排列點數 𝑃(𝑛) = [𝑛 ÷ (增點單位長)] × 每單位增點數 + 起始點數量。  ▓ 

例如圖 2.3.10，起始點為 2（綠點），以沙漏形為增點單位，每單位增點數為 3

（紅點）。 

 

圖 2.3.14 

（四）以 w 的範圍分類討論 

性質 2.3.15 若 0 < 𝑤 ≤
√3

2
 ，則以鋸齒排列（非橫正三角）為緊密排列。 

此時增點關係式為 𝑝 = [
𝑛

√1−𝑤2
] + 1。 

證明. 利用圓規置點如圖 2.3.16，增點單位長為√1 − 𝑤2，每單位增點數 1。 

利用定理 2.3.13 可得 

𝑝 = [n ÷ √1 − 𝑤2] × 1 + 1 = [
𝑛

√1−𝑤2
] + 1    ▓ 

 

圖 2.3.16 



13 

 

    特別地，當 𝑤 =
√3

2
  時即為橫正三角排列，𝑝 = [2𝑛] + 1。 

 

圖 2.3.17 

性質 2.3.18. 若 
√3

2
< 𝑤 ≤ 1，則以橫正三角推移成平行四邊形作為緊密排列。 

此時增點關係式為 𝑝 = 2[𝑛] + 1。 

證明. 橫正三角經橫向推移如圖 2.3.15，增點單位長為 1，每單位增點數 2。 

利用定理 2.3.13 可得 

𝑝 = [n ÷ 1] × 2 + 1 = 2[𝑛] + 1    ▓ 

 

圖 2.3.19 

 特別地，當 𝑤 = 1 時即為正方排列，𝑝 = 2[𝑛] + 2。 

 

圖 2.3.20 

 

性質 2.3.21. 若 1 < 𝑤 ≤
3

 2 
，則以正方推移成平行四邊形作為緊密排列。 

此時增點關係式為 𝑝 = 2 [
𝑛

√1−(𝑤−1)2
] + 2。 

證明. 正方形經直向推移如圖 2.3.22，增點單位長為√1 − (𝑤 − 1)2，每單位

增點數 2。利用定理 2.3.13 可得 

𝑝 = [n ÷ √1 − (𝑤 − 1)2] × 2 + 2 = 2 [
𝑛

√1−(𝑤−1)2
] + 2    ▓ 

 

圖 2.3.22 
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特別地，當 𝑤 =
3

 2 
 時即為直正三角排列，𝑝 = 2 [

2𝑛

√3
] + 2。 

 

 圖 2.3.23 

 

性質 2.3.24. 若 
3

 2 
< 𝑤 < √3 ，則仍以性質 2.3.21 的直正三角排列為緊密排列。 

性質 2.3.25..推移規律：鋸齒（橫向正三角形）經橫向推移，變成平行四邊形再變

成正方形；正方形經縱向推移變成直正三角。如圖 2.3.26。 

橫正三角變平行四邊形（橫向推移） 

範圍：
√3

2
≤ 𝑤 < 1 

→ 

平行四邊形變正方（橫向推移） 

範圍：
√3

2
< 𝑤 ≤ 1 

→ 

正方變直正三角（縱向推移） 

範圍：1 ≤ 𝑤 <
3

 2 
 

→ 

圖 2.3.26 

 

參、優化 

一、優化 

（一）推移法 

1. 接下來利用推移來建立一般情形的優化方式，而因為 w× n 矩形作直正三角排列

可視為將轉置為 n×w 矩形作橫正三角排列，故只需先考慮「橫正三角-平行四邊形-正方

形」的推移規律即可。先從基準點與橫基準線開始以橫正三角做層堆疊，剩餘空隙決定

如何做推移置換。 



15 

 

空隙分為下方的縱向空隙(x)與右方的橫向空隙(y)，在橫向空隙小於 
1

 2 
 時，可能利用

推移法來增加點數；至於橫向空隙不小於 
1

 2 
 時，就可以用直接增點來完成增點，於下

一小節討論。 

定義 3.1.1. 橫正三角緊密排列：對於任意 w× n 矩形，從基準點開始，先由上至下以正

反交錯排列橫正三角，排至無法再放置為止，此時便完成一行增點單位；再

由左至右重複此增點單位，至無法再放置完整的增點單位為止。 

 →     

圖 3.1.2 

如圖 3.1.2，圖左便是橫正三角緊密排列後的縱向空隙 x 與橫向空隙 y，圖右則是推

移後結果，我們稱其為橫簾幕排列。 

  接下來為了得到推移法的增點公式，進行以下分析。 

  引理 3.1.3. 若函數 𝑓(𝑥) = {
 
𝑥+1

2
, 𝑥 是正奇數

𝑥

 2 
  , 𝑥 是正偶數

  ，則 𝑓(𝑥) = [
𝑥+1

2
] 。 

證明. 若 𝑥 是正奇數，則 
𝑥+1

2
 是整數，故得 [

𝑥+1

2
] =

𝑥+1

2
。 

證明. 若 𝑥 是正偶數，則 
 𝑥 

2
 是整數，且 [

𝑥+1

2
] = [

 𝑥 

2
+ 0.5] =

 𝑥 

2
 。  ▓ 

  

橫 

向 

空 

隙 

(y) 

縱向空隙(x) 



16 

 

定理 3.1.4. 若推移 E 層，則推移法增點數 𝑃(𝐸) = [
𝐸+1

2
] 。 

證明. 若 E 是奇數，則視為數層沙漏加一層鋸齒，每層沙漏推移後增 1 點，故

增
 𝐸 

2
點，且一層鋸齒本身再加 1 點，故 𝑃(𝐸) =

𝐸+1

2
 ；若 E 是偶數，則視

為數層沙漏，故 𝑃(𝐸) =  
 𝐸 

2
 。利用引理 3.1.3，得 𝑃(𝐸) = [

𝐸+1

2
] 。  ▓ 

 

（二）補隙法 

1. 經橫正三角緊密排列後，橫向空隙不小於 
 1 

 2 
 時，就不須推移，用直接增點來補

其橫向空隙，故稱「補隙法」。 

 

2. 補隙方式：半沙漏與五角形 

考慮對沙漏層作增點，利用 Geogebra 繪製圖 3.1.5，簡化後得圖 3.1.6。 

  

圖 3.1.5                                圖 3.1.6 
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上圖中五點 DEAFG 形成一沙漏形，C1 是以 E 點為圓心、半徑是 1；C2 是以 G 點為

圓心、半徑是 1。 

(1) 假設此沙漏右邊空間不小於 1，就可再加一沙漏，所以增加 X、K、H 共三點。 

(2) 假設此沙漏右邊空間不小於 0.5，就可以再加半沙漏，所以增加 X 共一點。 

(3) 特別情況是，在 C1 與 C2 上可畫出兩點 Y、Z，使得 𝐸𝑌̅̅ ̅̅ = 𝑌𝑍̅̅̅̅ = 𝑍𝐺̅̅ ̅̅ = 1，這樣在

右邊空間夠大時就能補上 Y、Z 兩點，使 AEYZG 形成邊長都是 1 的五角形。此時

五角形置換所需空隙見下圖 3.1.7，直線𝐺𝑄垂直𝐸𝐺̅̅ ̅̅ ，Q是直線𝐺𝑄與直線𝑋𝑌的垂

足， 𝐺𝐸̅̅ ̅̅ = √3 ， 𝑌𝑍̅̅̅̅ = 1 ， 𝑍𝑄̅̅ ̅̅ =
1

2
(𝐺𝐸̅̅ ̅̅ − 𝑌𝑍̅̅̅̅ ) =

√3−1

2
 

𝐺𝑄̅̅ ̅̅ = √𝐺𝑍̅̅ ̅̅ 2 − 𝑍𝑄̅̅ ̅̅ 2 = √1 − (
√3−1

2
)

2

= √1 −
4−2√3

4
= √√3

2
≈ 0.9306   ▓ 

 

圖 3.1.7  

 

演算方法 3.1.8. 補隙法 I：半沙漏增點 

(1) 使用條件：
1

2
≤ 𝑦 < √√3

2
 

(2) 形式：同定理 3.1.8，若有 m 層橫正三角，則半沙漏增點數𝑃(𝑚) = [
𝑚+1

2
]。 

演算方法 3.1.9. 補隙法 II：五角形增點 

(1) 使用條件：√√3

2
≤ 𝑦 < 1 

(2) 形式：假設共排列 m 層橫正三角，從最上層數起，第一層沙漏可用五角形

增 2 點，此時第二層沙漏因距離限制不能再用五角形，仍用半沙漏增 1 點，如

圖 3.1.10。 
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圖 3.1.10 

   五角形增點數分析： 

(i) 恰好是偶數層沙漏：每 2 層沙漏可增 3 點，故可增 
𝑚

2
×

3

2
=

3𝑚

4
 點。 

(ii) 恰好是奇數層沙漏：每 2 層沙漏可增 3 點，最後一層沙漏可增 2 點， 

共可增 
𝑚−2

2
×

3

2
+ 2 =

3𝑚−6

4
+

8

4
=

3𝑚+2

4
 點。 

(iii) 恰好是偶數層沙漏加一層鋸齒： 

(a) 若下方空隙小於
1

 2 
，則最後一層鋸齒可增 1 點， 

共可增 
𝑚−1

2
×

3

2
+ 1 =

3𝑚−3

4
+

4

4
=

3𝑚+1

4
 點。 

(b) 若下方空隙不小於
1

 2 
，則最後一層鋸齒可增 2 點， 

共可增 
𝑚−1

2
×

3

2
+ 2 =

3𝑚−3

4
+

8

4
=

3𝑚+5

4
 點。 

(iv) 恰好是奇數層沙漏加一層鋸齒： 

共可增 
𝑚−3

2
×

3

2
+ 3 =

3𝑚−9

4
+

12

4
=

3𝑚+3

4
 點。 

   整理如下表 3.1.11。 

表 3.1.11. 五角形補隙法整理 

排列分類 偶數層沙漏 
偶數層沙漏 

加一層鋸齒 
奇數層沙漏 

奇數層沙漏 

加一層鋸齒 

層數 m 的形式 

（令 K 為整數） 
m=4K m=4K+1 m=4K+2 m=4K+3 

補隙增點數 
3𝑚

4
 

𝑥 <
1

2
，

3𝑚+1

4
 

𝑥 ≥
1

2
，

3𝑚+5

4
 

3𝑚 + 2

4
 

3𝑚 + 3

4
 

在 w×n 矩形範圍內，優化方式為從橫正三角排列開始，依條件使用推移法、補隙法（半沙

漏與五角形），於下面詳細說明。 
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二、以推移為主軸作整合 

（一）以推移為主軸 

我們的優化方式中，補隙法是直接利用空隙而不動用原有排列，屬於靜態優化；推移法

則是挪用原有排列以便增加新的點數，屬於動態優化。本小節就動態優化，也就是推移法來

做優化方式的整合。w×n 矩形的排列方式動態流程如下： 

1. 橫正三角排列，此時增點式為原型 𝑃0 ，於下面定理 3.2.2 列式運算。 

2. 推移成橫簾幕，利用定理 3.1.8，此時增點式為 𝑃1 = 𝑃0 + 𝑃(𝐸) 。 

3. 推移成正方排列，此時增點式為 𝑃2 = ([𝑤] + 1)([𝑛] + 1) 。這裡是考慮打破臨界高

度，於下面定理 3.2.3 列式運算。 

4. 推移成直簾幕，算出 𝑃3，於下面定理 3.2.4 列式運算。 

5. 推移成直正三角，算出 𝑃4；因將 w×n 矩形以直正三角排列，等同於將 n×w 矩形以橫

正三角排列，故 𝑃4 可將 𝑤, 𝑛 互換代入定理 3.2.2 的 𝑃0 算式即可。 

 

表 3.2.1. 推移法為主軸的動態流程 

w×n矩形 橫正三角 橫簾幕 正方排列 直簾幕 直正三角 

增點式 𝑃0 𝑃1 𝑃2 𝑃3 𝑃4 

n×w矩形 直正三角 直簾幕 正方排列 橫簾幕 橫正三角 

所以，依據定義 1.3.4，若要利用推移法找到最佳優化方式，就要判斷 𝑃0 , 𝑃1 , 𝑃2 , 𝑃3  , 𝑃4 在不

同條件下，何者才是最大值。 
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定理 3.2.2. 計算原型 𝑷𝟎：對於 𝑚 層鋸齒排列，增點式 𝑃𝑚,𝑛 = (𝑚 + 1)[𝑛] + [
𝑚

2
] + 1 。 

證明.   先將 𝑚 分成奇數與偶數情況。 

𝑚 (奇數)層鋸齒的起始點為 
𝑚+1

2
 個，取增點單位長 1，則每單位增點數為 

(𝑚 + 1)個。利用定理 2.3.9 可得 

𝑃𝑚,𝑛 = [𝑛 ÷ 1] × (𝑚 + 1) +
𝑚+1

2
= (𝑚 + 1)[𝑛] +

𝑚+1

2
  ……(1) 

𝑚 (偶數)層鋸齒的起始點為 
𝑚+2

2
 個，取增點單位長 1，則每單位增點數為 

(𝑚 + 1)個。利用定理 2.3.9 可得 

 𝑃𝑚,𝑛 = [𝑛 ÷ 1] × (𝑚 + 1) +
𝑚+2

2
= (𝑚 + 1)[𝑛] +

𝑚+2

2
  ……(2) 

利用高斯符號取奇偶數之特性： 

若 𝑘 是整數，令𝑚1 = 2𝑘 + 1，𝑚2 = 2𝑘，則 [
𝑚1

2
] =  [

𝑚2

2
] = 𝑘 

𝑚1+1

2
 =  𝑘 + 1 =  [

𝑚1

2
] + 1 ， 

𝑚2+2

2
 =  𝑘 + 1 =  [

𝑚2

2
] + 1。 

故(1)式與(2)式可統整為 𝑚 是任意正整數時， 

𝑃𝑚,𝑛 = (𝑚 + 1)[𝑛] + [
𝑚

2
] + 1       ▓ 

 

定理 3.2.3. 計算正方排列 𝑷𝟐：增點式為 ([𝑤] + 1)([𝑛] + 1) 

證明.   縱向可排正方形層數為 [𝑤]，橫向可排正方形層數為 [𝑛] 

故總點數為([𝑤] + 1)([𝑛] + 1)    ▓ 
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定理 3.2.4. 計算直簾幕 𝑷𝟑：令 𝐹 = [
𝑦

√1−𝑥2−
√3

2

]，則 𝑃3 = 𝑃4 + [
𝐻+1

2
] 。 

證明.   .如表 3.2.1，將正方直向推移成直簾幕，相當於將直正三角推移成直簾幕。  

參考定理 2.4.5，若對於直簾幕的推移層數 𝐹 ，則 𝐹 會受到 x 與 y 的限制，也

就是 𝑥 ≥ √1 − (
√3

2
+

𝑦

𝐻
)2，將此不等式進行移項調整得 

𝑦

√1−𝑥2−
√3

2

 ≥  𝐹 。 

  故從 𝑃4 推移成 𝑃3 的最佳推移層數為 𝐻 = [
𝑦

√1−𝑥2−
√3

2

]，再依定理 2.4.8，可得 

𝑃3 = 𝑃4 + [
𝐹+1

2
]     ▓ 

 

三、演算方法 

為了做一般化的演算，先建立以下表 3.3.1 及表 3.3.2.的資訊。 

表 3.3.1. 𝒘 × 𝒏 矩形的四個參數 

參數 𝐴 𝐵 𝐶 𝐷 

計算方式 [𝑤] [
2𝑤

√3
] [𝑛] [

2𝑛

√3
] 

幾何意義 
縱長可放置 

直正三角數 

縱長可放置 

橫正三角數 

橫長可放置 

橫正三角數 

橫長可放置 

直正三角數 

 

表 3.3.2. 原型與推移流程 

 排列方式 增點式 條件 

原 

型 

橫正三角排列 

𝑃0 
𝑃0 = (𝐵 + 1)𝐶 + [

1

2
𝐵] + 1  無。 

推

移 

橫簾幕排列 𝑃1 = 𝑃0 + [
𝐸+1

2
]  𝐸 = [

𝑥

√1−𝑦2−
√3

2

] > 0  

正方排列 𝑃2 = (𝐴 + 1)(𝐶 + 1)   

直簾幕排列  𝑃3 = 𝑃4 + [
𝐹+1

2
]  𝐹 = [

𝑦

√1−𝑥2−
√3

2

] > 0  

直正三角排列 𝑃4 = (𝐷 + 1)𝐴 + [
1

2
𝐷] + 1  無。 
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演算方法 3.3.3. 計算出最佳優化排列，方式如下 

第一步驟：輸入矩形「橫長(n)」與「縱長(w)」，依表 3.3.1 計算參數 A、B、C、D 。 

第二步驟：計算橫正三角排列的橫向空隙 𝑦1 = 𝑛 − 𝐶 與縱向空隙 𝑥1 = 𝑤 −
√3

2
𝐵 。 

第三步驟：計算直正三角排列的橫向空隙 𝑦2 = 𝑛 −
√3

2
𝐷 與縱向空隙 𝑥2 = 𝑤 − 𝐴 。 

第四步驟：依定理 3.1.5 與定理 3.2.4，計算出最佳推移層數 E 與 F 。 

第五步驟：推移法計算：依表 3.3.2 增點式計算 𝑃0 , 𝑃1 , 𝑃2 , 𝑃3  , 𝑃4 。 

第六步驟：半沙漏補隙法計算： 

(1) 對於 𝑃0 ，若 𝑦1 ≥
1

2
 ，則依定理 3.1.12.增點，總點數為 𝑃0+ = 𝑃0 + [

𝐵+1

2
] 。 

 (2) 對於 𝑃4 ，若 𝑥2 ≥
1

2
 ，則依定理 3.1.12.增點，總點數為 𝑃4+ = 𝑃0 + [

𝐷+1

2
] 。 

第七步驟：五角形補隙法計算：依表 3.1.15.增點，令 𝑄 為五角形增點參數。 

(1) 對於 𝑃0 ，若 𝑦1 ≥ √√3

2
 ，則總點數為 𝑃0++ = 𝑃0 +

3𝐵+𝑄

4
 。 

若 𝐵 是偶數且 
𝐵

2
 是偶數，則 𝑄 = 0 ；若 𝐵 是偶數且 

𝐵

2
 是奇數，則 𝑄 = 2 ； 

若 𝐵 是奇數、
𝐵−1

2
 是偶數且𝑥1 <

1

2
，則 𝑄 = 1 ； 

若 𝐵 是奇數、
𝐵−1

2
 是偶數且𝑥1 ≥

1

2
，則 𝑄 = 5； 

若 𝐵 是奇數且 
𝐵−1

2
 是奇數，則 𝑄 = 3 。 

 (2) 對於 𝑃4 ，若 𝑥2 ≥ √√3

2
 ，則總點數為 𝑃4++ = 𝑃0 +

3𝐷+𝑄

4
 。 

若 𝐷 是偶數且 
𝐷

2
 是偶數，則 𝑄 = 0 ；若 𝐷 是偶數且 

𝐷

2
 是奇數，則 𝑄 = 2 ； 

若 𝐷 是奇數、
𝐷−1

2
 是偶數且 𝑦2 <

1

2
，則 𝑄 = 1 ； 

若 𝐷 是奇數、
𝐷−1

2
 是偶數且 𝑦2 ≥

1

2
，則 𝑄 = 5； 

若 𝐷 是奇數且 
𝐷−1

2
 是奇數，則 𝑄 = 3 。 

第八步驟：若選擇 𝑃′ = 𝑀𝑎𝑥{𝑃0 , 𝑃1 , 𝑃2 , 𝑃3  , 𝑃4}，此即最佳優化推移結果；若選擇 

  𝑃′′ = 𝑀𝑎𝑥{𝑃0+ , 𝑃0++ , 𝑃4+ , 𝑃4++}，此即最佳優化補隙結果；取 𝑀𝑎𝑥{𝑃′, 𝑃′′} 
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  即以推移為主軸、再與補隙結合的計算模型結果。 

 

圖 3.3.4. 利用 EXCEL 建立計算模型 

 

定理 3.3.5. 對 𝑤 × 𝑛 矩形與 𝑛 × 𝑤 矩形進行優化，結果相同。 

證明. 已知「對 𝑛 × 𝑤 矩形做橫正三角緊密排列」等同「對 𝑤 × 𝑛 矩形做直正三角緊密排

列」，若  𝑛 × 𝑤 矩形依表 3.2.6 所算得的增點式為 {𝑃0′ , 𝑃1′ , 𝑃2′ , 𝑃3′  , 𝑃4′}，而 𝑤 × 𝑛 

矩形所算得的增點式為 {𝑃0 , 𝑃1 , 𝑃2 , 𝑃3  , 𝑃4}，便滿足 

𝑃0
′ = 𝑃4、 𝑃1

′ = 𝑃3、 𝑃2
′ = 𝑃2、 𝑃3

′ = 𝑃1 、 𝑃4
′ = 𝑃0，故最佳優化推移結果

𝑀𝑎𝑥{𝑃0′ , 𝑃1 ′, 𝑃2′ , 𝑃3′  , 𝑃4′} = 𝑀𝑎𝑥{𝑃0 , 𝑃1 , 𝑃2 , 𝑃3  , 𝑃4}。 

而補隙方面，𝑛 × 𝑤 矩形橫正三角原型的參數會等於𝑤 × 𝑛 矩形直正三角原型的參

數，故 𝑛 × 𝑤 矩形若算得 {𝑃0+′ , 𝑃0++′ , 𝑃4+′ , 𝑃4++′}，𝑤 × 𝑛 矩形算得

{𝑃0+ , 𝑃0++ , 𝑃4+ , 𝑃4++}，則滿足 

𝑃0+′ = 𝑃4+、 𝑃0++′ = 𝑃4++ 、𝑃4+′ = 𝑃0+ 、  𝑃4++′ = 𝑃0++ ，故最佳優化補隙結果

𝑀𝑎𝑥{𝑃0+′ , 𝑃0++′ , 𝑃4+′ , 𝑃4++′} = 𝑀𝑎𝑥{𝑃0+ , 𝑃0++ , 𝑃4+ , 𝑃4++} 。 

因此對 𝑤 × 𝑛 矩形與 𝑛 × 𝑤 矩形最佳優化推移與最佳優化補隙結果均同。   ▓ 
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四、考慮 𝑷𝟎 與 𝑷𝟒 計算結果相等情形 

首先套用表 3.3.1 參數面板與表 3.3.2，𝑃0 = 𝑃4 可列寫： 

式 3.4.1.   (𝐵 + 1)𝐶 + [
1

2
𝐵] + 1 = (𝐷 + 1)𝐴 + [

1

2
𝐷] + 1 

整理移項得 

式 3.4.2.   𝐵𝐶 + 𝐶 − 𝐴𝐷 − 𝐴 = [
1

2
𝐷] − [

1

2
𝐵]  （轉置等點判別式） 

左式因為是整數的加、減、乘法運算，所以結果也會是一個整數，設此整數為 𝑍。 

則右式 [
1

2
𝐷] − [

1

2
𝐵] = 𝑍 （判別式簡化）。 

所以得以下定理： 

定理 3.4.3. 給定任意 w×n 矩形，令 𝐴 = [𝑤]，𝐵 = [
2𝑤

√3
]，𝐶 = [𝑛]，𝐷 = [

2𝑛

√3
]， 

𝑍 = 𝐵𝐶 + 𝐶 − 𝐴𝐷 − 𝐴 ，若滿足判別式 𝑍 = [
1

2
𝐷] − [

1

2
𝐵]，則此矩形經橫正三角緊密排列

點數量轉置後不變。 

至於形如 [
1

2
𝑥] − [

1

2
𝑦] = 𝑍 的高斯方程式解範圍，用 Desmos 繪圖，如圖 3.4.4，出現了階梯

形的線，但實際上我們代數字計算，發現解不是曲線而是區域，如圖 3.4.5，是無限多個重

複方形區域。 

 

圖 3.4.4 

 

圖 3.4.5 
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定理 3.4.6. ./若判別式 𝑍 > [
1

2
𝐷] − [

1

2
𝐵]，則橫正三角排列點數轉置後減少； 

定理 4.1.1 若判別式 𝑍 < [
1

2
𝐷] − [

1

2
𝐵]，則橫正三角排列點數轉置後增加。 

證明. ..若將式 3.4.1 改為 (𝐵 + 1)𝐶 + [
1

2
𝐵] + 1 > (𝐷 + 1)𝐴 + [

1

2
𝐷] + 1 

表示橫正三角排列點數轉置前多於轉置後，整理得 𝑍 > [
1

2
𝐷] − [

1

2
𝐵] ； 

若將式 3.4.2 改為 (𝐵 + 1)𝐶 + [
1

2
𝐵] + 1 < (𝐷 + 1)𝐴 + [

1

2
𝐷] + 1 

表示橫正三角排列點數轉置前少於轉置後，整理得 𝑍 < [
1

2
𝐷] − [

1

2
𝐵] 。   █ 

 

肆、討論 

一、非正方推移後補隙情形 

（一）若考慮非正方推移形式後補隙 

1. 使用條件： 
𝑥

𝑚
< 1 −

√3

2
 （無法推移成正方排列） 

2. 形式︰在平行四邊形右側邊上增一正三角形，為了得到右方所需空隙 y，利用畢氏定理列

式如下圖。 

 

 

 

 

𝒚 

√𝟑

𝟐
+

𝒙

𝒎
 

√𝟏 − (
√𝟑

𝟐
+

𝒙

𝒎
)

𝟐

 √𝟏 − (
√𝟑

𝟐
+

𝒙

𝒎
)

𝟐

 

√𝟑

𝟐
+

𝒙

𝒎
 

√𝟏 − 𝒚𝟐 

√𝟑

𝟐
+

𝒙

𝒎
− √𝟏 − 𝒚𝟐 

 

𝒚 − √𝟏 − (
√𝟑

𝟐
+

𝒙

𝒎
)

𝟐

 

圖 4.1.1 
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觀察圖 4.1.1 右下角直角三角形的兩股（藍色線段），以畢氏定理得到 x、y、m 的關係式 

式 4.1.2.  (𝑦 − √1 − (
√3

2
+

𝑥

𝑚
)

2

)

2

+ (
√3

2
+

𝑥

𝑚
− √1 − 𝑦2)

2

= 1 

令平行四邊形高度為 𝑅 =
√3

2
+

𝑥

𝑚
，整理式 4.1.2 得 

式 4.1.3.  (𝑦 − √1 − 𝑅2)
2

+ (𝑅 − √1 − 𝑦2)
2

= 1 ， 
√3

2
≤ 𝑅 ≤ 1 

  將圖形用 Desmos 繪製，得範圍如圖 4.1.4 所示。 

 

 

圖 4.1.4 

在平行四邊形高度 𝑅 與橫向空隙 𝑦 滿足式 4.1.3 時即可。 

 

二、若條件改成在一個 𝒘 × 𝒏 的矩形中，距離為 𝒌 

想像把這個矩形縮小 𝑘 倍，這個新矩形長變成 
𝑛

𝑘
 、寬變成 

𝑤

𝑘
 ，所以先考慮在新矩形中

距離為 1 的排列與優化，再將排列完成的矩形放大 𝑘 倍，所以可以同樣用推移補隙等方法來

作緊密度優化計算。 
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三、延伸至「平面上固定範圍中圓形的堆疊問題」 

回到一開始克卜勒猜想，是討論三維球體的堆疊，那二維球體也就是圓形，因為每個圓

形的要素就是「一個圓心點加上固定半徑」，假如半徑為 r，只要將此圓形的堆疊當成是圓心

之間的緊密排列、圓心之間距離至少為 2r，這樣也可以利用研究結果來套用作緊密度優化。 

假如原問題是「在 𝑤 × 𝑛 矩形中放置半徑為 r 的圓形、如何放置最多」，如圖 4.3.1，可

轉為新問題是「在 (𝑤 − 2𝑟) × (𝑛 − 2𝑟)矩形中、點之間距離至少 2r、如何作最密排列」，如

圖 4.3.2。 

 

圖 4.3.1 

 

圖 4.3.2 
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伍、結論 

我們對於如何優化保持距離的最緊密排列方式，採取策略是先以橫正三角排列，再依空

隙條件，選擇推移、補隙等方法，最後從轉置與不轉置中得到最優結果；例如研究動機中是

以 330×100 的矩形廣場作排列，最佳優化點數結果是 38391，比原文章中未優化的 38201 還

多了 190 個點。目前計算模型尚屬複雜，期望未來能著手於簡化計算、增加應用便利性來繼

續研究。 
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國立臺灣大學化學系學士生黎哲豪作/國立臺灣大學化學系陳藹然博士責任編輯 

發表日期：2011.07.27 

網址：https://highscope.ch.ntu.edu.tw/wordpress/?p=31205 
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作者俞韋亘（國立中央大學數學系教授） 

發表日期：2016.5.31 

網址：https://sites.google.com/a/g2.nctu.edu.tw/unimath/2016-05/sphere_packing 

四、科普文章《環遊數界：高斯符號》 

發表日期：2017.1.23 
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【評語】030409  

作者們考慮在矩形區域內放置點，使得點與點間的距離大於

等於 1，所能放置的點數的最大可能值問題。這是一個既有實用性

又非常切合時事的一個有趣的問題。作者們針對如何移動調整，

才能讓所能放置的點數盡可能的多，給出了一些想法，想法頗具

巧思，值得鼓勵。作者們確實找出了一些讓點數盡可能多的排列

方式，但對於這些排列方式是不是最好並沒有給出太多的說明。

這可能是整個作品最需要也最難回答的部分。如果可以針對這樣

的問題作進一步的分析，給出一個能夠放置多少個點的一個理論

上的上界，而這個上界又與作者們所得出的結果相去不遠，那整

個作品看起來就會更為完整也更好。 

C:\Users\cutes\Downloads\030409-評語 

  



 

 

 

 

 

 

 

作品簡報 



原來社交距離可以這樣排 



研究動機 

在有限矩形範圍下，尋找點與點距離不小於1、能優化放入最

多點的方式，並建立計算模型。 

因應新冠疫情，看見FACEBOOK數感實驗室在討論「如何在

有限範圍內保持社交距離」，我們便好奇如何找到最緊密的排

列方式。 

研究目的 



研究架構 



優化程度–定義 

因為在固定面積中，增加點數越多表示優化程度越好，所以定義如下 

● 優化：在相同矩形長寬下，可放置點數較多者稱為優化。 

● 優化程度：即可放置點數 ÷ 矩形面積的結果。 

例：在 1×5 矩形中，比較鋸齒排列、正方排列的優化程度 

        鋸齒可放置點數 ÷ 矩形面積＝11 ÷ 5＝2.2 

        正方可放置點數 ÷ 矩形面積＝12 ÷ 5＝2.4   （2.4＞2.2） 

             故正方排列優化程度大於鋸齒排列 

● 最佳優化：若在一定條件下有 n 種優化排列，則優化程度最大者為 

                    最佳優化。 



1×n 矩形–優化排列與置換 

1. 優化緊密排列是正方排列。 

2.  n 在非負數範圍的優化排列： 

 

 

 

 

 

直正三角圖示：                正方形延伸置換蝴蝶結圖示： 

  



優化方式–推移法 

1. 當矩形寬度 w 增大時，可將橫正三角排列作推移： 

橫正三角 → 平行四邊形 → 正方形  

以便更有效的利用空間。 

2. 橫正三角排列的最佳推移層數：設推移E層最佳 

𝐸 =
𝑥

1 − 𝑦2 −
3

2

 



w×n 矩形–增點關係式 

設橫長 n 的矩形做點排列，每個橫向重複圖形稱為增點單位。 

1. 可排列單位數 = [ n ÷ 增點單位長 ]   ， [ ]是高斯取底符號。 

2. 可排列點數 = [ n ÷ 增點單位長 ] × 每單位增點數 

3. 總排列點數 p = [ n ÷ 增點單位長 ] × 每單位增點數 + 起始點數量 

      此即 p 對於 n 的增點關係式。 



推移過程中，原有點數量不變。最佳推移層數 E 若大於 0，則表示推移後橫

向空隙可再增加  
𝐸+1

2
  點。 

例：若E=6 

則推移6層 

推移後 

可增加3點 

推移後增點 



1. 當橫向空隙在 𝑦 ≥
1

 2 
 時，縱向空隙補上半沙漏、五角形或其他增點；

如果有 m 層沙漏，則最右側至少可增加 m 個點。 

   （所以此情況不需推移，稱為「補隙法」） 

(1)「補隙法I-半沙漏」使用條件：
1

2
≤ 𝑦 <

3

2
 

(2)「補隙法II-五角形」使用條件：𝑦 ≥
3

2
 

優化方式–補隙法 



演算方法 

第一步驟：輸入矩形「橫長(n)」與「縱長(w)」，依表計算參數A、B、C、D 。 

第二步驟：計算橫正三角排列的橫向空隙 𝑦1= 𝑛 − 𝐶 與縱向空隙 𝑥1 = 𝑤 −
3

2
𝐵 。 

第三步驟：計算直正三角排列的橫向空隙 𝑦2= 𝑛 −
3

2
𝐷 與縱向空隙 𝑥2 = 𝑤 − 𝐴 。 

第四步驟：計算出最佳推移層數 E 與 F 。 



演算方法 

第五步驟：推移法計算， 

依表計算 𝑃0 , 𝑃1 , 𝑃2 , 𝑃3  , 𝑃4 。 

 

第六步驟：半沙漏補隙法計算 

 

第七步驟：五角形補隙法計算 

 

第八步驟：得到最佳優化推移結果  𝑃′ 與最佳優化補隙結果  𝑃′′。 

 



結論 

對於任意 w×n 矩形中、點與點距離不小於1的最密優化排列： 

1. 推移優化 𝑃′ ：橫正三角、橫簾幕、正方、直簾幕、直正三角 

2. 補隙優化 𝑃′′：半沙漏、五角形 

3. 推移與補隙過程不會使原有點變少，故取 𝑀𝑎𝑥{𝑃′ , 𝑃′′} 作為最 

    佳優化解。 
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