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摘要 

在一個三角形的內切圓上，任取三點連線成內接三角形，我們發現當此三點為切點時，

可以找到許多與切點三角形有關的性質除了一一加以證明外，並推展至四邊形及更多邊形。 

壹、研究動機 

在練習競賽題目時，找到了一些與三角形內切圓上再做三角形的題目，除了解題外，並

探討在不同條件下，內接三角形的性質。從第五冊的相似形、圓、三角形的特殊心的性質開

始，觀察相關的幾何性質，並延伸至四邊形及多邊形。 

貳、研究目的 

一、在三角形的內切圓做不同條件的三角形，求兩三角形的面積比值。 

二、在三角形的內切圓切點上做三角形，觀察相關的幾何性質。 

三、在四邊形的內切圓切點上做四邊形，觀察相關的幾何性質。 

四、在𝑛邊形的內切圓切點上做𝑛邊形，觀察相關的幾何性質。 

參、研究設備及器材 

紙、筆、筆記型電腦、𝐺𝑒𝑜𝐺𝑒𝑏𝑟𝑎、𝑀𝑖𝑐𝑟𝑜𝑠𝑜𝑓𝑡 𝑊𝑜𝑟𝑑 

肆、研究過程與方法    

我們一開始是在∆𝐴1𝐴2𝐴3內切圓上取三點𝐷𝐸𝐹，連接𝐷𝐸𝐹，依次改變∆𝐷𝐸𝐹使成為 

正三角形、直角三角形、等比三角形、等腰三角形、等差三角形等各個特殊三角形，找出

∆𝐷𝐸𝐹與∆𝐴1𝐴2𝐴3的面積比值，也觀察了當∆𝐷𝐸𝐹~∆𝐴1𝐴2𝐴3時的面積比值關係。 
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一、內外三角形面積比值 

         以下以等差三角形及等比三角形為例，先令𝑆 =
𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3

2
 

    (一)等差三角形 

       令∆𝐷𝐸𝐹三邊𝐷𝐸,̅̅ ̅̅ ̅ 𝐸𝐹̅̅ ̅̅ , 𝐷𝐹̅̅ ̅̅ 為三邊公差為𝑘的等差數列， 

       𝑑為𝐷的對邊 

                 𝑟 =
𝑑

2sin 𝐷
→ 𝑑 = 2𝑟 · sin 𝐷 , ∆𝐷𝐸𝐹 =

1

2
· (2𝑟 · sin 𝐷 + 𝑘) · (2𝑟 · sin 𝐷 − 𝑘) · sin 𝐷 

                     =
4𝑟2 · sin2 𝐷 − 𝑘2

2
· sin 𝐷 ⟹

∆𝐷𝐸𝐹

∆𝐴1𝐴2𝐴3
=

4𝑟2 · sin2 𝐷 − 𝑘2

2𝑟 × 𝑆
· sin 𝐷 

       在此也有另一種算法，使用海龍公式計算∆𝐷𝐸𝐹的面積後再求比值 

                 ∆𝐷𝐸𝐹 =
√6𝑟 sin 𝐷 × 2𝑟 sin 𝐷 (2𝑟 · sin 𝐷 + 2𝑘)(2𝑟 · sin 𝐷 − 2𝑘)

4
  

                              = √3𝑟2 sin2 𝐷 − 3𝑘2  · 𝑟 sin 𝐷 

                  
∆𝐷𝐸𝐹

∆𝐴1𝐴2𝐴3
=

√3𝑟2 · sin2 𝐷 − 3𝑘2  · 𝑟 · sin 𝐷

𝑟 × 𝑆
=

√3𝑟2 · sin2 𝐷 − 3𝑘2  · sin 𝐷

𝑆
 

    (二)等比三角形 

       如圖，𝐷𝐸̅̅ ̅̅ , 𝐸𝐹̅̅ ̅̅ , 𝐷𝐹̅̅ ̅̅ 成等比數列，令等比中項邊𝐸𝐹̅̅ ̅̅ 為𝑑，且公比為ℎ 

                 ∆𝐷𝐸𝐹 =
1

2
·
𝑑

ℎ
· 𝑑ℎ · sin 𝐷 =

𝑑2 sin 𝐷

2
, ∆𝐴1𝐴2𝐴3 = 𝑟 · 𝑆 =

𝑑

2sin 𝐷
· 𝑆 

                  
∆𝐷𝐸𝐹

∆𝐴1𝐴2𝐴3
=

𝑑2 sin 𝐷
2

𝑑
2sin 𝐷 · 𝑆

=
𝑑 × sin2 𝐷

𝑆
 

 所有結果整理如下表： 

條件 面積比值 

相似三角形 
4𝑟2𝑆

𝑎2𝑎3𝑎1
 

直角三角形 
𝑟

𝑆
× sin 2𝐷 

正三角形 3√3𝑟

4𝑆
 

等腰三角形 2𝑟 cos2 𝐷
2 sin 𝐷

𝑆
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性質一、∆𝐴1𝐴2𝐴3和∆𝑃1𝑃2𝑃3的三邊延長線交於三點，此三點共線 

等差三角形 √3𝑟2 · sin2 𝐷 − 3𝑘2  · sin 𝐷

𝑆
 

等比三角形 
𝑑 sin2 𝐷

𝑆
 

   

但就原三角形與切點三角形及另外三角形進行

觀察，我們發現了一些有趣的幾何性質，所以改變

了我們的方向，為區別切點與其他非切點所構成的

三角形，當𝐷, 𝐸, 𝐹為切點時，令三點分別為

𝑃1, 𝑃2, 𝑃3，以後就只以∆𝑃1𝑃2𝑃3表示切點三角形。希

望能找到更多的幾何性質。我們就從內外三角形的延伸線開始。 

 

二、由切點三角形延伸的幾何性質 

    (一)、切點三角形與原三角形之幾何性質 

 

已知：𝑃1, 𝑃2, 𝑃3為∆𝐴1𝐴2𝐴3的切點，𝐴1𝐴2
 ⃡        和𝑃2𝑃3

 ⃡       交於𝑀，𝐴1𝐴3
 ⃡        和𝑃1𝑃2

 ⃡       交於𝑁， 

𝐴2𝐴3
 ⃡        和𝑃1𝑃3

 ⃡       交於𝑂 

求證：𝑀, 𝑁, 𝑂三點共線 

 

𝑃𝑟𝑜𝑜𝑓: 

在∆𝐴1𝐴2𝐴3中，我們可以根據西瓦逆定理得到： 

 ∵ 𝐴1𝑃1
̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝐴1𝑃3

̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝐴2𝑃1
̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝐴2𝑃2

̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝐴3𝑃2
̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝐴3𝑃3

̅̅ ̅̅ ̅̅  

⟹
𝐴1𝑃1
̅̅ ̅̅ ̅̅

𝐴2𝑃1
̅̅ ̅̅ ̅̅

×
𝐴2𝑃2
̅̅ ̅̅ ̅̅

𝐴3𝑃2
̅̅ ̅̅ ̅̅

×
𝐴3𝑃3
̅̅ ̅̅ ̅̅

𝐴1𝑃3
̅̅ ̅̅ ̅̅

= 1 

∴ 𝐴1𝑃2
̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝐴2𝑃3

̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝐴3𝑃1
̅̅ ̅̅ ̅̅ 三線共點 

根據笛沙格定理 

∵ 𝐴1𝑃2
̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝐴2𝑃3

̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝐴3𝑃1
̅̅ ̅̅ ̅̅ 三線共點 ∴ 𝑀, 𝑁, 𝑂三點共線, 𝑄. 𝐸. 𝐷. 

我們也想對∆𝐴1𝐴2𝐴3中除了切點三角形外的三個三角形進行研究，分述如下。 
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性質二、三個三角形的內心皆在其所夾圓弧的中點上 

性質三、三個三角形的內心連線與切點三角形的邊的延長線會交於三點， 

        且此三點共線。 

(二)除了∆𝑃1𝑃2𝑃3外的三個小三角形之其他幾何性質 

 

已知：𝐼1為∆𝐴1𝑃1𝑃3之內心，𝐼2為∆𝐴2𝑃1𝑃2之內心，𝐼3為∆𝐴3𝑃2𝑃3之內心，𝐼1
′為弧𝐴1𝐴3

之中點，𝐼2
′為弧𝐴1𝐴2之中點，𝐼3

′為弧𝐴2𝐴3之中點 

        求證：𝐼1與 𝐼1
′重合， 𝐼2與 𝐼2

′重合， 𝐼3與 𝐼3
′ 重合 

 

 

𝑃𝑟𝑜𝑜𝑓: 

∠𝐼1
′𝑃3𝑃1 =

1

4
弧𝑃1𝐼1

′𝑃3(圓周角) 

∠𝐼1
′𝑃3𝐴1 =

1

4
弧𝑃1𝐼1

′𝑃3(弦切角) ⇒ 𝑄𝐼1
′̅̅ ̅̅̅為∠𝐴1𝑃3𝑃1的角平分線 

同理得𝑃1𝐼1
′̅̅ ̅̅ ̅為∠𝐴1𝑃1𝑃3的角平分線 

故𝐼1
′與𝐼重合，同理得𝐼2與 𝐼2

′重合， 𝐼3與 𝐼3
′ 重合。我們將其定為引理，以證明下一個

命題。 

 

  

 

已知：𝑃1, 𝑃2, 𝑃3為∆𝐴1𝐴2𝐴3的切點，𝐼1, 𝐼2, 𝐼3分別為∆𝐴1𝑃3𝑃1, ∆𝐴2𝑃2𝑃1, ∆𝐴3𝑃2𝑃3之內 

      心，𝑃2𝑃3
 ⃡       和𝐼1𝐼2 ⃡     交於𝑀，𝑃1𝑃2

 ⃡       和𝐼1𝐼3 ⃡     交於𝑁，𝑃1𝑃3
 ⃡       和𝐼2𝐼3 ⃡     交於𝑂。 

求證：𝑀, 𝑁, 𝑂三點共線 

𝑃𝑟𝑜𝑜𝑓: 

令𝑃2𝐼1̅̅ ̅̅ ̅和𝑃3𝐼2̅̅ ̅̅ ̅交於𝐼點，𝑃2𝐼1̅̅ ̅̅ ̅和𝑃1𝐼3̅̅ ̅̅ ̅交於𝐼′點， 

由引理一得，𝐼2為弧𝑃2𝐼2𝑃1之中點 

                   ⟹ 弧𝑃𝐼2 = 弧𝐼2𝑅, ∠𝑃2𝑃3𝐼2 = ∠𝑃1𝑃3𝐼2 

∴ 𝑃3𝐼2̅̅ ̅̅ ̅平分∠𝑃2𝑃3𝑃1，同理得𝑃2𝐼1̅̅ ̅̅ ̅平分∠𝑃3𝑃2𝑃1，𝑃1𝐼3̅̅ ̅̅ ̅平分∠𝑃2𝑃1𝑃3 

⟹ 𝐼為∆𝑃1𝑃2𝑃3之內心，𝐼′也為∆𝑃1𝑃2𝑃3之內心，故𝐼與𝐼′重合 

引理一：切點三角形切割出的三個三角形的內心皆在其所夾圓弧的中點上。 
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性質四、做∆𝐴1𝑃3𝑃1, ∆𝐴2𝑃2𝑃1, ∆𝐴3𝑃2𝑃3的外接圓， 

        三圓交於一點，此點為∆𝐴1𝐴2𝐴3之內心 

引理二：任意∆𝑨𝑩𝑪中，𝑷, 𝑸, 𝑹分

  別位於𝑩𝑪̅̅ ̅̅ , 𝑨𝑪̅̅ ̅̅ , 𝐀𝑩̅̅ ̅̅ 上， 

     ∆𝑨𝑸𝑹, ∆𝑩𝑷𝑹, ∆𝑪𝑷𝑸 

     的外接圓交於一點(右圖) 

∵ 𝑃2𝐼1̅̅ ̅̅ ̅, 𝑃3𝐼2̅̅ ̅̅ ̅和𝑃1𝐼3̅̅ ̅̅ ̅三線共點，根據笛沙格定理可知 

⟹ 𝑀, 𝑁, 𝑂三點共線 

 

 

 

 

 

 

我們發現密克定理恰可證明三圓共點，所以當作引理。其定理如下 

 

 

 

 

 

 

已知：𝑃1, 𝑃2, 𝑃3為∆𝐴1𝐴2𝐴3的切點，∆𝐴1𝑃3𝑃1, ∆𝐴2𝑃2𝑃1, ∆𝐴3𝑃2𝑃3的外接圓會交於一點 

求證：三圓交點為∆𝐴1𝐴2𝐴3之內心 

𝑃𝑟𝑜𝑜𝑓: 

由引理二得此三圓必交於一點 

設此三圓交於𝐼′點。 

∵ 𝐼′𝑃2
̅̅ ̅̅ ̅為圓𝑂2, 𝑂3之公弦 

∴ 𝐼′𝑃2
̅̅ ̅̅ ̅ ⊥ 𝑂2𝑂3

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

令𝐼′𝑃2
̅̅ ̅̅ ̅交𝑂2𝑂3

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅於𝐾點 

∵ 𝐼′𝑂2
̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑃2𝑂2

̅̅ ̅̅ ̅̅ , ∠𝐼′𝐾𝑂2 = 90o = ∠𝑃2𝐾𝑂2, 𝑂2𝐾̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑂2𝐾̅̅ ̅̅ ̅̅ (共用邊) 

∴ ∆𝐼′𝑂2𝐾 ≅ ∆𝑃2𝑂2𝐾(𝑅𝐻𝑆) ⟹ ∠𝐼′𝑂2𝑃 = 2 × ∠𝐼′𝑂2𝐾 

得∠𝐼′𝐴2𝑃2 =
1

2
× 弧𝐼′𝑃 =

1

2
× ∠𝐼′𝑂2𝑃 = ∠𝐼′𝑂2𝐾，同理得∠𝐼′𝑂3𝐾 = ∠𝐼′𝐴3𝑃2 
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性質五、外心連成的三角形相似於原三角形，且面積比為1: 4 

 

⇒ ∠𝐴2𝐼′𝐴3 = 180o − (∠𝐼′𝐴2𝑃2 + ∠𝐼′𝐴3𝑃2) = 180o − (∠𝐼′𝑂2𝐾 + ∠𝐼′𝑂3𝐾) = ∠𝑂2𝐼′𝑂3 

⇒ 𝐴2, 𝑂2, 𝐼′共線, 𝐴3, 𝑂3, 𝐼′共線 ⇒ 𝐴2𝐼′̅̅ ̅̅ ̅為圓𝑂2直徑，𝐴3𝐼′̅̅ ̅̅ ̅為圓𝑂3直徑 

∵ 𝑂2𝑃2
̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑂2𝑃1

̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝐴2𝑃1
̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝐴2𝑃2

̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝑂2𝐴2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑂2𝐴2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅(共用邊) 

⇒ ∆𝑂2𝐴2𝑃1 ≅ ∆𝑂2𝐴2𝑃2(𝑆𝑆𝑆) 

⇒ ∠𝑃2𝐴2𝑂2 = ∠𝑃1𝐴2𝑂2 ⇒ 𝐴2𝐼′̅̅ ̅̅ ̅平分∠𝑃1𝐴𝑃2 

同理得𝐴3𝐼′̅̅ ̅̅ ̅平分∠𝑄𝐴3𝑃2 ⇒  𝐼′為內心𝐼 

 

此外，觀察三個三角形的各種心連線，得出一些性質，分述如下。 

 

已知：𝑃1, 𝑃2, 𝑃3為∆𝐴1𝐴2𝐴3的切點，𝑂1, 𝑂2, 𝑂3分別為𝐴1𝑃3𝑃1, ∆𝐴2𝑃2𝑃1, ∆𝐴3𝑃2𝑃3之外心 

求證：∆𝑂1𝑂2𝑂3~∆𝐴1𝐴2𝐴3且
∆𝑂1𝑂2𝑂3

∆𝐴1𝐴2𝐴3
=

1

4
 

𝑃𝑟𝑜𝑜𝑓: 

∵
𝐼𝑂2

𝐼𝐴2

=
1

2
=

𝐼𝑂3

𝐼𝐴3

, ∠𝑂2𝐼𝑂3 = ∠𝐴2𝐼𝐴3 

∴ ∆𝑂2𝐼𝑂3 ∼ ∆𝐴2𝐼𝐴3 ⟹ 𝑂2𝑂3//𝐴2𝐴3,
𝑂2𝑂3

𝐴2𝐴3

=
1

2
 

同理得𝑂1𝑂2//𝐴1𝐴2,
𝑂1𝑂2

𝐴1𝐴2

=
1

2
, 𝑂1𝑂3//𝐴1𝐴3,

𝑂1𝑂3

𝐴1𝐴3

=
1

2
 

⇒ ∆𝑂1𝑂2𝑂3~∆𝐴1𝐴2𝐴3(𝑆𝑆𝑆)且 
𝛥𝑂1𝑂2𝑂3

𝛥𝐴1𝐴2𝐴3
= (

1

2
)

2

=
1

4
 

性質六、垂心連成的三角形與切點三角形全等 

已知：𝑃1, 𝑃2, 𝑃3為∆𝐴1𝐴2𝐴3的切點， 

             𝐻1, 𝐻2, 𝐻3分別為∆𝐴1𝑃3𝑃1, ∆𝐴2𝑃2𝑃1, ∆𝐴3𝑃2𝑃3之垂心 

 求證：∆𝐻1𝐻2𝐻3 ≅ ∆𝑃1𝑃2𝑃3 

𝑃𝑟𝑜𝑜𝑓: 

如圖，連接𝐼𝑃1
̅̅ ̅̅ , 𝐼𝑃2

̅̅ ̅̅ , 𝐼𝑃3
̅̅ ̅̅ , 

 ∵ 𝑃1, 𝑃2為切點 

∴ 𝐼𝑃2
̅̅ ̅̅ ⊥ 𝐴3𝐴1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅, 𝐼𝑃1
̅̅ ̅̅ ⊥ 𝐴1𝐴2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

 又𝑃1𝐻2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ⊥ 𝐴3𝐴2

 ⃡        , 𝑃2𝐻2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ⊥ 𝐴1𝐴2

 ⃡         
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⟹ 𝐼𝑃2
̅̅ ̅̅ //𝑃1𝐻2

̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝐼𝑃1
̅̅ ̅̅ //𝑃2𝐻2

̅̅ ̅̅ ̅̅ , 且𝐼𝑃1
̅̅ ̅̅ = 𝐼𝑃2

̅̅ ̅̅  

 故四邊形𝐼𝑃2𝐻2𝑃1為邊長為𝑟的菱形， 同理可得四邊形𝐼𝑃1𝐻1𝑃3也為邊長為𝑟的菱形 

  ⟹ 𝑃2𝐻2
̅̅ ̅̅ ̅̅ //𝐼𝑃1

̅̅ ̅̅ //𝐻1𝑃3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ，又𝑃2𝐻2

̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑟 = 𝐻1𝑃3
̅̅ ̅̅ ̅̅  

  ⟹ 四邊形𝑃2𝐻2𝐻1𝑃3為平行四邊形 

⟹ 𝐻1𝐻2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑃3𝑃2

̅̅ ̅̅ ̅̅  

 同理得𝐻2𝐻3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑃3𝑃1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ，𝐻1𝐻3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑃2𝑃1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ，故∆𝐻1𝐻2𝐻3 ≅ ∆𝑃2𝑃3𝑃1(𝑆𝑆𝑆) 

 

       以上為研究切點三角形的幾何性質，我們接著找其邊長和角度的計算方式。 

(三) 𝑛層的切點三角形 

1. 𝑛層切點三角形邊長、角度及面積 

 我們已求出第一層的三角形之邊長，為方便觀察，接著想要向內做𝑛層的切點三角 

 形，求出它們的邊角關係。為方便研究，令𝑃(1,𝑛)點為第𝑛層切點三角形位於 

  𝑃(2,𝑛−1)𝑃(3,𝑛−1)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅邊上的頂點、𝑝(1,𝑛)為𝑃(1,𝑛)的對邊、𝑠𝑛 =
𝑝(1,𝑛) + 𝑝(2,𝑛) + 𝑝(3,𝑛)

2
、 

  ∠𝑃(1,𝑛)為∆𝑃(1,𝑛)𝑃(2,𝑛)𝑃(3,𝑛)中的對應角度。 

  (1)角度 

    因為第一層切點三角形角度為 

          ∠𝑃(1,1) =
∠𝐴2 + ∠𝐴3

2
, ∠𝑃(2,1) =

∠𝐴1 + ∠𝐴3

2
, ∠𝑃(3,1) =

∠𝐴1 + ∠𝐴2

2
 

     以同樣的方法計算第二層的切點三角形角度，可以得到 

         ∠𝑃(1,2) = (
∠𝐴1 + ∠𝐴2

2
＋

∠𝐴1 + ∠𝐴3

2
) ×

1

2
=

2∠𝐴1 + ∠𝐴2 + ∠𝐴3

4
 

         同理∠𝑃(2,2) =
∠𝐴1 + 2∠𝐴2 + ∠𝐴3

4
, ∠𝑃(3,2) =

∠𝐴1 + ∠𝐴2 + 2∠𝐴3

4
 

    而第三層也可以用同樣的方法計算 

          ∠𝑃(1,3) = (
∠𝐴1 + ∠𝐴2 + 2∠𝐴3

4
＋

∠𝐴1 + 2∠𝐴2 + ∠𝐴3

4
) ×

1

2
 

                        =
2∠𝐴1 + 3∠𝐴2 + 3∠𝐴3

8
 

          同理得 
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          ∠𝑃(2,3) =
3∠𝐴1 + 2∠𝐴2 + 3∠𝐴3

8
, ∠𝑃(3,3) =

3∠𝐴1 + 3∠𝐴2 + 2∠𝐴3

8
 

    由此可知，切點三角形的角度即為兩邊的角度之平均數。以此做延伸 

     推展至第𝑛層得 

第𝑛層 ∠𝑃(1,𝑛) 
(
2𝑛 + (−1)𝑛 × 2

3 ) ∠𝐴1 + (
2𝑛 − (−1)𝑛

3 ) ∠𝐴2 + (
2𝑛 − (−1)𝑛

3 ) ∠𝐴3

2𝑛
 

∠𝑃(2,𝑛) 
(
2𝑛 − (−1)𝑛

3 ) ∠𝐴1 + (
2𝑛 + (−1)𝑛 × 2

3 ) ∠𝐴2 + (
2𝑛 − (−1)𝑛

3 ) ∠𝐴3

2𝑛
 

∠𝑃(3,𝑛) 
(
2𝑛 − (−1)𝑛

3
) ∠𝐴1 + (

2𝑛 − (−1)𝑛

3
) ∠𝐴2 + (

2𝑛 + (−1)𝑛 × 2
3

) ∠𝐴3

2𝑛
 

    因為∠𝐴1 + ∠𝐴2 + ∠𝐴3 = 180o，整理得 

第𝑛層 ∠𝑃(1,𝑛) (2𝑛 − (−1)𝑛) × 180o + 3 × (−1)𝑛∠𝐴1

3 ⋅ 2𝑛
 

∠𝑃(2,𝑛) (2𝑛 − (−1)𝑛) × 180o + 3 × (−1)𝑛∠𝐴2

3 ⋅ 2𝑛
 

∠𝑃(3,𝑛) (2𝑛 − (−1)𝑛) × 180o + 3 × (−1)𝑛∠𝐴3

3 ⋅ 2𝑛
 

    為了使上列三式合併，做出此定義：∠𝑋(𝑀,𝑛)，其中𝑀分別為𝐴1, 𝐴2或𝐴3 

          ∠𝑋(𝐴1,𝑛) = ∠𝑃(1,𝑛), ∠𝑋(𝐴2,𝑛) = ∠𝑃(2,𝑛), ∠𝑋(𝐴3,𝑛) = ∠𝑃(3,𝑛) 

          則∠𝑋(𝑀,𝑛) =
(21 − (−1)1) × 180o + 3 × (−1)1∠𝑀

3 ⋅ 21
 

    我們利用數學歸納法作證明，如下： 

         當𝑛 = 1 時，∠𝑋(𝐴1,1) = ∠𝑃(1,1) =
∠𝐴2 + ∠𝐴3

2
=

180o − ∠𝐴1

2
 

                                                   =
(21 − (−1)1) × 180o + 3 × (−1)1∠𝐴1

3 ⋅ 21
，成立 

          同理得𝑀 = 𝐴2, 𝐴3也成立。 

          當𝑛 = 𝑘時，令算式(∗∗)於𝑀 = 𝐴1, 𝐴2, 𝐴3時皆成立 

          當𝑛 = 𝑘 + 1 時，∠𝑋(𝐴1,𝑘+1) =
1

2
(∠𝑃(2,𝑘) + ∠𝑃(3,𝑘)) 

=
1

2
[
(2𝑘 − (−1)𝑘) × 180o + 3 × (−1)𝑘∠𝐴2

3 ⋅ 2𝑘
+

(2𝑘 − (−1)𝑘) × 180o + 3 × (−1)𝑘∠𝐴2

3 ⋅ 2𝑘
] 
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=
(2𝑘+1 − 2 × (−1)𝑘) × 180o + 3 × (−1)𝑘 × (∠𝐴2 + ∠𝐴3)

3 ⋅ 2𝑘+1
 

=
(2𝑘+1 − 2 × (−1)𝑘) × 180o + 3 × (−1)𝑘 × (180o − ∠𝐴1)

3 ⋅ 2𝑘+1
 

=
(2𝑘+1 − 2 × (−1)𝑘 + 3 × (−1)𝑘) × 180o + 3 × (−1)𝑘+1 × ∠𝐴1

3 ⋅ 2𝑘+1
 

=
(2𝑘+1 + 3 × (−1)𝑘+1) × 180o + 3 × (−1)𝑘+1 × ∠𝐴1

3 ⋅ 2𝑘+1
，成立 

    同理得𝑀 = 𝐴2, 𝐴3也成立。 

  (2)邊長 

    用餘弦定理求出第一層切點三角形的邊長，如下 

         𝑝(1,1) = √(𝑠 − 𝑎1)2 + (𝑠 − 𝑎1)2 − (𝑠 − 𝑎1) × (𝑠 − 𝑎1) × cos ∠𝐴1 

                    = (𝑠 − 𝑎1) × √2(1 − cos ∠𝐴1) 

         𝑝(2,1) = √(𝑠 − 𝑎2)2 + (𝑠 − 𝑎2)2 − (𝑠 − 𝑎2) × (𝑠 − 𝑎2) × cos ∠𝐴2 

                    = (𝑠 − 𝑎2) × √2(1 − cos ∠𝐴2) 

         𝑝(3,1) = √(𝑠 − 𝑎3)2 + (𝑠 − 𝑎3)2 − (𝑠 − 𝑎3) × (𝑠 − 𝑎3) × cos ∠𝐴3 

                    = (𝑠 − 𝑎3) × √2(1 − cos ∠𝐴3) 

    同樣利用餘弦定理，我們可以得出第二次切出的切點三角形邊長為 

         𝑝(1,2) = (𝑠1 − 𝑝(1,1)) × √2(1 − cos 𝑃(1,1) ) 

         𝑝(2,2) = (𝑠1 − 𝑝(2,1)) × √2(1 − cos 𝑃(2,1) ) 

         𝑝(3,2) = (𝑠1 − 𝑝(3,1)) × √2(1 − cos 𝑃(3,1) ) 

    延伸至第𝑛 + 1層 

          𝑝(1,𝑛+1) = (𝑠𝑛 − 𝑝(1,𝑛)) × √2(1 − 𝑐𝑜𝑠𝑃(1,𝑛) ) 

          𝑝(2,𝑛+1) = (𝑠𝑛 − 𝑝(2,𝑛)) × √2(1 − 𝑐𝑜𝑠 𝑃(2,𝑛) ) 

          𝑝(3,𝑛+1) = (𝑠𝑛 − 𝑝(3,𝑛)) × √2(1 − 𝑐𝑜𝑠 𝑃(3,𝑛) ) 

    為了合併上列三式，定義𝑥(𝑀,𝑛+1)為第𝑛層𝑀的對邊，其中𝑀分別為𝐴1, 𝐴2或𝐴3 
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         𝑥(𝐴1,𝑛+1) = 𝑝(1,𝑛+1), 𝑥(𝐴2,𝑛+1) = 𝑝(2,𝑛+1), 𝑥(𝐴3,𝑛+1) = 𝑝(3,𝑛+1), 

         𝑥(𝑀,𝑛+1) = (𝑠𝑛 − 𝑥(𝑀,𝑛)) × √2 (1 − cos 
(2𝑛 − (−1)𝑛) × 180o + 3 × (−1)𝑛∠𝑀

3 ⋅ 2𝑛
 ) 

    用此種方法，即可得到任一層切點三角形的邊長。 

  (3)面積 

         我們先求出
∆𝑃(1,1)𝑃(2,1)𝑃(3,1)

∆𝐴1𝐴2𝐴3
 

   在切點三角形的情況下，會有∆𝐴1𝐴2𝐴3和∆𝐴1𝑃(1,1)𝑃(3,1)共角，∆𝐴1𝐴2𝐴3和 

   ∆𝐴2𝑃(2,1)𝑃(1,1)共角，∆𝐴1𝐴2𝐴3和∆𝐴3𝑃(2,1)𝑃(3,1)共角，因此使用共角定理來做計 

   算。共角定理如下，∆𝐴1𝐴2𝐴3和∆𝐴1𝑃(1,1)𝑃(3,1)共用角𝐴1，故有 

       
∆𝐴1𝑃(1,1)𝑃(3,1)

∆𝐴1𝐴2𝐴3
=

1
2 × 𝐴1𝑃(1,1)

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ × 𝐴1𝑃(3,1)
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ × sin 𝐴1

1
2 × 𝐴1𝐴2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ × 𝐴1𝐴3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ × sin 𝐴1

=
𝐴1𝑃(1,1)
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ × 𝐴1𝑃(3,1)

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

𝐴1𝐴2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ × 𝐴1𝐴3

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
 

                                   =

−𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3

2 ×
−𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3

2
𝑎2 × 𝑎3

 

         同理得 

       
∆𝐴2𝑃(2,1)𝑃(1,1)

∆𝐴1𝐴2𝐴3
=

𝐴2𝑃(2,1)
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ × 𝐴2𝑃(1,1)

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

𝐴2𝐴1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ × 𝐴2𝐴3

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
=

𝑎1 − 𝑎2 + 𝑎3

2
×

𝑎1 − 𝑎2 + 𝑎3

2
𝑎1 × 𝑎3

 

       
∆𝐴3𝑃(2,1)𝑃(3,1)

∆𝐴1𝐴2𝐴3
=

𝐴3𝑃(2,1)𝑃(2,1)
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ × 𝐴3𝑃(3,1)

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

𝐴3𝐴1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ × 𝐴3𝐴2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
=

𝑎1 + 𝑎2 − 𝑎3

2 ×
𝑎1 + 𝑎2 − 𝑎3

2
𝑎1 × 𝑎2

 

   帶入計算，可得到以下結果 

       
∆𝑃(2,1)𝑃(3,1)𝑃(1,1)

∆𝐴1𝐴2𝐴3
=

∆𝐴1𝐴2𝐴3 − ∆𝐴1𝑃(1,1)𝑃(3,1) − ∆𝐴2𝑃(2,1)𝑃(1,1) − ∆𝐴3𝑃(2,1)𝑃(3,1)

∆𝐴1𝐴2𝐴3
 

       =

1
2 · 𝑎1𝑎2 · sin 𝐴3 · [1 −

(
𝑎1 + 𝑎2 − 𝑎3

2 )
2

𝑎1𝑎2
−

(
𝑎1 − 𝑎2 + 𝑎3

2 )
2

𝑎1𝑎3
−

(
−𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3

2 )
2

𝑎2𝑎3
]

1
2 · 𝑎1𝑎2 · sin 𝐴3

 

       =
(𝑎1 + 𝑎2 − 𝑎3)(𝑎1 − 𝑎2 + 𝑎3)(−𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3)

4𝑎1𝑎2𝑎3
=

2𝑟2𝑆

𝑎1𝑎2𝑎3
 

    為方便計算，令𝑟𝑘為∆𝑃(1,𝑘)𝑃(2,𝑘)𝑃(3,𝑘)之內切圓半徑 
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       因為
∆𝑃(1,1)𝑃(2,1)𝑃(3,1)

∆𝐴1𝐴2𝐴3
=

2𝑟2𝑠

𝑎1𝑎2𝑎3
 

       ⟹ ∆𝑃(1,1)𝑃(2,1)𝑃(3,1) = ∆𝐴1𝐴2𝐴3 ×
2𝑟2𝑠

𝑎1𝑎2𝑎3
 

   可推得 

       ∆𝑃(1,𝑘)𝑃(2,𝑘)𝑃(3,𝑘) = ∆𝑃(1,𝑘−1)𝑃(2,𝑘−1)𝑃(3,𝑘−1) ×
2𝑟𝑘−1

2 𝑠𝑘−1

𝑝(1,𝑘−1)𝑝(2,𝑘−1)𝑝(3,𝑘−1)
 

   因此有 

       ∆𝑃(1,𝑛)𝑃(2,𝑛)𝑃(3,𝑛) = ∆𝐴1𝐴2𝐴3 ×
2𝑟2𝑠

𝑎1𝑎2𝑎3
× ∏

2𝑟𝑘
2𝑠𝑘

𝑝(1,𝑘)𝑝(2,𝑘)𝑝(3,𝑘)

𝑛−1

𝑘=1

 

 三、四邊形 

     在找到切點三角形與其所切出的三個三角形各心連線所形成的性質後，我們聯想到若 

     改為切點四邊形，是否也會有一樣有趣的結果，因此進行以下研究切點四邊形的相關 

     幾何性質。 

性質七、切點四邊形切出的四個三角形之內心在所夾圓弧中點 

已知：𝐼1為∆𝐴1𝑃1𝑃4之內心，𝐼2為∆𝐴2𝑃1𝑃2之內心，𝐼3為∆𝐴3𝑃2𝑃3之內心， 

             𝐼4為∆𝐴4𝑃3𝑃4之內心，𝐼1
′為弧𝑃1𝑃4之中點，𝐼2

′為弧𝑃1𝑃2之中點， 

      𝐼3
′為弧𝑃2𝑃3之中點，𝐼4

′為弧𝑃3𝑃4之中點 

求證：𝐼1與 𝐼1
′重合， 𝐼2與 𝐼2

′重合， 𝐼3與 𝐼3
′重合，𝐼4與 𝐼4

′重合 

 

 

  

𝑃𝑟𝑜𝑜𝑓: 

與性質二同理 

得𝐼1
′與𝐼重合，𝐼2與 𝐼2

′重合， 𝐼3與 𝐼3
′重合，𝐼4與 𝐼4

′重合 

 

性質八、做∆𝐴1𝑃1𝑃4, ∆𝐴2𝑃1𝑃2, ∆𝐴3𝑃2𝑃3, ∆𝐴4𝑃3𝑃4的外接圓， 

      四圓交於一點，此點為四邊形𝐴1𝐴2𝐴3𝐴4之內心 

已知：𝑃1, 𝑃2, 𝑃3, 𝑃4為四邊形𝐴1𝐴2𝐴3𝐴4的切點 
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求證：四圓交點為四邊形𝐴1𝐴2𝐴3𝐴4的內心 

𝑃𝑟𝑜𝑜𝑓: 

與性質四同理，可得 

𝐴4𝐼1
′̅̅ ̅̅ ̅̅ 平分∠𝑃3𝐴4𝑃4，𝐴3𝐼2

′̅̅ ̅̅ ̅̅ 平分∠𝑃3𝐴3𝑃2，𝐴1𝐼3
′̅̅ ̅̅ ̅̅ 平分∠𝑃1𝐴1𝑃4，𝐴2𝐼4

′̅̅ ̅̅ ̅̅ 平分∠𝑃1𝐴2𝑃2 

又因四邊形𝐴1𝐴2𝐴3𝐴4有內切圓，即四條角平分線交一點內心  

 ⇒  𝐼1
′𝐼2

′𝐼3
′𝐼4

′ 與𝐼重合 

 

 

 

 

性質九、外心連成的四邊形相似於原四邊形，且面積比為1: 4 

已知：𝑃1, 𝑃2, 𝑃3, 𝑃4為四邊形的切點， 

        𝑂1, 𝑂2, 𝑂3, 𝑂4分別為∆𝐴1𝑃1𝑃4, ∆𝐴2𝑃1𝑃2, ∆𝐴3𝑃2𝑃3, ∆𝐴4𝑃3𝑃4之外心 

求證：四邊形𝑂1𝑂2𝑂3𝑂4~四邊形𝐴1𝐴2𝐴3𝐴4且 
四邊形𝑂1𝑂2𝑂3𝑂4

四邊形𝐴1𝐴2𝐴3𝐴4

=
1

4
 

𝑃𝑟𝑜𝑜𝑓:  

∵
𝐼𝑂2

𝐼𝐵
=

1

2
=

𝐼𝑂3

𝐼𝐶
, ∠𝑂2𝐼𝑂3 = ∠𝐵𝐼𝐶 

∴ ∆𝑂2𝐼𝑂3 ∼ ∆𝐵𝐼𝐶 ⟹ 𝑂2𝑂3//𝐵𝐶,
𝑂2𝑂3

𝐵𝐶
=

1

2
 

同理得 

𝑂1𝑂2//𝐴𝐵,
𝑂1𝑂2

𝐴𝐵
=

1

2
, 𝑂1𝑂4//𝐴𝐷,

𝑂1𝑂4

𝐴𝐷
=

1

2
, 𝑂3𝑂4//𝐶𝐷,

𝑂3𝑂4

𝐶𝐷
=

1

2
 

⇒ 四邊形𝑂1𝑂2𝑂3𝑂4~四邊形𝐴1𝐴2𝐴3𝐴4且 
四邊形𝑂1𝑂2𝑂3𝑂4

四邊形𝐴1𝐴2𝐴3𝐴4

= (
1

2
)

2

=
1

4
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 性質十、切點四邊形切出的四個三角形的垂心連線是平行四邊形， 

        且面積為四邊形𝑃1𝑃2𝑃3𝑃4的兩倍 

已知：𝑃1, 𝑃2, 𝑃3, 𝑃4為四邊形𝐴1𝐴2𝐴3𝐴4的切點， 

        𝐻1𝐻2𝐻3𝐻4分別為∆𝐴1𝑃1𝑃4, ∆𝐴2𝑃1𝑃2, ∆𝐴3𝑃2𝑃3, ∆𝐴4𝑃3𝑃4之垂心 

求證：四邊形𝐻1𝐻2𝐻3𝐻4為平行四邊形， 

        四邊形𝐻1𝐻2𝐻3𝐻4是四邊形𝑃1𝑃2𝑃3𝑃4面積之兩倍 

𝑃𝑟𝑜𝑜𝑓:  

 (1)四邊形𝐻1𝐻2𝐻3𝐻4為平行四邊形 

 與性質六同理，可得 

  𝐻1𝑃1
̅̅ ̅̅ ̅̅ //𝐻4𝑃3

̅̅ ̅̅ ̅̅ 且𝐻1𝑃1
̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝐻4𝑃3

̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑟， 

同理可得𝐻2𝑃1
̅̅ ̅̅ ̅̅ //𝐻3𝑃3

̅̅ ̅̅ ̅̅ 且𝐻2𝑃1
̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝐻3𝑃3

̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑟 

  ⟹ 𝐻1𝑃1
̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝐻4𝑃3

̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝐻2𝑃1
̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝐻3𝑃3

̅̅ ̅̅ ̅̅ , ∠𝐻1𝑃1𝐻2 = ∠𝐻3𝑃3𝐻4 

  ⟹ ∆𝑃1𝐻1𝐻2 ≅ ∆𝑃3𝐻3𝐻4 (𝑆𝐴𝑆) 

故𝐻1𝐻2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐻3𝐻4

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅，同理可得𝐻1𝐻4
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐻2𝐻3

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

故四邊形𝐻1𝐻2𝐻3𝐻4為平行四邊形 

 

(2)四邊形𝐻1𝐻2𝐻3𝐻4面積為四邊形𝑃1𝑃2𝑃3𝑃4面積兩倍 

∵ 𝑃4𝐻1
̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑃2𝐻2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ，𝑃4𝐻4
̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑃2𝐻3

̅̅ ̅̅ ̅̅ ，𝐻1𝐻4
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐻2𝐻3

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

⇒ ∆𝐻2𝑃2𝐻3 ≅ ∆𝐻1𝑃4𝐻4 

因∆𝐻2𝑃2𝐻3面積與∆𝐻1𝑃4𝐻4相同， 

∆𝐻3𝑃3𝐻4面積與∆𝐻1𝑃1𝐻2相同 

故四邊形𝐻1𝐻2𝐻3𝐻4與八邊形𝐻1𝑃1𝐻2𝑃2𝐻3𝑃3𝐻4𝑃4相同， 

也是四邊形𝑃1𝑃2𝑃3𝑃4面積之兩倍。 
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性質十一、∆𝐴2𝑃2𝑃3與∆𝐴4𝑃4𝑃1外接圓分別為圓𝑂2, 圓𝑂4，且兩圓交於 

       𝐼, 𝐽，其中𝐼為內心，𝐽在𝐴2𝐴4
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅上 

已知：隔一個頂點的對角圓有兩個交點，而其中一個位於內心 

求證：𝐽位於𝐴2𝐴4
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅上 

   𝑃𝑟𝑜𝑜𝑓: 

∵ 𝐼�̅�為𝑂2, 𝑂4之公弦⟹ 𝑂2𝑂4
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅垂直平分𝐼�̅� 

 
𝐼𝑂2
̅̅ ̅̅ ̅

𝐼𝐴2
̅̅ ̅̅ ̅

=
1

2
=

𝐼𝑂4
̅̅ ̅̅̅

𝐼𝐴4
̅̅ ̅̅ ̅

⟹ 𝑂2𝑂4
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅//𝐴2𝐴4

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ⟹ 𝐼𝐽 ⃡ ⊥ 𝐵𝐷̅̅ ̅̅  

令𝐼𝐽 ⃡ 交𝐴2𝐴4
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅於𝐽′ 

又
𝐼𝐾̅̅ ̅

𝐼𝐽′̅̅ ̅
=

1

2
=

𝐼𝐾̅̅ ̅

𝐼�̅�
⟹ 𝐽與𝐽′重合 

故𝐽在𝐴2𝐴4
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅上，同理得∆𝐴1𝑃1𝑃2外接圓與∆𝐴3𝑃3𝑃4外接圓兩交點交於內心及𝐴1𝐴3

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅上。 

  性質十二、原四邊形的四個邊與切點四邊形的四個邊交於八點， 

        此八點在同一個二次曲線上 

       已知：𝐴1𝐴2
 ⃡        交𝑃4𝑃3

 ⃡       於𝐶，𝐴1𝐴2
 ⃡        交𝑃2𝑃3

 ⃡       於𝐵，𝐴2𝐴3
 ⃡        交𝑃1𝑃4

 ⃡       於𝐷，𝐴2𝐴3
 ⃡        交𝑃4𝑃3

 ⃡       於𝐸 

                        𝐴3𝐴4
 ⃡        交𝑃4𝑃1

 ⃡       於𝐺，𝐴3𝐴4
 ⃡        交𝑃2𝑃1

 ⃡       於𝐹，𝐴1𝐴4
 ⃡        交𝑃1𝑃2

 ⃡       於𝐽，𝐴1𝐴4
 ⃡        交𝑃2𝑃3

 ⃡       於𝐾 

          求證：𝐺𝐹𝐶𝐾𝐸𝐽𝐷𝐵八點在同一個二次曲線上 

𝑃𝑟𝑜𝑜𝑓 

令𝐴1𝐴2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 1, 𝐴1𝑃1

̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝐴1𝑃4
̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝛼, 𝐴2𝑃1

̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝐴2𝑃2
̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝛽, 

𝐴3𝑃2
̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝐴3𝑃3

̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝛾, 𝐴4𝑃3
̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝐴4𝑃4

̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝜑 

為方便計算，我們將四邊形座標化，令𝐴1 = (0,0),𝐴2 = (1,0), 

𝐴3 = (1 − (𝛽 + 𝛾) 𝑐𝑜𝑠 𝐴2 , (𝛽 + 𝛾) 𝑠𝑖𝑛 𝐴2), 

𝐴4 = ((𝛼 + 𝜑) 𝑐𝑜𝑠 𝐴1 , (𝛼 + 𝜑) 𝑠𝑖𝑛 𝐴1),𝑃1 = (𝛼, 0) 

𝑃2 = (1 − 𝛽 𝑐𝑜𝑠 𝐴2 , 𝛽 𝑠𝑖𝑛 𝐴2) 

𝑃3 = (𝑥𝐴4
− 𝜑 𝑐𝑜𝑠(𝐴1 + 𝐴4) , 𝑦𝐴4

− 𝜑 𝑠𝑖𝑛(𝐴1 + 𝐴4))𝑜𝑟 

(𝑥𝐴3
+ 𝛾 𝑐𝑜𝑠(𝐴2 + 𝐴3) , 𝑦𝐶 − 𝛾 𝑠𝑖𝑛(𝐴2 + 𝐴3)) 

   𝐻 = (𝛼 𝑐𝑜𝑠 𝐴1 , 𝛼 𝑠𝑖𝑛 𝐴1) 

   𝐿𝐴1𝐴4 ⃡         ∶  𝑡𝑎𝑛 𝐴1 𝑥 − 𝑦 = 0 
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   𝐿𝐴1𝐴2 ⃡         ∶  𝑦 = 0 

𝐿𝐴2𝐴3 ⃡         ∶ 𝑡𝑎𝑛 𝐴2 𝑥 + 𝑦 = 𝑡𝑎𝑛 𝐴2 

𝐿𝐴3𝐴4 ⃡         ∶ ((𝛼 + 𝜑) 𝑠𝑖𝑛 𝐴1 − (𝛽 + 𝛾) 𝑠𝑖𝑛 𝐴2)𝑥 − ((𝛼 + 𝜑) 𝑐𝑜𝑠 𝐴1 + (𝛽 + 𝛾) 𝑐𝑜𝑠 𝐴2 − 1)𝑦 

= −(𝛼 + 𝜑)[(𝛽 + 𝛾) 𝑠𝑖𝑛(𝐴1 + 𝐴2) − 𝑠𝑖𝑛 𝐴1] 

𝐿𝑃1𝑃2  ⃡         ∶ 𝛽 𝑠𝑖𝑛 𝐴2 𝑥 − (1 − 𝛽 𝑐𝑜𝑠 𝐴2 − 𝛼)𝑦 =  𝛼𝛽 𝑠𝑖𝑛 𝐴2 

𝐿𝑃1𝑃4  ⃡         ∶ 𝑠𝑖𝑛 𝐴1 𝑥 − (𝑐𝑜𝑠 𝐴1 − 1)𝑦 =  𝛼 𝑠𝑖𝑛 𝐴1 

𝐿𝑃3𝑃2  ⃡         ∶ (𝑠𝑖𝑛 𝐴2 − 𝑠𝑖𝑛(𝐴2 + 𝐴3))𝑥 + (𝑐𝑜𝑠 𝐴2 − 𝑐𝑜𝑠(𝐴2 + 𝐴3)) 

= 𝑠𝑖𝑛 𝐴2 + 𝑠𝑖𝑛(𝐴2 + 𝐴3) + 𝛽 𝑠𝑖𝑛 𝐴3  

𝐿𝑃3𝑃4  ⃡         ∶ (𝑠𝑖𝑛 𝐴1 − 𝑠𝑖𝑛(𝐴1 + 𝐴4))𝑥 − (𝑐𝑜𝑠 𝐴1 − 𝑐𝑜𝑠(𝐴1 + 𝐴4))𝑦 = −𝛼 𝑠𝑖𝑛 𝐴4 

解聯立得 

𝐵 = ((1 +
𝛽 𝑠𝑖𝑛 𝐴3

𝑠𝑖𝑛 𝐴2 − 𝑠𝑖𝑛(𝐴2 + 𝐴3)
, 0)) 

𝐶 = (
−𝛼 𝑠𝑖𝑛 𝐷

𝑠𝑖𝑛 𝐴1 − 𝑠𝑖𝑛(𝐴1 + 𝐷)
, 0) 

𝐽 = (
−𝛼𝛽 𝑠𝑖𝑛 𝐴2

𝑡𝑎𝑛 𝐴1 (1 − 𝛽 𝑐𝑜𝑠 𝐴2 − 𝛼) − 𝛽 𝑠𝑖𝑛 𝐴2

,
− 𝑡𝑎𝑛 𝐴1 𝛼𝛽 𝑠𝑖𝑛 𝐴2

𝑡𝑎𝑛 𝐴1 (1 − 𝛽 𝑐𝑜𝑠 𝐴2 − 𝛼) − 𝛽 𝑠𝑖𝑛 𝐴2

) 

𝐾 = (
𝑠𝑖𝑛 𝐴2 − 𝑠𝑖𝑛(𝐴2 + 𝐴3) + 𝛽 𝑠𝑖𝑛 𝐴3

𝑡𝑎𝑛 𝐴1 (𝑐𝑜𝑠 𝐴2 − 𝑐𝑜𝑠(𝐴2 + 𝐴3)) + 𝑠𝑖𝑛 𝐴2 − 𝑠𝑖𝑛(𝐴2 + 𝐴3)
,

𝑡𝑎𝑛 𝐴1 (𝑠𝑖𝑛 𝐴2 − 𝑠𝑖𝑛(𝐴2 + 𝐴3) + 𝛽 𝑠𝑖𝑛 𝐴3)

𝑡𝑎𝑛 𝐴1 (𝑐𝑜𝑠 𝐴2 − 𝑐𝑜𝑠(𝐴2 + 𝐴3)) + 𝑠𝑖𝑛 𝐴2 − 𝑠𝑖𝑛(𝐴2 + 𝐴3)
) 

𝐷 = (
𝑡𝑎𝑛 𝐴2 (𝑐𝑜𝑠 𝐴1 − 1) + 𝛼 𝑠𝑖𝑛 𝐴1

𝑡𝑎𝑛 𝐴2 (𝑐𝑜𝑠 𝐴1 − 1) + 𝑠𝑖𝑛 𝐴1

, 𝑡𝑎𝑛 𝐴2 (1 −
𝑡𝑎𝑛 𝐴2 (𝑐𝑜𝑠 𝐴1 − 1) + 𝛼 𝑠𝑖𝑛 𝐴1

𝑡𝑎𝑛 𝐴2 (𝑐𝑜𝑠 𝐴1 − 1) + 𝑠𝑖𝑛 𝐴1

)) 

𝐸 = (
−𝛼 𝑠𝑖𝑛 𝐴4 + 𝑡𝑎𝑛 𝐴2 (𝑐𝑜𝑠 𝐴1 − 𝑐𝑜𝑠(𝐴1 + 𝐴4))

𝑡𝑎𝑛 𝐴2 (𝑐𝑜𝑠 𝐴1 − 𝑐𝑜𝑠(𝐴1 + 𝐴4)) + 𝑠𝑖𝑛 𝐴1 − 𝑠𝑖𝑛(𝐴1 + 𝐴4)
, 𝑡𝑎𝑛 𝐴2 (−

−𝛼 𝑠𝑖𝑛 𝐴2 + 𝑡𝑎𝑛 𝐴2 (𝑐𝑜𝑠 𝐴1 − 𝑐𝑜𝑠(𝐴1 + 𝐴4))

𝑡𝑎𝑛 𝐴2 (𝑐𝑜𝑠 𝐴1 − 𝑐𝑜𝑠(𝐴 + 𝐴4)) + 𝑠𝑖𝑛 𝐴1 − 𝑠𝑖𝑛(𝐴1 + 𝐴4)
) 

𝐺 = (
−(𝛼 + 𝜑) ((𝛽 + 𝛾)𝑠𝑖𝑛 (𝐴1 + 𝐴2) − 𝑠𝑖𝑛𝐴1) (−𝑐𝑜𝑠𝐴 + 1) + ((𝛼 + 𝜑)𝑐𝑜𝑠𝐴1 + (𝛽 + 𝛾)𝑐𝑜𝑠𝐴2 − 1)𝛼𝑠𝑖𝑛𝐴1)

((𝛼 + 𝜑)𝑠𝑖𝑛𝐴1 − (𝛽 + 𝛾)𝑠𝑖𝑛𝐴2) (−𝑐𝑜𝑠𝐴1 + 1) + ((𝛼 + 𝜑)𝑐𝑜𝑠𝐴1 + (𝛽 + 𝛾)𝑐𝑜𝑠𝐴2 − 1)𝑠𝑖𝑛𝐴1

, 

         
𝑠𝑖𝑛𝐴1

𝑐𝑜𝑠𝐴1 − 1
(
−(𝛼 + 𝜑) ((𝛽 + 𝛾)𝑠𝑖𝑛 (𝐴1 + 𝐴2) − 𝑠𝑖𝑛𝐴1) (−𝑐𝑜𝑠𝐴1 + 1) + ((𝛼 + 𝜑)𝑐𝑜𝑠𝐴1 + (𝛽 + 𝛾)𝑐𝑜𝑠𝐴2 − 1)𝛼𝑠𝑖𝑛𝐴1)

((𝛼 + 𝜑)𝑠𝑖𝑛𝐴1 − (𝛽 + 𝛾)𝑠𝑖𝑛𝐴2) (−𝑐𝑜𝑠𝐴1 + 1) + ((𝛼 + 𝜑)𝑐𝑜𝑠𝐴1 + (𝛽 + 𝛾)𝑐𝑜𝑠𝐴2 − 1)𝑠𝑖𝑛𝐴1

)) 

𝐹 = (
(𝛼 + 𝜑)((𝛽 + 𝛾) 𝑠𝑖𝑛(𝐴1 + 𝐴2) − 𝑠𝑖𝑛𝐴1)(1 − 𝛽𝑐𝑜𝑠𝐴2 − 𝛼) + ((𝛼 + 𝜑)𝑐𝑜𝑠𝐴1 + (𝛽 + 𝛾)𝑐𝑜𝑠𝐴2 − 1)𝛼𝛽𝑠𝑖𝑛𝐴2

−((𝛼 + 𝜑)𝑠𝑖𝑛𝐴1 − (𝛽 + 𝛾)𝑠𝑖𝑛𝐴2) (1 − 𝛽𝑐𝑜𝑠𝐴2 − 𝛼) + ((𝛼 + 𝜑)𝑐𝑜𝑠𝐴1 + (𝛽 + 𝛾)𝑐𝑜𝑠𝐴2 − 1)𝛽𝑠𝑖𝑛𝐴2)
, 

𝛽𝑠𝑖𝑛𝐴2

1 − 𝛽𝑐𝑜𝑠𝐴2 − 𝛼
(
(𝛼 + 𝜑)((𝛽 + 𝛾) 𝑠𝑖𝑛(𝐴 + 𝐴2) − 𝑠𝑖𝑛𝐴1)(1 − 𝛽𝑐𝑜𝑠𝐴2 − 𝛼) + ((𝛼 + 𝜑)𝑐𝑜𝑠𝐴1 + (𝛽 + 𝛾)𝑐𝑜𝑠𝐴2 − 1)𝛼𝛽𝑠𝑖𝑛𝐴2

−((𝛼 + 𝜑)𝑠𝑖𝑛𝐴1 − (𝛽 + 𝛾)𝑠𝑖𝑛𝐴2) (1 − 𝛽𝑐𝑜𝑠𝐴2 − 𝛼) + ((𝛼 + 𝜑)𝑐𝑜𝑠𝐴1 + (𝛽 + 𝛾)𝑐𝑜𝑠𝐴2 − 1)𝛽𝑠𝑖𝑛𝐴2)
) 

假設方程式 ∶  𝜅𝑥2 + 𝑙𝑥𝑦 + 𝑚𝑦2 + 𝑛𝑥 + 𝑜𝑦 + 𝑞 = 0 

若𝜅 = 0，則在與𝑦 = 0 只會有一個交點， 

但我們在𝑥軸上已設定必過兩點，所以𝜅 ≠ 0，為方便計算，我們令𝜅 = 1 
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用𝐵、𝐶、𝐾、𝐽、𝐷解得 

𝑙 =
𝑦

𝐷
(𝑦

𝐾
− 𝑦

𝐷
) (𝑥𝐽

2𝑦
𝐾

− 𝑥𝐾
2𝑦

𝐽
+ 𝑛(𝑥𝐽𝑦𝐾

− 𝑥𝐾𝑦
𝐽
) + 𝑞(𝑦

𝐾
− 𝑦

𝐽
)) − 𝑦

𝐽
(𝑦

𝐽
− 𝑦

𝐾
) (𝑥𝐾

2𝑦
ℎ

− 𝑥ℎ
2𝑦

𝐾
+ 𝑛(𝑥𝐾𝑦

𝐷
− 𝑥ℎ𝑦𝐾

) + 𝑞(𝑦
𝐷

− 𝑦
𝐾
))

𝑦
𝐷
𝑦

𝐾
𝑦

𝐽
((𝑥𝐽 − 𝑥𝐾)(𝑦

𝐾
− 𝑦

𝐷
) − (𝑥𝐾 − 𝑥𝐷)(𝑦

𝐽
− 𝑦

𝐾
))

 

𝑚 =
𝑦𝐷(𝑥𝐾 − 𝑥𝐷) (𝑥𝐽

2𝑦𝐾 − 𝑥𝐾
2𝑦𝐽 + 𝑛(𝑥𝐽𝑦𝐾 − 𝑥𝐾𝑦𝐽) + 𝑞(𝑦𝐾 − 𝑦𝐽)) − 𝑦𝐽(𝑥𝐽 − 𝑥𝐾)(𝑥𝐾

2𝑦ℎ − 𝑥ℎ
2𝑦𝐾 + 𝑛(𝑥𝐾𝑦𝐷 − 𝑥𝐷𝑦𝐾) + 𝑞(𝑦𝐷 − 𝑦𝐾))

𝑦𝐷𝑦𝐾𝑦𝐽((𝑦𝐽 − 𝑦𝐾)(𝑥𝐾 − 𝑥𝐷) − (𝑦𝐾 − 𝑦𝐷)(𝑥𝐽 − 𝑥𝐾))
 

𝑛 = −(𝑥𝐶 + 𝑥𝐵), 𝑜 =  
−(𝑥𝐾

2 + 𝑙𝑥𝐾𝑦𝐾 + 𝑚𝑦𝐾
2 + 𝑛𝑥𝐾 + 𝑞)

𝑦𝐾
, 𝑞 = 𝑥𝐵𝑥𝐶 

再用𝐸, 𝐺, 𝐹代入得 

𝑥𝐸
2 + 𝑙𝑥𝐸𝑦𝐸 + 𝑚𝑦𝐸

2 + 𝑛𝑥𝐸 + 𝑜𝑦𝐸 + 𝑞 = 0 

𝑥𝐺
2 + 𝑙𝑥𝐺𝑦𝐺 + 𝑚𝑦𝐺

2 + 𝑛𝑥𝐺 + 𝑜𝑦𝐺 + 𝑞 = 0 

𝑥𝐹
2 + 𝑙𝑥𝐹𝑦𝐹 + 𝑚𝑦𝐹

2 + 𝑛𝑥𝐹 + 𝑜𝑦𝐹 + 𝑞 = 0，故得證。 

而二次曲線會有以下四種情況：拋物線、圓、橢圓、雙曲線，如下圖。目前還未找出

明確的判斷方式，但由以上推導出的二次曲線方程式，可以在特定條件下區分此四類

曲線。詳細說明請見討論二之(二)。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

     使用解析幾何作證明後，我們在國際科展：「層出不窮的彩蛋有『心』『跡』—圓 

 內接與外切多邊形及其遞延圖形性質探討」(參考資料七)上看到交比、交比的性質 

 和帕斯卡定理等有關於射影幾何的工具，發現對四邊形性質十二的證明很有幫助。 
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交比定義敘述如下： 

定義一、在一條線上取四點𝐴、𝐵、𝐶、𝐷，則(𝐴, 𝐵; 𝐶, 𝐷) =
𝐴𝐶̅̅ ̅̅

𝐵𝐶̅̅ ̅̅
÷

𝐴𝐷̅̅ ̅̅

𝐵𝐷̅̅ ̅̅
 

 

定義二、過同一點𝑂的四條線𝑎、𝑏、𝑐、𝑑， 

則(𝑎, 𝑏; 𝑐, 𝑑) =
sin (𝑎, 𝑐)

sin (𝑏, 𝑐)
÷

sin (𝑎, 𝑑)

sin (𝑏, 𝑑)
 

 

定義三、做任意五點𝑂、𝐴、𝐵、𝐶、𝐷， 

則𝑂(𝐴, 𝐵; 𝐶, 𝐷) = (𝑂𝐴̅̅ ̅̅ , 𝑂𝐵̅̅ ̅̅ ; 𝑂𝐶̅̅ ̅̅ , 𝑂𝐷̅̅ ̅̅ ) 

定義四、圓𝛤上四點𝐴、𝐵、𝐶、𝐷之交比寫作(𝐴, 𝐵; 𝐶, 𝐷)𝛤 

至於交比的性質，我們列舉在證明中使用到的性質依序當作為引理。 

引理三、令直線𝑘分別交過𝑂點的四條線𝑎、𝑏、𝑐、𝑑於 

                  𝐴、𝐵、𝐶、𝐷，則(𝑎, 𝑏; 𝑐, 𝑑) = 𝑂(𝐴, 𝐵; 𝐶, 𝐷) = (𝐴, 𝐵; 𝐶, 𝐷) 

引理四、交比有唯一性。即在直線𝐿上取三點𝐴、𝐵、𝐶， 

                  對於任意實數𝑥而言，只有一點𝐷在𝐿上可使(𝐴, 𝐵; 𝐶, 𝐷) = 𝑥 

引理五、在直線𝐿上取三點𝐴、𝐵、𝐶，對於任意兩點𝑋、𝑌(不在𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 、𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 、𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 上) 

                   𝐴、𝐵、𝐶三點共線若且唯若𝑋(𝑌, 𝐴; 𝐵, 𝐶) = 𝑌(𝑋, 𝐴; 𝐵, 𝐶) 

引理六、在一圓𝛤上取四點𝐴、𝐵、𝐶、𝐷，則對於𝛤上任意點𝑃， 

        (𝐴, 𝐵; 𝐶, 𝐷)𝛤 = 𝑃(𝐴, 𝐵; 𝐶, 𝐷)，值得注意的是當𝑃與𝐴重合時𝑃𝐴̅̅ ̅̅ 為過𝐴對𝛤的切線 

引理七、帕斯卡定理及逆定理。𝐴、𝐵、𝐶、𝐷、𝐸、𝐹 

             在同一個二次曲線上若且唯若對𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹開 

             帕斯卡定理成立，即𝐴𝐵 ⃡    與𝐷𝐸 ⃡    的交點、 

        𝐵𝐶 ⃡    與𝐸𝐹 ⃡    的交點、𝐶𝐷 ⃡    與𝐹𝐴 ⃡    的交點三點共線 

 

𝑃𝑟𝑜𝑜𝑓： 

令𝑃1𝑃4
 ⃡       交𝑃2𝑃3

 ⃡       於𝑀，四邊形𝐴1𝐴2𝐴3𝐴4內切圓為𝛤 

     根據引理六 ⇒ (𝑃2, 𝑃1; 𝑃4, 𝑃3)𝛤 = 𝑃3(𝑃2, 𝑃1; 𝑃4, 𝑃3) 
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           再根據引理三 ⇒ 𝑃3(𝑃2, 𝑃1; 𝑃4, 𝑃3) = (𝑀, 𝑃1; 𝑃4, 𝐺) 

           同理 ⇒ (𝑃2, 𝑃1; 𝑃4, 𝑃3)𝛤 = (𝑃4, 𝑃3; 𝑃2, 𝑃1)𝛤 = 𝑃1(𝑃4, 𝑃3; 𝑃2, 𝑃1) = (𝑀, 𝑃3; 𝑃2, 𝐵) 

           ⇒ (𝑀, 𝑃1; 𝑃4, 𝐺) = (𝑀, 𝑃3; 𝑃2, 𝐵) 

           假設𝐺𝐵 ⃡    交𝑃4𝑃2
 ⃡       於𝐿，𝐿𝑃1

 ⃡     交𝑃3𝑃2
 ⃡       於𝑃′，則根據引理三 

           ⇒ (𝑀, 𝑃3; 𝑃2, 𝐵) = 𝐿(𝑀, 𝑃3; 𝑃2, 𝐵) = (𝑀, 𝑃′; 𝑃4, 𝐺) 

           又(𝑀, 𝑃′; 𝑃4, 𝐺) = (𝑀, 𝑃3; 𝑃2, 𝐵) = (𝑀, 𝑃1; 𝑃4, 𝐺) 

           根據引理四得𝑃′與𝑃1重合 

           ⇒ 𝑃1𝑃3
 ⃡       、𝑃2𝑃4

 ⃡       、𝐺𝐵 ⃡    三線共點𝐿 

           同理得𝑃1𝑃3
 ⃡       、𝑃2𝑃4

 ⃡       、𝐽𝐸 ⃡  三線共點𝐿 

           ⇒ 𝐽𝐸 ⃡  交𝐺𝐵 ⃡    於𝐿，且𝑃4、𝑃2、𝐿三點共線 

          根據引理七，即對𝐾𝐽𝐸𝐷𝐺𝐵開帕斯卡定理時成立，故𝐺𝐾𝐸𝐽𝐷𝐵在同一個二次曲線上 

  

     

     

           同理可得 

            𝑃1𝑃4
 ⃡       、𝑃2𝑃3

 ⃡       、𝐸𝐹 ⃡    、𝐶𝐽 ⃡  四線共點𝑀 ⇒ 𝐶𝐽 ⃡  交𝐺𝐷 ⃡    於𝑀 

            𝑃1𝑃2
 ⃡       、𝑃4𝑃3

 ⃡       、𝐺𝐾 ⃡    、𝐵𝐷 ⃡    四線共點𝑁 

            ⇒ (𝑃1, 𝑀; 𝐷, 𝑃4) = (𝑃2, 𝑀; 𝐵, 𝑃3) 

            𝑃2(𝑃1, 𝑀; 𝐴2, 𝐿) = (𝑃1, 𝑀; 𝐷, 𝑃4) 

            = (𝑃2, 𝑀; 𝐵, 𝑃3) = 𝑃1(𝑃2, 𝑀; 𝐴2, 𝐿) 

            根據引理五 ⇒ 𝑀、𝐴2、𝐿三點共線 

            根據引理七，即對𝐽𝐶𝐵𝐺𝐷𝐸開帕斯卡定理時成立，故𝐺𝐶𝐸𝐽𝐷𝐵在同一個二次曲線上 

 

            同理可得𝐺𝐹𝐸𝐽𝐷𝐵在同一個 

     二次曲線上，故𝐺𝐹𝐶𝐾𝐸𝐽𝐷𝐵 

          八點在同一個二次曲線上 
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四、𝑛邊形 

   (一)規定： 

1.𝑛邊形𝐴1𝐴2𝐴3𝐴4 … 𝐴𝑛−1𝐴𝑛有內切圓， 

 其中切點𝑃1、𝑃2、𝑃3 … 𝑃𝑛−1、𝑃𝑛分別位於 

  𝐴1𝐴2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝐴1𝐴2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝐴1𝐴2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ … An−1An

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 、𝐴𝑛𝐴1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅上 

2.令∆𝐴𝑘𝑃 𝑘𝑃𝑘−1之內心為𝐼𝑘、外心為𝑂𝑘 、垂心為𝐻𝑘 

 其中會有兩種情形：一、2 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛；二、𝑘 = 1，此時𝑘 − 1 則改寫為𝑛。 

3.𝑟為𝑛邊形𝐴1𝐴2𝐴3𝐴4 … 𝐴𝑛−1𝐴𝑛的內切圓半徑 

(二)切點𝑛邊形的相關幾何性質 

性質十三、  𝐼𝑘位於弧𝑃𝑘𝑃𝑘−1中點上 

 已知：∆𝐴𝑘𝑃 𝑘𝑃𝑘−1之內心為𝐼𝑘 

求證：𝐼𝑘位於弧𝑃𝑘𝑃𝑘−1中點上 

𝑃𝑟𝑜𝑜𝑓: 

令∠𝐴𝑘𝑃 𝑘𝑃𝑘−1角平分線交圓𝑂𝑘於𝐼𝑘′ 

與性質二同理 

 ⟹ 𝐼1
′為角平分線交點，與𝐼1重合，且位於弧𝑃1𝑃𝑛之中點 

 同理得𝐼𝑘位於弧𝑃𝑘𝑃𝑘−1中點上 

性質十四、 圓𝑂1、𝑂2、𝑂3 … 𝑂𝑛−1、𝑂𝑛恰交一點且為𝑛邊形𝐴1𝐴2𝐴3𝐴4 … 𝐴𝑛−1𝐴𝑛 

之內心 

 已知：𝑃1、𝑃2、𝑃3 … 𝑃𝑛−1、𝑃𝑛為𝑛邊形𝐴1𝐴2𝐴3𝐴4 … 𝐴𝑛−1𝐴𝑛的切點 

求證：圓𝑂1、 … 、𝑂𝑛交一點於𝑛邊形𝐴1𝐴2𝐴3𝐴4 … 𝐴𝑛−1𝐴𝑛之內心 

𝑃𝑟𝑜𝑜𝑓: 

 令∆𝐴1𝑃1𝑃𝑛的外接圓與∆𝐴𝑛𝑃𝑛𝑃𝑛−1的外接圓交於𝐼1
′ 

∆𝐴𝑘𝑃𝑘𝑃𝑘−1的外接圓與∆𝐴𝑘−1𝑃𝑘−1𝑃𝑘−2的外接圓交於𝐼𝑘′ 

與三角形之性質四同理 

⇒ 𝐼1
′ … 𝐼𝑘

′ … 𝐼𝑛
′ 與𝐼重合 
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故圓𝑂1、𝑂2、𝑂3 … 𝑂𝑛−1、𝑂𝑛交於𝑛邊形𝐴1𝐴2𝐴3𝐴4 … 𝐴𝑛−1𝐴𝑛之內心 

 

 

 

 

性質十五、 𝑛邊形𝑂1𝑂2𝑂3𝑂4 … 𝑂𝑛−1𝑂𝑛與𝑛邊形𝐴1𝐴2𝐴3𝐴4 … 𝐴𝑛−1𝐴𝑛相似， 

                       且面積比為
1

4
 

已知：𝑃1、𝑃2、𝑃3 … 𝑃𝑛−1、𝑃𝑛為𝑛邊形𝐴1𝐴2𝐴3𝐴4 … 𝐴𝑛−1𝐴𝑛的切點， 

             ∆𝐴𝑘𝑃 𝑘𝑃𝑘−1外心為𝑂𝑘 

求證：𝑛邊形𝑂1𝑂2𝑂3𝑂4 … 𝑂𝑛−1𝑂𝑛~𝑛邊形𝐴1𝐴2𝐴3𝐴4 … 𝐴𝑛−1𝐴𝑛，且面積比為
1

4
 

𝑃𝑟𝑜𝑜𝑓: 

與四邊形之性質三同理 

⇒ 𝑂1𝑂𝑛
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ =

1

2
𝐴1𝐴𝑛
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅，𝑂𝑘𝑂𝑘−1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ =
1

2
𝐴𝑘𝐴𝑘−1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

⇒ ∠𝑂𝑛−1𝑂𝑛𝑂1 = ∠𝑃𝑛−1𝐴𝑛𝐴𝑛−1， 

     ∠𝑂𝑘−1𝑂𝑘𝑂𝑘 = ∠𝑃𝑘−1𝐴𝑘𝐴𝑘−1 

故𝑛邊形𝑂1𝑂2𝑂3𝑂4 … 𝑂𝑛−1𝑂𝑛~𝑛邊形𝐴1𝐴2𝐴3𝐴4 … 𝐴𝑛−1𝐴𝑛，且面積比為
1

4
 

性質十六、 𝑃𝑘𝐻𝑘
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑟 = 𝑃𝑘−1𝐻𝑘

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

已知：𝑃1、𝑃2、𝑃3 … 𝑃𝑛−1、𝑃𝑛為 

             𝑛邊形𝐴1𝐴2𝐴3𝐴4 … 𝐴𝑛−1𝐴𝑛的切點 

求證：𝑃𝑘𝐻𝑘
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑟 = 𝑃𝑘−1𝐻𝑘

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

𝑃𝑟𝑜𝑜𝑓: 

與性質六同理可得 

𝑟 = 𝐼𝑃𝑛
̅̅ ̅̅ = 𝐼𝑃1

̅̅ ̅̅ ∴ 四邊形𝐼𝑃1𝐻1𝑃𝑛為菱形 

⇒ 𝑃1𝐻1
̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑟 = 𝑃𝑛𝐻1

̅̅ ̅̅ ̅̅  

同理得𝑃𝑘𝐻𝑘
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑟 = 𝑃𝑘−1𝐻𝑘

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

 



 21 

 性質十七、當𝑛 − 2 ≥ |𝑚 − 𝑘| ≥ 2，即𝑚, 𝑘相隔一頂點以上時， 𝑂𝑚、𝑂𝑘 

 兩個交點分別交於內心及𝐴𝑚𝐴𝑘
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 上 

已知：隔𝑘個頂點的對角圓有兩個交點，而其中一個位於內心 

求證：另一個交點位於對角線上 

𝑃𝑟𝑜𝑜𝑓: 

 令圓𝑂1, 圓𝑂𝑘交於𝐼及𝐽(1,𝑘)，圓𝑂𝑚, 圓𝑂𝑘交於𝐼及𝐽(𝑚,𝑘)，𝑂1𝑂𝑘
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅交𝐼𝐽(1,𝑘)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅於𝐾， 

 𝐼𝐽(1,𝑘)
 ⃡         交𝐴1𝐴𝑘

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅於𝐽(1,𝑘)′, 𝐼𝐽(𝑚,𝑘)
 ⃡           交𝐴𝑚𝐴𝑘

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 於𝐽(𝑚,𝑘)′。 

與性質十一同理，𝐽(1,𝑘)
′ 與𝐽(1,𝑘)重合，故𝐽(1,𝑘)在𝐴1𝐴𝑘

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅上。 

同理得𝐽(𝑚,𝑘)在𝐴𝑚𝐴𝑘
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 上故當𝑛 − 2 ≥ |𝑚 − 𝑘| ≥ 2，即𝑚, 𝑘相隔一頂點以上時， 𝑂𝑚、

𝑂𝑘兩個交點分別交於內心及𝐴𝑚𝐴𝑘
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 上。 

 

 

 

伍、研究結果 

一、內外三角形面積比值 

條件 面積比值 

相似三角形 
4𝑟2𝑆

𝑎1𝑎2𝑎3
 

直角三角形 
𝑟

𝑆
× sin 2𝐷 

正三角形 3√3𝑟

4𝑆
 

等腰三角形 2𝑟 cos2 𝐷
2 sin 𝐷

𝑆
 

等差三角形 √3𝑟2 · sin2 𝐷 − 3𝑘2  · sin 𝐷

𝑆
 

等比三角形 
𝑑 sin2 𝐷

𝑆
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二、與切點∆𝑃1𝑃2𝑃3相關的幾何性質 

(一)、𝐴1𝐴2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅, 𝐴2𝐴3

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅, 𝐴1𝐴3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅和𝑃1𝑃2

̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝑃2𝑃3
̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝑃1𝑃3

̅̅ ̅̅ ̅̅ 的延長線交於三點，此三點共線 

 

 

 

 

三、∆𝐴1𝑃1𝑃3, ∆𝐴2𝑃1𝑃2, ∆𝐴3𝑃2𝑃3的幾何性質 

(一)、除了∆𝑃1𝑃2𝑃3外的三個            (二)、切點三角形分割出的三個三角形的內心 

     小三角形的內心皆在其所夾            互相連線與切點三角形的邊的延長線 

     圓弧的中點上。                      會交於三點，且此三點共線。 

 

 

 

 

(三)、∆𝐴1𝑃1𝑃3, ∆𝐴2𝑃1𝑃2, ∆𝐴3𝑃2𝑃3 (四)、外心三角形相似於原   (五 s)、垂心三角形與 

     的外接圓交於一點，此點為     三角形且面積比為1: 4。     切點三角形全等。 

     ∆𝐴1𝐴2𝐴3之內心。 

 

 

 

四、做𝑛層的切點三角形 

(一) 𝑛層的切點三角形的角度 

定義∠𝑋(𝑀,𝑛)，𝑀為𝐴1, 𝐴2, 𝐴3，𝑛為層數 

則∠𝑋(𝑀,𝑛) =
(2𝑛 − (−1)𝑛) × 180o + 3 × (−1)𝑛∠𝑀

3 ⋅ 2𝑛
 

 (二) 𝑛層的切點三角形的邊長 

定義𝑥(𝑀,𝑛)，且𝑀為𝐴1, 𝐴2, 𝐴3，𝑛為層數，則有 
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𝑥(𝑀,𝑛+1) = (𝑠𝑛 − 𝑥(𝑀,𝑛)) × √2 (1 − cos 
(2𝑛 − (−1)𝑛) × 180o + 3 × (−1)𝑛∠𝑀

3 ⋅ 2𝑛
 ) 

 (三) 𝑛層的切點三角形的面積 

   ∆𝑃(1,𝑛)𝑃(2,𝑛)𝑃(3,𝑛) = ∆𝐴1𝐴2𝐴3 ×
2𝑟2𝑠

𝑎1𝑎2𝑎3
× ∏

2𝑟𝑘
2𝑠𝑘

𝑝(1,𝑘)𝑝(2,𝑘)𝑝(3,𝑘)

𝑛−1

𝑘=1

 

五、切點四邊形的相關幾何性質 

     (一)切點四邊形切出的四個  (二)做∆𝐴1𝑃1𝑃4, ∆𝐴2𝑃1𝑃2, ∆𝐴3𝑃2𝑃3,  (三)外心四邊形 

        三角形之內心在所夾        ∆𝐴4𝑃3𝑃4的外接圓，四圓共點，   相似於原四邊形， 

        圓弧中點                 此點為四邊形𝐴1𝐴2𝐴3𝐴4之內心。     且面積比為 1: 4。 

 

 

 

 

(四)切點四邊形切出的四個  (五)∆𝐴2𝑃1𝑃2與∆𝐴4𝑃3𝑃4的外接圓  (六)原四邊形的四個邊 

   三角形的垂心連線是平行       分別為圓𝑂1, 圓𝑂2，且兩圓      與切點四邊形的四個 

   四邊形，且面積為四邊形   交於𝐼, 𝐽，𝑂1𝑂2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅交𝐼�̅�於𝐾。       邊交於八點， 

   𝑃1𝑃2𝑃3𝑃4面積之兩倍。                                  此八點共二次曲線 

        

                

    

 

六、𝑛邊形 

(一)𝐼𝑘位於弧𝑃𝑘𝑃𝑘−1中點上                      (二)圓𝑂1、𝑂2、𝑂3 … 𝑂𝑛−1、𝑂𝑛交於𝑛邊形 

                                                𝐴1𝐴2𝐴3𝐴4 … 𝐴𝑛−1𝐴𝑛之內心 
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           (三)𝑛邊形𝑂1𝑂2𝑂3𝑂4 … 𝑂𝑛−1𝑂𝑛~       (四)𝑃𝑘𝐻𝑘
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑟             (五)圓𝑂𝑚、圓𝑂𝑘兩個交點分別 

                   𝑛邊形𝐴1𝐴2𝐴3𝐴4 … 𝐴𝑛−1𝐴𝑛        = 𝑃𝑘−1𝐻𝑘
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅                     交於內心及 𝐴𝑚𝐴𝑘

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 上且 

                  ，且面積比值為
1

4
                                                                          𝑛 − 2 ≥ |𝑚 − 𝑘| ≥ 2， 

 

 

 

 

陸、討論 

一、文獻探討 

 (一)、我們從第 57 屆中小學科學展覽會，國中組數學科，劉安家的作品 

        「從三個交於一點的圓形想起──Miquel’s Theorem 之推廣」看到邊形密克定理 

         之推廣」：「若在多邊形𝐴1𝐴2𝐴3𝐴4 … 𝐴𝑛−1𝐴𝑛中，𝑃1、𝑃2、𝑃3 … 𝑃𝑛−1、𝑃𝑛分別位於 

          𝐴1𝐴2
 ⃡        、𝐴1𝐴2

 ⃡        、𝐴1𝐴2
 ⃡        … 𝐴𝑛−1𝐴𝑛

 ⃡              、𝐴𝑛𝐴1
 ⃡         ，則∆𝐴2𝑃2𝑃3 … ∆𝐴𝑛−1𝑃𝑛−2𝑃𝑛−1的外接圓共點 

         的條件是有𝑛 − 3 個隔一頂點的對角圓兩交點之一個為在 n − 3 條自己所屬的 

         對角線上。」而在我們的研究中，因為我們多了一個有內切圓的條件，𝑛個圓皆交 

         在內心，並利用此條件，將此性質推展到任兩個圓皆交在自己所屬的對角線上， 

         即隔𝑘個頂點的對角圓皆交於內心及其所屬的對角線上(|𝑚 − 𝑘| ≥ 2)。 

    (二)、我們在完成作品後，在中學生網站，藍偉豪的作品，「三角形旁切圓的幾何性質 

         初探」中，看到了他也有做切點三角形與原三角形的面積比，而結果恰與我們相 

                     同，皆為
4𝑟2𝑆

𝑎1𝑎2𝑎3
，但他所探討的重點是在面積比的最大值，而我們重點則其他 

         幾何性質的探討，方向不同。 
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二、未來展望 

 (一)、任兩層切點三角形的邊之延長線交於三點，此三點共線令𝑃𝑥𝑄𝑥
̅̅ ̅̅ ̅̅ 交𝑃𝑦𝑄𝑦

̅̅ ̅̅ ̅̅ 於𝑀，𝑄𝑥𝑅𝑥
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

         交𝑄𝑦𝑅𝑦
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅於𝑂，𝑃𝑥𝑅𝑥

̅̅ ̅̅ ̅̅ 交𝑃𝑦𝑅𝑦
̅̅ ̅̅ ̅̅ 於𝑁，且𝑥, 𝑦 ∈ 𝑁。 

         則𝑀, 𝑁, 𝑂三點共線，如圖。我們對此證明的 

         想法在於，∆𝐴1𝐴2𝐴3和∆𝑃𝑛𝑄𝑛𝑅𝑛符合時，即 

         證明任兩層切點三角形的邊之延長線交於 

         的三點會共線。但無法像前面的證明一樣 

         直接使用西瓦定理證明三線共點，因此我們 

         想從延長線想起：令𝐴1𝑃𝑛
 ⃡       交𝐴2𝐴3

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅於𝐾1， 

         𝐴2𝑄𝑛
 ⃡         交𝐴1𝐴3

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅於𝐾2，𝐴3𝑅𝑛
 ⃡         交𝐴1𝐴2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅於𝐾3， 

                    若
𝐴1𝐾3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝐴2𝐾3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

×
𝐴2𝐾1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝐴3𝐾1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

×
𝐴3𝐾2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝐴1𝐾2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

= 1 時，即可得到 

         𝐴1𝑃𝑛
 ⃡       、𝐴2𝑄𝑛

 ⃡         及𝐴3𝑅𝑛
 ⃡         三線共點，再根據笛沙格定理，即可得證，目前還沒有完成證 

         明。目前發現在𝑥與𝑦相隔 14 層都符合，期望以後想出證明。 

 (二)、二次曲線圖形的判斷 

         我們發現，當𝑃1𝑃2
̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑃2𝑃3

̅̅ ̅̅ ̅̅ 且𝑃4位於𝑃1𝑃2
̅̅ ̅̅ ̅̅ 的中垂線上時，形成的二次曲線會是拋物 

         線。觀察此時圓心角，可以發現角度會分別為90o、90o、45o和135o，如圖，有 

         ∠𝑃1𝐼𝑃2 = 90o、∠𝑃2𝐼𝑃3 = 90o、∠𝑃3𝐼𝑃4 = 45o、∠𝑃4𝐼𝑃1 = 135o，且原四邊形和切 

         點四邊形之邊長延伸線會只有7個交點。在不改變直角的情況下，若將45o變大， 

         二次曲線會呈現橢圓，若將四個圓心角皆調成90o時，則會出現圓形，而在不改變 

         直角的情況下，若將45o變小，二次曲線會呈現雙曲線。以上皆是在固定有相鄰兩 

         圓心角為90o的情況，其他狀況我們仍在發想。 

 

 

 

 

  兩個90o、45o和135o               兩個90o、和一個小於45o的角和一個大於135o的角 



 26 

 

 

 

 

 

  兩個90o、和兩個大於45o且小於135o的角                  四個90o 

 

           我們也有想到用方程式來判斷令二次方程式為：𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥𝑦 + 𝑐𝑦2 + 𝑑𝑥 + 𝑒𝑦 + 

𝑓 = 0。我們同時發現，若𝑏2 − 4𝑎𝑐 > 0形狀為雙曲線，𝑏2 − 4𝑎𝑐 = 0為拋物

線， 𝑏2 − 4𝑎𝑐 < 0則為橢圓或圓。但從我們的一般式中較難計算及判斷，此

種方法也還在突破中。 

  (三)、切點五邊形的邊長延伸線與原五邊形邊長延伸線有十五個交點，而我們猜測此十 

          五個交點會在同一個三次曲線上。由於目前仍未找到一些關於射影幾何在三次曲 

          線上的應用，而利用解析幾何的方式 

          太為複雜，所以目前仍在突破中， 

          同時也大膽猜測，切點𝑛邊形與原 

          𝑛邊形之邊長延伸線的交點會形成 

          一個𝑛 − 2次曲線上，且當原𝑛邊形 

          為正𝑛邊形時，所形成的圖形是圓，期望之後能找到證明方法。 

柒、結論 

一、算出內外三角形面積比值，且發現面積比都與半周長和內切圓長有關。 

二、與切點∆𝑃1𝑃2𝑃3相關的幾何性質 

    (一)、𝐴1𝐴2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅, 𝐴2𝐴3

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅, 𝐴1𝐴3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅和𝑃1𝑃2

̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝑃2𝑃3
̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝑃1𝑃3

̅̅ ̅̅ ̅̅ 的延長線交於三點此三點共線 

三、切點三角形分割出的三個三角形∆𝐴1𝑃1𝑃3, ∆𝐴2𝑃1𝑃2, ∆𝐴3𝑃2𝑃3的幾何性質 

(一)、切點三角形切割出的三個三角形的內心皆在其所夾圓弧的中點上  

    (二)、切點三角形分割出的三個三角形的內心互相連線與切點三角形的邊的延長線會交 

  於三點，且此三點共線 
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    (三)、∆𝐴1𝑃1𝑃3, ∆𝐴2𝑃1𝑃2, ∆𝐴3𝑃2𝑃3的外接圓交於一點，此點為∆𝐴1𝐴2𝐴3之內心。 

    (四)、外心三角形相似於原三角形且面積比為1: 4。 

    (五)、垂心三角形與切點三角形全等。 

四、做𝑛層的切點三角形 

    (一)、𝑛層的切點三角形的角度 

       定義∠𝑋(𝑀,𝑛)，𝑀為𝐴, 𝐵, 𝐶，𝑛為層數 

               則∠𝑋(𝑀,𝑛) =
(2𝑛 − (−1)𝑛) × 180o + 3 × (−1)𝑛∠𝑀

3 ⋅ 2𝑛
 

    (二)、𝑛層的切點三角形的邊長 

      定義𝑥(𝑀,𝑛)，且𝑀為𝐴, 𝐵, 𝐶，𝑛為層數，則有 

𝑥(𝑀,𝑛+1) = (𝑠𝑛 − 𝑥(𝑀,𝑛)) × √2 (1 − cos 
(2𝑛 − (−1)𝑛) × 180o + 3 × (−1)𝑛∠𝑀

3 ⋅ 2𝑛
 ) 

    (三)、𝑛層的切點三角形的面積 

                     ∆𝑃(1,𝑛)𝑃(2,𝑛)𝑃(3,𝑛) = ∆𝐴1𝐴2𝐴3 ×
2𝑟2𝑠

𝑎1𝑎2𝑎3
× ∏

2𝑟𝑘
2𝑠𝑘

𝑝(1,𝑘)𝑝(2,𝑘)𝑝(3,𝑘)

𝑛−1

𝑘=1

 

五、切點四邊形的相關幾何性質 

    (一)、切點四邊形切出的四個三角形之內心在所夾圓弧中點 

    (二)、做∆𝐴1𝑃1𝑃4, ∆𝐴2𝑃1𝑃2, ∆𝐴3𝑃2𝑃3, ∆𝑃4𝑃3𝑃4的外接圓，四圓共點，此點為四邊形𝐴1𝐴2𝐴3𝐴4 

之內心。 

    (三)、外心四邊形相似於原四邊形，且面積比為1: 4。 

(四)、切點四邊形切出的四個三角形的垂心連線是平行四邊形且面積為四邊形𝐴1𝐴2𝐴3𝐴4 

面積之兩倍。 

    (五)、∆𝐴2𝑃1𝑃2與∆𝐴4𝑃3𝑃4的外接圓分別為圓𝑂1, 圓𝑂2，且兩圓交於𝐼, 𝐽，𝑂1𝑂2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅交𝐼�̅�於𝐾 

    (六)、原四邊形的四個邊與切點四邊形的四個邊交於八點，此八點共二次曲線 

六、𝑛邊形 

    (一)、𝐼𝑘位於弧𝑃𝑘𝑃𝑘−1中點上 

    (二)、圓𝑂1、𝑂2、𝑂3 … 𝑂𝑛−1、𝑂𝑛交於𝑛邊形𝐴1𝐴2𝐴3𝐴4 … 𝐴𝑛−1𝐴𝑛之內心 
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    (三)、圓𝑂𝑚、圓𝑂𝑘兩個交點分別交於內心及 𝐴𝑚𝐴𝑘
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 上且|𝑚 − 𝑘| ≥ 2，即𝑚, 𝑘 

相隔一頂點以上 

        (四)、𝑛邊形𝑂1𝑂2𝑂3𝑂4 … 𝑂𝑛−1𝑂𝑛~𝑛邊形𝐴1𝐴2𝐴3𝐴4 … 𝐴𝑛−1𝐴𝑛，且面積比為
1

4
 

    (五)、 𝑃𝑘𝐻𝑘
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑟 = 𝑃𝑘−1𝐻𝑘

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

七、將所有性質統整如下 

性質            形狀 三角形 四邊形 

… 

𝑛邊形 

內心位於所夾圓弧中點 ⋁ ⋁ ⋁ 

𝑛個圓交於內心 ⋁ ⋁ ⋁ 

外心連線與原圖形相似 ⋁ ⋁ ⋁ 

垂心 與切點三角形全等 平行四邊形 
𝑃𝑘𝐻𝑘
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑟

= 𝑃𝑘−1𝐻𝑘
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

切點𝑛邊形與原𝑛邊形 

邊長延伸線交點 
直線 二次曲線 

(猜測五邊形 

為三次曲線) 

對角圓交點在內心及對

角線上 
 ⋁ ⋁ 

綜合以上歸納，我們得出切點𝑛邊形切割出的𝑛個三角形的結果如下： 

1.共同性質： 

(1)內心皆位於所夾的圓弧中點 

(2) 𝑛個圓交於內心 

(3)外心連線與原圖形相似 

(4)垂心到切點的距離都是內切圓半徑(導致在三角形會有全等、四邊形有平行四邊 

形的性質) 

2.只有部分有的性質： 

(1)除了三角形外，對角圓交點在內心及對角線上 

(2)切點𝑛邊形與原𝑛邊形的邊長延伸線交點 

三角形為三點共線、四邊形為在同一個二次曲線上。 

(3)內心三角形與切點三角形的邊長延伸線交點會三點共線。 
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【評語】030408  

本作品所考慮的是三角形的內切圓的三個切點所形成的三角

形及其切割原三角形所得出的三個三角形的種種性質。作者們針

對切割出的三個三角形的內、外、垂心連線所得出的新三角形與

原三角形的關係，以及一些相關的共線性質做了分析，得出了一

些結果。對於四邊形或是多邊形的相對應的性質，也做了討論。

內容很有趣，說理的過程也很清楚，十分難得。在討論四邊形的

一些性質時，借用了前人作品中的一些概念與符號，如果可以補

上這些符號的定義會更好一些。在未來的展望這個部分，作者們

提到了一些研究過程中觀察到的性質或是自己的一些猜測，這些

現象與猜想十分有意思，如果能針對這些現象與猜想給出一些好

的結論或是論述，將會很棒！ 
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作品簡報 



從一個內切圓的問題想起

科別：數學科

組別：國中組
1



三角形 n邊形

問題與架構

四邊形

前言

一開始是在三角形內切圓上任取三點連成三角形，找出內外三角形的面積比值，發

現當此三點為切點時，會有更多的幾何性質，因此展開了我們以下的研究。

2



性質一 性質二 性質三

Δ𝐴1𝐴2𝐴3和Δ𝑃1𝑃2𝑃3

三邊延長線共交於三點

則此三點共線

三個三角形的

內心皆在其所夾

圓弧的中點上

Δ𝐼1𝐼2𝐼3和Δ𝑃1𝑃2𝑃3

三邊延長線共交於三點

此三點共線

研究內容：三角形(1/2)

由西瓦逆定理及笛沙格定理可得證 由圓周角及弦切角可得證 由笛沙格定理可得證
3



三個三角形的外接圓

會交於一點此點為

原三角形的內心

外心三角形相似

於原三角形

且面積比為1：4

垂心三角形

全等於

切點三角形

性質四 性質五 性質六

三角形(2/2)

三圓交點到頂點連線為角平分線 利用半徑比直徑的關係 垂心到切點的距離和內切圓半徑等長4



角度

定義∠𝑋 𝑀,𝑛 ，

∠𝑋 𝑀,𝑛 =
2𝑛 − −1 𝑛 × 180o + 3 × −1 𝑛∠𝑀

3 ⋅ 2𝑛

邊長

定義𝑥(𝑀,𝑛+1)為∠ 𝑋 𝑀,𝑛+1 的對邊

𝑥 𝑀,𝑛+1 = 𝑠𝑛 − 𝑥 𝑀,𝑛 × 2 1 − cos
(2𝑛 − −1 𝑛) × 180o + 3 × −1 𝑛∠𝑀

3 ⋅ 2𝑛

面積

∆𝑃(1,𝑛)𝑃(2,𝑛)𝑃(3,𝑛) = ∆𝐴1𝐴2𝐴3 ×
2𝑟2𝑠

𝑎1𝑎2𝑎3
×ෑ

𝑘=1

𝑛−1
2𝑟𝑘

2𝑠

𝑝(1,𝑘)𝑝(2,𝑘)𝑝(3,𝑘)

∠𝑋(𝐴1,𝑛) = ∠𝑃(1,𝑛), ∠𝑋(𝐴2,𝑛) = ∠𝑃(2,𝑛), ∠𝑋(𝐴3,𝑛) = ∠𝑃(3,𝑛)

n層切點三角形

5



四個三角形之

內心皆在其所夾

的圓弧中點上

性質七

四邊形(1/2)

外心四邊形

相似於原四邊形

且面積比為1：4

性質九

垂心四邊形為平行

四邊形且面積為

切點四邊形的兩倍

四個三角形的外接圓

交於一點此點為

原四邊形的內心

性質八

性質十

6



四邊形(2/2)

性質十一

對角圓的兩個交點分別

位於內心及對角線上

性質十二

原四邊形與切點四邊形

邊長延伸線交於八點，

此八點在同一個二次曲線上

利用平行線截等比例線段證明 利用解析幾何或是射影幾何皆可證明 7



n邊形-由三角形、四邊形延伸出的5個性質(1/2)

性質十三 性質十四 性質十五

n個三角形之內心皆在

其所夾的圓弧中點上

n個三角形的外接圓交於一點

此點為原n邊形的內心

外心n邊形相似於原n邊形

且面積比為1：4

8



n邊形-由三角形、四邊形延伸出的5個性質(2/2)

性質十六 性質十七

𝑃𝑘𝐻𝑘 = 𝑟 = 𝑃𝑘−1𝐻𝑘

圓𝑂𝑚、圓𝑂𝑘兩個交點分別

交於內心及 𝐴𝑚𝐴𝑘上，且

𝑛 − 2 ≥ 𝑚 − 𝑘 ≥ 2

9



二、二次曲線圖形的判斷

討論(1/2)

10

一、任兩層三角形的三邊延長線

共交於三點則此三點共線



右圖為𝑛 = 5的情況，可以觀察

到原五邊形和切點五邊形會有

十五個交點，而此十五個交點

會在同一個三次曲線上。

討論(2/2)

三、切點𝑛邊形與原𝑛邊形之邊

長延伸線的交點會在同一

個𝑛 − 2次曲線上

11



一、劉安家，第57屆中小學科學展覽會，國中組數學科

「從三個交於一點的圓形想起──Miquel’s Theorem 之推廣」

二、張霈萱，2016 年臺灣國際科學展覽會優勝作品專輯：

「層出不窮的彩蛋有『心』『跡』—圓內接與外切多邊形及其遞延圖形性質探討」

結論

參考文獻

1.共同性質：

(1)內心位於所夾圓弧中點 (2) 𝑛個外接圓交於內心

(3)外心連線與原圖形相似 (4)垂心到切點的距離都是內切圓半徑

2.部分有的性質：

(1)內心三角形與切點三角形的邊長延伸線交點會三點共線

(2)切點三角形與原三角形的邊長延伸線交點為三點共線，而四邊形則是在同一個二次曲線上

(3)𝑛 ≥ 4時，對角圓交點在內心及對角線上

12
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