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摘要 

為了在放石頭的限制之下，找出(𝑛 × 𝑚)大小的方格圖，可以放幾顆石頭，並找出

通式，本研究由1 × 1的方格圖開始慢慢擴展，求出數據，然後利用數據找出規律並利用

階差數列、牛頓插值定理找出𝑅(𝑛 × 1)、𝑅(𝑛 × 2)、𝑅(𝑛 × 3)、𝑅(𝑛 × 4)的通式，並預測

𝑅(𝑛 × 𝑚)會是𝑛的𝑚次方。再藉由費氏數列、二階非齊次遞迴式的解法等方法找出

𝑅(1 ×𝑚)、𝑅(2 × 𝑚)、𝑅(3 ×𝑚)的通式及𝑅(4 × 𝑚)的遞迴式 。透過整合利用階梯式累

加法用𝑒𝑥𝑐𝑒𝑙表格整理區塊和區塊間的方法數差，始能快速找出第𝑛列的通式，而求出

𝑅(𝑛 × 5)、𝑅(𝑛 × 6)的通式。希望利用這些通式，透過整合推出方格圖大小(𝑛 ×𝑚)的通

式。 

壹、 研究動機 

從小我們就對數學很有興趣，喜歡研究各種數學題型，一次上獨立研究課時，老師

給了一道在科學研習月刊的數學題目，名字叫做「放石頭」：「小志在如圖 1 的表格中玩

放石頭的遊戲，他要在每一直行放一個石頭，且從左側第一行開始放。但是有一個特殊

的規定，就是新放下去的石頭的左上角方向一路延伸都不可以有已經放好的石頭。比如

說，前四行已經放好了石頭，則現在要在第五行放新的石頭，只剩下兩格可以放（打叉

的兩格不能放），如圖 2。」在探究的過程中，誘發了同組同學們的興趣，心動不如馬上

行動，就有了接下來的一連串數學推導的過程。 

 

    圖 1                圖 2 

貳、 研究目的 

一、找出𝑅(𝑛 × 1)、𝑅(𝑛 × 2)、𝑅(𝑛 × 3)、𝑅(𝑛 × 4)、𝑅(𝑛 × 5)、𝑅(𝑛 × 6)的通式。 

二、找出𝑅(1 ×𝑚)、𝑅(2 × 𝑚)、𝑅(3 ×𝑚)、𝑅(4 × 𝑚)的通式。 

三、找出𝑅(𝑛 × 𝑚)的規律。 
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參、 研究設備及器材 

紙、筆、電腦、Excel、Word 

肆、 研究過程或方法 

一、 文獻探討 

我們進入全中小學科學展覽會，找到了相關的兩篇作品，本研究將找到

的作品進行整理，研究分析如下表 1： 

表1：文獻資料 

這兩篇都沒有找到 n m 方格圖的通解，於是朝著這個方向研究，本研究嘗試運用方格

圖窮舉法先找出第 n 列的通式，再運用樹枝狀推導(𝑛 × 𝑚)方格圖的可能數將其轉化成表格，

運用加法原理計數找出第 m 行的通式。最後歸納統整希望找出(𝑛 × 𝑚)方格圖通式的方式。 

二、放石頭的位置規定 

(一) 在(𝑛 × 𝑚)的方格圖中，在每一直行放一顆石頭，且從左側第一行開始放。 

m 行

n
列

       
  圖3       圖4 

屆數 組別 作品名稱 研究方法 研究結果 

59 國中組 放石頭問

題的探討 

一、由 𝑛 × (𝑚 − 1)

方格圖的所有可

能數導 到𝑛 × 𝑚

方格圖的所以可

能數。 

二、聯立方程式。 

三、費式數列。 

一、聯立方程式猜測𝑇(𝑛 × 3)方程

式並證明。 

二 、 找 出 𝑇(3 × 𝑛) = 𝐹𝑛+5 − (𝑛 −

4)。 

三、找出𝑇(4 ×𝑚)的遞迴式。 

59 國小組 動動腦 

FUN 石頭 

一、費式數列。 

二、找出子圖間的遞

迴關係。 

一、求出𝐴𝑚(𝑛)代表𝑚列𝑛行方陣

中，符合「放石頭規定」的放

法數量。 

(一) 𝑚 = 1，𝐴1(𝑛) = 1。 

(二) 𝑚 = 2，𝐴2(𝑛) = 𝑛 + 1。 

(三) 𝑚 = 3，𝐴3(𝑛) = 𝐹𝑛+5 − (𝑛 −  4)。 

(四) 𝑚 = 4，𝐴4(𝑛) = 2𝐴4(𝑛 − 1) − 

                  𝐴4(𝑛 − 4) + 𝐵2(4, 𝑛) + 

                     𝐵2(4, 𝑛 − 2)。 
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(二) 放下去的石頭向右下一格都不可以再放石頭。 

註 為不能放
 

               圖5 

(三) 方格圖位置記號。 

1. 方格圖的列數為𝑛、行數為𝑚，則方格圖的大小記為(𝑛 × 𝑚)。 

2. 方格圖上的位置，第𝑛列、第𝑚行的位置記為𝐶(𝑛,𝑚)。 

3. 圖上位置第𝑛列、第𝑚行有石頭記為𝐶(𝑛,𝑚) = 𝑇，沒石頭記為𝐶(𝑛,𝑚) = 𝐹。 

4. 在放石頭的限制下，考慮所有放石頭的情形，對於(𝑛 × 𝑚)的方格圖，所有

放的方法數記為𝑅(𝑛 × 𝑚)。 

三、尋找規則－(𝑛列的推法) 

(一) 尋找規則－(𝑛 × 1)放石頭方法數的通式 

1. 𝑅(1 × 1) = 1     2. 𝑅(2 × 1) = 1 + 1 = 2  3. 𝑅(3 × 1) = 1 + 1 + 1 = 3 

1種

   

1種 1種

   
1種 1種 1種

 
    圖6     圖7      圖8 

【觀察與發現】統整𝑅(𝑛 × 1)放石頭方法數於表2觀察發現數列〈𝑎𝑛〉：

1、2、3⋯⋯ 

表2：𝑅(𝑛 × 1)放石頭的方法數 

方格圖 𝑅(1 × 1) 𝑅(2 × 1) 𝑅(3 × 1) 

可放石頭數量 1 2 3 

【通式推導】由觀察可發現，𝑅(𝑛 × 1) = 𝑛 

【證明】因為放石頭的規則規定，在圖形上的任何一列都必須要放一個石

頭，也只能放一個，所以當方格圖只有一列，那一列有幾格就可以有幾種

擺放可能，由以上推論以及數據證明，推出𝑅(𝑛 × 1) = 𝑛。 
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(二) 尋找規則－(𝑛 × 2)放石頭的方法數的通式 

1. 𝑅(1 × 2) = 1                 2.  𝑅(2 × 2) = 1 + 2 = 3 

1種

T

     
1種

F

T

2種

T

T

 
   圖9       圖10 

3. 𝑅(3 × 2) = 2 + 2 + 3 = 7      4.  𝑅(4 × 2) = 3 + 3 + 3 + 4 = 13 

F

T

2種

T

T

T F

T

T

T

2種 3種
   

F

T

T

T

T F

T

T

T

3種

T T F

T

T

T

T

3種 3種 4種
 

    圖11        圖12 

【觀察與發現】統整𝑅(𝑛 × 2)放石頭方法數於表3觀察發現數列〈𝑎𝑛〉：

1、3、7、13⋯⋯ 

表3：𝑅(𝑛 × 2)放石頭的方法數 

(𝑛 × 2)方格圖 𝑅(1 × 2) 𝑅(2 × 2) 𝑅(3 × 2) 𝑅(4 × 2) 

可放石頭方法數 1 3 7 13 

【通式推導】根據觀察發現數列〈𝑎𝑛〉= 1、3、7、13…，本研究利用階差

數列找出𝑅(𝑛 × 2)的通式。 

𝑅(1 × 2) = 1             階差數列 

𝑅(2 × 2) = 3 

𝑅(3 × 2) = 7 

𝑅(4 × 2) = 13 

                                    𝑎𝑛 = 𝑎1 + (𝑏1 + 𝑏2 +⋯+ 𝑏𝑛−1) 

                                          = 𝑎1 +∑𝑏𝑘

𝑛−1

𝑘=1

= 1 +∑2𝑘

𝑛−1

𝑘=1

= 1 + 2 ×
𝑛 × (𝑛 − 1)

2
 

                                          = 𝑛2 − 𝑛 + 1 

【預測】：利用階差數列得知，𝑅(𝑛 × 2) = 𝑛2 − 𝑛 + 1，因此本研究猜想

定理一、𝑛 ∈ 𝑁，𝑅(𝑛 × 1) = 𝑛 

1 3

2 4

7

6

13

b  = 2nn
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𝑅(𝑛 × 2) = 𝑛2 − 𝑛 + 1，為了確保此通式正確性，本研究加以證明。 

F

T

n-1種

T

T

n列
T

T

n-1種

F

T

n列
T

T

n-1種F

T
n列

T

T

n種

T

T

n列

 
   圖13    圖14    圖15   圖16 

由(1 × 2)的圖形到(4 × 2)的圖形推演至(𝑛 × 2)，如果第一行的石頭放

在第一列𝐶(1,1)，則在第二行共有(𝑛 − 1)個位置能夠放石頭(如圖13)；如果

第一行的石頭放在第二列𝐶(1,2)，則在第二行共有(𝑛 − 1)個位置可放石頭

(如圖14)；如果第一行的石頭放在(𝑛 − 1)列，則第二行共有(𝑛 − 1)個位置

放石頭(如圖15) ；如果第一行的石頭放在最後一列，則在第二行共有𝑛個

位置能夠放石頭(如圖16)。由以上可得𝑅(𝑛 × 2)的通式為𝑅(𝑛 × 2) = (𝑛 −

1)(𝑛 − 1) + 𝑛化簡後得𝑅(𝑛 × 2) = 𝑛2 − 𝑛 + 1。 

 

(三) 尋找規則－(𝑛 × 3)放石頭方法數的通式 

1. 𝑅(1 × 3) = 1            2. 𝑅(2 × 3) = 1 + 1 + 2 = 4 

T

1種
F

T

1種
F

T

1種
T

T

2種  
  圖17       圖18 

3. 𝑅(3 × 3) = 1 + 2 + 2 + 2 + 2 + 2 + 3 = 14 

F

T

F

1種

T

T

F

2種

F

T

T

2種

T

T

F

2種

F

T

T

2種

T

T

F

2種

T

T

T

3種  
         圖19 

4. 𝑅(4 × 3) = 2 + 2 + 3 + 2 + 2 + 3 + 3 + 3 + 3 + 3 + 3 + 3 + 4 = 36  

定理二、𝑛 ∈ 𝑁，𝑅(𝑛 × 2) = 𝑛2 − 𝑛 + 1 
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F
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F

T

T
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F

T

T

T

3種
F

F

T

T

3種
T

T

T

F

3種
T

T

T

T

3種
F

F
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3種
T

T

T

F

3種
T
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T

T

3種
F

T

T

T

4種
T

 
         圖20 

5. 𝑅(5 × 3) = 76(詳見數學紀錄簿中) 

【觀察與發現】統整𝑅(𝑛 × 3)放石頭方法數於表 4，經證明𝑅(𝑛 × 1) = 𝑛，

𝑅(𝑛 × 2)  = 𝑛2 − 𝑛 + 1推測𝑅(𝑛 × 3)等於𝑛的 3 次多項式，利用牛頓插值定

理推算通式。      

表 4：𝑅(𝑛 × 3)放石頭的方法數 

(𝑛 × 3)方格圖 𝑅(1 × 3) 𝑅(2 × 3) 𝑅(3 × 3) 𝑅(4 × 3) 𝑅(5 × 3) 

可放石頭方法數 1 4 14 36 76 

【通式推導】利用牛頓插值定理得出𝑅(𝑛 × 3)的通式 

𝑛 2               3                4               5 

𝑓(𝑛) 4                                 14                                 36                                 76 

 14 − 4

3 − 2
= 10            

36 − 14

4 − 3
= 22             

76 − 36

5 − 4
= 40 

22 − 10

4 − 2
=
12

2
= 6             

40 − 22

5 − 3
=
18

2
= 9 

9 − 6

5 − 2
= 1 

4 + 10(𝑛 − 2) + 6(𝑛 − 2)(𝑛 − 3) + (𝑛 − 2)(𝑛 − 3)(𝑛 − 4) 

= 4 + 10𝑛 − 20 + (𝑛2 − 5𝑛 + 6) + (𝑛2 − 5𝑛 + 6)(𝑛 − 4) 

= 4 + 10𝑛 − 20 + 6𝑛2 − 30𝑛 + 36 + 𝑛3 − 4𝑛2 − 5𝑛2 + 20𝑛 + 6𝑛 − 24 

= 𝑛3 − 3𝑛2 + 6𝑛 − 4  (註：𝑛 ≥ 2) 

由牛頓插值定理得出𝑅(𝑛 × 3) = 𝑛3 − 3𝑛2 + 6𝑛 − 4 

【證明】在(𝑛 × 3)的方格圖中，以1 × 3的圖形到4 × 3圖形推演至(𝑛 × 3)，將石頭放

在𝐶(1,1)，第二行的石頭放在除了𝐶(2,2)之外都有(𝑛 − 2)種可能(圖21)，而放在𝐶(𝑛, 2)
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有(𝑛 − 2) + 1種可能(圖22)(𝐶(2,2) = 𝐹(𝑛 − 1)(圖23))，所以得出如果第一行的石頭放

在𝐶(1,1)，方法數共有(𝑛 − 1)(𝑛 − 2) + 1種。而如果第一行的石頭放在𝐶(2,1)也是一

樣的情況(𝑛 − 1)(𝑛 − 2) + 1。到了第一列的石頭放在(𝑛 − 1,1)，第二行的石頭放在除

了𝐶(𝑛, 1)時，方法數都是(𝑛 − 1)種(圖24)，而𝐶(𝑛, 2)不能放(𝑛 − 1)(圖25)，所以第一

行的石頭如果放在𝐶(𝑛 − 1,1)，方法數總共有(𝑛 − 1)2種可能。到了第一行的石頭放在

𝐶(𝑛, 1)，在第二行中，第一列到第𝑛列都可以放石頭(圖26)，而當第二行的石頭放在

𝐶(1,2)到𝐶(𝑛 − 1,2)，都可以有(𝑛 − 1)種可能可以放(圖27)，而第二行的石頭放在

𝐶(𝑛, 2)，第三行時就有(𝑛)種排法，所以在第一行的石頭如果放在𝐶(𝑛, 1)，方法數共有

𝑛(𝑛 − 1) + 1種可能。以上的推論得知，𝑅(𝑛 × 3) = 1 + 𝑛(𝑛 − 1) + (𝑛 − 1)2 + [(𝑛 −

1)(𝑛 − 2) + 1](𝑛 − 2)化簡後得𝑛3 − 3𝑛2 + 6𝑛 − 4，(通式在𝑛＞1時才成立，因為在推

導通式時，過程中並沒有用到𝑅(1 × 3))。 

F

T

n-2種

F

T

n
列

T

T

T

F

T

n
列

T

n
列

F

T

n-1種

T

T

n
列

T

 
   圖21   圖22    圖23   圖24 

n
列

(n-1)

n
列

n

F

T

n-1種

T

T

n
列

T

 
   圖25   圖26    圖27 

 

(四) 尋找規則－(𝑛 × 4)放石頭方法數的通式 

1. 𝑅(1 × 4) = 1     2. 𝑅(2 × 4) = 1 + 1 + 1 + 2 = 5 

定理三、𝑛 ∈ 𝑁，𝑅(𝑛 × 3) = 𝑛3 − 3𝑛2 + 6𝑛 − 4 (𝑛 ≥ 2)，但𝑅(1 × 3) = 1 
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T
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F

T

1種
F
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1種
T

T

2種
F

T

1種  
   圖28         圖29 

3. 𝑅(3 × 4) = 1 + 2 + 2 + 1 + 2 + 2 + 2 + 1 + 2 + 2 + 2 + 2 + 2 + 3 = 26 
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3種  
      圖30 

4. 𝑅(4 × 4) = 1 + 2 + 2 + 2 + 2 + 2 + 3 + 2 + 2 + 2 + 2 + 3 + 3 + 3 + 2 +

2 + 3 + 2 + 2 + 3 + 3 + 3 + 3 + 2 + 2 + 3 + 2 + 2 + 3 + 3 + 3 + 3 + 3 +

3 + 3 + 4 = 90 
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           圖31 

【觀察與發現】統整𝑅(𝑛 × 4)放石頭方法數於表5、表6，經證明𝑅(𝑛 × 1) =
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𝑛，𝑅(𝑛 × 2)  = 𝑛2 − 𝑛 + 1，𝑅(𝑛 × 3) = 𝑛3 − 3𝑛2 + 6𝑛 − 4推測𝑅(𝑛 × 4)等

於𝑛的4次多項式，利用牛頓插值定理推算通式。 

表5：𝑅(𝑛 × 4)放石頭的方法數-1 

(𝑛 × 4)方格圖 𝑅(1 × 4) 𝑅(2 × 4) 𝑅(3 × 4) 𝑅(4 × 4) 

可放石頭方法數 1 5 26 90 

表6：𝑅(𝑛 × 4)放石頭的方法數-2 

在推導𝑅(𝑛 × 3)的通式時發現，推導時無法使用𝑛 = 1的數據，而本研究在

推導𝑅(𝑛 × 4)的通式時也發現，𝑛 = 1、𝑛 = 2的數據也是無法使用的。(詳

見數學紀錄簿) 

【通式推導】利用牛頓插值定理得出𝑅(𝑛 × 4)的通式 

𝑛 3            4            5            6            7 

𝑓(𝑛) 26                        90                         246                    566                     1146 

    
90 − 26

4 − 3
= 64         

246 − 90

5 − 4
= 156      

566 − 246

6 − 5
= 320    

1146 − 566

7 − 6
= 580 

156 − 64

5 − 3
= 46           

320 − 156

6 − 4
= 82        

580 − 320

7 − 5
= 130 

82 − 46

6 − 3
= 12        

130 − 82

7 − 4
= 16 

16 − 12

7 − 3
= 1 

 

26 + 64(𝑛−3) + 46(𝑛− 3) + (𝑛−4) + 12(𝑛 −3)(𝑛−4)(𝑛−5) + (𝑛 −3)(𝑛−4)(𝑛−5)(𝑛− 6) 

= 26 + 64𝑛 − 192 + 46(𝑛2−7𝑛+12) + 12(𝑛2−7𝑛+12)(𝑛−5) + (𝑛2−9𝑛 + 18)(𝑛2 − 9𝑛 + 20) 

= −166 + 64𝑛 + 46𝑛2 − 322𝑛 + 552 + 12(𝑛3 − 7𝑛2 + 12𝑛 − 5𝑛2 + 35𝑛 − 60) + (𝑛2−9𝑛)2 + 38(𝑛2−9𝑛) + 360 

= −166 + 64𝑛+ 46𝑛2−322𝑛 + 552 + 12𝑛3 − 84𝑛2 + 144𝑛 − 60𝑛2 + 420𝑛 − 720 + 𝑛4 − 18𝑛3 + 81𝑛2 + 38𝑛2 − 342𝑛 + 360 

= 𝑛4 + (12n3-18n3) + (46n2-84n2-60n2+81n2+38n2) + (64n-322n+144n+420n-342n) + (-166+552-720+360) 

= 𝑛4 − 6𝑛3 + 21𝑛2 − 36𝑛 + 26 

(𝑛 × 4)方格圖 𝑅(5 × 4) 𝑅(6 × 4) 𝑅(7 × 4) 𝑅(8 × 4) 

可放石頭方法數 246 560 1146 2106 
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四、𝑚行推法解釋 

(一) 符號定義 

𝑛：直排格數 

𝑚：橫排格數 

𝑛 ×𝑚：在𝑛 × 𝑚範圍內擺石頭的方法數 

𝑛(1) × 𝑚：每行有𝑛格，第1行由上往下數第1格開

始到第𝑚行範圍內的放石頭方法 

 

𝑛(𝑛) × 𝑚：每行有𝑛格，第1行由上往下數第𝑛格開

始到第𝑚行範圍內的放石頭方法 

    圖32 

第1格開始到第𝑚行範圍 ~ 第𝑛格開始到第𝑚行範圍 

n

m

n

m

 
圖33      圖34 

(二) 推法解說 

利用表格方式，找到一個規律，如要求𝑛 ×𝑚，可將其分為𝑛層，第1層是從

第一列第一個延伸出的擺法設為𝑛(1)，第2層是從第一列第二個延伸出的擺

法設為𝑛(2)等，以此類推，可製作出一個表格，若想知道𝑛 × 𝑚便將第𝑚行

的𝑛(1)~𝑛(𝑛)加起來就行。例(2 × 3) = 1 + 3 = 4 

定理四、𝑛 ∈ 𝑁，𝑅(𝑛 × 4) = 𝑛4 − 6𝑛3 + 21𝑛2 − 36𝑛 + 26 (𝑛 ≥ 3)， 

但𝑅(1 × 4) = 1，𝑅(2 × 4) = 5 

推測： 

1. 𝑛 ∈ 𝑁，𝑅(𝑛 × 5)為𝑛的五次多項式。 

2. 𝑛 ∈ 𝑁，𝑅(𝑛 ×𝑚)，𝑚必為𝑛的𝑚次多項式。 

n

m
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表7 
 

1(1) 2(1) 2(2) 

第 1 行 1 1 1 

第 2 行 1 1 2 

第 3 行 1 1 3 

第 4 行 1 1 4 

第 5 行 1 1 5 

第 6 行 1 1 6 

要使用這個方式，首先要完成表格，本研究使用的推法是將各層編號，第

一層為1，第二層2，並以顏色區分，以2×4為例，如表8： 

         表8 

1 1 1 1

2 2 2 2  

接著將各層單獨拿出來畫圖： 

2(1) 

 
圖35 

2(2) 

 
圖36 

從這裡發現一個規律，將數字代號帶入圖片中。 

2(1) 

1 11 1 11 1 1 11

 
圖37 

2(2) 

2

1

2

1 1

2

1 1 1

22 2 2  
圖38 

可發現「前一列𝑎的位置有放石頭時其包含的下一列𝑎 + 1的位置不能放石

頭」 

五、尋找規則－(𝑚行的推法) 

(一) (1 × 𝑚)放石頭方法數的通式 

1(1) 

1 1 1 1 1 1 

         圖39 
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【觀察與發現】將各格代表的數字編號填上去，由於1只有1層，不會有不

合的地方出現。      表9 

m 1 2 3 4 5 6 

1(1) 1 1 1 1 1 1 

1 1 1 1 1 1 1 

【通式推導與證明】  表10(1 × 𝑚)放石頭的方法數 

m 

1 
1 2 3 4 5 6 …… m 

1(1) 1 1 1 1 1 1 1 1 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 

由表10可得出1 × 𝑚規律：𝑅(1 × 𝑚) = 1 

 

(二) (2 × 𝑚)放石頭方法數的通式 

2(1)                     2(2) 

 

1

(1種)

1

(1種)

1

(1種)

1

(1種)

1

(1種)

1

(1種)

2

2

2

2

2

2

(1種)

1

(1種)

1

(1種)

1

(1種)

1

(1種)

1(1種)

2

2

2

2

2

(1種)

1

(1種)

1

(1種)

1

(1種)

1(1種)

2

2

2

2

(1種)

1

(1種)

1

(1種)

1(1種)

2

2

2

(1種)

1

(1種)

1(1種)

2

2

(1種)

1(1種)

2(1種)

1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6

1 2 3 4 5 6

2(1) 1 1 1 1 1 1

m
2

2(2) 1 2 3 4 5 6

2 2 3 4 5 6 7  
             圖41 

【觀察與發現】 

首先將第一列第一個編號1，其後接的兩格為兩種可能的擺法編號1、

2，第2種可能性因規則原因無法成立故以2標示，且2後的擺法也皆無法成

立故空白。 

以此類推，黑色數字後方格子填上可能的擺法編號且依規則將不可能

的擺法編號標以紅色並劃掉，在被劃掉的數字後全以空白表示。將各列未

定理五、𝑚 ∈ 𝑁，𝑅(1 × 𝑚) = 1 

圖 40 

表 11 𝑅(2 × 𝑚)放石頭的方法數 
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被劃掉的數字個數計算出。可得： 

2(1)規律為：       表12 

m 1 2 3 4 5 6 

2(1) 1 1 1 1 1 1 

2(2)規律為：       表13 

m 1 2 3 4 5 6 

2(2) 1 2 3 4 5 6 

【通式推導】 

(2 × 𝑚) 

𝑅(2 × 1) = 2(1) × 1 + 2(2) × 1 = 1 + 1 = 2 

𝑅(2 × 2) = 2(1) × 2 + 2(2) × 2 = 1 + 2 = 3 

𝑅(2 × 3) = 2(1) × 3 + 2(2) × 3 = 1 + 3 = 4 

 
𝑅(2 ×𝑚) = 2(1) × 𝑚 + 2(2) × 𝑚 = 1 +𝑚 = 1 +𝑚 

【證明】 

2(1) 

由第一行第1格出發，其後接的兩格1、2，1可以放石頭，2不行，接著不斷

重複，1後必定為1、2，2必定不可放。由此得知：「1的後面接1、2，2不可

放石頭」為2(1)的循環。因此可知道，不管𝑚為何，其擺法皆只有一種。 

           

1

(1種)

1

(1種)

1

(1種)

1

(1種)

1

(1種)

1

(1種)

2

2

2

2

2

1 2 3 4 5 6  m

 m

2

(1種)

1

(1種)

1

(1種)

1

(1種)

1

(1種)

1(1種)

2

2

2

2

2

(1種)

1

(1種)

1

(1種)

1

(1種)

1(1種)

2

2

2

2

(1種)

1

(1種)

1

(1種)

1(1種)

2

2

2

(1種)

1

(1種)

1(1種)

2

2

(1種)

1(1種)

2(1種)

1 2 3 4 5 6  m

 m

 
       圖42 2(1)                      圖43 2(2) 
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2(2) 

由第一行的第2格延伸排法，2後1、2，1後再接1、2，2不可放，可找出規

律「1的後面接1、2，2不可放石頭」2後則再次接1、2……不斷重複2(2)的

表格必為「2的後面必接1，2，1、2皆可放石頭」且「1的後面接1、2，2不

可放石頭」因此可得知，2(2)的排法為前1行的排法數+1(每一行只有一個2，

其餘都是1，2後有1、2，所以+1，其餘1後只有1，因此2(2)為前1行的排法

數+1)恰好等於𝑚之值，所以𝑅(2 × 𝑚) = 2(1) + 2(2) = 1 +𝑚。 

 

(三) (3 × 𝑚)放石頭方法數的通式 

前面的規則: 「前一列有𝑎時其包含的下一列𝑎 + 1的位置不能放石頭」其實

並不完整，本研究將剛剛發現的規則統整，歸納出以下規則： 前一列𝑎位

置有放石頭時，其包含的下一列𝑎 + 1位置不可放石頭，其包含的下下列𝑎 +

2位置亦不可放石頭……，以此類推。 

【觀察與發現】 

統計3(1)的資訊，得表格如下：    表14 

m 1 2 3 4 5 6 

3(1) 1 2 3 5 8 13 

觀察規律： 

發現3(1)具有費氏數列規則：1、2、3、5、8、13……，黃色部分為兩個數

列相同部分，推斷出一個可能：將3(1)的數列設為𝐴1～𝐴𝑚 

𝐴1 = 𝐹1、𝐴2 = 𝐹2、𝐴3 = 𝐹3、𝐴4 = 𝐹4、𝐴5 = 𝐹5、……以此類推。 

3(1)的規律：3(1) × 𝑚 = 𝐹𝑚  

統計3(2)的資訊，得表格如下：   表15 

m 1 2 3 4 5 6 

3(2) 1 2 4 7 12 20 

可推出3(2)規律為：前兩項為1、2，接下來每一項皆為其「前2項加總+1的

數值」。 

定理六、𝑚 ∈ 𝑁，𝑅(2 × 𝑚) = 1 +𝑚 
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         3(1)                 3(2)                          3(3) 

1

(1種)

1

(1種)

1

(1種)

1

(1種)

1(1種)

2

3

2

3

2

3

2

3

2

1

(1種)

1

(1種)

1(1種)

2

3

2

3

2

1

(1種)

1(1種)

2

3(1種)

1(1種)

2(1種)

3

1

(1種)

2

(1種)

3

3

(1種)

1

(1種)

1(1種)

2

3

1

(1種)

2

3

(1種)

1(1種)

2(1種)

3

1

(1種)

2

(1種)

3

(1種)

1(1種)

2

3(1種)

1(1種)

2(1種)

3

3

3

3

1

(1種)

2

(1種)

2

(1種)

1 2 3 4 5 6

1

(1種)

1

(1種)

1

(1種)

1

(1種)

1(1種)

2

3

2

3

2

3

2

3

2

(1種)

1

(1種)

1(1種)

2

3

2

3

1(1種)

2

3(1種)

1(1種)

2(1種)

3

1

(1種)

2

(1種)

3

(1種)

1(1種)

2(1種)

3

3

(1種)

1

(1種)

2

(1種)

1

(1種)

1(1種)

2

3

2

3

1

(1種)

2

1(1種)

2

3(1種)

1

(1種)

1(1種)

2(1種)

3

2

(1種)

3

3

(1種)

1

(1種)

3

1

(1種)

1(1種)

2

3

2

3

1(1種)

2

3(1種)

1(1種)

2(1種)

3

1

(1種)

2

(1種)

1(1種)

2(1種)

3

3

(1種)

1

(1種)

2

(1種)

2

(1種)

3

3

2

(1種)

1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6

1

(1種)

1(1種)

2

3

2

1(1種)
1

(1種)

1(1種)

2(1種)

3

3

(1種)

1

(1種)

3

(1種)

1

(1種)

2

(1種)

3

2

1

(1種)

1(1種)

2

3

2
1

(1種)

1

(1種)

1(1種)

2

3(1種)
2

(1種)
1(1種)

2(1種)

3

2

(1種)

3

3

1(1種)

2(1種)

3

3

(1種)

1

(1種)

1(1種)

2

3

2
1

(1種)

3

(1種)

1

(1種)

1(1種)

2

3(1種)
2

(1種)

3

1(1種)

2(1種)

3

2

(1種)

3

(1種)

2

3

2

3

2

3

1

(1種)

1(1種)

2

3(1種)

1(1種)

2(1種)

3

2

(1種)

3

1

(1種)

2

3(1種)

1

(1種)

3

3

2

(1種)

1

(1種)

1

(1種)

1(1種)

2

3

2

1

(1種)

3

2

1

(1種)

1(1種)

2

3(1種)
3

(1種)

3

1(1種)

2(1種)

3

2

(1種)

1(1種)

2(1種)

3

3

(1種)

1

(1種)

1(1種)

2

3

2
1

(1種)

1

(1種)

1(1種)

2

3(1種)
2

(1種)

3

1(1種)

2(1種)

3

2

(1種)

3

1

(1種)

2

(1種)

1(1種)

2(1種)

3

3

(1種)

1

(1種)

1(1種)
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2
1

(1種)

3

(1種)

1(1種)
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3(1種)

1

(1種)
2
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1(1種)
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3(1種)

2

(1種)

3

1(1種)

2

3(1種)

1

(1種)

1(1種)

2(1種)

3

2

(1種)

1(1種)

2(1種)
3

(1種)
3(1種)

3

(1種)

3

(1種)

 
       圖44                 圖45                           圖46 

ex： 

3(2) × 3 = 1 + 2 + 1 = 4；3(2) × 5 = 4 + 7 + 1 = 12【除第1、2項外】 

3(2) × 𝑚 = 3(2) × (𝑚 − 1) + 3(2) × (𝑚 − 2) + 1 

統計3(3)的資訊，得表格如下：    表16 

m 1 2 3 4 5 6 

3(3) 1 3 7 14 26 46 
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觀察上表，找到3(3)的規律為： 

3(3) × 𝑚 = 3(3) × (𝑚 − 1) + 3(3) × (𝑚 − 2) + 𝑚【3(3) × 1、3(3) × 2例外】 

將3(1)～3(3)資料統計，將3(1) × 𝑚～3(3) × 𝑚加總得出3 × 𝑚之數列 

      表17(3 × 𝑚)放石頭方法數 

m 1 2 3 4 5 6 

3(1) 1 2 3 5 8 13 

3(2) 1 2 4 7 12 20 

3(3) 1 3 7 14 26 46 

3 3 7 14 26 46 79 

觀察表17，發現可推斷3(3) × 𝑚 = 3 × (𝑚 − 1) 

為了保險，本研究往回檢查推數值的過程，發現 

將3(1)、3(2)、3(3)各擷取一部份並縮小，可拼湊出3(3)的一部分 

3(1)        3(2)     3(3) 

1

2

3

1

1

2

3

2

1

2

3

3

 

   圖47    圖48    圖49 

圈起來的部分恰好是上面三個表格組成的部分 

3 × 𝑚 = 3(1) × 𝑚 + 3(2) × 𝑚 + 3(3) × 𝑚 

從3(3) × 𝑚的第2列開始，剛好對應的是3 × 𝑚的第1列，符合之前推斷的 

3(3) × 𝑚 = 3 × (𝑚 − 1) 

【通式推導】 

根據費式數列的線性疊合，得到的通式為 1 11 5 1 5
( ) ( )

2 2

m m

ma p q− −+ −
= +  

                3(1)通式 

3(1)：1，2，3，5，8，13⋯⋯  起始條件 1 1a = ， 2 2a = 代入通式 

0 01 5 1 5
1 ( ) ( )            (1)

2 2
p q p q

+ −
= + = +  

1 11 5 1 5
2 ( ) ( ) 5

2 2 2 2

p q p q
p q

+ − + −
= + = + …………………….….….(2) 

1

2

3

1

1

2

3

2

1

2

3

3

3

圖 50 
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(1)式代(2)式，再化簡為
3 5

5
p q− =  …………………………………(3) 

解聯立(1)、(3)式，可得
5 3 5

10
p

+
= ，

5 3 5

10
q

−
=  

𝑎𝑚 = (
5 + 3√5

10
)(
1 + √5

2
)𝑚−1 + (

5 − 3√5

10
)(
1 − √5

2
)𝑚−1 

                3(2)通式 

3(2)：1，2，4，7，12，20⋯⋯ 

2 1( 1) ( 1) ( 1)m m ma a a+ ++ = + + +  

2，3，5，8，13，21 

用語3(1)同樣方法得到：
5 2 5

5
p

−
= ，

5 2 5

5
q

+
=  

1 15 2 5 1 5 5 2 5 1 5
( )( ) ( )( ) 1

5 2 5 2

m m

ma − −− + + −
= + −  

3(3)規律(依下表18) 

3(3)：1，3，7，14，26⋯⋯ 

3(1) + 3(2) + 3(3)的第一項等於3(3)的第二項：1 + 1 + 1 = 3 

3(1) + 3(2) + 3(3)的第二項等於3(3)的第三項：2 + 2 + 3 = 7 

可得3(3) × 𝑚 = 3(1) × (𝑚 − 1) +  3(2) × (𝑚 − 1) +  3(3) × (𝑚 − 1) 

                              表18 

m 1 2 3 4 5 6 

3(1) 1 2 3 5 8 13 

3(2) 1 2 4 7 12 20 

3(3) 1 3 7 14 26 46 

3 3 7 14 26 46 79 

               3 ×𝑚的通式 

求解𝐹𝑚 = 𝐹𝑚−1 + 𝐹𝑚−2 +𝑚 + 1,邊界條件𝐹1 = 3, 𝐹2 = 7 

𝐹𝑚 = 𝐹𝑚−1 + 𝐹𝑚−2 +𝑚 + 1 

令特解𝐹𝑚
(𝑝) = 𝐴𝑚 + 𝐵 則可得 

𝐴𝑚 + 𝐵 = 𝐴(𝑚 − 1) + 𝐵 + 𝐴(𝑚 − 2) + 𝐵 +𝑚 + 1 

上式化簡為𝐴𝑚 + 𝐵 = 𝐴𝑚 − 𝐴 + 𝐵 + 𝐴𝑚 − 2𝐴 + 𝐵 +𝑚 + 1 
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−𝐴𝑚 + 3𝐴 − 𝐵 = 𝑚 + 1 

∵ −𝐴𝑚 = 𝑚   ∴ 𝐴 = −1 

   3𝐴 − 𝐵 = 1 

將𝐴 = −1代入3𝐴 − 𝐵 = 1     ∴ 𝐵 = −4 

利利用特徵方程式 𝑟2 − 𝑟 − 1 = 0 

𝑟 =
1 ± √5

2
 

可得 𝑟1 =
1 + √5

2
；𝑟2 =

1 − √5

2
 

綜合𝐹𝑚
(𝑝)和𝐹𝑚

(ℎ)得到 

𝐹𝑚 = 𝐹𝑚
(𝑝) + 𝐹𝑚

(ℎ) = 𝐶1(
1 + √5

2
)𝑚 + 𝐶2(

1 − √5

2
)𝑚 −𝑚 − 4 

𝐹1 = 3, 𝐹2 = 7 

𝐹𝑚 = 𝐶1(
1 + √5

2
)𝑚 + 𝐶2(

1 − √5

2
)𝑚 −𝑚 − 4 

{
 
 

 
 
8 =

1

2
(𝐶1 + 𝐶2) +

√5

2
(𝐶1 − 𝐶2)....(1)

13 =
3

2
(𝐶1 + 𝐶2) +

√5

2
(𝐶1 − 𝐶2). . . . (2)

 

(2) − (1)； 5 = 𝐶1 + 𝐶2；𝐶1 = 5 − 𝐶2. . . . (3) 

利用代入消去法將𝐶1代入(1)式 

8 =
1

2
(5 − 𝐶2 + 𝐶2) +

√5

2
(5 − 𝐶2 − 𝐶2) =

5

2
+
5√5

2
− √5𝐶2 

11

2
−
5√5

2
= −√5𝐶2 

𝐶2 =
5

2
−
11√5

10
 

𝐶1 = 5 − 𝐶2 = 5 − (
5

2
−
11√5

10
) =

10

2
−
5

2
+
11√5

10
=
5

2
+
11√5

10
 

𝐹𝑚 = (
5

2
+
11√5

10
)(
1 + √5

2
)𝑚 + (

5

2
−
11√5

10
)(
1 − √5

2
)𝑚 −𝑚 − 4 
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【證明】 

3(1) (圖51) 

將各行、各數字以顏色區分，1後可接1、3(2不可接)，1後便都只可接

1，3後可接1、2(3不可接)，1後可接1、3(2不可接)，且其後數字、排序、表

格結構皆與1後相同(顏色不同)，2後可接1、2(3不可接)，1後可接1、3(2不

可接)，且其後數字、排序、表格結構皆與1後相同(顏色不同)，2後可接1、

2(3不可接)，且其後數字、排序、表格結構皆與2後相同(顏色不同)，依上

述可會繪製出3(1)的循環圖(圖52)： 

依圖52可知每當經過1、2、3時便會多一分枝(擺放方式)且3延伸的數=2

延伸的數，可將圖更改為圖53，並可依此再推算出圖54，圖中可知因為從

第3層開始，組成的方塊為前兩層的方塊，且1後必為1；3後必為3、1；1後

必為1、3。所以除第1、2層以外，每層都為其前2層所組成，因此3(1) × 𝑚 =

3(1) × (𝑚 − 1) +  3(1) × (𝑚 − 2)也等於3(1) × 𝑚 = 𝐹𝑚+1 

3(2)(請參照圖55) 

將各行、各數字以顏色區分，2後可接1、2(3不可接)。其後數字、排序、

表格結構皆與3(1)的2後相同(顏色不同)，可將3(2)視為是從3(1)的2開始，規

律與其相同，可將3(2)的規律畫成圖56，可將3替換成2便可推算出圖57。 

依圖可知，若將最左邊的白框1省略，剩下的便會是由其前兩層綜合而

成，因此3(2)的公式為前兩層加總再加1(白框1)也就是： 

3(2) × 𝑚 = 3(2) × (𝑚 − 1) +  3(2) × (𝑚 − 2) + 1 

3(3)  

3(3) × 𝑚就是由圖58圈起來的部份：由3(1) × 2、3(2) × 2、3(3) × 2組成。 

因此3(3)公式為： 

3(3) × 𝑚 = 3 × (𝑚 − 1) 

= 3(1) × (𝑚 − 1) +  3(2) × (𝑚 − 1) +  3(3) × (𝑚 − 1)  
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1

(1種)

1

(1種)

1

(1種)

1

(1種)

1(1種)

2

3

2

3

2

3

2

3

2

1

(1種)

1

(1種)

1(1種)

2

3

2

3

2

1

(1種)

1(1種)

2

3(1種)

1(1種)

2(1種)

3

1

(1種)

2

(1種)

3

3

(1種)

1

(1種)

1(1種)

2

3

1

(1種)

2

3

(1種)

1(1種)

2(1種)

3

1

(1種)

2

(1種)

3

(1種)

1(1種)

2

3(1種)

1(1種)

2(1種)

3

3

3

3

1

(1種)

2

(1種)

2

(1種)

1 2 3 4 5 6  m

 m

1

3

2

1

1

1

3

1

1

1

1 3

13

3 1 1 3

1

1

(1種)

1

(1種)

1

(1種)

1

(1種)

1(1種)

2

3

2

3

2

3

2

3

2

(1種)

1

(1種)

1(1種)

2

3

2

3

1(1種)

2

3(1種)

1(1種)

2(1種)

3

1

(1種)

2

(1種)

3

(1種)

1(1種)

2(1種)

3

3

(1種)

1

(1種)

2

(1種)

1

(1種)

1(1種)

2

3

2

3

1

(1種)

2

1(1種)

2

3(1種)

1

(1種)

1(1種)

2(1種)

3

2

(1種)

3

3

(1種)

1

(1種)

3

1

(1種)

1(1種)

2

3

2

3

1(1種)

2

3(1種)

1(1種)

2(1種)

3

1

(1種)

2

(1種)

1(1種)

2(1種)

3

3

(1種)

1

(1種)

2

(1種)

2

(1種)

3

3

2

(1種)

1 2 3 4 5 6  m

 m

1

31

2

2

2

1

1 2

1

1

1

2

2 1

2

2 1

圖51

圖52

圖53

圖54

圖55

圖56 圖57

 

定理七、𝑚 ∈ 𝑁，𝑅(3 × 𝑚) = (
5

2
+
11√5

10
) (

1+√5

2
)
𝑚

+ (
5

2
−
11√5

10
) (

1−√5

2
)
𝑚

−𝑚 − 4   
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1

2

3

1

1

2

3

2

1

2

3

3

3

圖58  

(四) (4 × 𝑚)放石頭的方法數 

(方法數推算詳於數學紀錄本)      

表19(4 × 𝑚)放石頭的方法數 

m 1 2 3 4 5 6 

4(1)=𝑎𝑚 1 3 7 14 30 62 

4(2)=𝑏𝑚 1 3 7 17 38 82 

4(3)=𝑐𝑚 1 3 9 23 54 122 

4(4)=𝑑𝑚 1 4 13 36 90 212 

4 4 13 36 90 212 478 

(4 × 𝑚)的遞迴式 

1 1 2 2 3

2 1 1

1 1 1

1 1 1 1

( ) ( 1)m m m m m m

m m m m

m m m m

m m m m m

a b b c b c

b a a b

c a b c

d a b c d

− − − − −

− − −

− − −

− − − −

= + − + − +


= + +


= + +
 = + + +

  

4

3

2

2

m

m

m

m









   

發現遞迴式𝑏𝑚 = 𝑎𝑚−2 + 𝑎𝑚−1 + 𝑏𝑚−1   (𝑚 ≧ 3)  亦適用在(𝑛 × 𝑚 )上的

𝑛(𝑛 − 2) × 𝑚 

六、𝑅(𝑛 × 𝑚)通式推導－𝑚行部分 

參考表20，以黑色部分為一個小統整，分別為𝑛 =1~𝑛 = 8各層，各層皆分有

𝑛(1)~𝑛(𝑛)行數據及黑色部分的小統整(𝑛 ×𝑚)。整理出此表，可發現一些規律： 

(一) 彩色的部分，可看到其是一個倒著的階梯往下一層減少一格，並從每個

𝑛(𝑛)為起始點，每一格都會和那一種顏色的那一列最上方的數據相等，且

從1(1)開始的階梯會是3格，2(2)是4格，依此類推。 
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表20 

 

(二) 發現每一個𝑛(1)~𝑛(𝑛)的倒數行數一樣時，規律也會相同(目前只發現到倒

數第3行) 

如： 𝑛(𝑛) × 𝑚 =  𝑛(𝑛) × (𝑚 − 1) +⋯+ 𝑛(1) × (𝑚 − 1) 

𝑛(𝑛 − 1) × 𝑚 =  𝑛(𝑛 − 1) × (𝑚 − 1) +⋯+ 𝑛(1) × (𝑚 − 1) 
𝑛(𝑛 − 3) × 𝑚 =  𝑛(𝑛 − 3) × (𝑚 − 1) +⋯+ 𝑛(1) × (𝑚 − 1) 

+𝑛(1) × (𝑚 − 2) 

七、𝑅(𝑛 × 𝑚)通式推導－𝑛列部分 

(一) 推導方式 

為了要推導𝑅(𝑛 × 𝑚)的通式，本研究使用另一種方式來推導一般式。以

𝑅(𝑛 × 3)舉例，本研究將放在第一列的石頭記為「1」、第二列的記為「2」、第三

列的記為「3」……。在𝑅(3 × 3)的圖形中第一行可放的位置分別為第一列、第

二列、第三列在圖中記為「1 2 3」(如圖59)。 

1 2 3
1 2 3

1 3 1 2 1 2 3  
圖59                   圖60 

當第一行的石頭放在第一列時，在第二行可放石頭的位置分別有第一列和

第三列，在圖59中「1」的下方記「1 3」。而當第一行的石頭放在第二列時，在

第二行可放石頭的位置則有第一列和第二列，在圖59中「2」下方記「1 2」。而

第一行的石頭放在第三列時，在第二行的第一列、第二列、第三列都可以放，

1(1) 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

2(1) 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

2(2) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

2 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

3(1) 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144 233 377 610 987

3(2) 1 2 4 7 12 20 33 54 88 143 232 376 609 986 1596

3(3) 1 3 7 14 26 46 79 133 221 364 596 972 1581 2567 4163

3 3 7 14 26 46 79 133 221 364 596 972 1581 2567 4163 6746

4(1) 1 3 7 14 30 62 127 257 515

4(2) 1 3 7 17 38 82 174 363 747 1519

4(3) 1 3 9 23 54 122 266 567 1187 2449

4(4) 1 4 13 36 90 212 478 1045 2232 4681

4 4 13 36 90 212 478 1045 2232 4681 8649 0 0 0 0 0

5(1) 1 4 13 36 90 238 609

5(2) 1 4 13 36 104 282

5(3) 1 4 13 43 128 358 968

5(4) 1 4 16 55 170 492 1370

5(5) 1 5 21 76 246 738 2108

5 5 21 76 246 738 2108

6(1) 1 5 21 76 246 738

6(2) 1 5 21 76 246 828

6(3) 1 5 21 76 282 968

6(4) 1 5 21 89 338 1188 3968

6(5) 1 5 25 109 426 1538 5260

6(6) 1 6 31 140 566 2104 7364 16592

6 6 31 140 566 2104 7364 16592

7(1) 1 6 31 140 566 2104 7364

7(2) 1 6 31 140 566 2104

7(3) 1 6 31 140 566 2350

7(4) 1 6 31 140 642 2708

7(5) 1 6 31 161 752 3232 12498

7(6) 1 6 36 191 912 4004 16502

7(7) 1 7 43 234 1146 5150 21652

7 7 43 234 1146 5150 21652

8(1) 1 7 43 234 1146 5150 21134

8(2) 1 7 43 234 1146 5150 21134

8(3) 1 7 43 234 1146 5150

8(4) 1 7 43 234 1146

8(5) 1 7 43 234

8(6) 1 7 43 265 1478

8(7) 1 7 49 307 1742

8(8) 1 8 57 364 2106

8 8 57 364 2106
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在圖59中「3」下方記「1 2 3」(如圖60)。 

當本研究將第一行的石頭放在第一列、第二行的石頭放在第一列時，在最

後一行總共有1種位置可以放石頭，在表格中記為「1」；當第一行的石頭放在第

一列、第二行的石頭放在第二列時，在最後一行總共會有2種位置可以放石頭，

在表格中記為「2」。將𝑅(3 × 3)的方格圖中的在最後一行的可能性以同樣的方

式填入表格中(如圖61)，將圖中的數值加總為(3 × 3)方格圖中可放石頭的方法

數(1 + 2) + (2 + 2) + (2 + 2 + 3) = 14種。 

41 2 2 2 2 32 2 2 3 2 2 3 3 3 3 3 3 3
 

         圖61                         圖62 

接下來本研究用同樣的方法作出(4 × 3)方格圖中可放石頭方法數(2 + 2 +

3) + (2 + 2 + 3) + (3 + 3 + 3) + (3 + 3 + 3 + 4) = 36，(如圖62)。 

觀察圖61和圖62，一個格子稱為方格，由粗線框起來的稱為區塊。鋪黃底

方格中的值，較左方區塊相同位置方格中的值多1；而鋪紅底的方格，是左方區

塊所沒有的，也就是這個區塊才多出的方格。本研究觀察到： 

1. 圖61中的第一個區塊和圖62中的第一個和第二個區塊中的值會等於

𝑅((𝑛 − 1) × (𝑚 − 1))的值，也就是𝑅(3 × 3)第一區塊，總合為(𝑛 − 1)(𝑛 −

2) + 1 = 𝑛2 − 3𝑛 + 3。 

2. 圖61的第二個區塊中有一個方格比第一區塊中的相同位置的方格多1，而圖

62的第三個區塊中有一兩個方格比第二區塊中的相同位置的方格多1，也就

是𝑅(𝑛 × 3)的方格圖中，第(𝑛 − 1)個區塊中有(𝑛 − 2)個方格的值會比第

(𝑛 − 2)個區塊相同位置的方格的值多1。 

3. 圖61和圖62的最後一個區塊都會比前一區塊多出一個方格，且在𝑅(𝑛 × 3)

的方格圖中此方格中的值為(𝑛)。 

有了以上發現後，可以推導𝑅(𝑛 × 3)的一般式，採疊加的方式(如圖63)，將

個各式子乘上相對應的係數後得𝑅(𝑛 × 3)的一般式為𝑅(𝑛 × 3) = 𝑛(𝑛2 − 3𝑛 +

3) + 2(𝑛 − 2) + 𝑛。 
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n

n-2

n -3n+32

 
圖63 

這個推導通式的方法，可以讓推通式的速度提升許多，在推導𝑅(𝑛 × 𝑚)通

式時，只要推出𝑅(𝑚 ×𝑚)和𝑅((𝑚 + 1) × 𝑚)的數值就好，例如：推𝑅(𝑛 × 13)的

通式時，只要推𝑅(13 × 13)和𝑅(14 × 13)的數據，而之前如要運用牛頓插值定理

必須要推𝑅(12 × 13)、𝑅(13 × 13)、......、𝑅(26 × 13)共14組數據，所以這種推

法可以省下許多時間。 

(二) 尋找規則－(𝑛 × 5)放石頭的方法數 

本研究利用以上方法作出𝑅(6 × 5)、𝑅(7 × 5)的圖(圖64、圖65)和表格(表21

至表25、表26至表30)，並求出數據(表31、表32)。 

 

表21  表22   表23  表24   表25 

13456

1

12456

2

12356

3

12346

4

12345

5

123456

6

11111 11111 11111 11111 11111 111111

42222 32222 32222 32222 32222 322222

55444 55333 44333 44333 44333 443333

66655 66655 66644 55544 55544 555444

6 6 6 5 66665 666655

6

11111 11111 11111 11111 11111 111111

53333 43333 43333 43333 43333 433333

66555 66444 55444 55444 55444 554444

66 66 55 66655 66655 666555

6 6 66

11111 11111 11111 11111 11111 111111

22222 22222 22222 22222 22222 222222

66555 66444 55444 55444 55444 554444

66 66 55 66655 66655 666555

6 6 66

11111 11111 11111 11111 11111 111111

22222 22222 22222 22222 22222 222222

53333 43333 43333 43333 43333 433333

66 66 54 66655 66655 666555

6 6 66

11111 11111 11111 11111 11111 111111

22222 22222 22222 22222 22222 222222

53333 43333 43333 43333 43333 433333

6 6 66

66555 66444 55444 55444 55444455444

111111

222222

433333

66

554444

666555

11111

22222

43333

55444

66655

1

2

3

4

5

1

2

3

4

5

1

2

3

4

5

1

2

3

4

5

134567

1

124567

2

123567

3

123467

4

123457

5

123456

6

1234567

7

111111 111111 111111 111111 111111 111111 1111111

422222 322222 322222 322222 322222 322222 3222222

554444 553333 443333 443333 443333 443333 4433333

666555 666555 666444 555444 555444 555444 5554444

777766 777766 777766 777755 666655 666655 6666555

7 7 7 7 6 777776 7777766

7

111111 111111 111111 111111 111111 111111 1111111

533333 433333 433333 433333 433333 433333 4333333
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表26  表27   表28  表29  表30 
第一、二、三區塊
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表31：𝑅(6 × 5)數據 

6(1)、6(2) 6(3) 6(4) 6(5) 6(6) 

246 282 338 426 566 

表32：𝑅(7 × 5)數據 

7(1)、7(2) 、7(3) 7(4) 7(5) 7(6) 7(7) 

566 642 752 912 1146 

1. 表21和表26：這兩個表的值加總分別為246和566，也分別是𝑅(5 × 4)和

𝑅(6 × 4)的數值，也就是𝑛4 − 10𝑛3 + 45𝑛2 − 100𝑛 + 90。 

2. 表22和表27：這兩個表的值加總後分別為282和642，相較於前一個區塊多

出 [(𝑛 − 4)3 + (𝑛 − 4)(𝑛 − 3) + 2(𝑛 − 3)2 + (𝑛 − 2)] + 3[(𝑛 − 3)2(𝑛 −

2) + (𝑛 − 2)(𝑛 − 1)] = (𝑛3 − 9𝑛2 + 30𝑛 − 36) 

3. 表23和表28：這兩個表的值加總後分別為338和752，相較於前一個區塊多

出[(𝑛 − 3)2(𝑛 − 2)  + (𝑛 − 2)(𝑛 − 1)] = (𝑛3 − 7𝑛2 + 18𝑛 − 16) 

4. 表24和表29：這兩個表的值加總後分別為426和912，相較於前一個區塊多

出[(𝑛 − 3)(𝑛 − 2)(𝑛 − 1) + (𝑛 − 3) + (𝑛 − 1)2] = (𝑛3 − 5𝑛2 + 10𝑛 − 8) 

5. 表25和表30：這兩個表中的值相加後分別的為566和1146，相較於前一個區

塊多出{(𝑛 − 2)[(𝑛 − 2)(𝑛 − 1) + 1] + (𝑛 − 1)2 + 𝑛(𝑛 − 1) + 1} = (𝑛3 − 3𝑛2 + 6𝑛 − 4)  
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6. 將以上算式乘上相對應的係數(如圖66)  

n -3n +6n -43 2

n -5n +10n -83 2

n -7n +18n -163 2

n -9n +30n -363 2

n -10n +45n -100n +904 3 2

×1 
×2 
×3 
×4
×n  

圖 66 

7. 得 出 𝑅(𝑛 × 5) = 𝑛(𝑛4 − 10𝑛3 + 45𝑛2 − 100𝑛 + 90) + 4[(𝑛 − 4)3 + (𝑛 −

4)(𝑛 − 3) + 2(𝑛 − 3)2 + (𝑛 − 2)] + 3[(𝑛 − 3)2(𝑛 − 2)  + (𝑛 − 2)(𝑛 −

1)] + 2[(𝑛 − 3)(𝑛 − 2)(𝑛 − 1) + (𝑛 − 3) + (𝑛 − 1)2] + (𝑛3 − 3𝑛2 + 6𝑛 −

4) = 𝑛5 − 10𝑛4 + 55𝑛3 − 170𝑛2 + 290𝑛 − 212 

 

(三) 尋找規則－(𝑛 × 6)放石頭的方法數 

利用上述的作法，作𝑅(𝑛 × 6)的通式，得： 

1. 𝑅(𝑛 × 6) = 𝑛(𝑛5 − 15𝑛4 + 105𝑛3 − 405𝑛2 + 840𝑛 − 738) + 5{(𝑛 −

5)[(𝑛 − 5)3 + (𝑛 − 5)(𝑛 − 4)] + 2(𝑛 − 5)(𝑛 − 4)2 + (𝑛 − 5)(𝑛 − 3) + (𝑛 −

4)[3(𝑛 − 4)2 + 2(𝑛 − 3)] + 3(𝑛 − 2)2 + (𝑛 − 3)2 + (𝑛 − 2)} + 4[(𝑛 −

4)3(𝑛 − 3) + (𝑛 − 4)(𝑛 − 3)(𝑛 − 2) + 2(𝑛 − 3)2(𝑛 − 2) + (𝑛 − 2)(𝑛 −

1)] + 3{{[(𝑛 − 3)(𝑛 − 2) + 1](𝑛 − 4) + (𝑛 − 2)2}(𝑛 − 4) + (𝑛 − 3)(𝑛 −

2)2 + [(𝑛 − 2)(𝑛 − 1) + 1](𝑛 − 3) + (𝑛 − 1)2} + 2{{[(𝑛 − 3)(𝑛 − 2) +

1](𝑛 − 4) + (𝑛 − 2)2}(𝑛 − 3) + (𝑛 − 3)(𝑛 − 2)2 + [(𝑛 − 2)(𝑛 − 1) +

1](𝑛 − 4) + (𝑛 − 1)2 + [(𝑛 − 2)(𝑛 − 1) + 1](𝑛 − 2) + (𝑛 − 1)2} + (𝑛4 −

6𝑛3 + 21𝑛2 − 36𝑛 + 26) 

= 𝑛6 − 15𝑛5 + 120𝑛4 − 575𝑛3 + 1695𝑛2 − 2805𝑛 + 2108 

 

(四) 通式之間的規律 

1. 本研究將定理一、二、三、四也用相同方式推過，並保留它們未化簡時的

定理八、𝑛 ∈ 𝑁，𝑅(𝑛 × 5) = 𝑛5 − 10𝑛4 + 55𝑛3 − 170𝑛2 + 290𝑛 − 212(𝑛 ≧ 4) 

但𝑅(1 × 5) = 1、𝑅(2 × 5) = 6、𝑅(3 × 5) = 46 

定理九、𝑛 ∈ 𝑁，𝑅(𝑛 × 6) = 𝑛6 − 15𝑛5 + 120𝑛4 − 575𝑛3 + 1695𝑛2 − 2805𝑛 + 2108(𝑛 ≧ 5) 

但𝑅(1 × 6) = 1、𝑅(2 × 6) = 7、𝑅(3 × 6) = 79、𝑅(4 × 6) = 478 
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狀態，希望利用這些式子找出通式之間的規律，這些式子和觀察到的規律

分別是： 

(1) 定理一：𝑅(𝑛 × 1) = 𝑛 

(2) 定理二：𝑅(𝑛 × 2) = 𝑛(𝑛 − 1) + 1 × 1 

(3) 定理三：𝑅(𝑛 × 3) = 𝑛(𝑛2 − 3𝑛 + 3) + 2(𝑛 − 2) + 1 × 𝑛 

(4) 定理四：𝑅(𝑛 × 4) = 𝑛(𝑛3 − 6𝑛2 + 15𝑛 − 4) + 3[(𝑛 − 3)2 + (𝑛 − 2)] +

2[(𝑛 − 2)(𝑛 − 1)] + 1[𝑛(𝑛 − 1) + 1] 

(5) 定理八：𝑅(𝑛 × 5) = 𝑛(𝑛4 − 10𝑛3 + 45𝑛2 − 100𝑛 + 90) +

4[(𝑛 − 4)3 + (𝑛 − 4)(𝑛 − 3) + 2(𝑛 − 3)2 + (𝑛 − 2)] + 3[(𝑛 − 3)2(𝑛 −

2)  + (𝑛 − 2)(𝑛 − 1)] + 2[(𝑛 − 3)(𝑛 − 2)(𝑛 − 1) + (𝑛 − 3) + (𝑛 −

1)2] + 1(𝑛3 − 3𝑛2 + 6𝑛 − 4) 

(6) 定理九：𝑅(𝑛 × 6) =  𝑛(𝑛5 − 15𝑛4 + 105𝑛3 − 405𝑛2 + 840𝑛 − 738) +

5{(𝑛 − 5)[(𝑛 − 5)3 + (𝑛 − 5)(𝑛 − 4)] + 2(𝑛 − 5)(𝑛 − 4)2 + (𝑛 −

5)(𝑛 − 3) + (𝑛 − 4)[3(𝑛 − 4)2 + 2(𝑛 − 3)] + 3(𝑛 − 3)2 + (𝑛 − 3)2 +

(𝑛 − 2)} + 4[(𝑛 − 4)3(𝑛 − 3) + (𝑛 − 4)(𝑛 − 3)(𝑛 − 2) + 2(𝑛 − 3)2(𝑛 −

2) + (𝑛 − 2)(𝑛 − 1)] + 3{{[(𝑛 − 3)(𝑛 − 2) + 1](𝑛 − 4) + (𝑛 − 2)2}(𝑛 −

4) + (𝑛 − 3)(𝑛 − 2)2 + [(𝑛 − 2)(𝑛 − 1) + 1](𝑛 − 3) + (𝑛 − 1)2} +

2{{[(𝑛 − 3)(𝑛 − 2) + 1](𝑛 − 4) + (𝑛 − 2)2}(𝑛 − 3) + (𝑛 − 3)(𝑛 − 2)2 +

[(𝑛 − 2)(𝑛 − 1) + 1](𝑛 − 4) + (𝑛 − 1)2 + [(𝑛 − 2)(𝑛 − 1) + 1](𝑛 −

2) + (𝑛 − 1)2} + 1(𝑛4 − 6𝑛3 + 21𝑛2 − 36𝑛 + 26) 

2. 觀察以上的通式本研究發現以下規律： 

(1) 以上的係數依序為𝑛、𝑚 − 1、𝑚 − 2、𝑚 − 3、…、2、1。(淺藍色) 

(2) 係數 n 後的式子為𝑅((𝑛 − 1) × (𝑚 − 1))將 n 代入後得出，且(𝑚 ≧

2)。(綠色) 

(3) 係數(𝑚 − 1)後的式子為{[𝑛 − (𝑚 − 1)]𝑚−2 +⋯+ (𝑛 − 2)}，(𝑚 ≧ 4)。

(紅色) 

(4) 係數(m-2)後的式子為[…+ (𝑛 − 2)(𝑛 − 1)]，(𝑚 ≧ 4)。(紫色) 

(5) 係數 1 後的式子為𝑅(𝑛 × (𝑚 − 2))的通式，(𝑚 ≧ 3)。(黃色) 

伍、 研究結果 

一、尋找規則－(𝑛列的推法) 

定理一、𝑛 ∈ 𝑁，𝑅(𝑛 × 1) = 𝑛 

定理二、𝑛 ∈ 𝑁，𝑅(𝑛 × 2) = 𝑛2 − 𝑛 + 1 
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定理三、𝑛 ∈ 𝑁，𝑅(𝑛 × 3) = 𝑛3 − 3𝑛2 + 6𝑛 − 4 (𝑛 ≥ 2)，但𝑅(1 × 3) = 1 

定理四、𝑛 ∈ 𝑁，𝑅(𝑛 × 4) = 𝑛4 − 6𝑛3 + 21𝑛2 − 36𝑛 + 26 (𝑛 ≥ 3)， 

        但𝑅(1 × 4) = 1，𝑅(2 × 4) = 5 

二、尋找規則－(𝑚行的推法) 

定理五、𝑚 ∈ 𝑁，𝑅(1 × 𝑚) = 1 

定理六、𝑚 ∈ 𝑁，𝑅(2 × 𝑚) = 1 +𝑚 

定理七、𝑚 ∈ 𝑁，𝑅(3 × 𝑚) = (
5

2
+
11√5

10
) (

1+√5

2
)
𝑚

+ (
5

2
−
11√5

10
) (

1−√5

2
)
𝑚

−𝑚 − 4    

建立𝑅(4 ×𝑚)的遞迴關係式 

1 1 2 2 3

2 1 1

1 1 1

1 1 1 1

( ) ( 1)m m m m m m

m m m m

m m m m

m m m m m

a b b c b c

b a a b

c a b c

d a b c d

− − − − −

− − −

− − −

− − − −

= + − + − +


= + +


= + +
 = + + +

  

4

3

2

2

m

m

m

m









 

三、尋找規律𝑅(𝑛 × 𝑚) 

定理八、𝑛 ∈ 𝑁，𝑅(𝑛 × 5) = 𝑛5 − 10𝑛4 + 55𝑛3 − 170𝑛2 + 290𝑛 − 212(𝑛 ≧ 4) 

但𝑅(1 × 5) = 1、𝑅(2 × 5) = 6、𝑅(3 × 5) = 46 

定理九、𝑛 ∈ 𝑁，𝑅(𝑛 × 6) = 𝑛6 − 15𝑛5 + 120𝑛4 − 575𝑛3 + 1695𝑛2 − 2805𝑛 + 2108 

(𝑛 ≧ 5)，但𝑅(1 × 6) = 1、𝑅(2 × 6) = 7、𝑅(3 × 6) = 79、𝑅(4 × 6) = 478 

陸、 討論與結論 

一、尋找規則－(𝑛列的推法) 

(一) 當在尋找規則時，本研究發現𝑅(𝑛 × 𝑚)的通式為𝑛的𝑚次多項式。此結果與第

59屆國中組放石頭問題的探討結果一樣，但本研究使用階差法、牛頓插值定

理去猜測通式，再加以證明較解聯立方程式有效率。 

二、尋找規則－(𝑚行的推法) 

(一) 本研究運用樹枝狀推導(𝑛 × 𝑚)方格圖的可能數將其轉化成表格，再運用加法

原理計數找出第 m 行的方法數的方法不同於國中組的由 ( 1)n m − 方格圖的

所有可能數導到𝑛 × 𝑚方格圖的所以可能數和國小組的窮舉法。 



29 
 

(二) 本研究利用二階非齊次遞迴式的解法找出𝑅(3 × 𝑚)的通式為𝑅(3 × 𝑚) =

(
5

2
+
11√5

10
) (

1+√5

2
)
𝑚

+ (
5

2
−
11√5

10
) (

1−√5

2
)
𝑚

−𝑚 − 4不同於文獻探討(表1)只找到

遞迴式𝑇(3 × 𝑛) = 𝐹𝑛+5 − (𝑛 − 4)及𝐴3(𝑛) = 𝐹𝑛+5 − (𝑛 −  4)。 

(三) 本研究發現𝑅(4 × 𝑚)的遞迴式 2 1 1m m m mb a a b− − −= + + ，𝑚 ≧ 3也與第59屆國中組

放石頭問題探討的不同，並進階發現(𝑛 ×𝑚)中，𝑛( 𝑛 − 2) × 𝑚 = 𝑛(𝑛 − 2) ×

(𝑚 − 1) +⋯+ 𝑛(1)(𝑚 − 1) + 𝑛(1) × (𝑚 − 2)，𝑛 ≥ 4，𝑚 ≥ 3 ( 省 略 號 為

𝑛(𝑛 − 2) ×𝑚~𝑛(1) × 𝑚間按順序的數據總和)。 

表33                      表34：第59屆科展放石頭問題 

m 1 2 3 

4(1)=𝑎𝑚 1 3 7 

4(2)=𝑏𝑚 1 3 7 

4(3)=𝑐𝑚 1 3 9 

4(4)=𝑑𝑚 1 4 13 

                                                

舉例：本研究結果是表33：7=3+3+1；第59屆國中組放石頭問題探討得到的結

果是表34：7=3+(3-1)+(3-1) 

三、尋找規則－(𝑛 ×𝑚的推法) 

在探討𝑛 × 𝑚的推法中本研究也有一些新發現是文獻探討還沒發現的： 

(一) 發現每一個𝑛(1)~𝑛(𝑛)的倒數行數一樣時，規律也會相同(目前只發現到倒數

第3行) 

如： 𝑛(𝑛) × 𝑚 =  𝑛(𝑛) × (𝑚 − 1) +⋯+ 𝑛(1) × (𝑚 − 1) 

𝑛(𝑛 − 1) × 𝑚 =  𝑛(𝑛 − 1) × (𝑚 − 1) +⋯+ 𝑛(1) × (𝑚 − 1) 

𝑛(𝑛 − 3) × 𝑚 =  𝑛(𝑛 − 3) × (𝑚 − 1) +⋯+ 𝑛(1) × (𝑚 − 1) 

+𝑛(1) × (𝑚 − 2) 

(二) 首先，本研究用牛頓插值定理推𝑅(𝑛 × 𝑚)的通式時，𝑅(𝑛 × 3)需要共4個數據

來推導通式，𝑅(𝑛 × 4)需要共5個數據來推導通式，所以說要推𝑅(𝑛 × 𝑚)的通

式時，需要𝑚 + 1個數據才能推𝑅(𝑛 × 𝑚)的通式，較為費時。本研究也發現在

n 1 2 3 

4(1)=𝑑𝑛 1 3 7 

4(2)=𝑐𝑛 1 3 7 

4(3)=𝑏𝑛 1 3 9 

4(4)=𝑎𝑛 1 4 13 
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𝑚行的推法中通式較為複雜，所以本研究以𝑛列再進行新的推論，透過整合利

用階梯式累加法用𝑒𝑥𝑐𝑒𝑙表格整理區塊和區塊間的方法數差，始能快速找出第

𝑛列的通式。這個推導通式的方法，可以讓推通式的速度提升許多。比如在推

導𝑅(𝑛 × 𝑚)通式時，只要推出𝑅(𝑚 ×𝑚)和𝑅((𝑚 + 1) × 𝑚)的數值就好。所以

本研究也就再推出定理八和定理九。這方法加速了本研究推導𝑅(𝑛 × 𝑚)

的通式。 

柒、 未來展望 

這次只觀察到倒數1、2、3行的規律，希望能夠推出更多𝑛(1) × 𝑚到𝑛(𝑛) × 𝑚的𝑛 

的數據完善表21，並推出倒數第4、5行以及之後的規律，以期完善表格後可以找到更

多𝑛為不同數時的共通點，試圖找出𝑅(𝑛 ×𝑚)的規律以及推導通式。 

尋找通式之間規律時，對於某些部份其實特別有感，但又無法將它整理成規則，

覺得很可惜。但最後本研究有了一種更快的推法階梯式累加法，推導𝑅(𝑛 × 𝑚)通式時，

只要推出𝑅(𝑚 ×𝑚)和𝑅((𝑚 + 1) × 𝑚)的數值就好。但還是希望以後能夠利用這種推法，

推出更多通式，並觀察到這些通式之間更多的規律，並藉此繼續推導出𝑅(𝑛 × 𝑚)的通

式。 
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【評語】030405  

一個有趣的放石頭問題，作者用階梯式累加法、牛頓插值定

理與二階非齊次遞迴式等不同的方法與過去作品做比較，發現過

去文獻沒得證之結果，作者們針對 n≤4 或m≤4 的棋盤作了討論，

給出了很多結果，可以看得出作者們確實花費了許多心思想要解

決這個問題，這種精神非常值得鼓勵，並且於最後推導出 R(nxm)

的通式，為不錯的論證。整體而言作者研究精神佳以及過程討論

完整，算是扎實的作品。 
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「石」在好玩-探討放石頭的規律

組別：國中組

科別：數學科

編號：030405
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緒論

一次上獨立研究課時，老師給了一道在科學研習月刊的數學題目，名字叫做
「放石頭」「小志在如圖1的表格中玩放石頭的遊戲，他要在每一直行放一個石頭，
且從左側第一行開始放。但是有一個特殊的規定，就是新放下去的石頭的左上角方向
一路延伸都不可以有已經放好的石頭。比如說，前四行已經放好了石頭，則現在要在
第五行放新的石頭，只剩下兩格可以放（打叉的兩格不能放），如圖2。」在探究的
過程中，誘發了同組同學們的興趣，心動不如馬上行動，就有了接下來的一連串數學
推導的過程。

圖1 圖2研究目的

 找出𝑅(𝑛 × 1)、𝑅(𝑛 × 2)、 𝑅(𝑛 × 3) 、𝑅(𝑛 × 4)、 𝑅(𝑛 × 5)、 𝑅(𝑛 × 6)的通式。

 找出𝑅(1 × 𝑚)、𝑅(2 × 𝑚)、𝑅(3 ×𝑚)、𝑅(4 ×𝑚)的通式。

 找出𝑅(𝑛 × 𝑚)的規律。

研究動機
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研究發現Ⅰ- 𝑛列的推法

(𝑛 × 1)

1種
1種 1種 1種 1種 1種

方格圖 𝑅(1 × 1) 𝑅(2 × 1) 𝑅(3 × 1)

可放石頭數量 1 2 3

【觀察與發現】

【通式推導】由觀察可發現，𝑅(𝑛 × 1) = 𝑛

【證明】因為放石頭的規則規定，在圖形上的任何一列都必須要放一個石頭，也只能放一個，所以當方

格圖只有一列，那一列有幾格就可以有幾種擺放可能，由以上推論以及數據證明，推出𝑅(𝑛 × 1) = 𝑛。

定理一、𝑛 ∈ 𝑁，𝑅(𝑛 × 1) = 𝑛

數列〈𝑎𝑛〉：1、2、3⋯⋯

方格圖位置記號

𝑅(1 × 1) = 1 𝑅(2 × 1) = 1 + 1 = 2 𝑅(3 × 1) = 1 + 1 + 1 = 3

 方格圖的列數為𝑛、行數為𝑚，則方格圖的大小記為(𝑛 × 𝑚)。

 圖上位置第𝑛列、第𝑚行有石頭記為𝑇，沒石頭記為𝐹。

 在放石頭的限制下，考慮所有放石頭的情形，對於(𝑛 × 𝑚)的方格圖，所有放的方法數記為𝑅(𝑛 ×𝑚)。
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(𝑛 × 2)

階差數列

(𝑛 × 2)方格圖 𝑅(1 × 2) 𝑅(2 × 2) 𝑅(3 × 2) 𝑅(4 × 2)

可放石頭方法數 1 3 7 13

【證明】

F

T

n-1種

T

T

n列
T

T

n-1種

F

T

n列
T

T

n-1種F

T
n列

T

T

n種

T

T

n列

定理二、𝑛 ∈ 𝑁，𝑅 𝑛 × 2 = 𝑛2 − 𝑛 + 1

【觀察與發現】

【通式推導】

〈𝑎𝑛〉：1、3、7、13⋯⋯

𝑎𝑛 = 𝑎1 + 𝑏1 + 𝑏2 +⋯+ 𝑏𝑛−1

= 𝑎1 +

𝑘=1

𝑛−1

𝑏𝑘 = 1 +

𝑘=1

𝑛−1

2𝑘

= 1 + 2 ×
𝑛 × (𝑛 − 1)

2
= 𝑛2 − 𝑛 + 1
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4 + 10 𝑛 − 2 + 6 𝑛 − 2 𝑛 − 3 + 𝑛 − 2 𝑛 − 3 𝑛 − 4

= 𝑛3 − 3𝑛2 + 6𝑛 − 4 (註：𝑛 ≥ 2)

【通式推導】利用牛頓插值定理得出𝑅(𝑛 × 3)的通式
【證明】

定理三、𝑛 ∈ 𝑁，𝑅 𝑛 × 3 = 𝑛3 − 3𝑛2 + 6𝑛 − 4 𝑛 ≥ 2 ，但𝑅 1 × 3 = 1

(𝑛 ×3)
(𝑛 × 3)方格圖 𝑅(1 × 3) 𝑅(2 × 3) 𝑅(3 × 3) 𝑅(4 × 3) 𝑅(5 × 3)

可放石頭方法數 1 4 14 36 76【觀察與發現】

F

T

n-2種

F

T

n
列

T

T

T

F

T

n
列

T

n
列

n-1種

F

T

n-1種

T

T

n
列

T

n
列

n-1種

n
列

n種

F

T

n-1種

T

T

n
列

T

n-1種
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【通式推導】利用牛頓插值定理得出𝑅(𝑛 × 4)的通式

推測：
1. 𝑛 ∈ 𝑁，𝑅 𝑛 × 5 為𝑛的五次多項式。
2. 𝑛 ∈ 𝑁，𝑅 𝑛 ×𝑚 為𝑛的𝑚次多項式。

定理四、𝑛 ∈ 𝑁，𝑅 𝑛 × 4 = 𝑛4 − 6𝑛3 + 21𝑛2 − 36𝑛 + 26 𝑛 ≥ 3 但𝑅 1 × 4 = 1，𝑅 2 × 4 = 5

(𝑛 ×4) (𝑛 × 4)方格圖 𝑅(1 × 4) 𝑅(2 × 4) 𝑅(3 × 4) 𝑅(4 × 4)

可放石頭方法數 1 5 26 90

(𝑛 × 4)方格圖 𝑅(5 × 4) 𝑅(6 × 4) 𝑅(7 × 4) 𝑅(8 × 4)

可放石頭方法數 246 566 1146 2106

【觀察與發現】

26 + 64 𝑛−3 + 46 𝑛−3 + 𝑛−4 +
12 𝑛−3 𝑛−4 𝑛−5 + (𝑛−3)(𝑛−4)(𝑛−5)(𝑛−6)
= 𝑛4 − 6𝑛3 + 21𝑛2 − 36𝑛 + 26(註：𝑛 ≥ 3)
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研究發現Ⅱ-𝑚行的推法
𝒎行推法解釋-符號定義

𝑛(1) × 𝑚：每行有𝑛格，第1行由上往下數第1格開始到第𝑚行範圍內的放石頭方法

𝑛(𝑛) × 𝑚：每行有𝑛格，第1行由上往下數第𝑛格開始到第𝑚行範圍內的放石頭方法

第1格開始到第m行範圍 ~ 第n格開始到第m行範圍

n

m

n

m

𝒎行推法解釋
1 1 1 1

2 2 2 2

1 11 1 11 1 1 11

2

1

2

1 1

2

1 1 1

22 2 2

1(1) 2(1) 2(2)
第1行 1 1 1
第2行 1 1 2
第3行 1 1 3
第4行 1 1 4
第5行 1 1 5
第6行 1 1 6

若想知道(𝑛 × 𝑚)便將第𝑚行的𝑛 1 ~𝑛(𝑛)加起來就行。例
(2 × 3) = 1 + 3 = 4

2(1) 2(2)
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(1 × 𝑚)

m
1

1 2 3 4 5 6 …… m

1(1) 1 1 1 1 1 1 …… 1
1 1 1 1 1 1 1 …… 1

(1 × 𝑚)規律：𝑅(1 ×𝑚) = 1 定理五、𝑚 ∈ 𝑁，𝑅 1 ×𝑚 = 1(2 × 𝑚)

2(1) 

1

(1種)

1

(1種)

1

(1種)

1

(1種)

1

(1種)

1

(1種)

2

2

2

2

2

1 2 3 4 5 6  m

 m

2

(1種)

1

(1種)

1

(1種)

1

(1種)

1

(1種)

1(1種)

2

2

2

2

2

(1種)

1

(1種)

1

(1種)

1

(1種)

1(1種)

2

2

2

2

(1種)

1

(1種)

1

(1種)

1(1種)

2

2

2

(1種)

1

(1種)

1(1種)

2

2

(1種)

1(1種)

2(1種)

1 2 3 4 5 6  m

 m

定理六、𝑚 ∈ 𝑁,𝑅 2 × 𝑚 = 1 + 𝑚

𝑅 2 ×𝑚 = 2 1 × 𝑚 + 2 2 ×𝑚 = 1 +𝑚 = 1 +𝑚

𝑅 2 × 1 = 2 1 × 1 + 2 2 × 1 = 1 + 1 = 2
𝑅 2 × 2 = 2 1 × 2 + 2 2 × 2 = 1 + 2 = 3
𝑅(2 × 3) = 2(1) × 3 + 2(2) × 3 = 1 + 3 = 4

2(2)

【通式推導】

【證明】

【通式推導與證明】

【觀察與發現】

m
2

1 2 3 4 5 6

2(1) 1 1 1 1 1 1
2(2) 1 2 3 4 5 6

2 2 3 4 5 6 7

【觀察與發現】

m
1

1 2 3 4 5 6

1(1) 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1
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(3 × 𝑚)

m
3

1 2 3 4 5 6

3(1) 1 2 3 5 8 13
3(2) 1 2 4 7 12 20
3(3) 1 3 7 14 26 46

3 3 7 14 26 46 79

【觀察與發現】

求解𝐹𝑚 = 𝐹𝑚−1 + 𝐹𝑚−2 +𝑚 + 1,邊界條件𝐹1 = 3, 𝐹2 = 7

【通式推導】利用二階非齊次遞迴式進行𝑅 3 ×𝑚 通式推導

𝑅 3 ×𝑚

=
5

2
+
11 5

10

1 + 5

2

𝑚

+
5

2
−
11 5

10

1 − 5

2

𝑚

−𝑚 − 4

定理七、𝑚 ∈ 𝑁，𝑅 3 ×𝑚 =
5

2
+

11 5

10

1+ 5

2

𝑚

+
5

2
−

11 5

10

1− 5

2

𝑚

−𝑚 − 4

(4 × 𝑚)

m
4

1 2 3 4 5 6

4(1)=𝑎𝑚 1 3 7 14 30 62

4(2)=𝑏𝑚 1 3 7 17 38 82

4(3)=𝑐𝑚 1 3 9 23 54 122

4(4)=𝑑𝑚 1 4 13 36 90 212

4 4 13 36 90 212 478

(4 × 𝑚)的遞迴式

1 1 2 2 3

2 1 1

1 1 1

1 1 1 1

( ) ( 1)m m m m m m

m m m m

m m m m

m m m m m

a b b c b c

b a a b

c a b c

d a b c d

    

  

  

   

     


  


  
    

4

3

2

2

m

m

m

m
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研究發現Ⅲ－𝑅 𝑛 × 𝑚 通式推導
𝑅(3 × 3)

圖5 圖6

𝑅(3 × 3) 𝑅(4 × 3)

 推導𝑅(𝑛 × 3)的一般式，採疊加的方式(如圖7)，將各個式子乘上相對應的係數後得

𝑅(𝑛 × 3)的一般式為𝑅(𝑛 × 3) = 𝑛(𝑛2 − 3𝑛 + 3) + 2(𝑛 − 2) + 𝑛。

n

n-2

n -3n+32
41 2 2 2 2 32 2 2 3 2 2 3 3 3 3 3 3 3

 推導𝑅(𝑛 ×𝑚)通式時，只要推出𝑅(𝑚 ×𝑚)和𝑅((𝑚 + 1) ×𝑚)的數值就好。

圖7

1 2 3
1 2 3

1 3 1 2 1 2 3
圖3 圖4

(𝑛 × 5)

n -3n +6n -43 2

n -5n +10n -83 2

n -7n +18n -163 2

n -9n +30n -363 2

n -10n +45n -100n +904 3 2

×1 
×2 
×3 
×4
×n

定理八、𝑛 ∈ 𝑁，𝑅(𝑛 × 5) = 𝑛5 − 10𝑛4 + 55𝑛3 − 170𝑛2 + 290𝑛 − 212(𝑛 ≧ 4)
但𝑅 1 × 5 = 1、𝑅 2 × 5 = 6、𝑅 3 × 5 = 46

定理九、𝑛 ∈ 𝑁，𝑅(𝑛 × 6) = 𝑛6 − 15𝑛5 + 120𝑛4 − 575𝑛3 + 1695𝑛2 − 2805𝑛 + 2108(𝑛 ≧ 5)
但𝑅 1 × 6 = 1、𝑅 2 × 6 = 7、𝑅 3 × 6 = 79、𝑅 4 × 6 = 478

(𝑛 × 6)

圖8

n列部分

×2
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 每一個𝑛(1)~𝑛(𝑛)的倒數行數一樣時，規律也

會相同(目前只發現到倒數第3行)(如表一)

𝑛(𝑛) × 𝑚 = 𝑛(𝑛) × (𝑚 − 1) +⋯+ 𝑛(1) ×

(𝑚 − 1)；𝑛(𝑛 − 1) × 𝑚 = 𝑛(𝑛 − 1) × (𝑚 −

1) + ⋯+ 𝑛(1) × (𝑚 − 1)；𝑛 𝑛 − 2 ×𝑚 =

𝑛 𝑛 − 2 × 𝑚 − 1 +⋯+ 𝑛 1 × 𝑚 − 1 +

𝑛 1 × (𝑚 − 2)

𝒏列部分－通式之間的規律

表一

𝒎行部分
定理一：𝑅(𝑛 × 1) = 𝑛 

定理二：𝑅(𝑛 × 2) = 𝑛(𝑛 − 1) + 1 × 1 

定理三：𝑅(𝑛 × 3) = 𝑛(𝑛2 − 3𝑛 + 3) + 2(𝑛 − 2) + 1 × 𝑛 

定理四：𝑅(𝑛 × 4) = 𝑛(𝑛3 − 6𝑛2 + 15𝑛 − 4) + 3[(𝑛 − 3)2 + (𝑛 − 2)] +

2[(𝑛 − 2)(𝑛 − 1)] + 1[𝑛(𝑛 − 1) + 1] 

定理八：𝑅(𝑛 × 5) = 𝑛(𝑛4 − 10𝑛3 + 45𝑛2 − 100𝑛 + 90) +

4[(𝑛 − 4)3 + (𝑛 − 4)(𝑛 − 3) + 2(𝑛 − 3)2 + (𝑛 − 2)] + 3[(𝑛 − 3)2(𝑛 −

2)  + (𝑛 − 2)(𝑛 − 1)] + 2[(𝑛 − 3)(𝑛 − 2)(𝑛 − 1) + (𝑛 − 3) + (𝑛 −

1)2] + 1(𝑛3 − 3𝑛2 + 6𝑛 − 4) 

定理九：𝑅(𝑛 × 6) =  𝑛(𝑛5 − 15𝑛4 + 105𝑛3 − 405𝑛2 + 840𝑛 − 738) +

5{(𝑛 − 5)[(𝑛 − 5)3 + (𝑛 − 5)(𝑛 − 4)] + 2(𝑛 − 5)(𝑛 − 4)2 + (𝑛 −

5)(𝑛 − 3) + (𝑛 − 4)[3(𝑛 − 4)2 + 2(𝑛 − 3)] + 3(𝑛 − 3)2 + (𝑛 − 3)2 +

(𝑛 − 2)} + 4[(𝑛 − 4)3(𝑛 − 3) + (𝑛 − 4)(𝑛 − 3)(𝑛 − 2) + 2(𝑛 − 3)2(𝑛 −

2) + (𝑛 − 2)(𝑛 − 1)] + 3{{[(𝑛 − 3)(𝑛 − 2) + 1](𝑛 − 4) + (𝑛 − 2)2}(𝑛 −

4) + (𝑛 − 3)(𝑛 − 2)2 + [(𝑛 − 2)(𝑛 − 1) + 1](𝑛 − 3) + (𝑛 − 1)2} +

2{{[(𝑛 − 3)(𝑛 − 2) + 1](𝑛 − 4) + (𝑛 − 2)2}(𝑛 − 3) + (𝑛 − 3)(𝑛 − 2)2 +

[(𝑛 − 2)(𝑛 − 1) + 1](𝑛 − 4) + (𝑛 − 1)2 + [(𝑛 − 2)(𝑛 − 1) + 1](𝑛 −

2) + (𝑛 − 1)2} + 1(𝑛4 − 6𝑛3 + 21𝑛2 − 36𝑛 + 26) 

 係數1後的式子為𝑅(𝑛 × (𝑚 − 2))的通式，且(𝑚 ≧ 3)。(黃色)

 係數(m-2)後的式子為[ ⋯ +(𝑛 − 2)(𝑛 − 1)]，且(𝑚 ≧ 4)。(紫色)

 係數(𝑚 − 1)後的式子為{ 𝑛 − 𝑚 − 1 𝑚−2 +⋯+ (𝑛 −

2)}，且(𝑚 ≧ 4)。(紅色)

 係數n後的式子為𝑅((𝑛 − 1) × (𝑚 − 1))將𝑛代入後得出，且

(𝑚 ≧ 2)。(綠色)

 係數依序為𝑛、𝑚− 1、𝑚− 2、𝑚− 3、

⋯、2、1。(淺藍色)
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 研究發現Ⅰ－(𝑛列的推法)
定理一、𝑛 ∈ 𝑁，𝑅 𝑛 × 1 = 𝑛
定理二、𝑛 ∈ 𝑁，𝑅(𝑛 × 2) = 𝑛2 − 𝑛 + 1
定理三、𝑛 ∈ 𝑁，𝑅 𝑛 × 3 = 𝑛3 − 3𝑛2 + 6𝑛 − 4 𝑛 ≥ 2 ，但𝑅 1 × 3 = 1
定理四、𝑛 ∈ 𝑁，𝑅 𝑛 × 4 = 𝑛4 − 6𝑛3 + 21𝑛2 − 36𝑛 + 26 𝑛 ≥ 3 ，但𝑅 1 × 4 = 1，𝑅 2 × 4 = 5

 研究發現Ⅱ－(𝑚行的推法)
定理五、𝑚 ∈ 𝑁，𝑅 1 × 𝑚 = 1
定理六、𝑚 ∈ 𝑁，𝑅(2 ×𝑚) = 1 + 𝑚

定理七、𝑚 ∈ 𝑁，𝑅 3 × 𝑚 =
5

2
+

11 5

10

1+ 5

2

𝑚

+
5

2
−

11 5

10

1− 5

2

𝑚

−𝑚 − 4

建立𝑅 4 × 𝑚 的遞迴關係式

 研究發現Ⅲ − 𝑅(𝑛 ×𝑚)
定理八、𝑛 ∈ 𝑁，𝑅(𝑛 × 5) = 𝑛5 − 10𝑛4 + 55𝑛3 − 170𝑛2 + 290𝑛 − 212(𝑛 ≧ 4)
但𝑅 1 × 5 = 1、𝑅 2 × 5 = 6、𝑅 3 × 5 = 46
定理九、𝑛 ∈ 𝑁，𝑅 𝑛 × 6 = 𝑛6 − 15𝑛5 + 120𝑛4 − 575𝑛3 + 1695𝑛2 − 2805𝑛 + 2108 𝑛 ≧ 5
但𝑅 1 × 6 = 1、𝑅 2 × 6 = 7、𝑅 3 × 6 = 79、𝑅 4 × 6 = 478

1 1 2 2 3

2 1 1

1 1 1

1 1 1 1
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m m m m
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m m m m m

a b b c b c
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