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摘要 

我們在河內塔研究是改變柱數M與盤數 N的關係，討論最小步數 Q合理範圍。其中，

對於任意 N盤，改變M柱會使 Q在最小值𝟐 × 𝑵 − 𝟏到最大值𝟐𝑵 − 𝟏範圍內變化。 

透過研究分析將最佳操作技巧分為讓位法、換位法、原始降柱法與複合降柱法共 4類。

讓位法：𝟐 × 𝐍 − 𝟏與換位法：𝟐𝑵 − 𝟏，而降柱法則透過分盤降柱概念，將題目簡化拆解，

並反覆運用前 2者概念完成調節柱暫存的降柱移動，配對出最少步數 Q。 

將 N盤如何切分進行降柱有最佳選擇，且題數間差距與相同差距使用次數也有規律，

因此，可建立差距表並累加差距使用重複次數破解任意M柱 N盤河內塔的最少步數 Q。 

壹、 研究動機 

河內塔是經典的研究題目，因此，過去有許多團隊嘗試將題目變形進行研究，如多色盤

數、多柱圍繞題型以及改變柱數 M…等。較常見的是改變柱數M進行延伸研究，根據我們

初步探索，改變柱數M後，任何盤數 N最少步數 Q的解會落在一定的範圍內，也就是他有

上下界的合理值，這是我們第一個想提出的研究成果，變化題之最少步數 Q的合理範圍。 

我們還發現在 4柱以上的解法，雖然其他研究成果可透過他們的一系列指引計算出最少

步數解，但並未提出一般式，以及他們研究的成果也只適用指定柱數的條件下，當柱數與題

數的關係改變時，最少步數的計算方式又必須跟著改變，沒有通則性的解題策略。 

目前，我們發現，解題方式可歸納為讓位法、換位法、原始降柱法與複合降柱法 4類。

其中降柱法是我們主要克服的難題，如何有效地透過分盤的技巧達到最佳化的降柱，並減少

最少步數的解，是一大挑戰。 

因此，我們的研究除了想要提出任意M柱 N盤變化題在最少步數 Q合理範圍下上界，

還要提出M柱 N盤解法最少步數規律性成因，以及一般式的速算法，並且掌握如何分盤的

技巧，讓所有人都能順利根據我們的研究，挑戰任意M柱 N盤的河內塔並且以速算的方式

算出最少步數 Q。 



2 

 

貳、 研究目的 

一、 探討三柱河內塔遞迴解法合理性與公式推導 

二、 探討「讓位法」與「換位法」以及最少步數 Q值的合理範圍 

三、 探討「原始降柱法」的分盤技巧與最少步數解 

四、 探討「複合降柱法」的分盤技巧與最少步數解 

五、 探討「M柱 N盤河內塔最少步數解」的速算技巧 

參、 名詞解釋   

名詞 意義 解釋 

河內塔 題目 

目標：將所有盤從起點柱移動到終點柱 

規則 1：任何柱上的盤都必須符合由下而上且盤數由大到小 

規則 2：一次動一盤，當上方有盤時，必須先移開上方盤 

Q 最少步數 
以最有效率解法所找到的最少步數，為該題最佳步數解。M柱與

N盤的關係不同，會有不同的 Q值。 

M 柱數 題目有幾根柱子，討論範圍：M為 3以上的正整數 

N 盤數 題目有幾個盤子，討論範圍：N為正整數 

最大盤 
編號為最大

數字的盤 

1. 若題目為 N盤的題型，那麼最大盤編號為 N。 

2. 討論分盤後，該堆盤中，編號相對最大的盤。 

其他盤 
除了最大盤

的其他盤 

1. 若題目為 N盤的類型，由 1到N − 1盤都稱其他盤。 

2. 扣除分盤後的最大盤，剩餘可移動的盤，由 1到N − 1盤。 
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肆、 文獻探討 

科展全國 名次 作品名稱 研究範疇 

51屆 

國中數學 

團隊 

合作 

N柱河內塔的

捷徑建構 

與通式的尋找 

透過對稱性操作建立滿格數量關係表，再使用 G.S.P

軟體尋找 K 值從而建立𝐻𝑛(𝑚)公式，在 N 柱 M 環

的通式中完成了 4到 6柱的討論，7柱後未討論。 

50屆 

國小數學 
第二名 

數學 101～ 

河內塔變身 

以歸納法完成 4柱到 10柱的探討，以區塊適用的概

念將 N 柱與 M 盤的關係細分出數種公式，公式之

間參數的改變並未說明遞增或遞減規則，以依序類

推的形式表達。唯有 4柱題型有完整的一般式。 

歷屆科展在盤數與柱數的延伸規則研究中，成果有限且不完整；我們使用「分盤降柱」

技巧討論任意 N盤M柱題型的最少步數，而分盤降柱技巧運用了最少步數 Q「合理範圍」

上界與下界的配對組合結果，因此，可以從這樣穩定的基礎進行後續的推論。 

另一方面，我們發現能根據「降柱法」延伸概念建構「2的指數差距表」，並適用任意

M盤 N柱河內塔最少步數解。因此，我們研究的目標要透過「逆解」與「分盤降柱」技巧

的研究成果，建立「差距表」，運用差距累加計算任意M柱 N盤的最少步數 Q，並根據

「差距表」實際分盤降柱並成功挑戰河內塔的最少步數操作。 

伍、 研究過程與結果 

一、 探討三柱河內塔遞迴解法合理性與公式推導 

(一) 從逆解方式探討每一步的合理性 

1. 定律 1：最大盤必須要一次到位 

我們發現若要進行最有效率的移動，最佳結果是對於每一個盤只移動 1次，在步數計算

上，就只會紀錄最小的 1步，那這個動作也只有直接從起點柱到終點柱才能達到，但由於題

目規則 2(一次動一盤，當上方有盤時，必須先移開上方盤)的限制，會使得大部分的操作都

無法滿足這個條件，唯一有機會 1步到位的只有最大盤。 

以 3柱 7盤為例，一開始的盤 1要去 B柱還是 C柱會顯得沒有目標，無法有效地思考

最佳化走法；但若以逆解的角度，先從結果回推盤 7的移動目標，問題會變得很清晰： 

最大盤要從 A柱的底盤直接 1步去 C柱當底。 
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若要達成這樣的效果，此時的其他盤就必須在 B柱。因此，我們可以使用一樣的邏

輯，依序往前推理盤 6、盤 5、盤 4、盤 3、盤 2與盤 1的選擇。 

 

原始題型，所有盤在 A柱起點柱。 

所有盤的移動都是由從 A柱出發的。 

 

盤 7必須 1步到 C柱，因此 1~6其他盤

先去 B柱做調節，不要佔用空間 

 

盤 6不可擋到盤 7去 C柱的位置，因此，

盤 6 必須要 1 步到 B 柱，此時，1~5 其

他盤先去 C柱做調節，不要佔用空間 

 

盤 5不可擋到盤 6去 B柱的位置，因此，

盤 5 要 1 步到 C 柱，此時，1~4 其他盤

先去 B柱做調節，不要佔用空間 

 

盤 4不可擋到盤 5去 C柱的位置，因此，

盤 4 必須要 1 步到 B 柱，此時，1~3 其

他盤先去 C柱做調節，不要佔用空間 

 

盤 3不可擋到盤 4去 B柱的位置，因此，

盤 3 必須要 1 步到 C 柱，此時，1~2 其

他盤先去 B柱做調節，不要佔用空間 

 

盤 2不可擋到盤 3去 C柱的位置，因此，

盤 2必須要 1步到 B柱，而盤 1必須要

1步到 C柱 

我們可以發現：每一次要移動目標盤(此時的最大盤)時，其他盤(比目標盤小的那些盤)

必須先避開與目標盤在同一柱，並且不能在目標柱。另外，由於上面圖表關係是逆向推理的

結果，因此，若我們從圖表下方往回看，就回到原始解題的正向技巧，可以知道每一次盤 N

第一次移動時要去的目標是哪裡。 
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2. 定律 2：其他盤必須與最大盤前進的柱位必須錯開 

從逆解的討論結果發現，目標盤與其他盤要前進的柱位都是錯開的。 

◆ 若目標盤要 1步去 B柱(目標柱)，那其他盤必須先停留在 C柱(非目標柱) 

◆ 若目標盤要 1步去 C柱(目標柱)，那其他盤必須先停留在 B柱(非目標柱) 

 

(二) 奇數偶數題型第一步的合理位置 

1. 定律 3：總盤數為奇或偶數時，目標盤第一次移動選擇不同 

以 3柱 7盤(奇數)題型逆解的討論結果，我們可以做一個統整： 

◆ 目標盤為奇數時，第一次移動時(從 A柱離開)，目標柱都是 C柱 

◆ 目標盤為偶數時，第一次移動時(從 A柱離開)，目標柱都是 B柱 

但當 3柱 6盤(偶數)題型時，統整的結果正好顛倒： 

◼ 目標盤為奇數時，第一次移動時(從 A柱離開)，目標柱都是 B柱 

◼ 目標盤為偶數時，第一次移動時(從 A柱離開)，目標柱都是 C柱 

  

3柱 N盤，總盤數 N為奇數時 

所有奇數盤第一次移動的目標：C柱(終點) 

所有偶數盤第一次移動的目標：B柱(暫存) 

3柱 N盤，總盤數 N為偶數時 

所有奇數盤第一次移動的目標：B柱(暫存) 

所有偶數盤第一次移動的目標：C柱(終點) 

 從「從逆解方式探討每一步合理性」角度來看，無論總盤數 N為「奇數」或「偶數」，

一定要符合「最大盤必須要一次到位」，移動 1步就到達 C柱，再搭配「其他盤必須與最大

盤前進的柱位必須錯開」的結果。由後往前推理，2個為一循環，因此總盤數是奇數或偶數

會影響最後的落點，逐步往回推理，找到「盤 1」的選擇。 
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2. 定律 4：使用較低盤數題型的成功策略作為移動基礎：遞迴 

從上述的研究，我們已經知道對於任何盤數堆疊在任何一根柱子上，換位置時，一定要

符合定律 1：最大盤一次到位，此時其他盤要先去非目標柱暫存，且所有盤數題目都必須符

合這要求，因此，我們解決 N盤的題目時，便可採用N − 1盤的最佳換位方式，解決子題目

N − 1題時，又可採用N − 2的最佳策略，依此類推，一直到N = 1，這在數學上稱為遞迴。 

 

進一步分析，要解開任意盤數 N時，可以將最大盤 N移動 A→C那 1步當作分水嶺，

在此之前，必須包含N − 1盤從 A→B最佳換位步數，以及N − 1盤從 B→C最佳換位步數，

N − 1盤在這 2次移動的起始柱與目標柱不同，但操作步數一致。因此，最大盤移動 1步，

再加上N − 1盤最少步數會計算 2次，依此形式循環，找到的步數就是最少步數 Q。 

盤數 盤 N的移動步驟 移動步數統計 

1盤 盤 1，A→C：1步； 1 + 0 × 2 = 1 

2盤 盤 2，A→C：1步 + 其他盤 A→B再 B→C：1 × 2 = 𝟐步 1 + 1 × 2 = 3 

3盤 盤 3，A→C：1步 + 其他盤 A→B再 B→C：3 × 2 = 𝟔步 1 + 3 × 2 = 7 

4盤 盤 4，A→C：1步 + 其他盤 A→B再 B→C：7 × 2 = 𝟏𝟒步 1 + 7 × 2 = 15 

5盤 盤 5，A→C：1步 + 其他盤 A→B再 B→C：15× 2 = 𝟑𝟎步 1 + 15 × 2 = 31 

6盤 盤 6，A→C：1步 + 其他盤 A→B再 B→C：31× 2 = 𝟔𝟐步 1 + 31 × 2 = 63 

7盤 盤 7，A→C：1步 + 其他盤 A→B再 B→C：63× 2 = 𝟏𝟐𝟔步 1 + 63 × 2 = 127 

解 N盤時，操作方式為包含 2次N − 1盤的移動方式，必須先設 A→B，之後再 B→C，

再加上最大盤 N從 A→C一次到位計算 1步；解N − 1盤時，又必須包含 2次N − 2盤移動，

再加上最大盤N − 1盤一次到位，依此類推循環使用。因此，對於不同階段的N − i盤移動，

他們會反覆的被使用到，分別是 2次，再 2次，再 2次，所以步數計算 2的次方有關。 

我們再從 1~7盤的最佳步數結果來看，正好可以運用 2的指數概念解開最少步數解 Q，

整理一下，3柱 N盤最少步數解法可以使用2𝑁 − 1表達。 
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二、 探討「讓位法」與「換位法」以及最少步數 Q值的合理範圍 

(一) 讓位法的操作概念 

1. 適用範圍討論 

核心關鍵：位置足夠，從以下題型討論，發現「讓位法」適用範圍為𝐌 ≥ 𝐍 + 𝟏。 

盤數

N=2 
 

柱數M只要 3柱就夠了。 

2 × 2 − 1 = 3 

盤數 

N=3 
 

柱數M只要 4柱就夠了。 

2 × 3 − 1 = 5 

盤數 

N=4 
 

柱數M只要 5柱就夠了。 

2 × 4 − 1 = 7 

盤數 

N=5 
 

柱數M只要 6柱就夠了。 

2 × 5 − 1 = 9 

盤數 

N=6 

 

柱數M只要 7柱就夠了。 

2 × 6 − 1 = 11 

2. 操作原理 

每 1盤都能自由佔據任何 1柱，唯獨「終點柱」要讓出來給最大盤 1次移動到位，稱

「讓位法」。先想像所有盤先移動到調節柱，再移動到終點柱，所以盤數N × 2 ，但最大盤

其實 1次就到位了，所以必須扣除(−𝟏)，就可以得到讓位法最少步數公式為𝟐 × 𝑵 − 𝟏。 

因此，當𝐌柱 ≥ 𝐍盤 + 𝟏 ，此時可用「讓位法」，使用𝟐 × 𝑵 − 𝟏算出最少步數 Q。 

3. 讓位法是最少步數 Q的最小值 

若所有盤數都能 1步到達終點，那 N盤就是 N步完成。但由於規則 2：一次動一盤，

當上方有盤時，必須先移開上方盤，所以除了最大盤有機會 1步到位之外，其他疊在最大盤

上的其他盤都至少需要經歷 1步先到暫存柱，等待最大盤 1步到位之後，再花費 1步移動到

終點柱，所以，其他盤被計算到 2步是最簡的解法，最大盤 1步也是最簡的解法。因此，可

歸納出「讓位法」是任意M柱 N盤河內塔最少步數 Q的最小值。 
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(二) 換位法的操作概念 

1. 適用範圍討論 

核心關鍵：位置不足夠，河內塔的挑戰在起點柱與終點柱之外，還必須至少要有一柱作

為調節柱；此時，當任何一盤從起點柱離開時，將有終點柱以外的選擇，有了路徑的選擇才

有討論的意義，因此河內塔至少要 3柱以上才具討論價值。 

2. 操作原理 

以 3柱 2盤(盤 1為小盤，盤 2為大盤)來說，操作將可分為以下 3個步驟： 

(1) 將起點柱 A的小盤移動到調節柱 B 

(2) 將起點柱 A的大盤移動到終點柱 C 

(3) 將調節柱 B的小盤移動到終點柱 C 

3柱 2盤需要 3步，若提升為 3柱 3盤，將新增 1個最大盤(盤 3)，視為大盤，因為已

經知道 3柱 2盤移動到另一個柱子的步驟了，所以將前一題型(盤 1與盤 2)視為小盤，做為

群組移動，因此整體而言，操作方式就能重複上述的 3個步驟。 

(1) 將起點柱 A的小盤(上方 2個其他盤)移動到調節柱 B 

(2) 將起點柱 A的大盤(下方 1個最大盤)移動到終點柱 C 

(3) 將調節柱 B的小盤(上方 2個其他盤)移動到終點柱 C 

只是在步驟(1)與(3)要移動小盤時，是以 2個其他盤打包移動的概念完成，因此，詳細

操作可參考前一題型的實際操作方式，依此堆疊出來的題型可以回歸到最簡的題型來化簡，

將問題規模逐步縮小的過程，就稱作遞迴。而起點柱上的每一盤要移動時，其他盤就必須重

新換位一次，且每一次都將頻繁地反覆這個動作，所以我們稱為「換位法」。 

因此，當𝐌柱 = 𝟑 時，此時為「換位法」，可使用𝟐𝑵 − 𝟏算出最少步數。 

3. 換位法是最少步數 Q的最大值 

當柱數只剩下 3柱時，只有 1個調節柱，因此每一次要從起點柱移動任何一盤(此時它是

最大盤)時，其他盤就必須換位置，空出目標柱讓最大盤存放，且必須依序反覆重複同樣的

動作，因此每增加一盤，操作步數根據其他盤的數量翻倍，因此換位法所找到的步數雖然是

3柱題型裡的最少步數，但它卻是任意M柱題型裡最困難的題型，因此換位法是最少步數 Q

的最大值。 
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(三) 最少步數 Q的合理範圍 

我們在最少步數 Q合理範圍的討論中，是以 N盤為思考主體，討論M柱改變時，觀察

對任意 N盤來說，M柱如何影響最小步數 Q的最大值與最小值。這裡所討論的最大值或最

小值都是以最佳效率解，也就是不浪費任何步數情況下，只是M柱的多寡影響了遊戲的難

易度，所以找到的最小步數 Q就會有最大與最小之分。 

「讓位法」使用時機，當𝑴 ≥ 𝑵 + 𝟏時，使用𝟐 × 𝑵 − 𝟏計算步數，此時 Q是最小值；

「換位法」使用時機，若𝑴 = 𝟑時，使用𝟐𝑵 − 𝟏找到最少步數 Q，此時 Q是最大值。 

以𝑵 = 𝟕盤為例，當柱數M為 8以上時，使用讓位法：𝟐 × 𝟕 − 𝟏 = 𝟏𝟑步，找到 7盤的

最少步數 Q最小值為 13步；當柱數M等於 3時，使用換位法：𝟐𝟕 − 𝟏 = 𝟏𝟐𝟕步，找到 7盤

的最少步數 Q最大值為 127步。 

從「讓位法」與「換位法」研究中，可發現若將盤數 N固定，柱數從 3柱開始討論，

此時每一次移動選擇最少，所以題目最困難，可使用「換位法」解題，隨著柱數M越大，

操作限制越少，得到步數就會越少，一直到達𝐌 = 𝐍 + 𝟏時，代表足夠讓每 1盤占據 1柱，

還多出終點柱讓最大盤移動，其他盤再依序堆疊到終點柱，此時是「讓位法」的概念，步數

來到最小值，之後M繼續增大，步數並不會隨之減少，因為多出來的柱數並不會使用到，

因此，維持在與𝐌 = 𝐍 + 𝟏題型一樣的最少步數 Q。  

以𝐍 = 𝟑, 𝟒, 𝟓, 𝟔, 𝟕盤，交叉配對𝐌 = 𝟑, 𝟒, 𝟓, 𝟔, 𝟕, 𝟖柱為例，根據M與 N關係進行判斷，

若符合「讓位法」使用𝟐 × 𝑵 − 𝟏計算步數，若符合「換位法」使用𝟐𝑵 − 𝟏計算步數，剩下

部分配對結果不屬於讓位法也不屬於換位法，將格子空出，做為後續討論目標(降柱法)。 

  N  盤 

  3 4 5 6 7 

M 

柱 

3 換位法(7步) 換位法(15步) 換位法(31步) 換位法(63步) 換位法(127步) 

4 讓位法(5步)     

5 讓位法(5步) 讓位法(7步)    

6 讓位法(5步) 讓位法(7步) 讓位法(9步)   

7 讓位法(5步) 讓位法(7步) 讓位法(9步) 讓位法(11步)  

8 讓位法(5步) 讓位法(7步) 讓位法(9步) 讓位法(11步) 讓位法(13步) 
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以 N盤河內塔最少步數 Q合理範圍座標圖觀察，以 N盤為 X軸，而 Y軸以最小步數 Q

做紀錄，根據 N盤適用「讓位法：𝟐 × 𝑵 − 𝟏」與「換位法：𝟐𝑵 − 𝟏」時，分別計算出來的

最少步數 Q並完成 2條曲線。 

 

從座標圖 2曲線中，對任意 N盤來說， 落在𝟑 < 𝐌 < 𝐍 + 𝟏的題型，代表未有合適的

解法找出最少步數 Q，但 2曲線分別是 Q的最大值與最小值，因此，未來在𝟑 < 𝐌 < 𝐍 + 𝟏

題型找出的最少步數 Q一定會小於「換位法」的步數，且大於「讓位法」的步數。 

比方說固定N = 7盤，改變M柱來產生不同的題目，「7盤 3柱」使用「換位法」解題，

「7盤 8柱以上(≥ 8柱)」使用「讓位法」解題，中間題型有「4柱 7盤」、「5柱 7盤」、

「6柱 7盤」與「7柱 7盤」，這 4個題目的最少步數一定比「7盤 3柱」的步數少，但一定

比「7盤 8柱以上」的題型步數多。以表格列舉 9盤 10柱以內題型做示範。 
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三、 探討「原始降柱法」的分盤技巧與最少步數解 

(一) 「降柱」在 𝟑 < 𝐌 < 𝐍 + 𝟏，且𝐍 > 𝟑的必然性 

河內塔遊戲最少需要 3柱是因為至少要有一個「調節柱」讓遊戲可以達到交換位置而順

利讓所有盤都能過關，因此若有越多柱，代表有越多空間可做為調節。 

研究發現對於任意M柱 N盤題型來說，若𝐍 > 𝟑，且M的範圍：𝟑 < 𝐌 < 𝐍 + 𝟏，那就

代表不需使用「換位法」：因為題型範圍均符合𝐌 > 𝟑，這代表有多餘「調節柱」可暫存，

所以，每一次從 A柱要移動最大盤時，其他盤就不必一定要換位，可以先暫存在多出來的

「調節柱」；但也不能使用「讓位法」：因為𝐌 < 𝐍 + 𝟏，所以不足每 1盤有 1柱可以暫存，

一定有其中 1柱必須暫存 2盤以上，才能使剩下來的柱數能維持基本移動需求，這個動作是

必然的，否則剩下來還堆疊在 A柱的盤無空間可以移動，這說明了降柱的必然性。 

從 A柱起點先出發到「調節柱」暫存的盤一定是相對較小的盤，因此當他們完成暫存

堆疊之後，就代表後續的盤比他們大，無法使用這 1個柱子。移開部份盤到「調節柱」暫存

使得剩下來的盤變少，透過減少柱數換取部份盤數，進而降低後續操作過程的複雜度，我們

把這個動作命名為「降柱」。 

以𝐍 = 𝟒盤，𝐌 = 𝟑, 𝟒, 𝟓柱時，討論當最大盤(盤 4)要移動到終點柱時，其它盤必須堆疊

在哪，進一步說明「換位、降柱、讓位」概念的不同。因為要求最少步數 Q，因此當有多的

柱子時就必須充分運用才能減少換位的步驟，而達到最少步數 Q。 

N = 4盤 

M = 3柱 
 

換位：盤 1、盤 2、盤 3 必須先經過多

次換位，才能讓盤 4到達終點柱。 

N = 4盤 

M = 4柱 
 

降柱：盤 1與盤 2堆疊，少了一個柱子，

盤 3與盤 4變成一個 3柱 2盤的題目，

可使用讓位移動。 

N = 4盤 

M = 4柱 
 

降柱：盤 2與盤 3堆疊以及盤 1共用了

2個柱子，盤 4變成 2柱 1盤的題目，

可直接解題。 

N = 4盤 

M = 5柱 
 

讓位：盤 1、盤 2、盤 3各佔 1個柱子，

盤 4就能直接 1步到達終點。 

由此可以看出，「換位」讓調節柱堆滿其他盤，而「讓位」讓每一個調節柱正好放一

盤，兩者選擇都是固定的；但「降柱」卻可選擇如何分盤來堆疊在調節柱暫存。 
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(二) 原始降柱法是讓位法的延伸，多重使用讓位法與換位法的效率走法 

題型範圍在𝟑 < 𝐌 < 𝐍 + 𝟏，且𝐍 > 𝟑，那麼「降柱」就是必然的操作方式，那如何選擇

要將幾盤透過「降柱」堆疊在任一調節柱呢？我們將這問題視為「分盤」，先分出幾盤降

柱，再剩下幾盤可以順利解題。 

研究發現，題型在降住範圍的話，當M柱確定時，N盤在指定範圍內，降柱技巧又可

以細分出透過多重使用讓位法完成降柱，這種技巧我們稱為「原始降柱法」。 

若每次分盤後，要降柱的題型能使M與 N的關係符合𝐌 ≥ 𝐍 + 𝟏的話，那「讓位法」

是將 N盤從一柱移動到另一柱的最佳效率走法，因此，每次分盤降柱由最佳效率走法概念

堆疊完成，那麼得到的步數就會是最少步數 Q也會是最有效率的。 

以 5柱說明，若要決定幾盤可從「起點柱」使用「讓位法」移動到「調節柱」，一開始

有 5柱，最多 4盤使用讓位法移動，佔據一個調節柱可使用，所以必須扣除；還剩下 4柱，

最多 3盤使用讓位法移動，移動完畢後，扣除一柱；剩下 3柱，最多 2盤使用讓位法移動，

移動完畢後，扣除一柱；剩下 2柱，最多 1盤移動到終點註直接解題完成。 

因此，5柱「分盤降柱」可分「5柱 4盤」，「4柱 3盤」，「3柱 2盤」與「2柱 1盤」。

每一次分盤都能使用最有效率的「讓位法」移動位置。所以 5柱「原始降柱法」的最高盤數

為𝟒 + 𝟑 + 𝟐 + 𝟏 = 𝟏𝟎盤。 

概念為將 a、b、c群依序暫存在調節柱，等待 d群到達終點柱之後，再依序 c、b、a群

移動到終點柱，步數計算就是a群+ b群+ c群+ d群 + c群+ b群+ a群的累加。 
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(三) 任意M柱可使用原始降柱法最高盤數與適用範圍 

從 5柱題型研究可以發現 5柱可使用「原始降柱法」最高可到 10盤，每一次「分盤」

為 5、4、3、2、1，這裡為 1到M的連續正整數，因此，我們可以採用「梯形公式」算出

M柱可使用「原始降柱法」的最高盤數。 

[𝟏 + (𝑴 − 𝟏)] × (𝑴 − 𝟏)

𝟐
=

𝑴𝟐 − 𝑴

𝟐
 

任意M柱可使用「原始降柱法」的最高盤數： 
𝑴𝟐−𝑴

𝟐
盤 

但對於任意M柱題型，我們知道當M ≥ N + 1時，可使用「讓位法」，因此從M盤後，

隨著M遞增，一直到(𝑀2 − 𝑀) ÷ 2時，是M柱可使用「原始降柱法」的盤數適用範圍。 

以 5柱為例，「5柱 5盤」一直到「5柱 10盤」都能使用「原始降柱法」；而5柱 4盤

以下，5柱 3盤、5柱 2盤、5柱 1盤，都能使用「讓位法」。 

任意M柱可使用「原始降柱法」的適用範圍：𝑴柱𝑴盤 ≤原始降柱法 ≤ 𝑴柱
𝑴𝟐−𝑴

𝟐
盤 

(四) 原始降柱法的操作與紀錄格式設計 

「原始降柱法」概念是找出能以「讓位法」的最高盤數，移動到調節柱暫存完成降柱，

重複相同操作方式，直到題型的最大盤能 1步到達終點，接下來再將暫存在調節柱的盤數，

同樣以「讓位法」的方式移動到終點柱。以 5柱為例，我們可以將紀錄方式紀錄如下： 

 

除了最後的 2柱 1盤使最大盤 1步到位之外，其他題型 3柱 2盤、4柱 3盤與 5柱 4盤

都是以「讓位法」方式從「起點柱」到「調節柱」暫存，又依序以「讓位法」從「調節柱」

到「終點柱」完成挑戰，因此步數操作要乘以 2。 

根據實際的操作發現，當「降柱」過程剩下 3柱時，其實也能視為 3柱使用「換位法」

的操作方式，因此我們可以進一步把「原始降柱法」的表格紀錄進行修改： 

 

操作 5 柱 10 盤 最高盤容納值 步數 根據操作次數累加小記 總步數

5 柱 4 盤 4 7 14

4 柱 3 盤 3 5 10

3 柱 2 盤 2 3 6

1次 2 柱 1 盤 1 1 1

2次
31

操作技巧 操作次數 5 柱 10 盤 最高盤容納值 步數 根據操作次數累加小記 總步數

5 柱 4 盤 4 7 14

4 柱 3 盤 3 5 10

換位法 1次 3 柱 3 盤 3 7 7

讓位法 2次
31
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(五) 原始降柱法實作討論 

分盤時應該將盤數分配到讓位法(要算 2次)還是換位法(只算 1次)，哪一種才能取得最

少步數解；根據研究結果，使用「原始降柱法」時，不管幾柱，最後分盤都留下 3柱 3盤，

因此，相同差距的題型都採用相同方式解完群組內的所有題型。 

以下以 4柱、5柱、6柱做示範，使用
𝑴𝟐−𝑴

𝟐
− (𝑴 − 𝟏)算出使用原始降柱法的個數。 

4柱1~3盤使用「讓位法」，4柱4~6盤使用「原始降柱法」，共 3題。 

5柱1~4盤使用「讓位法」，5柱5~10盤使用「原始降柱法」，共 6題。 

6柱1~5盤使用「讓位法」，6柱5~15盤使用「原始降柱法」，共 10題。 
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從上圖看出，因為都採用 3柱 3盤，換位法公式都是23 − 1，因此可以先忽略不討論。 

對於 4柱來說，4、5、6盤分別減去 3柱 3盤後，會得到 4柱 1、2、3盤的降柱題目，

都採用(𝟐 × 𝐍 − 𝟏) × 𝟐的公式，得到的步數分別為 2、6、10步，所以他們的差距是 4步。 

對於 5柱來說，5、6、7、8、9、10盤分別減 3柱 3盤後，得到(5柱 1盤+4柱 1盤)、

(5柱 1盤+4柱 2盤)、(5柱 1盤+4柱 3盤)、(5柱 2盤+4柱 3盤)、(5柱 3盤+4柱 3盤)、 

(5柱 4盤+4柱 3盤)的降柱題目，不論分在 4柱或 5柱都符合讓位法，以(𝟐 × 𝐍 − 𝟏) × 𝟐的

公式，得到的步數分別為 4、8、12、16、20、24步，所以他們的差距也會是 4步。 

以上討論發現，原始降柱法最少步數解與前一題步數差距都是 2步，而差距 2步的重複

次數也是可以推算的。 

4柱原始降柱法由 4柱 1~3盤+3柱 3盤的配對最多 6盤。 

5柱原始降柱法由 5柱 1~4盤+4柱 1~3盤+3柱 3盤的配對最多 10盤。 

6柱原始降柱法由 6柱 1~5盤+5柱 1~4盤+4柱 1~3盤+3柱 3盤的配對，最多 15盤。 

以M柱 N盤的配對總表來看 

4柱、5柱、6柱題型使用讓位法分別有 3題、4題、5題可採用2 × N − 1公式解。 

剩下 3題(4柱有 3個橘色區塊)、6題(5柱有 6個橘色區塊)、10題(6柱有 7個橘色區

塊)，區塊內解的差距都正好是 4步，換句話說，橘色區塊數就是差距 4步使用次數 

在「原始降柱法」時，可以直接看紀錄表格就知道如何操作河內塔，如下 

 

分盤後，各柱不換位的最高值如下 

 

我們要優先將底層填滿，依序往上，操作時

反過來操作，從多柱的開始分盤，並先操作

到調節柱上，進行降柱。 
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從結果觀察，各組之間，每增加 1盤，總步數都多 4步，這是因為每增加 1盤都代表相

較於前 1個題目的不同在於要多 1盤花費𝟐步移到到調節柱暫存，再從調節柱移動到終點柱

還必須花費𝟐步，總共會多𝟐 × 𝟐 = 𝟒步。 

從研究結果可發現，使用「讓位法」前後題型最少步數 Q差距都固定為 2步之外，使

用「原始降柱法」前後題型最少步數 Q的差距也是固定的，都差距 4步。因此，我們可以

運用「差距」計算出「原始降柱法」的最少步數 Q。根據適用範圍𝐌 ≥ 𝐍 + 𝟏先找出M柱能

使用「讓位法」的最大題數為M − 1盤，此時N = M − 1，帶入公式𝟐 × 𝑵 − 𝟏，就能算出M

柱使用讓位法最大題數的最小步數 Q公式為 𝟐 × (𝑴 − 𝟏) − 𝟏 = 𝟐 × 𝑴 − 𝟑。 

因此M柱能使用「讓位法」最大題數為 𝑴 − 𝟏盤，其最少步數 Q公式為 𝟐 × 𝑴 − 𝟑。 

接下來從 𝑀 盤到 
𝑴𝟐−𝑴

𝟐
 盤的題數範圍都能使用「原始降柱法」解題，我們就能依序+𝟒，

累加計算各題目的最少步數 Q。 

 以M = 𝟒柱為例，使用「讓位法」最大題數為 𝑴 − 𝟏 = 𝟒 − 𝟏 = 𝟑，為 4柱 3盤，最少

步數 Q公式為𝟐 × 𝑴 − 𝟑 = 𝟐 × 𝟒 − 𝟑 = 𝟓步；接下來從M = 4盤 到 
𝑀2−𝑀

2
=

42−4

2
= 6 盤的

題數範圍都能使用「原始降柱法」解題，分別為 4柱 4盤、4柱 5盤、4柱 6盤。接下來，

依序從𝟓步累加差距𝟒步，就算出最少步數 Q分別為9步、13步、17步。 

以M = 𝟓柱為例，使用「讓位法」最大題數為 𝑴 − 𝟏 = 𝟓 − 𝟏 = 𝟒，為 5柱 4盤，最少

步數 Q公式為𝟐 × 𝑴 − 𝟑 = 𝟐 × 𝟓 − 𝟑 = 𝟕步；接下來從M = 5盤 到 
𝑀2−𝑀

2
=

52−5

2
= 10 盤的

題數範圍都能使用「原始降柱法」解題，分別為 5柱 5盤、5柱 6盤、5柱 7盤、5柱 8

盤、5柱 9盤、5柱 10盤。接下來，依序從𝟕步累加差距𝟒步，就算出最少步數 Q分別為11

步、15步、19步、23步、27步、31步。 

以M = 𝟔柱為例，使用「讓位法」最大題數為 𝑴 − 𝟏 = 𝟔 − 𝟏 = 𝟓，為 6柱 5盤，最少

步數 Q公式為𝟐 × 𝑴 − 𝟑 = 𝟐 × 𝟔 − 𝟑 = 𝟗步；接下來從M = 6 盤到 
𝑀2−𝑀

2
=

62−6

2
= 15 盤的

題數範圍都能使用「原始降柱法」解題，分別為 6柱 6盤到 6柱 20盤。接下來，依序從𝟗步

累加差距4步，就算出最少步數 Q分別為13步、17步、21步、25步、29步、33步、37步、

41步、45步、49步。 
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四、 探討「複合降柱法」的分盤技巧與最少步數解 

(一) 複合降柱法適用範圍 

若M柱 N盤的題型，N值繼續增大，超過
𝑀2−𝑀

2
時，代表超過原始降柱法能使用範圍，

因此，每一次分盤不能使用「讓位法」來進行降柱，將使用複合性的操作方式，我們將這類

型的操作方式稱作「複合降柱法」。 

因此，M柱 N盤題型，𝐍 >
𝑴𝟐−𝑴

𝟐
 就必須使用「複合降柱法」才能找到最少步數 Q。 

(二) 複合降柱法分盤技巧 

5柱能使用「原始降柱法」最高盤數為 5柱 10盤，每一次降柱都能使用「讓位法」： 

 

但從 5柱 11盤開始，將不能每一次降柱都使用「讓位法」，否則就會剩下如「盤 11」

沒有任何空間可移動，還停留在起點柱。 

 

因此，至少要有一部份的盤移到調節柱時，要使用「讓位法」下一階段的移動技巧：原

始降柱法移動到調節柱進行降柱。我們以盤 1~5為例，使用「原始降柱法」將 5盤移動到調

節柱暫存。 

 

所以第 1次降柱使用「原始降柱法」將盤 1~5移動到調節柱；第 2次降柱使用「讓位

法」將盤 6~8移動調節柱；第 3次降柱使用「讓位法」將盤 9~10移動到調節柱。這就符合

我們的定義，接下來採複合的方式完成降柱，所以命名為「複合降柱法」。 
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(三) 第一次複合降柱法原理說明 

從 5柱 11盤對比 5柱 10盤討論，可以發現，原本每一次分盤都使用「讓位法」降柱，

提升到「複合降柱法」後，至少有一柱在分盤時將使用「原始降柱法」進行降柱。 

在必須使用「複合降柱法」分盤降柱的過程中，因為盤數變多，多出來的盤會使得降柱

技巧從「讓位法」提升到「原始降柱法」，就代表與前一題型的差距會從 2步提升到 4步，

但這只計算了從「起點柱」到「調節柱」這些分盤降柱題型與前一題型差距，等最大盤順利

到達「終點柱」後，暫存在「調節柱」的部份盤還要依序移動到「終點柱」，差距的 4步，

還要乘以 2，因此，「第一次複合降柱法」與前一題步數差距會差 8步。 

 

5柱 10盤，使用「原始降柱法」解題，可分出 4盤以 5柱的方式來「調節柱」暫存，

而 5柱 4盤可使用「讓位法」技巧換柱，因此步數計算是7步到「調節柱」。 

 

 5柱 11盤，使用「第一次複合降柱法」，其中，必須分出 5盤以 5柱方式到「調節柱」

暫存，而 5柱 5盤可使用「原始降柱法」技巧換柱，因此步數計算是11步到「調節柱」。 

 5柱 11盤比 5柱 10盤多了𝟏𝟏 − 𝟕 = 𝟒步來到「調節柱」，還要再多 4步到「終點柱」，

因此總差距為𝟖步，依此類推，接下來繼續增加盤數，將必須繼續使用「原始降柱法」換柱

到「調節柱」，而「原始降柱法」屬於差距 4步的題型，但分盤到「調節柱」後，還要再移

動到「終點柱」，所以「原始降柱法」差距 4步必須再乘以 2，與前一題型差距來到 8步，

這就是「第一次複合降柱法」與前一題型差距都是 8步的原因。 

 而使用「第一次複合降柱法」共可以破解多少題目呢？因為到「調節柱」暫存通通必須

使用「原始降柱法」，因此我們可以從他使用的「原始降柱法」所能參考的題目數做計算。 
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(四) 以「降柱法」討論與前一題差距的規律 

從研究結果已知，對於任意M柱來說：盤數𝑵 ≤ 𝑴 − 𝟏 的話，使用「讓位法」解題，題

數間差距 2步；盤數𝑵 ≥ 𝑴，且𝑵 ≤
𝑴𝟐−𝑴

𝟐
 的話，使用「原始降柱法」，可以使用的題數參考分盤

後「讓位法」的題數，題數間差距 4步；盤數𝑵 >
𝑴𝟐−𝑴

𝟐
 的話，可使用「第一次複合降柱法」，

但盤數 N最大到幾盤為適用範圍，還需參考分盤後「原始降柱法」的題數，可確定的是，

題數間差距來到 8步，從以上結構我們發現，每次分盤降柱需參照較少題數的最佳解題法，

先分盤到調節柱再移動到終點柱，動作會反覆地重複，因此，題數間差距為 2的指數成長，

但對於M柱來說，有多少題目適用何種方法，從「複合降柱法」開始，還沒找到公式直接

計算，以及分盤要如何選擇才能最有效率，因此，進一步以有限範圍的列舉法進行討論。 

我們以 4柱 4盤以上需要使用「降柱法」技巧的類型進行研究，列舉分盤降柱時，應該

分出幾盤先到「調節柱」(這部分要被計算 2次，因為還要到終點柱)，剩下來的盤數以 3柱

的技巧解題，這可套用「換位法」(只需操作 1次，因為完成時會在終點柱)的所有可能。 

我們把不同分法由左而右分別鎖定 3柱分盤分 6、5、4、3、2、1盤，剩下來的盤分給

操作 2次的部分；再由上而下列舉 4柱 4盤到 16盤，討論分盤技巧的選擇。
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「降柱法」的核心精神就是分盤降柱，所以隨著盤數增加，每一次新增的盤必須面臨要

將它分配到操作 2次(去調節柱暫存)或操作 1次(以 3柱換位法直接到終點柱)的選擇。透過

上面實作的討論可以發現，我們將每一個題目的選擇都做了列舉討論，若求出的步數不是最

少步數，我們就將那個配對組合反灰，若求出的步數是最少步數 Q，那就保持彩色的形式。 

研究發現題目與前一題的差距會呈現以下的規律： 

差距 4步的有 3題(最後分盤：3柱放 3盤)，是使用原始降柱法解題。 

差距 8步的有 4題(最後分盤：3柱放 4盤)，是使用第一次複合降柱法解題。 

差距 16步的有 5題(最後分盤：3柱放 5盤)，是使用第二次複合降柱法解題。 

因此，發現 4柱題型「題數間步數差距」與「相同差距題數」有其規律，可依此類推。  

「題數間步數差距」規律為 2的指數成長，與前面的討論結果一致，因為部分盤到調節

柱是使用前面題型最佳效率解法，而還必須以相同方式移動到終點柱，所以反覆參考步數的

過程中，就會不斷地以 2的指數成長，形成後一題與前一題的總步數差距為 2的指數。 

「相同差距題數」規律為連續正整數，從列舉題型觀察到「題數間步數差距」相同時，

分給 3柱的盤數可以相同。比方說「4柱 4盤」到「4柱 6盤」，都能從分盤給「3柱 3盤」

得最少步數 Q，雖然「4柱 4盤」與「4柱 5盤」，分盤給「3柱 2盤」也能得最少步數 Q，

但以分盤降柱給「3柱 2盤」的概念解「4柱 6盤」時，得到的步數卻不是最少步數。 

因此，我們認為「題數間步數差距」相同時，既然可以分盤給 3柱時，分出相同盤數，

那麼就盡量採用相同的規律技巧來處理同組的題型，如此一來就有機會找到一致的操作流程

來破解後續的題型。 

「4柱 4盤」到「4柱 6盤」都屬於「題數間步數差距 4步」，因此分盤選「3柱 3盤」

為一致性解法。當盤數增加，來到「4柱 7盤」時，分盤降柱有 2個選擇：可分盤 3柱 3盤

或 3柱 4盤都得最小步數 Q，「4柱 7盤」到「4柱 10盤」都屬於「題數間步數差距 8步」，

因此，以一致性解法來看，分盤選擇要以「3柱 4盤」，就能以相同概念解差距 8步題型。 

因此，可以得到一個小結論，當盤數 N繼續遞增，必須改變「題數間步數差距」時，

先將增加的盤分配到 3柱使用換位法，再繼續增加盤數時，才將新增的盤分配到調節柱暫存

(操作 2次)。 
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我們再以 5柱 5盤以上需要使用「降柱法」技巧的類型進行研究，列舉分盤降柱時，應

該分出幾盤先到「調節柱」(這部分要被計算 2次，因為還要到終點柱)，剩下來的盤數以 3

柱的技巧解題，這可套用「換位法」(只需操作 1次，因為完成時會在終點柱)的所有可能。 

我們把不同分法由左而由分別鎖定 3柱分盤分 6、5、4、3、2、1盤，剩下來的盤分給

操作 2次的部分；再由上而下列舉 5柱 5盤到 21盤，討論分盤技巧的選擇。 

 

發現 5柱題型規律與 4柱一致，當盤數 N遞增，必須要改變「題數間步數差距」時，

先將新增的第 1盤分配到 3柱使用換位法，再繼續增加盤數時，才將新增的盤分配到調節柱

暫存。 



22 

 

分盤降柱的選擇就是透過分盤後，讓部分盤先去調節柱暫存，每減少 1柱代表減少了部

分盤還需要移動的負擔，直到最後分盤的結果為 3柱(可使用「換位法」技巧到達終點)。 

4柱：分 4柱(降柱暫存)與 3柱(終點完成)。 

5柱：分 5柱(降柱暫存)、4柱(降柱暫存)與 3柱(終點完成)。 

6柱：分 6柱(降柱暫存)、5柱(降柱暫存)、4柱(降柱暫存)與 3柱(終點完成)。 

除了留下 3柱使用換位法，還剩多少柱代表可降柱幾次。因此，降柱共有𝑀 − 3次。 

隨著柱數M遞增，𝑀 − 3的結果終究會大於 1。如柱數𝑀 = 5，代表5 − 3 = 2個調節柱

先以 5柱題型將部分盤暫存在第一個調節柱，再以 4柱題型將部分盤暫存在另一個調節柱，

最後剩下來的盤以 3柱題型移動到終點柱。在「題數間步數差距」相同時，已知分給 3柱的

盤數是固定的，但其他盤要分給 5柱或 4柱，到底該如何選擇呢？ 

經過研究討論，「題數間步數差距」相同的條件下，不論分給哪一柱，不影響總步數。

因為，若是 5柱使用「第一次複合降柱法」的題型，那麼分出部分盤給非 3柱進行降柱時，

將部分盤移動到「調節柱」的方法一定是使用了「原始降柱法」，那「原始降柱法」的步數

差距都是 4，所以，無論分給哪一柱使用「原始降柱法」，移動到調節柱的差距都是 4步；

若是 5柱使用「原始降柱法」的題型，那分盤給非 3柱的分盤降柱題型時，將部分盤移動到

調節柱的方法一定是使用了「讓位法」，那「讓位法」的步數差距都是 2，所以分給哪一柱

使用「讓位法」，移動到調節柱的差距都是 2步，依此類推。 

無論柱數M為多少，當需要分盤降柱時，只需要考慮分給 3柱(參考換位法)操作 1次或

非 3柱(隨著 N值依序參考讓位、原始降柱、第 J次複合降柱法…)操作 2次。 

根據實作結果，將「與前一盤差距相同的題型」歸類為同一組(以紅框圈起來的組別)，

可以發現共同點為 3柱的分盤都是一樣的題型。 

比方說，只要是與前一題型差距 8步的題目，在最後分盤時都要分 3柱 4盤，其他盤再

依序分給降柱的部分，一直增加盤數，直到總步數差距變成 16步時停止。所以我們可以得

到一個結果，只要改變差距時，先增加 1盤給 3柱，接下來再依序把盤數分給調節柱。 

我們發現，這樣相同差距的組數就可以預測。一定會先加 1，因為 3柱提升 1盤，接下

來增加盤數給降柱的部分，而降柱的部分最高極限值會是多少，才會使得總差距維持在同一

組內呢？ 
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必須使用前一個題型操作解法，且差距步數為一半的題型，因為「降柱」代表必須移動

2次，所以步數會乘以 2，所以關鍵在於差距步數為一半的題型有幾題。所有的題目都是依

此類推，所以只要從數量小的題目慢慢推理過來，就可以知道任何題型相同差距的題數有幾

題。所以我們想到，如果差距知道，且還能推理出有幾組，那只要累加差距就可以完成任何

題型的推算了。 
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根據 4種操作方式完成 3柱、4柱與 5柱各類型的最少步數 Q計算，得到以下表格。 

 

可以發現差距的出現是非常有規律的，3柱的差距都只出現與公式𝟐𝑵 − 𝟏有關。而 4柱

以上，回歸到最原始的操作，都是讓位法。隨著盤數 N與柱數M的差距越來越大，無法繼

續使用「讓位法」時，就必須藉由「降柱法」的精神，透過多出來的調節柱進行降柱減少部

分盤數，所以就會依序使用原始降柱、複合降柱(第 1次)、複合降柱(第 2次)、複合降柱(第

J次)…等。那因為降柱過程都是採用前者的最佳效率解，因此差距有規律出現。 
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3柱題型，求最小步數 Q要使用「換位法」，柱數𝐌 = 𝟑限制最多，是最困難的解法，

所以每增加一盤，差距就改變，因此，相同差距出現的次數只會有 1次。 

4柱題型，前後題最少步數 Q相減的差距出現次數為連續正整數，若連續正整數相減，

差與差的差距會回歸到都是 1。 

5柱題型，前後題最少步數 Q相減的差距出現次數為三角形數，但若把三角形數相減，

差與差的差距回歸到連續正整數。若連續正整數再繼續相減，那得到的數列每一項都是 1。 

從這裡得到重要的結果，再繼續增加柱數，差距出現的次數是可以透過累加算出來的。

而差距從前面的研究成果得知，是 2的指數，從𝟐𝟎、𝟐𝟏、𝟐𝟐、𝟐𝟑 … 𝟐𝒌 增長。 

所以任意M柱 N盤可以透過計算差距重複使用了幾次，累加出最少步數 Q 

以 4柱 12盤為例，說明如何運用差距出現次數累加出最小步數 Q 

20 × 𝟏 + 21 × 𝟐 + 22 × 𝟑 + 23 × 𝟒 + 24 × 2 = 81 

目標是 𝟏 + 𝟐 + 𝟑 + 𝟒 +？ = 𝟏𝟐，因此？ = 𝟐。依據盤數累加使用次數，當兩者相等

時，可求出解。若差距出現次數累加不等於盤數，剩下數字 ×下組差距完成步數計算。 

若柱數M=4，而盤數是 N盤，最少步數可以依據下列規律計算出 

20 × 𝟏 + 21 × 𝟐 + 22 × 𝟑 + 23 × 𝟒 + 24 × 𝟓 + ⋯ + 2𝑃−1 × 𝑃 

過程中，從 1累加到 P的總和要正巧等於 N。 
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五、 探討「M柱 N盤河內塔最少步數解」的速算技巧 

(一) M柱 N盤解題的選擇 

3柱題型中，1盤與 2盤可使用「讓位法」或「換位法」，3盤可使用「原始降柱法」或

「換位法」，因此，對於任意 3柱 N盤題型，都能使用換位法𝟐 × 𝐍 − 𝟏算出最少步數 Q。 

4柱以上的題目，又多了調節柱，所以解題操作方式有了變化。對於 N盤來說，隨著盤

數增加，解題都先使用「讓位法」，接下來使用「原始降柱法」，再來使用「複合降柱法」。 

(二) 差距法建立原理說明 

讓位與原始降柱法都已找出公式了，以 4柱與 5柱題型分析複合降柱法個數增長模式： 

 

從我們的研究整理表格可發現任何M柱使用第 X次複合降柱法的解題題數，是由前者

的直接解題、讓位法、原始降柱法與前次複合降柱法堆疊出來的，而前 3者我們都已經研究

出個數公式，所以可透過這個基礎，算出任意M柱在直接解題、讓位法與原始降柱法分別

的個數後，依序堆疊出M柱 X次複合降柱法的個數，概念如下： 

 𝑴柱使用第𝑿次複合降柱法的解題題數 = 𝑴柱使用第𝑿 − 𝟏次複合降柱法的解題題數 

+𝑴 − 𝟏柱使用第𝑿次複合降柱法的解題題數 

如𝟓柱第𝟐次複合降柱法題數 = 𝟓柱第𝟏次複合降柱法題數+ 𝟒柱第𝟐次複合降柱法題數 

                          𝟏𝟓                        =           𝟏𝟎                                   +                     𝟓   
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    依此類推，就能建立任意M柱的差距個數表，運用這個方式我們就能破解算出任意M

柱 N盤河內塔最少步數需要幾步。 

(三) 差距表算最少步數的基本邏輯 

    我們已知差距是 2的指數翻倍成長，也能計算差距相同時出現的次數，因此只要將所有

差距累加起來，就能找出該題的最少步數解，以 5柱 17盤為例 

 

最少步數 Q=𝟏 × 𝟏 + 𝟐 × 𝟑 + 𝟒 × 𝟔 + 𝟖 × 𝟕 = 𝟖𝟕步 

或轉換成 2的次方計算最小步數 Q=𝟐𝟎 × 𝟏 + 𝟐𝟏 × 𝟑 + 𝟐𝟐 × 𝟔 + 𝟐𝟑 × 𝟕 = 𝟖𝟕步 

(四) 透過 EXCEL軟體完成差距表 

由於差距出現次數是需要逐步累加的，所以我們可以透過 Excel的建立，產生差距表，

透過自動填滿的功能，將差距表逐步累加完成。 

 

未來任何只要知道我們研究成果的人都能建立出這樣的表格，只要在 9個位置寫入數字

或公式，透過 EXCEL自動填滿功能，就可以往下或往右拖曳完成差距表，並且根據實際需

求建立不同大小的表格。 

 

以上是我們根據各種解題策略建立差距表的方式，在後續的研究我們又發現，如果只是

單純要產生差距表，我們有更加快速的方式。 
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透過 Excel在 A欄第 3列後填連續正整數，在𝑩𝟑寫下= 𝟐^𝑨𝟑，完成 2的指數差距表；

由於 3柱題型的「題目間差距」步數都只會出現 1次，所以可以先建立 C欄全部為 1。任意

M柱只有 1盤時，步數也只需要 1步，與 0盤題目相差 1步，所以第 3列全部為 1。從前面

的討論 5柱題型前後題差距所產生的數列為三角形數，將三角形數的數列前後相減又可以得

到 4柱題型前後題差距所產生的數列連續正整數，再將連續正整數的數列前後數相減又可以

得到 3柱題型前後題差距所產生的數列全部為 1。因此，柱數間差距存在累加的關係，我們

可以直接從 3柱全部為 1的數列反過來累加得到其他柱數M的差距重複次數。 

因此，最後一個動作就是在 D2這格寫下=D3+C4，再選擇自動填滿的小黑點，複製邏

輯往右及往下拉填滿整個差距表，就能快速建立差距表了。縮小為 7個動作。 

 

建立好差距表後，M柱 N盤河內塔題目就能透過查表進行最少步數的計算，先根據柱

數M找到正確M欄，接下來根據 N盤的數值，依序減去第 3列以後的數字，直到結果為負

值，最後一個減數之前的所有數字就是各組 2的次方差距所使用的個數，剩下來的商就是下

一組 2的次方差距所使用的個數，將所有差距相加就是M柱 N盤最少步數解。 

    以 9柱 100盤為例，先找到柱數𝑴 = 𝟗那一欄，將 100依序減掉 1、7、28，再減掉

84後就為負值。所以𝟏、𝟕、𝟐𝟖就分別是差距𝟏、𝟐、𝟒所使用的次數，在減去 84之前的商為

64。所以𝟔𝟒就是剩下來使用差距𝟖的次數，將所有差距累加加總找到最小步數 Q 

因此 9柱 100盤的最少步數解為：𝟏 × 𝟏 + 𝟐 × 𝟕 + 𝟒 × 𝟐𝟖 + 𝟖 × 𝟔𝟒 = 𝟔𝟑𝟗步。  
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陸、 研究結論 

一、 透過逆解的概念，可以分析解題策略的是否為最佳解 

逆解的核心：最大盤必須一次到位。對於我們討論的任意解題策略都能透過逆解方式，

反覆將分盤後當時的最大盤 1次到目標柱，將拆解後的題目反過來逐步堆疊出最少步數。 

二、 對於任意M柱 N盤題目有最少步數解合理範圍 

若M > N，使用讓位法解題，其公式為𝟐 × 𝑵 − 𝟏。除了最大盤只要 1步之外，其他每一

盤步數也都只用了 2步，是河內塔題型中最有效率的走法；而限制最多的走法是M = 3柱的

類型，從起點柱每次要移動盤時，其他柱的盤必須不斷地換位把柱數空出來，此為換位法，

公式為𝟐𝑵 − 𝟏 ，是河內塔題型中最複雜的走法。 

因此，以 N盤固定的角度來思考，改變M柱會使題目變得困難也會變得簡單，但任意

M柱 N盤河內塔的最少步數的解法，一定會落在讓位法與換位法兩曲線之間(合理範圍)。 

三、 解題方法可分：讓位法、換位法、原始降柱法與複合降柱法 

對於任意 3柱的題型，使用換位法是最有效率的解題策略 

對於任何 4柱以上題型，都將隨著 N變大，依序使用 4種解題策略。當𝑵 ≤ 𝑴 − 𝟏 時，

可使用「讓位法」解題，題數間差距 2步；當 𝑵 ≥ 𝑴，且𝑵 ≤
𝑴𝟐−𝑴

𝟐
 時，使用「原始降柱法」，

題數間差距 4步；當 𝑵 >
𝑴𝟐−𝑴

𝟐
 時，使用「第 1次複合降柱法」，題數間差距 8步，隨著 N值

繼續變大，將陸續使用第 1次、第 2次…第 i次複合降柱法，題數間差距為 2的指數成長。 

四、 使用差距表進行查表算出任意M柱 N盤河內塔最少步數解 

    任何讀者都能根據我們的研究結果，按照規律完成差距表，再根據M柱 N盤從差距表

依序對應不同組的差距(2的次方)使用了幾次，將所有差距累加就是最少步數解 Q。 

    為什麼差距是呈現 2的次方，是因為複合降柱法是以原始降柱法為基礎，而原始降柱法

是以讓位法為基礎，若降柱法需要將部分盤暫存調節柱在移到終點柱，且這個過程會因為柱

數不足而反覆操作的話，那步數的差距就會一直呈現翻倍的成長。 

    M柱 N盤題型能使用「讓位法」與「換位法」都已整理出公式，而「降柱法」是複合

使用前兩者技巧，因此當我們要了解複合降柱法差距的個數時，只要運用前者的公式累加就

可以完整了解降柱法每一組的差距個數。 
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五、 差距表快速建立技巧 

透過 Excel在 A欄第 3列後填連續正整數，在𝑩𝟑寫下= 𝟐^𝑨𝟑，下拉完成指數差距表；

再填 3柱 C欄差距使用次數都是 1次，以及第 3列完成每一柱差距 1步使用次數也是 1次

(這 2個動作就是藍色區塊的部分)。接下來在𝑫𝟒寫下= 𝑫𝟑 + 𝑪𝟒，再根據研究需要決定自動

填滿的小黑點往右與往下拖曳距離，就能完成M柱差距表，未來只要查表就能算出步數。 

 

六、 運用差距表完成任意M柱 N盤速算技巧 

在差距表查看M柱欄位，將 N盤往下依序減去「差距重複次數」直到 N盤全部對應完

畢，再將每一組步數差距(𝟐的指數) ×差距重複次數，並全部累加，就能算出該M柱 N盤

的最小步數 Q，以下列舉使用差距表完成河內塔 20柱 20盤以內的最少步數 Q。 
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20 1048575 289 111 89 67 65 63 61 59 57 55 53 51 49 47 45 43 41

M柱

N盤

最少步數列表



作品海報 

【評語】080414  

本作品探討河內塔的變種遊戲，從原來的三條柱變成M條柱

與N個盤的情況下，探討最少要把 N個盤都搬到目標柱的最少步

數 Q的合理範圍，研究中提出了讓位法、換位法、原始降柱法與

複合降柱法等解題策略。本作品較大的挑戰是如何有效地透過分

盤的技巧達到最佳化的降柱，從而減少步數。報告中討論了很多

特例，並歸納出某些情況下的最少步數，可以看出作者非常用

心。然而，本作品研究比較缺乏有效利用數學工具說明來顯現研

究成果的完整度。河內塔遊戲已有好一段的歷史，相關的研究為

數不少，而且已經有研究者探討過關於 M 條柱與N個盤的情況，

因此從原創性的角度來說，本作品的原創性稍嫌不足。本作品的

報告內容較偏向於說明，比較缺乏的嚴謹的論證。此外部分名詞

的說明不夠清楚，例如 14 頁的題型，而且部分說明還有待商榷，

宜作進一步的檢查。建議在發展科展研究前可先做比較廣泛的文

獻探討，並善用他人研究的結果做一些延伸的研究探討。 
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一. 探討三柱河內塔遞迴解法合理性與公式推導
二. 探討「讓位法」與「換位法」以及最少步數Q值的合理範圍
三. 探討「原始降柱法」的分盤技巧與最少步數解
四. 探討「複合降柱法」的分盤技巧與最少步數解
五. 探討「M柱N盤河內塔最少步數解」的速算技巧

河內塔是經典的研究題目，因此，過去有許多團隊嘗試將題目變形進行研究，如多色盤數、多柱圍繞題型以及改變柱數M…等。較常見的是改變柱數M進行延伸研究，根據
我們初步探索，改變柱數M後，任何盤數N最少步數Q的解會落在一定的範圍內，也就是他有上下界的合理值，這是我們第一個想提出的研究成果，變化題之最少步數Q的合理
範圍。我們還發現在4柱以上的解法，雖然其他研究成果可透過他們的一系列指引計算出最少步數解，但並未提出一般式，以及他們研究的成果也只適用指定柱數的條件下，
當柱數與題數的關係改變時，最少步數的計算方式又必須跟著改變，沒有通則性的解題策略。目前，我們發現，解題方式可歸納讓位法、換位法、原始降柱法與複合降柱法4

類。其中降柱法是我們主要克服的難題，如何有效地透過分盤的技巧達到最佳化的降柱，並減少最少步數的解，是一大挑戰。因此，我們的研究除了想要提出任意M柱N盤變
化題在最少步數Q合理範圍下上界，還要提出M柱N盤解法最少步數規律性成因，以及一般式的速算法，並且掌握如何分盤的技巧，讓所有人都能順利根據我們的研究，挑戰
任意M柱N盤的河內塔並且以速算的方式算出最少步數Q。

伍、研究過程或方法
一、探討三柱河內塔遞迴解法合理性與公式推導

壹、研究動機

貳、研究目的 參、名詞解釋
目標：將所有盤從起點柱移動到終點柱
規則1：任何柱必須由下而上分別是盤數大到小
規則2：一次動一盤，當上方有盤必須先移開

河內塔遊戲規則

盤1
盤2
盤3
盤4
盤5
盤6
盤7

起點柱 終點柱調節柱

名詞 意義 解釋

Q 最少步數
以最有效率解法所找到的最少步數，為該題最佳步數解。
M柱與N盤的關係不同，會有不同的Q值。

M 柱數 題目有幾根柱子，討論範圍：M為3以上的正整數
N 盤數 題目有幾個盤子，討論範圍：N為正整數

最大盤
編號為最大
數字的盤

1. 若題目為N盤的題型，那麼最大盤編號為N。
2. 討論分盤後，剩餘可移動盤裡頭最大的盤。

其他盤
除了最大盤
的其他盤

1. 若題目為N盤的類型，由1到N − 1盤都稱其他盤。
2. 扣除分盤後的最大盤，剩餘可移動的盤，由1到 N − 1 盤。肆、文獻探討

科展全國 名次 作品名稱 研究範疇

51屆

國中

數學

團隊

合作

n柱河內塔的捷徑建

構

與通式的尋找

透過對稱性操作建立滿格數量關係表，再使用G.S.P軟體尋找K

值從而建立𝐻𝑛(𝑚)公式，在n柱m環的通式中完成了4到6柱的

討論，7柱後未討論。

50屆

國小

數學

第二名
數學101～

河內塔變身

以歸納法完成4柱到10柱的探討，以區塊適用的概念將N柱與

M盤的關係細分出數種公式，公式之間參數的改變並未說明遞

增或遞減規則，以依序類推的形式表達。唯有4柱題型有完整

的一般式。

歷屆科展在盤數與柱數的延伸規則研究中，成果有限且不完整；我們使用「分盤降柱」
技巧討論任意N盤M柱題型的最少步數，而分盤降柱技巧運用了最少步數Q「合理範圍」上界
與下界的配對組合結果，因此，可以從這樣穩定的基礎進行後續的推論。

另一方面，我們發現能根據「降柱法」延伸概念建構「2的指數差距表」，並適用任意M
盤N柱河內塔最少步數解。因此，我們研究的目標要透過「逆解」與「分盤降柱」技巧的研究
成果，建立「差距表」，運用差距累加計算任意M柱N盤的最少步數Q，並根據「差距表」實
際分盤降柱並成功挑戰河內塔的最少步數操作。

(一)從逆解方式探討每一步的合理性

(二)奇數偶數題型第一步的合理位置

定律2：最大盤必須要一次到位

定律1：其他盤必須與最大盤前進的柱位必須錯開

定律4：使用前一盤數題型成功策略作為移動基礎：遞迴

我們發現若要進行最有效率的移動，最佳結果是對於每一個盤只移動1次，在步數計算上，就只會紀錄最小的1步，那這個動作也只有直接從起點柱到終點柱才能達到，但由
於題目規則2的限制，會使得大部分的操作都無法滿足這個條件。
以3柱7盤為例，一開始的盤1要去B柱還是C柱會顯得沒有目標，無法有效地思考最佳化走法；但若以逆解的角度，先從結果回推盤7的移動目標，問題會變得很清晰：最大

盤要從A柱的底盤直接1步去C柱當底，且這樣其他盤在移動上，還可以少一個限制。
若要達成這樣的效果，此時的其他盤就必須在B柱。因此，我們可以使用一樣的邏輯，依序往前推理盤6、盤5、盤4、盤3、盤2與盤1的選擇。

從逆解的討論結果發現，目標盤與其他盤要前進的柱位都是錯開的。
◆若目標盤要1步去B柱(目標柱)，那其他盤必須先停留在C柱(非目標柱)
◆若目標盤要1步去C柱(目標柱)，那其他盤必須先停留在B柱(非目標柱)

盤數 盤n的移動步驟 移動步數統計 歸納

一盤 盤1(最大盤)，A→C：𝟏步； 1 + 0 × 2 = 𝟏 21 − 1 = 1

二盤 盤2(最大盤)，A→C：1步 +其他盤A→B再B→C：𝟏 × 2 = 𝟐步 1 + 1 × 2 = 𝟑 22 − 1 = 3

三盤 盤3(最大盤)，A→C：1步 +其他盤A→B再B→C：𝟑 × 2 = 𝟔步 1 + 3 × 2 = 𝟕 23 − 1 = 5

四盤 盤4(最大盤)，A→C：1步 +其他盤A→B再B→C：𝟕 × 2 = 𝟏𝟒步 1 + 7 × 2 = 𝟏𝟓 24 − 1 = 15

五盤 盤5(最大盤)，A→C：1步 +其他盤A→B再B→C：𝟏𝟓 × 2 = 𝟑𝟎步 1 + 15 × 2 = 𝟑𝟏 25 − 1 = 31

六盤 盤6(最大盤)，A→C：1步 +其他盤A→B再B→C：𝟑𝟏 × 2 = 𝟔𝟐步 1 + 31 × 2 = 𝟔𝟑 26 − 1 = 63

七盤 盤7(最大盤)，A→C：1步 +其他盤A→B再B→C：𝟔𝟑 × 2 = 𝟏𝟐𝟔步 1 + 63 × 2 = 127 27 − 1 = 127

解任何盤數時，可將最大盤n移動A→C那1步當作分水嶺，在此之前必須
包含其他n-1盤從A→B最佳換位的總步數，以及還要再計算將其他n-1盤從
B→C最佳換位的總步數。
其他n-1盤在這2次移動時的起始柱與目標柱不同，但操作總步數一致，因

此最大盤移動的1步，再加上n-1盤最少步數會計算2次，就是最少步數統計。
三柱N盤最少步數解法可以使用𝟐𝑵 − 𝟏表達，此為換位法

以3柱7盤(奇數)題目逆解的討論結果做一個統整：
◆目標盤為奇數時，第一次移動要去的目標柱都是C柱
◆目標盤為偶數時，第一次移動要去的目標柱都是B柱

定律3：總盤數為奇或偶數時，目標盤第一次移動選擇不同

但當3柱6盤(偶數)題型時，統整的結果正好顛倒：
◼ 目標盤為奇數時，第一次移動要去的目標柱都是B柱
◼ 目標盤為偶數時，第一次移動要去的目標柱都是C柱

二、探討「讓位法」與「換位法」以及最少步數Q值的合理範圍
(一)我們將任意M柱N盤河內塔的所有解題操作方式分為4種類型

基礎操作方式 進階操作方式

核心關鍵：位置夠，每次分盤都能使用讓位法，
透過降柱，使用讓位法每次消耗1柱暫存部分盤
數反覆操作，直到剩下3柱3盤。
透過𝟐 × 𝑵 − 𝟏，計算出如何從起點到調節柱。但
最後還要從調節柱到終點柱，所以步數要× 𝟐。而
最後3柱3盤時使用𝟐𝑵 − 𝟏。所有步數為以上加總

題目：4柱6盤

盤1~盤3從A到B柱換位置(為4柱3盤題目)
讓位法𝟐 × 𝑵 − 𝟏算步數 𝟐 × 𝟑 − 𝟏 = 𝟓步

𝟓步 盤𝟏~𝟑,𝐀 → 𝐁
+𝟕步 盤𝟒~𝟔,𝐀 → 𝑫
+𝟓步 盤𝟏~𝟑,𝐁 → 𝑫
= 𝟓 × 𝟐 + 𝟕 = 𝟐𝟕步

核心關鍵：位置不足夠，必須滿足定律1：最大盤必須要一
次到位、定律2：其他盤必須與最大盤前進的柱位必須錯開、
定律3：使用較低盤數題型的成功策略作為移動基礎：遞迴。
所以這是一個3柱的類型，最少步數公式為𝟐𝑵 − 𝟏

題目：3柱7盤

只能使用換位法𝟐𝑵 − 𝟏，而最少步數公式為
𝟐𝟕 − 𝟏 = 𝟏𝟐𝟖 − 𝟏 = 𝟏𝟐𝟕步

讓位法

核心關鍵：位置足夠。每1盤都能自由佔據任何1柱，唯獨終
點柱要讓出來給最大盤1次移動到位，所以稱為「讓位」，
除了最大盤1步，其他盤只要2步，所以是最佳效率的最少步
數解。先想像所有盤都移動到調節柱，再移動到終點柱，所
以N × 2，但必須扣除最大盤1次到位，公式𝟐 × 𝑵 − 𝟏。

題目：8柱7盤

可使用讓位法𝟐 × 𝑵 − 𝟏，而最少步數公式為
𝟐 × 𝟕 − 𝟏 = 𝟏𝟒 − 𝟏 = 𝟏𝟑步

盤1~盤6可以任意放，唯獨H柱要留給盤7。最後盤1~盤6再
依序放到H柱上完成挑戰。

核心關鍵：位置不夠，分盤後使用各種方法，降柱時無法只
使用讓位法降柱，也會使用到原始降柱法，甚至複合降柱法
無論使用哪一種方式，目標是使用最有效率的移動操作方式
完成降柱，因此如何有效分盤是複合降柱法的核心關鍵。
在這過程中，將使用到讓位法、換位法、原始降柱法與複

合降柱法這4種操作方式，因此，最少步數解公式的計算必
須使用複合的方式完成。

先分4柱5盤，剩下3柱4盤。而4柱5盤不能直接使用讓位法
算出步數，但可以使用原始降柱法算出4柱5盤移動的步數，
因此，這一題的複合降柱法，可運用原始降柱法+換位法
算出步數。

題目：4柱9盤

那合併起來的總步數算法為4柱5盤(原始降柱法)+3柱4盤
(換位法)+ 4柱5盤(原始降柱法)

𝟏𝟑步 盤𝟏~𝟓, 𝑨 → 𝑩
+𝟏𝟓步 盤𝟔~𝟗,𝑨 → 𝑫
+𝟏𝟑步 盤𝟏~𝟓,𝑩 → 𝑫
= 𝟏𝟑 × 𝟐 + 𝟏𝟓 = 𝟒𝟏步

換位法

原始降柱法

盤4~盤6從A到D柱到達終點(為3柱3盤題目)
換位法𝟐𝑵 − 𝟏算步數 𝟐𝟑 − 𝟏 = 𝟕步

過程中，使用讓位法降柱的部分都會計算2次，
最後使用換位法到達終點只需算1次。

複合降柱法

(二)最小步數Q的合理範圍
我們在最少步數Q合理範圍的討論中，是以N盤為思考主體，討論M柱改變時，觀察對任意N盤來說，M柱如何影響最小步數Q的最大值與最小值。這裡所討論的最大值或最

小值都是以最佳效率解，也就是不浪費任何步數情況下，只是M柱的多寡影響了遊戲的難易度，所以找到的最小步數Q就會有最大與最小之分。
「讓位法」使用時機，當𝑴 ≥ 𝑵+ 𝟏時，使用𝟐 × 𝑵 − 𝟏計算步數，此時Q是最小值；「換位法」使用時機，若𝑴 = 𝟑時，使用𝟐𝑵 − 𝟏找到最少步數Q，此時Q是最大值。
以𝑵 = 𝟕盤為例，當柱數M為8以上時，使用讓位法：𝟐 × 𝟕 − 𝟏 = 𝟏𝟑步，找到7盤的最少步數Q最小值為13步；當柱數M等於3時，使用換位法：𝟐𝟕 − 𝟏 = 𝟏𝟐𝟕步，找到7盤

的最少步數Q最大值為127步。

N  盤

3 4 5 6 7

M

柱

3 換位法(7步) 換位法(15步) 換位法(31步) 換位法(63步) 換位法(127步)

4 讓位法(5步)

5 讓位法(5步) 讓位法(7步)

6 讓位法(5步) 讓位法(7步) 讓位法(9步)

7 讓位法(5步) 讓位法(7步) 讓位法(9步) 讓位法(11步)

8 讓位法(5步) 讓位法(7步) 讓位法(9步) 讓位法(11步) 讓位法(13步)

從「讓位法」與「換位法」研究中，可發現若將盤數N固定，柱數從3柱開始討論，此時每一次移動選擇最少，所以題目最困難，
可使用「換位法」解題，隨著柱數M越大，操作限制越少，得到步數就會越少，一直到達𝐌 = 𝐍+ 𝟏時，代表足夠讓每1盤占據1柱，
還多出終點柱讓最大盤移動，其他盤再依序堆疊到終點柱，此時是「讓位法」概念，步數來到最小值，之後M繼續增大，步數並不
會隨之減少，因為多出來的柱數並不會使用到，因此，維持在與𝐌 = 𝐍+ 𝟏題型一樣的最少步數Q。
以𝐍 = 𝟑, 𝟒, 𝟓, 𝟔, 𝟕盤，交叉配對𝐌 = 𝟑, 𝟒, 𝟓, 𝟔, 𝟕, 𝟖柱為例，根據M與N關係進行判斷，若符合「讓位法」使用𝟐 × 𝑵 − 𝟏計算步數，

若符合「換位法」使用𝟐𝑵 − 𝟏計算步數，剩下部分配對結果不屬於讓位法也不屬於換位法，將格子空出，後續討論目標(降柱法)。

從座標圖2曲線中，對任意N盤來說，落在𝟑 < 𝐌 < 𝐍 + 𝟏的題型，代表未
有合適的解法找出最少步數Q，但2曲線分別是Q的最大值與最小值，因此，
未來在𝟑 < 𝐌 < 𝐍 + 𝟏題型找出的最少步數Q一定會小於「換位法」的步數，
且大於「讓位法」的步數。
比方說固定𝐍 = 𝟕盤，改變M柱來產生不同的題目，「7盤3柱」使用「換位

法」解題，「𝟕盤𝟖柱以上(≥ 𝟖柱)」使用「讓位法」解題，中間題型有
「𝟒柱𝟕盤」、「𝟓柱𝟕盤」、「𝟔柱𝟕盤」與「𝟕柱𝟕盤」，這4個題目的最少步
數一定比「𝟕盤𝟑柱」的步數少，但一定比「𝟕盤𝟖柱以上」的題型步數多。以
表格列舉𝟗盤𝟏𝟎柱以內題型做示範。

以N盤為X軸，而Y軸以最小步數Q做紀錄，根據N盤適用「讓位法：𝟐 × 𝑵 − 𝟏」與
「換位法：𝟐𝑵 − 𝟏」時，分別計算出來的最少步數Q並完成2條曲線。

讓位法換位法 降柱法



三、探討「原始降柱法」的分盤技巧與最少步數解

當「柱數𝑴 <盤數𝑵+ 𝟏」時，代表柱數不足讓所有的盤都各放1柱，其中幾盤必須先透過「讓位法」暫放調節
柱，等最大盤一次到位後，再使用「讓位法」從暫存的調節柱移到終點柱。暫存在調節柱的動作就稱作「降柱」。
若過程中一直無法直接使用「讓位法」直接將最大盤移動到終點柱，那就繼續進行「降柱」，直到剩下3柱。

(四)原始降柱法如何記錄
操作 題目 5 柱 9 盤 步數 小記 總步數

5 柱 4 盤 7 14

4 柱 3 盤 5 10

1次 2^n-1 3 柱 2 盤 3 3

27
2次 2*n-1

(三)任意M柱可使用原始降柱法最高盤數與適用範圍

對於任意M柱可使用「原始降柱法」的最高盤數，
可運用梯形公式計算出最高盤數：

[𝟏+(𝑴−𝟏)]×(𝑴−𝟏)

𝟐
=

𝑴𝟐−𝑴

𝟐

(二)原始降柱法是讓位法的延伸，是一種多重使用讓位法的最佳效率走法：

以5柱說明，分盤降柱可分5柱4盤，4柱3盤，3柱2盤，最後2柱1盤。每一次分盤都能使用最有效率的讓位法
移動位置。5柱原始降柱法的最高盤數為𝟒 + 𝟑 + 𝟐 + 𝟏 = 𝟏𝟎盤。

分盤時應該將盤數分配到讓位法(要算2次)還是換位法
(只算1次)，哪一種才能取得最少步數解；根據研究結果，
使用「原始降柱法」時，不管幾柱，最後分盤都留下3柱
3盤，可以使同差距的題型都採用相同方式解完群組內的
所有題型。

以下以4柱、5柱、6柱做示範，使用
𝑴𝟐−𝑴

𝟐
− (𝑴− 𝟏)算

出使用原始降柱法的個數。

使用讓位法移動到調節柱暫存再移動到終點柱，所以算2次

最後3柱時，換位法直接算出步數。一次操作就達終點，只計算1次。

操作 題目 4 柱 4 盤 步數 小記 總步數

2次 2*n-1 4 柱 1 盤 1 2

1次 2^n-1 3 柱 3 盤 7 7

操作 題目 4 柱 5 盤 步數 小記 總步數

2次 2*n-1 4 柱 2 盤 3 6

1次 2^n-1 3 柱 3 盤 7 7

操作 題目 4 柱 6 盤 步數 小記 總步數

2次 2*n-1 4 柱 3 盤 5 10

1次 2^n-1 3 柱 3 盤 7 7

13

17

9

4柱原始降柱有幾組
42 − 4

2
− (4 − 1) = 𝟑組

5柱原始降柱有幾組
52 − 5

2
− (5 − 1) = 𝟔組

操作 題目 6 柱 6 盤 步數 小記 總步數

6 柱 1 盤 1 2

5 柱 1 盤 1 2

4 柱 1 盤 1 2

1次 2^n-1 3 柱 3 盤 7 7

操作 題目 6 柱 7 盤 步數 小記 總步數

6 柱 1 盤 1 2

5 柱 1 盤 1 2

4 柱 2 盤 3 6

1次 2^n-1 3 柱 3 盤 7 7

操作 題目 6 柱 8 盤 步數 小記 總步數

6 柱 1 盤 1 2

5 柱 1 盤 1 2

4 柱 3 盤 5 10

1次 2^n-1 3 柱 3 盤 7 7

操作 題目 6 柱 9 盤 步數 小記 總步數

6 柱 1 盤 1 2

5 柱 2 盤 3 6

4 柱 3 盤 5 10

1次 2^n-1 3 柱 3 盤 7 7

操作 題目 6 柱 10 盤 步數 小記 總步數

6 柱 1 盤 1 2

5 柱 3 盤 5 10

4 柱 3 盤 5 10

1次 2^n-1 3 柱 3 盤 7 7

操作 題目 6 柱 11 盤 步數 小記 總步數

6 柱 1 盤 1 2

5 柱 4 盤 7 14

4 柱 3 盤 5 10

1次 2^n-1 3 柱 3 盤 7 7

操作 題目 6 柱 12 盤 步數 小記 總步數

6 柱 2 盤 3 6

5 柱 4 盤 7 14

4 柱 3 盤 5 10

1次 2^n-1 3 柱 3 盤 7 7

操作 題目 6 柱 13 盤 步數 小記 總步數

6 柱 3 盤 5 10

5 柱 4 盤 7 14

4 柱 3 盤 5 10

1次 2^n-1 3 柱 3 盤 7 7

操作 題目 6 柱 14 盤 步數 小記 總步數

6 柱 4 盤 7 14

5 柱 4 盤 7 14

4 柱 3 盤 5 10

1次 2^n-1 3 柱 3 盤 7 7

操作 題目 6 柱 15 盤 步數 小記 總步數

6 柱 5 盤 9 18

5 柱 4 盤 7 14

4 柱 3 盤 5 10

1次 2^n-1 3 柱 3 盤 7 7

2次 2*n-1

2*n-1
37

13
2次 2*n-1

2次 2*n-1
17

2次 2*n-1
21

2次 2*n-1
25

2次 2*n-1
49

2次 2*n-1
41

2次 2*n-1
45

29

2次 2*n-1
33

2次

6柱原始降柱有幾組
62 − 6

2
− (6 − 1) = 𝟏𝟎組

從結果觀察，各組之間，每增加1盤，總步數都多4步，
這是因為每增加1盤都代表相較於前1個題目的不同在於
要多1盤花費𝟐步移到到調節柱暫存，再從調節柱移動到
終點柱還必須花費𝟐步，總共會多𝟐 × 𝟐 = 𝟒步。

與
前
組
差
𝟒
步

與
前
組
差
𝟖
步

與
前
組
差
𝟒
步

與
前
組
差
𝟒
步

操作 題目 5 柱 5 盤 步數 小記 總步數

5 柱 1 盤 1 2

4 柱 1 盤 1 2

1次 2^n-1 3 柱 3 盤 7 7

操作 題目 5 柱 6 盤 步數 小記 總步數

5 柱 1 盤 1 2

4 柱 2 盤 3 6

1次 2^n-1 3 柱 3 盤 7 7

操作 題目 5 柱 7 盤 步數 小記 總步數

5 柱 1 盤 1 2

4 柱 3 盤 5 10

1次 2^n-1 3 柱 3 盤 7 7

操作 題目 5 柱 8 盤 步數 小記 總步數

5 柱 2 盤 3 6

4 柱 3 盤 5 10

1次 2^n-1 3 柱 3 盤 7 7

操作 題目 5 柱 9 盤 步數 小記 總步數

5 柱 3 盤 5 10

4 柱 3 盤 5 10

1次 2^n-1 3 柱 3 盤 7 7

操作 題目 5 柱 10 盤 步數 小記 總步數

5 柱 4 盤 7 14

4 柱 3 盤 5 10

1次 2^n-1 3 柱 3 盤 7 7

23

2次 2*n-1
27

2次 2*n-1
31

2次 2*n-1

11
2次 2*n-1

2次 2*n-1
15

2次 2*n-1
19
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前
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差
𝟖
步 參

考
𝟓
柱
解
法

參
考
𝟒
柱
解
法

3柱提升𝟏盤

操作 題目 5 柱 10 盤 最高盤容納值

5 柱 4 盤 4

4 柱 3 盤 3

3 柱 2 盤 2

1次 2^n-1 2 柱 1 盤 1

2次 2*n-1

操作 題目 5 柱 10 盤 最高盤容納值

5 柱 4 盤 4

4 柱 3 盤 3

1次 2^n-1 3 柱 3 盤 3

2次 2*n-1

其中「3柱2盤+2柱1盤」操作方式可整併為「3柱3盤」，操作方
式一模一樣，就是一個換位法的概念。所以記錄表格更新為右表

(五)原始降柱法實作及原理解說

(一)複合降柱法實作

↑ ↑ ↑ ↑ ↑ ↑ ↑原始降柱法↑ ↑ ↑ ↑ ↑ ↑ ↑

↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓複合降柱法↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓

𝟒柱降柱法

𝟓柱降柱法

𝟔柱降柱法

5柱第一次複合降柱
1 + 3 + 6 = 10組

4柱第一次複合降柱
1 + 3 = 4組

從3柱3盤提升到3柱4盤

操作 題目 4 柱 7 盤 步數 小記 總步數

2次 降柱 4 柱 3 盤 5 10

1次 換位 3 柱 4 盤 15 15

操作 題目 4 柱 8 盤 步數 小記 總步數

2次 降柱 4 柱 4 盤 9 18

1次 換位 3 柱 4 盤 15 15

操作 題目 4 柱 9 盤 步數 小記 總步數

2次 降柱 4 柱 5 盤 13 26

1次 換位 3 柱 4 盤 15 15

操作 題目 4 柱 10 盤 步數 小記 總步數

2次 降柱 4 柱 6 盤 17 34

1次 換位 3 柱 4 盤 15 15

25

33

41

49

操作 題目 5 柱 11 盤 步數 小記 總步數

5 柱 4 盤 7 14

4 柱 3 盤 5 10

1次 換位 3 柱 4 盤 15 15

操作 題目 5 柱 12 盤 步數 小記 總步數

5 柱 4 盤 7 14

4 柱 4 盤 9 18

1次 換位 3 柱 4 盤 15 15

操作 題目 5 柱 13 盤 步數 小記 總步數

5 柱 4 盤 7 14

4 柱 5 盤 13 26

1次 換位 3 柱 4 盤 15 15

操作 題目 5 柱 14 盤 步數 小記 總步數

5 柱 4 盤 7 14

4 柱 6 盤 17 34

1次 換位 3 柱 4 盤 15 15

操作 題目 5 柱 15 盤 步數 小記 總步數

5 柱 5 盤 15 30

4 柱 6 盤 17 34

1次 換位 3 柱 4 盤 15 15

操作 題目 5 柱 16 盤 步數 小記 總步數

5 柱 6 盤 19 38

4 柱 6 盤 17 34

1次 換位 3 柱 4 盤 15 15

操作 題目 5 柱 17 盤 步數 小記 總步數

5 柱 7 盤 23 46

4 柱 6 盤 17 34

1次 換位 3 柱 4 盤 15 15

操作 題目 5 柱 18 盤 步數 小記 總步數

5 柱 8 盤 27 54

4 柱 6 盤 17 34

1次 換位 3 柱 4 盤 15 15

操作 題目 5 柱 19 盤 步數 小記 總步數

5 柱 9 盤 31 62

4 柱 6 盤 17 34

1次 換位 3 柱 4 盤 15 15

操作 題目 5 柱 20 盤 步數 小記 總步數

5 柱 10 盤 31 62

4 柱 6 盤 17 34

1次 換位 3 柱 4 盤 15 15

2次 降柱
111

2次 降柱
95

2次 降柱
103

2次 降柱
111

2次 降柱
63

2次 降柱
79

2次 降柱
87

2次 降柱
39

2次 降柱
47

2次 降柱
55

根據實作結果，若將「與前一盤差距相同的題型」歸類為同一組(以紅框圈起來的組別)，
可以發現共同點為3柱的分盤都是一樣的題型。比方說，只要是與前一題型差距8步的題目，
在最後分盤時都要分3柱4盤，其他盤再依序分給降柱的部分，一直加盤，直到總步數差距變
成16步時停止。

所以得到一個結果，只要改變差距時，先改變3柱的分盤，接下來再依序增加降柱的盤數。
因此，這樣相同差距的組數就可預測。一定會先加1，因為3柱提升1盤，接下來增加盤數

給降柱的部分，而降柱的部分最高極限值會是多少，才會使得總差距維持在同一組內呢？
必須使用前一個題型的操作解法，且差距步數為一半的題型，因為降柱代表必須移動2次，

所以步數會乘以2，所以關鍵在於差距步數為一半的題型有幾題。所有的題目都是依此類推，
只要從數量小的題目慢慢推理過來，就可以知道任何題型相同差距的題數有幾題。
所以如果差距知道，且還能推理出有幾組，那只要累加差距就可以完成任何題型的推算了。

(二)從3柱、4柱與5柱實作的差距紀錄表找規律

我們根據四種操作方式完成3柱、4柱與5柱各類型的最少步數計算，得到以下的表格，可以發現差
距的出現是非常有規律的，這是因為回歸到最原始的操作，都是讓位法。隨著盤數與柱數的差距越來
越大，就會依序使用原始降柱、複合降柱，再來就是換位法。

3柱相同差距出現的次數只會有1次，但若把1數列前後數相減，差與差的差距會回歸到都是0。。
4柱相同差距出現次數為連續正整數，但若把連續正整數前後數相減，差與差的差距會回歸到都是1。
5柱相同差距出現次數為三角形數，但若把三角形數前後數相減，差與差的差距會回歸到連續正整數。

從這裡我們得到重要的結果，再繼續增加柱數，差距出現的次數是可以透過累加算出來的。

盤數
5柱

最少步數結果

與前1盤

步數差距
次數

差與差

的差距

0 0 0 0 0

1 1 1 1 1

2 3 2

3 5 2

4 7 2

5 11 4

6 15 4

7 19 4

8 23 4

9 27 4

10 31 4

11 39 8

12 47 8

13 55 8

14 63 8

15 71 8

16 79 8

17 87 8

18 95 8

19 103 8

20 111 8

21 127 16

22 143 16

23 159 16

24 175 16

25 191 16

26 207 16

27 223 16

28 239 16

29 255 16

30 271 16

31 287 16

32 303 16

33 319 16

34 335 16

35 351 16

36 383 32

15

3

6

10

2

3

4

5

盤數
4柱

最少步數結果

與前1盤

步數差距
次數

差與差

的差距

0 0 0 0 0

1 1 1 1 1

2 3 2

3 5 2

4 9 4

5 13 4

6 17 4

7 25 8

8 33 8

9 41 8

10 49 8

11 65 16

12 81 16

13 97 16

14 113 16

15 129 16

16 161 32

17 193 32

18 225 32

19 257 32

20 289 32

21 321 32

22 385 64

23 449 64

24 513 64

25 577 64

26 641 64

27 705 64

28 769 64

29 897 128

30 1025 128

31 1153 128

32 1281 128

33 1409 128

34 1537 128

35 1665 128

36 1793 128

6 1

7

8

1

1

3 1

4 1

5 1

2 1

盤數
3柱

最少步數結果

與前1盤

步數差距
次數

差與差

的差距

0 0 0 0 0

1 1 1 1 0

2 3 2 1 0

3 7 4 1 0

4 15 8 1 0

5 31 16 1 0

6 63 32 1 0

7 127 64 1 0

8 255 128 1 0

9 511 256 1 0

10 1023 512 1 0

11 2047 1024 1 0

12 4095 2048 1 0

13 8191 4096 1 0

14 16383 8192 1 0

15 32767 16384 1 0

16 65535 32768 1 0

17 131071 65536 1 0

18 262143 131072 1 0

19 524287 262144 1 0

20 1048575 524288 1 0

21 2097151 1048576 1 0

22 4194303 2097152 1 0

23 8388607 4194304 1 0

24 16777215 8388608 1 0

25 33554431 16777216 1 0

26 67108863 33554432 1 0

27 134217727 67108864 1 0

28 268435455 134217728 1 0

29 536870911 268435456 1 0

30 1073741823 536870912 1 0

31 2147483647 1073741824 1 0

32 4294967295 2147483648 1 0

33 8589934591 4294967296 1 0

34 17179869183 8589934592 1 0

35 34359738367 17179869184 1 0

36 68719476735 34359738368 1 0

3 4 5 6 7

1 1 1 1 1 1

2 3 3 3 3 3

3 7 5 5 5 5

4 15 9 7 7 7

5 31 13 11 9 9

6 63 17 15 13 11

7 127 25 19 17 15

8 255 33 23 21 19

9 511 41 27 25 23

10 1023 49 31 29 27

11 2047 65 39 33 31

12 4095 81 47 37 35

13 8191 97 55 41 39

14 16383 113 63 45 43

15 32767 129 71 49 47

16 65535 161 79 57 51

17 131071 193 87 65 55

18 262143 225 95 73 59

19 524287 257 103 81 63

20 1048575 289 111 89 67

21 2097151 321 127 97 71

22 4194303 385 143 105 79

23 8388607 449 159 113 87

24 16777215 513 175 121 95

25 33554431 577 191 129 103

M柱數

N盤

(一)「降柱」在 3<M<N+1，且N>3的必然性

河內塔遊戲最少需要3柱是因為至少要有一個「調節柱」讓遊戲可以達到交換位置而順利讓所有盤都能過關，
因此若有越多柱，代表有越多空間可做為調節。
研究發現對於任意M柱N盤題型來說，若𝐍 > 𝟑，且M的範圍：𝟑 < 𝐌 < 𝐍 + 𝟏，那就代表不需使用「換位法」

：因為題型範圍均符合𝐌 > 𝟑，這代表有多餘「調節柱」可暫存，所以，每一次從A柱要移動最大盤時，其他盤
就不必一定要換位，可以先暫存在多出來的「調節柱」；但也不能使用「讓位法」：因為𝐌 < 𝐍+ 𝟏，所以不足
每1盤有1柱可以暫存，一定有其中1柱必須暫存2盤以上，才能使剩下來的柱數能維持基本移動需求，這個動作
是必然的，否則剩下來還堆疊在A柱的盤無空間可以移動，這說明了降柱的必然性。
從A柱起點先出發到「調節柱」暫存的盤一定是相對較小的盤，因此當他們完成暫存堆疊之後，就代表後續的

盤比他們大，無法使用這1個柱子。移開部份盤到「調節柱」暫存使得剩下來的盤變少，透過減少柱數換取部份
盤數，進而降低後續操作過程的複雜度，我們把這個動作命名為「降柱」。

對於任意M柱可使用「原始降柱法」的適用範圍：

𝑴柱𝑴盤 ≤原始降柱法 ≤ 𝑴柱
𝑴𝟐 −𝑴

𝟐
盤

從研究結果已知，對於任意M柱來說：盤數𝑵 ≤ 𝑴− 𝟏的話，使用「讓位法」解題，題數間差距2步；

盤數𝑵 ≥ 𝑴，且𝑵 ≤
𝑴𝟐−𝑴

𝟐
的話，使用「原始降柱法」，可以使用的題數參考分盤後「讓位法」的題數，題數

間差距4步；盤數𝑵 >
𝑴𝟐−𝑴

𝟐
的話，可使用「第一次複合降柱法」，但盤數N最大到幾盤為適用範圍，還需參

考分盤後「原始降柱法」的題數，可確定的是，題數間差距來到8步，從以上結構我們發現，每次分盤降
柱需參照較少題數的最佳解題法，先分盤到調節柱再移動到終點柱，動作會反覆地重複，因此，題數間差
距為2的指數成長，但對於M柱來說，有多少題目適用何種方法，從「複合降柱法」開始，還沒找到公式
直接計算，以及分盤要如何選擇才能最有效率，因此，進一步以有限範圍的列舉法進行討論。
我們以4柱4盤以上需要使用「降柱法」技巧的類型進行研究，列舉分盤降柱時，應該分出幾盤先到「調

節柱」(這部分要被計算2次，因為還要到終點柱)，剩下來的盤數以3柱的技巧解題，這可套用「換位法」
(只需操作1次，因為完成時會在終點柱)的所有可能。
我們把不同分法由左而右分別鎖定3柱分盤分6、5、4、3、2、1盤，剩下來的盤分給操作2次的部分；

再由上而下列舉4柱4盤到16盤，討論分盤技巧的選擇

「降柱法」的核心精神就是分盤降柱，所以隨著盤數增加，每一次新增的盤必須面臨要將它分配到操
作2次(去調節柱暫存)或操作1次(以3柱換位法直接到終點柱)的選擇。透過上面實作的討論可以發現，我
們將每一個題目的選擇都做了列舉討論，若求出的步數不是最少步數，我們就將那個配對組合反灰，若
求出的步數是最少步數Q，那就保持彩色的形式。
研究發現題目與前一題的差距會呈現以下的規律：
差距 4步的有 3題(最後分盤：3柱放3盤)，是使用原始降柱法解題。
差距 8步的有 4題(最後分盤：3柱放4盤)，是使用第一次複合降柱法解題。
差距16步的有5題(最後分盤：3柱放5盤)，是使用第二次複合降柱法解題。
因此，發現4柱題型「題數間步數差距」與「相同差距題數」有其規律，可依此類推。
「題數間步數差距」規律為2的指數成長，與前面的討論結果一致，因為部分盤到調節柱是使用前面題

型最佳效率解法，而還必須以相同方式移動到終點柱，所以反覆參考步數的過程中，就會不斷地以2的指
數成長，形成後一題與前一題的總步數差距為2的指數。

「相同差距題數」規律為連續正整數，從列舉題型觀察到「題數間步數差距」相同時，分給3柱的盤數
可以相同。比方說「4柱4盤」到「4柱6盤」，都能從分盤給「3柱3盤」得最少步數Q，雖然「4柱4盤」
與「4柱5盤」，分盤給「3柱2盤」也能得最少步數Q，但以分盤降柱給「3柱2盤」的概念解「4柱6盤」
時，得到的步數卻不是最少步數。
因此，我們認為「題數間步數差距」相同時，既然可以分盤給3柱時，分出相同盤數，那麼就盡量採用

相同的規律技巧來處理同組的題型，如此一來就有機會找到一致的操作流程來破解後續的題型。
「4柱4盤」到「4柱6盤」都屬於「題數間步數差距4步」，因此分盤選「3柱3盤」為一致性解法。當

盤數增加，來到「4柱7盤」時，分盤降柱有2個選擇：可分盤3柱3盤或3柱4盤都得最小步數Q，「4柱7
盤」到「4柱10盤」都屬於「題數間步數差距8步」，因此，以一致性解法來看，分盤選擇要以「3柱4
盤」，就能以相同概念解差距8步題型。
因此，可以得到一個小結論，當盤數N繼續遞增，必須改變「題數間步數差距」時，先將增加的盤分配

到3柱使用換位法，再繼續增加盤數時，才將新增的盤分配到調節柱暫存(操作2次)。

以4柱討論「降柱法」規律

以5柱討論「降柱法」規律

概念為將a、b、c群依序暫存在調節
柱，等待d群到達終點柱之後，再依序
c、b、a群移動到終點柱，步數累加：
a群 + b群 + c群+ d群+ c群+ b群 + a群

四、探討「複合降柱法」的分盤技巧與最少步數解



肆、研究結論

五、探討「M柱N盤河內塔最少步數解」的速算技巧
(一)M柱N盤解題技巧

3柱的題型中，1盤與2盤都可使用讓位法或換位法，3盤可使用原始降柱法或換位法，而對於任意3柱N盤的題目來說，都使用換位法2𝑛 − 1算出最少步數解。
4柱以上的題目，又多了調節柱，所以解題操作方式有了變化。對於N盤來說，隨著盤數增加，解題都先使用讓位法，接下來使用原始降柱法，再來使用複合降柱法。

(二)差距為2的指數成長且出現次數有規律
根據我們的研究，原始降柱法其實讓位法的延伸，而複合降柱法是原始降柱法的延伸。兩者的概念都是在解題過程中，採用前一層次的解題技巧將盤數先暫存在調節柱，

再以相同模式移動到終點柱。因此，在計算步數上會有部分步數被計算2次。當盤數N越來越大，我們便需要不斷地重複使用前一層次的解題技巧，因此步數差距就會反覆
地被重複計算，而呈現1、2、4、8、16、32…等2的指數形式。而我們研究又發現，差距出現的次數是有規律的，以4柱與5柱來說明

從我們的研究整理表格可發現任何M柱使用第X次複合降柱法的解題題數，是由前者的直接解題、讓位法、原始降柱法與前次複合降柱法堆疊出來的，而前3者我們都已經
研究出個數公式，所以可透過這個基礎，算出任意M柱在直接解題、讓位法與原始降柱法分別的個數後，依序堆疊出M柱X次複合降柱法的個數，概念如下：

𝑴柱使用第𝑿次複合降柱法的解題題數 = 𝑴柱使用第𝑿 − 𝟏次複合降柱法的解題題數+𝑴− 𝟏柱使用第𝑿次複合降柱法的解題題數
依此類推，就能建立任意M柱的差距個數表，運用這個方式我們就能破解算出任意M柱N盤河內塔最少步數需要幾步。

(四)差距表算最少步數的基本邏輯
我們已知差距是2的指數翻倍成長，也能計算差距相同時出現的次數，因此只要將所有差距累加起來，就能找出該題的最少步數解，以5柱17盤為例，最少步數87步

𝟏 × 𝟏 + 𝟐 × 𝟑 + 𝟒 × 𝟔 + 𝟖 × 𝟕 = 𝟖𝟕

𝟐𝟎 × 𝟏 + 𝟐𝟏 × 𝟑 + 𝟐𝟐 × 𝟔 + 𝟐𝟑 × 𝟕 = 𝟖𝟕

𝒐𝒓

(五)透過EXCEL軟體完成差距表

根據研究差距規律，只要在7個位置寫入數字或公式，透過EXCEL自動填滿功能，就可以往下或往右拖曳完成差距表，並且根據實際需求建立不同大小的表格。

(六)速算公式的運用

建立好差距表後，M柱N盤河內塔題目就能透過查表進行最少步數的計算，先根據柱數M找到正確M欄，接下來根據N盤的數值，依序減去第3列以後的數字，直到結果為
負值，最後一個減數之前的所有數字就是各組2的次方差距所使用的個數，剩下來的商就是下一組2的次方差距所使用的個數，將所有差距相加就是M柱N盤最少步數解。
以9柱100盤為例，先找到柱數9那一欄，將100依序減掉1、7、28，再減掉84後就為負值。所以1、7、28就分別是差距1、2、4所使用的次數，在減去84之前的商為64。

因此9柱100盤的最少步數解為：𝟏 × 𝟏 + 𝟐 × 𝟕 + 𝟒 × 𝟐𝟖 + 𝟖 × 𝟔𝟒 = 𝟔𝟑𝟗步。

一、透過逆解的概念，可以分析解題策略的是否為最佳解

四、運用4種解題的概念，可建立M柱N盤的差距個數表，並使用查表方式可以快速算出任意M柱N盤河內塔最少步數解。

二、對於任意N盤題目有最少步數解合理範圍

逆解核心：最大盤必須一次到位。對於我們討論任意解題策略都能透過逆解方式，反覆將分盤後當時的最大盤1次到目標柱，將拆解後的題目反過來逐步堆疊出最少步數。

三、任意M柱N盤河內塔，解題可分：讓位法、換位法、原始降柱法與複合降柱法。

若𝑴 > 𝑵，使用讓位法解題，其公式為𝟐 × 𝑵 − 𝟏。除了最大盤只要1步之外，其他每一盤步數也都只用了2步，是河內塔題型中最有效率的走法；而限制最多的走法是M=3
柱的類型，從起點柱每次要移動盤時，其他柱的盤必須不斷地換位把柱數空出來，此為換位法，公式為𝟐𝑵 − 𝟏，是河內塔題型中最複雜的走法。
因此，以N盤固定的角度來思考，改變M柱會使題目變得困難也會變得簡單，而最少步數解法一定會落在讓位法與換位法兩曲線之間(合理範圍)。

任何讀者都能根據我們的研究結果，按照規律完成差距表，再根據M柱N盤從差距表依序對應不同組的差距(2的次方)使用了幾次，將所有差距累加就是最少步數解Q。
為什麼差距是呈現2的次方，是因為複合降柱法是以原始降柱法為基礎，而原始降柱法是以讓位法為基礎，若降柱法需要將部分盤暫存調節柱再移到終點柱，所以相同的動

作做了2次，而且這個過程會因為柱數不足而反覆地操作，那步數的差距就會呈現翻倍的成長。
M柱N盤題型能使用「讓位法」與「換位法」都已整理出公式，而「降柱法」是複合使用前兩者技巧，因此當我們要了解複合降柱法差距的個數時，只要運用前者的公式

累加就可以完整了解降柱法每一組的差距個數。

解題策略 直接解題 讓位法 原始降柱法 第1次複合降柱法 第2次複合降柱法

題目間差距 差𝟏步 差𝟐步 差𝟒步 差𝟖步 差𝟏𝟔步

最後分盤(換位) 3柱放1盤 3柱放2盤 3柱放3盤 3柱放4盤 3柱放5盤

4柱題型

適用幾盤
(四柱)

4柱1盤 4柱2盤 4柱4盤(使用4柱1盤直解) 4柱7盤(使用4柱3盤讓位) 4柱11盤(使用4柱6盤原始降柱)

4柱3盤 4柱5盤(使用4柱2盤讓位) 4柱8盤(使用4柱4盤原始降柱) 4柱12盤(使用4柱7盤複合降柱)

4柱6盤(使用4柱3盤讓位) 4柱9盤(使用4柱5盤原始降柱) 4柱13盤(使用4柱8盤複合降柱)

4柱10盤(使用4柱6盤原始降柱) 4柱14盤(使用4柱9盤複合降柱)

4柱15盤(使用4柱10盤複合降柱)

各組個數 𝟏 𝟐 𝟑 𝟒 𝟓

5柱題型

適用幾盤
(五柱)

5柱1盤 5柱2盤 5柱 5 盤(5柱1盤直解+4柱1盤直解) 5柱11盤(5柱4盤讓位+4柱3盤讓位) 5柱21盤(5柱10盤原始降柱+4柱6盤原始降柱)

5柱3盤 5柱 6 盤(5柱1盤直解+4柱2盤讓位) 5柱12盤(5柱4盤讓位+4柱4盤原始降柱) 5柱22盤(5柱10盤原始降柱+4柱 7 盤複合降柱)

5柱4盤 5柱 7 盤(5柱1盤直解+4柱3盤讓位) 5柱13盤(5柱4盤讓位+4柱5盤原始降柱) 5柱23盤(5柱10盤原始降柱+4柱 8 盤複合降柱)

5柱 8 盤(5柱2盤讓位+4柱3盤讓位) 5柱14盤(5柱4盤讓位+4柱6盤原始降柱) 5柱24盤(5柱10盤原始降柱+4柱 9 盤複合降柱)

5柱 9 盤(5柱3盤讓位+4柱3盤讓位) 5柱15盤(5柱 5 盤原始降柱+4柱6盤原始降柱) 5柱25盤(5柱10盤原始降柱+4柱10盤複合降柱)

5柱10盤(5柱4盤讓位+4柱3盤讓位) 5柱16盤(5柱 6 盤原始降柱+4柱6盤原始降柱) 5柱26盤(5柱11盤複合降柱+4柱10盤複合降柱)

5柱17盤(5柱 7 盤原始降柱+4柱6盤原始降柱) 5柱27盤(5柱12盤複合降柱+4柱10盤複合降柱)

5柱18盤(5柱 8 盤原始降柱+4柱6盤原始降柱) 5柱28盤(5柱13盤複合降柱+4柱10盤複合降柱)

5柱19盤(5柱 9 盤原始降柱+4柱6盤原始降柱) 5柱29盤(5柱14盤複合降柱+4柱10盤複合降柱)

5柱20盤(5柱10盤原始降柱+4柱6盤原始降柱) 5柱30盤(5柱15盤複合降柱+4柱10盤複合降柱)

5柱31盤(5柱16盤複合降柱+4柱10盤複合降柱)

5柱32盤(5柱17盤複合降柱+4柱10盤複合降柱)

5柱33盤(5柱18盤複合降柱+4柱10盤複合降柱)

5柱34盤(5柱19盤複合降柱+4柱10盤複合降柱)

5柱35盤(5柱20盤複合降柱+4柱10盤複合降柱)

各組個數 𝟏 𝟑 𝟔 𝟏𝟎 𝟏𝟓

個數公式 𝟏 𝑴− 𝟐 (𝑴^𝟐 −𝑴)/𝟐 − (𝑴− 𝟏)

差距遞增規律，為2的指數成長，完成每一回合的步數差 柱數M從3開始遞增 相同步數差出現的次數，正好等於巴斯卡三角形，運用此概念完成相同差距出現次數

A3 A4 B3 E2 F2 E3 F4

填數字𝟎 填數字𝟏 填公式= 𝟐^𝑨𝟑 填數字𝟑 填數字𝟒 填數字𝟏 填公式= 𝑭𝟑 + 𝑬𝟒

選取A3與A4，使用自動填滿
往下拖曳完成2的次方

使用自動填滿
往下拖曳完成與前題差距

選取E2與F2，使用自動填滿
往右拖曳完成柱數M

使用自動填滿往右拖曳完成直接解題個數；
往下拖曳完成「換位法」差的重複出現次數

使用自動填滿往右及往下拖曳完成完整差距表

對於任意3柱的題型，使用換位法是最有效率的解題策略

對於4柱以上題型，都隨著N變大，依序使用4種解題策略。當𝑵 ≤ 𝑴− 𝟏時，可使用「讓位法」解題，題數間差距2步；當 𝑵 ≥ 𝑴，且𝑵 ≤
𝑴𝟐−𝑴

𝟐
時，使用「原始降柱法」，題

數間差距4步；當 𝑵 >
𝑴𝟐−𝑴

𝟐
時，使用「第1次複合降柱法」，題數間差距8步，隨著N值繼續變大，將陸續使用第1次、第2次…第i次複合降柱法，題數間差距為2的指數成長。

所以接下來的題數間差距就會是16、32、64、128...以2的指數成長下去。

五、運用差距表列舉30柱25盤的河內塔最少步數解

同差距個數 𝟎 𝟏 𝟑 𝟔 𝟕

5柱題型 0盤 1盤 2盤 3盤 4盤 5盤 6盤 7盤 8盤 9盤 10盤 11盤 12盤 13盤 14盤 15盤 16盤 17盤

最少步數解 0 1 3 5 7 11 15 19 23 27 31 39 47 55 63 71 79 87

與前一題步數差距 𝟎 𝟏 𝟐 𝟐 𝟐 𝟒 𝟒 𝟒 𝟒 𝟒 𝟒 𝟖 𝟖 𝟖 𝟖 𝟖 𝟖 𝟖

3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3

3 7 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5

4 15 9 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7

5 31 13 11 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9

6 63 17 15 13 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11

7 127 25 19 17 15 13 13 13 13 13 13 13 13 13 13 13 13 13 13 13 13 13 13 13 13 13 13 13

8 255 33 23 21 19 17 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15

9 511 41 27 25 23 21 19 17 17 17 17 17 17 17 17 17 17 17 17 17 17 17 17 17 17 17 17 17

10 1023 49 31 29 27 25 23 21 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19

11 2047 65 39 33 31 29 27 25 23 21 21 21 21 21 21 21 21 21 21 21 21 21 21 21 21 21 21 21

12 4095 81 47 37 35 33 31 29 27 25 23 23 23 23 23 23 23 23 23 23 23 23 23 23 23 23 23 23

13 8191 97 55 41 39 37 35 33 31 29 27 25 25 25 25 25 25 25 25 25 25 25 25 25 25 25 25 25

14 16383 113 63 45 43 41 39 37 35 33 31 29 27 27 27 27 27 27 27 27 27 27 27 27 27 27 27 27

15 32767 129 71 49 47 45 43 41 39 37 35 33 31 29 29 29 29 29 29 29 29 29 29 29 29 29 29 29

16 65535 161 79 57 51 49 47 45 43 41 39 37 35 33 31 31 31 31 31 31 31 31 31 31 31 31 31 31

17 131071 193 87 65 55 53 51 49 47 45 43 41 39 37 35 33 33 33 33 33 33 33 33 33 33 33 33 33

18 262143 225 95 73 59 57 55 53 51 49 47 45 43 41 39 37 35 35 35 35 35 35 35 35 35 35 35 35

19 524287 257 103 81 63 61 59 57 55 53 51 49 47 45 43 41 39 37 37 37 37 37 37 37 37 37 37 37

20 1048575 289 111 89 67 65 63 61 59 57 55 53 51 49 47 45 43 41 39 39 39 39 39 39 39 39 39 39

21 2097151 321 127 97 71 69 67 65 63 61 59 57 55 53 51 49 47 45 43 41 41 41 41 41 41 41 41 41

22 4194303 353 143 105 79 73 71 69 67 65 63 61 59 57 55 53 51 49 47 45 43 43 43 43 43 43 43 43

23 8388607 385 159 113 87 77 75 73 71 69 67 65 63 61 59 57 55 53 51 49 47 45 45 45 45 45 45 45

24 16777215 417 175 121 95 81 79 77 75 73 71 69 67 65 63 61 59 57 55 53 51 49 47 47 47 47 47 47

25 33554431 449 191 129 103 85 83 81 79 77 75 73 71 69 67 65 63 61 59 57 55 53 51 49 49 49 49 49

最少步數列表
M柱

N盤
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