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摘要 

本次研究重點於探討數字華容道玩家的共同困境、兩種解題策略適用性、數序相反對數

與有無解的關係。綜合研究發現概要如下： 

一、受試者無法解出每一列的最後一個數字排列。 

二、四格解法適用性：3 × 3的數字華容道分為四個顏色的範圍，該範圍內的四格，只要使

目標數字至特定位置(左半邊 B、C，或右半邊 C、B)，就能解。 

三、六格解法適用性：在目標六格範圍內移動，使每列最後的數字滑塊與前一個數字滑塊相

鄰，即有解。 

四、由3 × 3解題與六格解法過程中，初探一對數序相反無解。 

五、由 2×2 數字華容道題型進行奇偶關係與有無解之證明，類推 3×3、4×4 數字華容道題

型，皆符合奇數相反對數無解，偶數對數相反有解。 

壹、研究動機 

   下課時，總是會跟同學一起玩華容道的遊戲，在蒐集相關華容道的資訊時，我們看到一

則關於數字華容道的小故事，在 19 世紀 90 年代，自稱是 15-puzzle 的發明人的 Sam Loyd 曾

懸賞 1000 美金，徵求能僅僅把 14 和 15 交換的方法，但是從來都沒有人能順利得到獎金，

因此我們嘗試更好的解題策略，也推測數序相反可能跟有無解有極大的相關性，並從2 ×

2、3 × 3、4 × 4數字華容道題型進行探究，想找出解題的策略和有無解的規律。 

貳、研究目的 

一、分析華容道的解題困境 

二、探討四格解法對 3x3 數字華容道的適用性 

三、探討六格解法的數字華容道適用性 

3-1 探討六格解法對 3x3 數字華容道的適用性 

3-2 探討六格解法對 4x4 數字華容道的適用性 

四、探討數字華容道的目標列中，數序相反的對數數量對有無解的關係 

4-1 初探一對數序無解 
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4-2 探討 2×2 數字華容道數序相反對數與有無解的關係 

4-3 探討 3×3 數字華容道數序相反對數與有無解的關係 

4-4 探討 4×4 數字華容道數序相反對數與有無解的關係 

參、研究器材與設備 

物品名稱 數量 物品名稱 數量 

積木 15 膠帶 15 

紙籤 15 A4 白紙 1 

瓦楞紙 8 白板 1 

 

肆、研究過程與討論 

一、文獻與相關作品探討 

作品名稱/作者 內容 省思 

數學與智慧盤/李嘉

齊、黃國寶  

1. 用數學排列解決智慧盤出現的問

題 

2. 用算式證明智慧盤 1-15 數字的

牌面有無解判定 

3. 排面有解是不是有甚麼算式可以

證明 

4. 找出排面有解的條件 

他們的作法太難了，對我來說

有點困難，一些數學符號我第

一次看到，但從他們研究過程

的筆記來看，他們是先完成其

他的剩下右下角的四塊，發現

只有 3 種數序的情形有解，但

這個研究只找出部分情形，而

且跟我玩的遊戲介面不一樣，

我除了玩 4x4 的還有完 3x3，我

是用四格解法和六格解法 

智慧盤中的奧秘-智 1.以小區塊、中區塊的方式來算出 我覺得他們用算式來算有無解
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慧盤遊戲推移策略

探討/陳星奎、胡登

傑、張維方、藍寅

瑋 

最大相減次數 

2.用最大相減次數來算出 3x2 有解的

組合 

3.觀察奇數、偶數有無解的共通性 

太過複雜，所以我用數幾對的

方法來證明題目有無解，方法

上相對容易。 

 研究省思 

由相關的文獻中，了解到智慧盤成功的規則，但是是以2 × 3來進行探究，類推於一般

數字華容道的題型缺乏了廣泛性與價值性，因此，決定從試玩中尋找相關的解題策略與規律

性，進一步延伸至2 × 2、3 × 3、4 × 4數字華容道題型之探究。 

二、研究流程 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

三、研究過程 

研究目的一：找出共同的華容道困境 

(一)數字華容道的遊戲規則： 

將亂掉的數字以不離開格子的方式滑動數字滑塊，將數字滑塊由左至右、由上到下、由

探討四格解法的適用性 

探討六格解法的適用性 

分析數序相反對數與有無解的規律關係 

 

分析解題困境 

分析四格解法的限制 

尋找更好的解題策略 

3x3、4x4 數字華容道的適用

性 

自製研究工具 

文獻探討 

由 2x2 的題型分析解題策略 

分析四格解法的數字滑塊位

置關係 
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小到大排列。數字華容道游戲屬於滑塊類游戲，就是在格子範圍内，按照一次移動一格的條

件把數字滑塊移動到正確位置。 

 

 

 

 

(二)研究方法說明 

1. 嘗試完成各種不同組合的題目中分析解題困境。 

2. 找 3 位沒玩過數字華容道相關經驗的玩家進行試玩，因為我們都可以在 50～60 步之間

完成，所以就給玩家 80 步的解題步數，讓他們在 80 步內完成指定題目，因為如果沒有

限制步數他們可能不會仔細思考，而增加更多的解題步數，在他們無法將特定數字排到

正確位置，且針對特定數字滑塊不停重複同樣的移動步驟時，拍照並記錄下來找出解題

困境共通點。 

3. 題目為 3x3 的題型，題目的組合如右圖： 

  

(三)受試者的解題困境 

受試者

編號 

步數 照片 困境說明 

1 59 

 

3、6 無法到對的位

置。 

5 3 6 

2 7 1 

4 8  

1 2 3 

4 5 6 

7 8  

2 1 5 

4 7 8 

3 6  
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2 36 

 

1、2 數相反，和 3

無法到正確位置。 

3 62 

 

2、3 排好，無法讓

1 也排進去。 

(四)研究發現： 

試玩過後我發現玩家都能在 80 步以內完成，且第 1、2 列的最後一個數字，無法將特定

數字排到正確位置，且不停重複同樣的步驟，所以，我想嘗試能解決這個困境的方法。 

研究目的二：探討四格解法對 3x3 數字華容道的適用性  

(一)研究方法說明 

    我在找數字華容道相關資料的時候，看到一個影片在分享數字華容道的解題方法，他有

提到 3x3 題型的關鍵是先完成第一列，第二列和第三列要同時完成，所以我很好奇為什麼這

樣就能解出來，有沒有更簡單的方法，因此先從 2x2 的題目進行解題策略的探究，讓我發現

其中數字滑塊之間的位置關係，想到了四格解法，是否能廣泛解決所有數字華容道題目的困

境。 

(二)探討 2x2 數字華容道的解題策略 

1.列出所有 2x2 題目的排列組合 

組合一 組合二 組合三 

1 3 

2  
 

 

2 3 

1  

2 1 

3  
 

經順時針移動，無解 經順時針移動，有解 經順時針移動，無解 
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組合四 組合五  
 

3 1 

2  

3 2 

1  
 

經順時針移動，有解 經順時針移動，無解 

3.分析有解組合共同的條件 

組合四 組合二 

3 1 

2  
 

2 3 

1  
 

(1)2、3 一定都會相鄰 

(2)2、3 移動後是對角位置關係 

(三)四格解法初步定義 

    由 2x2 分析有解的條件，猜想這樣的方式或許可以成為數字華容道的解題策略，所以我

想到了四格解法。四格解法就是將三個目標數字與一個空格，移動至正確的位置，使 B、C

相鄰或互為對角關係，就能滑成正確位置，如下圖。 

相鄰 相鄰 相鄰 相鄰 

B C 

  
 

 B 

 C 
 

  

C B 
 

C  

B  
 

對角關係 對角關係 對角關係 對角關係 

C  

 B 
 

B  

 C 
 

 B 

C  
 

 C 

B  
 

(四)研究過程 

將 3x3 的格子分成紅色、藍色、綠色、黃色的格子，另外將空格定義為 X 格，每一個格

子都圍住四塊，再一個一個去試玩，最後用四格解法完成數字滑塊的排列。如下圖： 

 

 

1 2 3 

4 5 6 
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1. 紅色範圍 

(1)第一次嘗試：先將目標數字滑塊 1、2、4、X 移動至紅色範圍格子內，不考慮順序，但是

要符合四格解法 B、C 在相鄰的位置，排好正確位置後，再將 5 的數字滑塊移動至 X 格中。

滑動步驟分析圖如下(箭頭代表滑動方向，黃色為起始滑動的數字塊，綠色為最後滑動的數

字塊)： 

步驟一 步驟二 步驟三 
 

2 1 5 

4 7 8 

3 6  

 

2 1 5 

4  7 

3 6 8 

 

2 1 5 

4  7 

3 6 8 

 

(2)第二次嘗試：先將目標數字滑塊 1、2、4、X 移動至紅色範圍格子內，接著將 B、C 移動

至相對位置，像是左邊由上往下的數序必須是 4、2，右邊由上往下的數序必須是 2、4，接

著將 1、2、4 排到正確位置，最後再將 5 的數字滑塊移動至 X 格中。滑動步驟分析圖如下： 

(箭頭代表滑動方向，黃色為起始滑動的數字塊，綠色為最後滑動的數字塊) 

 方格右邊位置為 2、4 移動數字滑塊步驟分析圖 

步驟一 步驟二 步驟三 
 

2 1 5 

4 7 8 

3 6  

 

1 7 5 

 2 8 

4 3 6 

 

1 2 7 

4  5 

3 6 8 

步驟四 步驟五  

7 8  
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1 2 7 

 4 5 

3 6 8 

 

1 2 7 

4 5  

3 6 8 

   

 方格左邊位置為 4、2 移動數字滑塊步驟分析圖 

步驟一 步驟二 步驟三 步驟四 
 

2 1 5 

4 7 8 

3 6  

 

4 2 5 

 1 7 

3 6 8 

 

 4 5 

3 2 7 

6 1 8 

 

3 4 5 

6  7 

1 2 8 

步驟五 步驟六 步驟七 步驟八 
 

3 4 5 

1  7 

2 6 8 

 

1 3 5 

 4 7 

2 6 8 

 

 1 5 

4 3 7 

2 6 8 

 

4 1 5 

2 3 7 

 6 8 

步驟九 步驟十 步驟十一 

 

 

4 1 5 

2  7 

6 3 8 

 

 1 5 

4 2 7 

6 3 8 

 

1 2 5 

4  7 

6 3 8 

研究發現 

2、4 雖然相鄰，但是數序顛倒，無法使數字滑塊 1、2、4、X 移動至其正確位置，我發

現不是所有數字都只要相鄰、對角就可以解出來，B、C 的位置在左右有不同的順序，而且

B、C 滑動之後，會呈現相對位置，就可以將範圍內的數字滑塊移動至正確的位置，如下
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圖： 

左側 C、B 
經逆時針滑動兩次之

後 
右側 B、C B、C 位置關係圖 

C  

B  
 

  

C B 
 

 B 

 C 
 

C B 

B C 
 

由上述證明，重新定義四格解法的位置關係，只要將 B、C 數字滑塊移動至範圍內左右

的特定位置，就能將 A、B、C 數字滑塊與 X 格移動至正確位置，更容易使 C+1 的數字滑塊

移動到 X 格中，因此推測以下藍色、黃色與綠色格子範圍，解題皆只要符合左邊 C、B 或者

右邊 B、C 的其中一個條件，就能將數字滑塊移動至正確位置。 

2.藍色範圍 

先將目標數字滑塊 2、3、5、X 移動至藍色範圍格子內，將左邊由上往下的數序必須是

5、3，右邊由上往下的數序必須是 3、5 接著將 2、3、5 排到正確位置，最後再將 6 的數字

滑塊移動至 X 格中。 

步驟一 步驟二 步驟三 步驟四 
 

2 1 5 

4 7 8 

3 6  

 

 2 1 

4 7 5 

3 6 8 

 

4 2 1 

3 7 5 

 6 8 

 

4 2 1 

 3 5 

6 7 8 

步驟五 步驟六 步驟七 步驟八 
 

 4 2 

6 3 1 

7 8 5 

 

6 4 2 

7 3 1 

8 5  

 

6 4 2 

7 5 3 

8  1 

 

4  2 

6 5 3 

7 8 1 

步驟九 步驟十 步驟十  
 

4 5 2 

6 3  

7 8 1 

 

4 2  

6 5 3 

7 8 1 

 

4 2 3 

6 5  

7 8 1 
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3.黃色範圍 

先將目標數字滑塊 4、5、7、X 移動至黃色範圍格子內，左邊由上往下的數序必須是

7、5，右邊由上往下的數序必須是 5、7，接著將 4、5、7 排到正確位置，最後再將 8 的數字

滑塊移動至 X 格中。 

步驟一 步驟二 步驟三 步驟四 
 

2 1 5 

4 7 8 

3 6  

 

2 1 5 

7  8 

4 3 6 

 

2  1 

7 8 5 

4 3 6 

 

2 8 1 

7  5 

4 3 6 

步驟五 步驟六 步驟七 步驟八 
 

2 8 1 

 3 5 

7 4 6 

 

2 8 1 

3 4 5 

7  6 

 

2 8 1 

4 5  

3 7 6 

 

2 8 1 

5  6 

4 3 7 

步驟九 步驟十 步驟十 步驟十一 
 

2 8 1 

5 3  

4 7 6 

 

2 8 1 

5  3 

4 7 6 

 

2 1 8 

 5 3 

4 7 6 

 

2 1 8 

4 5 3 

7  6 
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4.綠色範圍 

先將目標數字滑塊 5、6、8、X 移動至藍色範圍格子內，左邊由上往下的數序必須是

8、6，右邊由上往下的數序必須是 6、8，最後將 5、6、8 排到正確位置。 

步驟一 步驟二 步驟三 步驟四 
 

2 1 5 

4 7 8 

3 6  

 

2  1 

4 8 5 

3 7 6 

 

4 2 1 

3 8 5 

7  6 

 

4 2 1 

3 8 5 

7  6 

 

5.以四格解法依序將紅色、藍色、黃色與綠色進行 3x3 數字華容道之解題 

(1)紅色格子： 

在滑紅色格子時先將目標數字滑塊 1、2、4、X 移動至紅色範圍格子內，接著將 B、C

移動至相對位置，左邊由上往下的數序必須是 4、2，右邊由上往下的數序必須是 2、4，接

著將 1、2、4 排到正確位置，最後再將 5 的數字滑塊移動至 X 格。 

步驟一 步驟二 步驟三 
 

2 1 5 

4 7 8 

3 6  

 

1 7 5 

 2 8 

4 3 6 

 

1 2 7 

4  5 

3 6 8 

步驟四 步驟五  
 

1 2 7 

 4 5 

3 6 8 

 

1 2 7 

4 5  

3 6 8 



12 
 

 

(2)藍色格子： 

在滑紅色格子時，就已經把藍色格子的 2、5 固定在範圍內，所以可以把 3 移動至藍色

範圍格子內，應該就能排列正確位置，最後再將 6 的數字滑塊移動至 X 格中。但是紅色範圍

內的數字滑塊 4、1、2，容易因為移動數字塊而打亂數序，因此在移動數字塊時，必須注意

4、1、2 相連且不打亂數序的情況下移動，才便於使左邊 B、C 可以排成 5、3，接著讓 X 格

在藍色範圍內空出，且必須讓數字 6 在 X 格下面，便於解題後讓數字滑塊 6 順勢上移一格到

正確的位置，最後將一開始移動的數字塊 4、1、2 順時針滑動回原本的位置，即可將前兩列

所有數字塊排列至正確位置。 

步驟一 步驟二 步驟三 步驟四 
 

1 2 7 

4 5  

3 6 8 

 

2  7 

1 5 8 

4 3 6 

 

2 5  

1 3 7 

4 6 8 

 

2 3 5 

1 7  

4 6 8 

步驟五 步驟六 步驟七 

 

 

2 3 5 

1  8 

4 7 6 

 

 2 3 

1 8 5 

4 7 6 

 

1 2 3 

4 5 6 

7 8  

(3)黃色範圍、綠色範圍： 

排好紅色範圍、藍色範圍，7、8 就自動回到正確位置了。 

(五)研究小結與討論 

1. 我發現四格解法在 2x2 可以用來判斷題目是否有解，但解題時，每個顏色範圍都有重

疊的數字滑塊，可能會導致已排好數字滑塊的順序打亂，所以必須在思考，有無更

好的策略可以不打亂已排好數字滑塊數序的解題策略，因此接續探討另一種解題策
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略。 

2. 只要將前兩列排到正確數序，第三列的數字滑塊就會自動回到正確位置，如果題目

數字依序為 1、2、3、4、5、6、8、7，第三列數字滑塊相反的情況之下，還會不會

有解呢？因此接續探討一對數序相反有無解的證明。 

研究目的三：探討六格解法對數字華容道的適用性 

(一)研究方法說明 

    由於四格解法無法解決每一列最後一個數字排列回到正確位置，我從網路上蒐集相關資

料，發現別人分享了一個通用解法，或許可以解決最後數字排列的困境，於是我決定要嘗試

看看，是不是真的能解決數字排列的困境。 

(二)六格解法 

主要是讓每一列中沒辦法完成的最後一個數字滑塊排列至正確位置。在目標數字滑塊的

六格範圍內，使每列最後一個目標數字滑塊 Y 與其相鄰的數字滑塊 Y-1，在六格範圍內移

動，依序移動，讓目標數字滑塊 Y 與相鄰數字滑塊 Y-1 之間有 X 格，接著再移動至正確位

置。例如：第一排正確排列數序是 1、2、3，2、3 就是為最後的兩個目標數字滑塊，按照四

格解法 B、C 位置關係，2、3 必須讓它連在一起在，右邊位置為 2、3，移動範圍必須採取六

格，使 X 格落於 2、3 之間，依序讓它回到正確位置，故稱為六格解法。步驟解析如下： 

 

 

 

 

(三)研究過程 

3-1 探討六格解法對 3x3 數字華容道的適用性 

有些人在 3x3 的題目 1、2 排的最後一個數字不會滑，所以我就從 3x3 的題目開始嘗試

六格解法在 3x3 能不能用，後來發現六格解法在 3x3(的第 1、2 排)、4x4(的第 1、2、3 排)都

可以完成最後一個數字都可以使用。以下為三個例題進行實作，將第一列的最後一個數字滑

塊進行六格解法的實作，步驟一為佈題，省略第一列與第二列的前兩個數字滑塊的過程排

1 2 4 

6 5 8 

7 3  

1 8 2 

6 4  

7 5 3 

1  2 

6 8 3 

7 4 5 

1 2 3 

6 8  

7 4 5 
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序，直接從排列最後一個目標數字滑塊開始分析： 

例題一：17526348 

步驟一 步驟二 步驟三 步驟四 

1 7 5 

2 6 3 

4 8  
 

1 2 7 

4 5  

6 8 3 
 

1  2 

4 5 7 

6 8 3 
 

1 5  

4 7 2 

6 8 3 

 

步驟五 步驟六 步驟七 步驟八 

1  2 

4 5 3 

6 7 8 
 

1 2 3 

4 5  

6 7 8 
 

1 2 3 

5  8 

4 6 7 
 

1 2 3 

5 8 7 

4  6 
 

步驟九 步驟十 步驟十一  

1 2 3 

5 7 6 

4 8  
 

1 2 3 

4 5 6 

 7 8 
 

1 2 3 

4 5 6 

7 8  
 

 

例題二：21547836 

步驟一 步驟二 步驟三 步驟四 

2 1 5 

4 7 8 

3 6  
 

1 2  

8 7 5 

4 3 6 
 

1 2 5 

8  6 

4 7 3 
 

1  2 

8 6 5 

4 7 3 
 

步驟五 步驟六 步驟七 步驟八 

1 6 2 

8 5 3 

4 7  
 

1 2 3 

8 6  

4 5 7 
 

1 2 3 

4 5  

7 8 6 
 

1 2 3 

4 5 6 

7 8  
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例題三：53627148 

步驟一 步驟二 步驟三 步驟四 

1 2 7 

5  6 

3 4 8 

 

1 2 7 

 4 6 

5 3 8 
 

1 2 7 

4 6 8 

5  3 
 

1  2 

4 8 7 

5 6 3 
 

步驟五 步驟六 步驟七 步驟八 

1 8 2 

4 7 3 

5  6 
 

1 2 3 

4 8  

5 7 6 
 

1 2 3 

4 5  

7 8 6 
 

1 2 3 

4 5 6 

7 8  
 

3-2 探討六格解法對4 × 4數字華容道的適用性 

在4 × 4用六格解法可以完成第一、二、三列的數字滑塊排列，但第四排的格子不夠用

六格的範圍進行解題，所以就先把數字 9、10、11 按照數序往逆時針的方向滑動，再把剩下

的數字 12 滑塊倒退排回去，最後如果 13、14、15 沒有排到正確位置的話，就在把數字 13、

14、15 以順時針或逆時針的方式進行滑動，只要數序對了，在不改變第三列的數序之下，將

其他數字滑塊移動回去特定位置。(黃色的數字滑塊為起始滑動塊，綠色則是最後移動的數

字滑塊。) 

 第一列的數字滑塊排列(步驟一到八)：列出第一列的解題步驟，嘗試列出六格解法於最

後數字滑塊 4 的解題過程，進一步探討其適用性。 

 第二列的數字滑塊排列(步驟九到十二)：略過 5、6、7 的數字滑塊排列步驟，嘗試列出

六格解法於最後數字滑塊 8 的解題過程，進一步探討其適用性。 

 第三列的數字滑塊排列(步驟十三到十七)：略過 9、10、11 的數字滑塊排列步驟，嘗試

列出六格解法於最後數字滑塊 12 的解題過程，進一步探討其適用性。 

 第四列的數字滑塊排列(步驟十八到二十)：最後一列無法採取六格解法，自行嘗試解題

探究，進一步探討與3 × 3數字華容道解題最後一列數字滑塊的數序關係。 
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步驟一 步驟二 步驟三 步驟四 

1 9 2 4 

12 6 7 15 

10 14 5 3 

13 11 8  
 

1 2  4 

12 9 6 15 

10 14 7 3 

13 11 5 8 
 

1 2 6 4 

12 9 7  

10 14 3 15 

13 11 5 8 
 

1 2 7 6 

12 9 3 4 

10 14 15  

13 11 5 8 
 

步驟五 步驟六 步驟七 步驟八 

1 2 3 7 

12 9  6 

10 14 15 4 

13 11 5 8 
 

1 2  3 

12 9 6 7 

10 14 15 4 

13 11 5 8 
 

1 2 6 3 

12 9 7 4 

10 14 15  

13 11 5 8 
 

1 2 3 4 

12 9 6  

10 14 7 15 

13 11 5 8 
 

步驟九 步驟十 步驟十一 步驟十二 

1 2 3 4 

5 6 7 12 

14 9 11  

10 13 15 8 
 

1 2 3 4 

5 6 11 7 

14 9  12 

10 13 15 8 
 

1 2 3 4 

5 6 11 7 

14 9 12 8 

10 13 15  
 

1 2 3 4 

5 6 7 8 

14 9 11  

10 13 12 15 
 

步驟十三 步驟十四 步驟十五 步驟十六 

1 2 3 4 

5 6 7 8 

9 10 11  

14 13 12 15 
 

1 2 3 4 

5 6 7 8 

14 9 10 11 

13 12 15  
 

1 2 3 4 

5 6 7 8 

9  15 10 

14 13 12 11 
 

1 2 3 4 

5 6 7 8 

9 15 10 11 

14  13 12 
 

步驟十七 步驟十八 步驟十九 步驟二十 

1 2 3 4 

5 6 7 8 

9 10 11 12 

14 15 13  
 

1 2 3 4 

5 6 7 8 

9 10 11 12 

14 15 13  
 

1 2 3 4 

5 6 7 8 

14 9 10 11 

15 13  12 
 

1 2 3 4 

5 6 7 8 

14 13 9 10 

15  12 11 
 

步驟二十一 步驟二十二 

 

1 2 3 4 

5 6 7 8 

13 9 10 11 

14 15  12 
 

1 2 3 4 

5 6 7 8 

9 10 11 12 

13 14 15  
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 (四)研究發現 

1. 六格解法的解題順序建立在由小到大、由上而下的解題條件之下，不但能將3 × 3的第

一、二列最後數字滑塊的排列至正確位置，在4 × 4更可以解決第一、二、三列最後數

字滑塊的排列，但是也必須參考四格解法中 B、C 的位置關係，才能將目標數字滑塊移

動至正確位置。 

2. 3 × 3題目倒數第二列，4、5 若以移動至正確位置，數字滑塊 6 必定會出現在第二列 X

格下面，順勢移動就能完成。 

3. 我們發現在4 × 4的數字華容道中，將前三列排依序移動至正確位置後，最後一列並不

會像3 × 3的題目一樣自動排列至正確位置，反而呈現數序顛倒的情況，但是在不改變

數序的方式進行解題，卻能夠解出來，我們猜想是否跟數序顛倒是否有極大的相關。 

4. 在滑動的過程中，發現六格解法主要目的是使一對相反的數序滑塊，有正確的排序，但

同時也會讓另一對數序相反。 

研究目的四：探討數字華容道的目標列中，數序相反的對數數量對有無解的關係。 

(一)研究方法說明： 

先將 3x3 的題型嘗試將一對數序顛倒去探討有無解，再來把兩對數序顛倒有解，推測數

序顛倒的對數與數字華容道題目的有、無解有關，因此持續嘗試將題目改變為三、四、五、

六對數序相反，驗證奇數對數相反就無解，偶數對數相反就有解。 

(二)數序對數計算方式：每列數字由左而右的排列，應為小到大，只要由左側開始檢視，數

字大於右側的數字，兩兩配對，算一算有幾對。範例數列如下計算： 

數列一：3、2、1 

此數列可以左側開始兩兩配對成：第一對：(3、2)、第二對：(3、1)、第三對：(2、1)，

且符合大數在前、小數在後的條件，以上三對皆符合條件，故此計算為 3 對數序相反的數

列。 

數列二：2、1、3 

此數列可以左側開始由大數配小數，兩兩配對成：(2、1)、(2、3)、(1、3)，且符合大數

在前、小數在後的條件，只有(2、1)，故此計算為 1 對數序相反的數列。 
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(三)研究過程 

4-1 初探一對數序無解 

發現一 

在玩 3x3 的題目過程當中，若先將前兩列排到正確位置，7、8 數字滑塊就會呈現正確

的數序排列，嘗試將題目只變化第三列一對數序相反，將題目數字滑塊依序排列成

12345687，進行解題。發現無法將 7、8 兩個數字滑塊排列出正確位置，經過多次解題，即

使成功將 7、8 數字滑塊完成正確的數序排列，也會產生跨列有一對數字滑塊相反的情況。 

步驟一 步驟二 步驟三 步驟四 
 

1 2 3 

4 5 6 

8 7  

 

1 2 3 

8 4 5 

7  6 

 

1 2 3 

7 8 4 

 6 5 

 

1 2 3 

7 4 5 

6 8  

步驟五 步驟六 

 

 

1 2 3 

 4 5 

7 6 8 

 

1 2 3 

4 6 5 

7 8  

發現二 

從之前的研究，發現六格解法在將目標列的最後數字滑塊移動至正確位置時，會導致另

一對數字滑塊相反，因此由3 × 3的題目進行推測，若將第三列變化為 8、7 的數字滑塊排

列，再運用有效的六格解法進行解題，必定會導致另一列的數字滑塊相反。發現無法解出

題，經過多次解題，也會產生跨列數字相反的情況，但是依舊是一對數序相反。 

步驟一 步驟二 步驟三 步驟四 
 

1 2 3 

4 5 6 

8 7  

 

1 5 2 

4 7 3 

8  6 

 

 7 5 

1 4 2 

8 6 3 

 

7 4 5 

 1 2 

8 6 3 

步驟五 步驟六 步驟七  
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4 5 2 

7 1 3 

8  6 

 

5 1 2 

4  3 

7 8 6 

 

1 2 3 

5 4 6 

7 8  

4-2 探討 2×2 數字華容道數序相反對數與有無解的關係 

    依據右下角為空格的規則，皆採順時針的方向進行解題，先將 2x2 的所有解組合依序列

出，觀察數序相反對數的翻轉次數與對數變化之規律性，進一步探究有解與無解的差異。 

一、順時針 

組合 數列變化 數序對數變化(對) 有解 

231 231→123 2→0 V 

312 312→231→123 2→2→0 V 

123 123 0 V 

132 132→213→321→132 1→1→3→1  

213 213→321→132→213 1→3→1→1  

321 321→132→213→321 3→1→1→3  

二、逆時針 

組合 數列變化 數序對數變化(對) 有解 

231 231→312→123 2→2→0 V 

312 312→123 2→0 V 

123 123 0 V 

132 132→321→213→132 1→3→1→1  

213 213→132→321→213 1→1→3→1  

321 321→213→132→321 3→1→1→3  

 研究小結： 

1. 偶數數序相反對數有解，奇數數序相反對數無解。 

2. 不論是順時針或逆時針，都不會影響數序對數相反的奇偶關係，更不會影響有無解。 
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3. 只要是奇數對數相反作為題目，經過數序的循環後，每次的數序對數皆為奇數，又會回

到原本的題目；只要是偶數對數相反作為題目，經過數序的循環後，解出題目的數序對

數必定為 0 對。 

4. 依據此發現數序相反對數的奇偶證明，決定嘗試設計3 × 3與4 × 4的數字華容道題目，來

驗證我們的發現。 

4-3 探討 3×3 數字華容道數序相反對數與有無解的關係 

探討兩對數序相反有無解 

 在3 × 3的題目中兩對數序相反有解，不管是同一列或不同列只要是兩對數序相反都有

解。在其他數字滑塊不更動正確位置的情況下，將數字滑塊做數序對數為兩對的變動調整進

行解題，發現兩對數序相反有解，跨列數序相反並不會改變解題的結果。 

1. 第一列的數序 1、2、3(0 對數序相反)改成 2、3、1(2 對數序相反)最後有解 

2. 第二列的數序 4、5、6(0 對數序相反)改成 5、6、4(2 對數序相反)，最後有解。 

3. 第一列的數序 1、2、3(0 對數序相反)改成 3、1、2(2 對數序相反)，最後有解。 

4. 第二列的數序 4、5、6(0 對數序相反)改成 5、4、6(2 對數序相反)，最後有解。 

5. 跨列數序改變：第一列數序 2、1、3(1 對數序相反)/第二列數序 5、4、6(1 對數序相反)，

最後有解。 

6. 跨列數序改變：第一列數序 2、1、3(1 對數序相反)/第三列數序 8、7(1 對數序相反)，最

後有解。 

7. 跨列數序改變：第二列數序 5、4、6(1 對數序相反)/第三列數序 8、7(1 對數序相反)，最

後有解。 

探討三對數序相反有無解 

在3 × 3的題目中，三對數序相反就跟一對數序相反一樣無解，跨列並不會影響解題結果。 

1. 第一列的數序 1、2、3 改成 3、2、1(3 對數序相反)，最後無解。 

2. 第二列的數序 4、5、6 改成 6、5、4(3 對數序相反)，最後無解。 

3. 跨列數序改變：第一列數序 2、3、1(2 對數序相反)/第三列數序 8、7(1 對數序相反)，最

後無解。 
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4. 跨列數序改變：第二列數序 5、6、4(2 對數序相反)/第三列數序 8、7(1 對數序相反)，最

後無解。 

5. 跨列數序改變：第一列數序 2、3、1(2 對數序相反)/第二列數序 4、6、5(1 對數序相反)，

最後無解。 

探討四對數序相反有無解 

在3 × 3的題目中四對數序相反有解，由於前面做過跨列不會影響到解題的結果，由此可知 4

對數序相反是有解的。 

1. 第一列改成 3、2、1(3 對數序相反)/第二列改成 5、4、6(1 對數序相反)最後有解 

2. 第一列改成 3、2、1(3 對數序相反)/第三列改成 8、7(1 對數序相反)最後有解 

3. 第一列改成 2、1、3(1 對數序相反)/第二列改成 6、4、5 (2 對數序相反)最後有解 

探討五對數序相反有無解 

由於前面做過跨列不會影響到解題的結果由此可知 5 個是無解的，由 1、3、5 個對數相反的

實作證明奇數對數個數序相反，題目就會是無解。 

1. 數序改變：第一列改成 3、2、1(3 對數序相反)/第二列改成 6、4、5(2 對數序相反)最後

無解 

2. 數序改變：第一列改成 3、1、2(2 對數序相反)/第二列改成 6、5、4(3 對數序相反)最後

無解 

3. 數序改變：第一列改成 3、1、2(2 對數序相反)/第二列改成 6、4、5 (2 對數序相反) /第三

列改成 7、8(1 對數序相反)最後無解 

探討六對數序相反有無解 

由於前面做過跨列不會影響到解題的結果由此可知 6 個是有解的，由 2、4、6 個對數相反的

實作證明偶數對數個，題目就會是有解。 

1. 數序改變：第一列改成 3、2、1(3 對數序相反)/第二列改成 6、5、4(3 對數序相反)最後

有解。 

2. 數序改變：第一列改成 3、2、1(3 對數序相反)/第二列改成 6、4、5(2 對數序相反)/第三

列改成 8、7(1 對數序相反)，最後有解。 
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4-4 探討 4×4 數字華容道數序相反對數與有無解的關係 

由3 × 3發現數序跨列，並不會影響解題結果，故隨意設計數序相反的數量，來觀察4 ×

4數序對數相反與有無解的關係，並依據正確4 × 4的數字華容道題目(如下圖)，進行數序調

整與驗證，最後無解的局勢有兩種：第一種最後一列為 14、13、15，第二種最後一列為 

13、15、14(如下圖)。 

 

 

 

1. 一對數序相反：第四列改成 13、15、14(1 對數序相反)，最後無解。 

2. 兩對數序相反：第二列改成 5、8、6、7(2 對數序相反)，最後有解。 

3. 三對數序相反：第四列改成 15、14、13(3 對數序相反)，最後無解。 

4. 四對數序相反：第一列改成 1、2、4、3(1 對數序相反)/第二行改成 5、6、8、7(1 對數序

相反)/第三行改成 10、9、11、12(1 對數序相反)/第四行改成 14、13、15(1 對數序相反)，

最後有解。 

5. 五對數序相反：第一列改成 2、1、3、4(1 對數序相反)/第二行改成 6、5、8、7(1 對數序

相反)/第三行改成 10、9、12、11(2 對數序相反)/第四行改成 14、13、15(1 對數序相反)，

最後無解。 

6. 六對數序相反：第一列改成 4、3、2、1(6 對數序相反)，最後有解。 

 (四)研究發現 

1. 初探一對數序無解，運用3 × 3解題第三列的 7、8 數字滑塊自動移至正確位置之特性，

也觀察到嘗試使用六格解法會同時讓兩對數字滑塊相反，經過兩種證明，可以得知若是

一對數序相反必定無解，且將數字華容道在第一、二列數序皆正確的情況下，第三列呈

1 2 3 4 

5 6 7 8 

9 10 11 12 

13 15 14  

1 2 3 4 

5 6 7 8 

9 10 11 12 

14 13 15  

1 2 3 4 

5 6 7 8 

9 10 11 12 

13 14 15  

▲ 4 × 4有解的正確排列 ▲ 4 × 4無解題目的最後局勢 ▲ 
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現 8、7 數字滑塊相反的局勢，判定為無解。 

2. 由2 × 2數字華容道所有組合中，發現奇數對數相反就無解，偶數對數相反就有解 

3. 由2 × 2數字華容道所有組合中，發現偶數對數相反，可經由順時針或逆時針方向，偶

數移動次數，解出答案；奇數對數相反，則無法經由偶次數移動來解出題目。 

4. 數序對數固定的條件下，不會因為跨列而影響到解題的結果。 

5. 以 3x3 的題目為例，只要奇數對數的數序相反就無解，雙數對數的數序相反就有解。

(紅色字體代表有更改數字數序的數字列) 

題目 
數序相反對數 是否跨列 有解 無解 

第一列 第二列 第三列 

123 456 87 1 否  V 

231 456 78 2 否 V  

123 564 78 2 否 V  

312 456 78 2 否 V  

123 546 78 2 否 V  

213 546 78 2 是 V  

213 456 87 2 是 V  

123 546 87 2 是 V  

321 456 78 3 否  V 

123 654 78 3 否  V 

231 456 87 3 是  V 

231 465 78 3 是  V 

123 564 87 3 是  V 

321 546 78 4 是 V  

213 645 78 4 是 V  

321 456 87 4 是 V  
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321 645 78 5 是  V 

312 654 78 5 是  V 

312 645 87 5 是  V 

321 654 78 6 是 V  

321 654 87 6 是 V  

6. 以4 × 4的題目為例，只要奇數對數的數序相反就無解，偶數對數的數序相反就有解。

(紅色字體代表有更改數字數序的數字列) 

題目 數序相

反對數 

是否

跨列 
有解 無解 

第一列 第二列 第三列 第四列 

1234 5678 9 10 11 12 13 15 14 1 否  V 

1234 5867 9 10 11 12 13 14 15 2 否 V  

1234 5678 9 10 11 12 15 14 13 3 否  V 

1243 5687 10 9 11 12 14 13 15 4 是 V  

2134 6578 10 9 12 11 14 13 15 5 是  V 

4321 5678 9 10 11 12 13 14 15 6 否 V  
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伍、研究結論 

一、玩家大都是無法完成目標數字列中的最後一個數字滑塊或一些數序顛倒的數字滑塊，像

是 4、5 或是 2、3。 

二、列出2 × 2數字華容道的所有組合，並非所有組合都有解，從有解的組合分析共同的條

件，若正確數序為 A、B、C，將數字華容道分為左半邊、右半邊，左半邊為 C、B，右

半邊為 B、C，由此發想四格解法的策略，在解題時，只要能將目標數字滑塊，在四格

範圍內，移動成這兩種位置關係，就能順利解題。 

三、四格解法的位置關係，將3 × 3分為四個顏色範圍，每一個範圍都能解出四個數字的正

確數序排列，但是要以四格解法依序紅色、藍色、黃色與綠色進行解題，會面臨到共用

的數字滑塊，除了範圍內目標數字滑塊，必須將相鄰的數字滑塊在不打亂的數序情況

下，進行範圍以外的移動，才會便於移動範圍內的數字滑塊，對於初次使用四格解法策

略的玩家，較不建議。 

四、六格解法比較適合在3 × 3題目的第一、二列、4 × 4題目的第一、二、三列完成每排最

後一個數字的正確排序，並不適合用在3 × 3、4 × 4的最後一排，因為最後一排的格子

不夠用六格，且如果要用六格解法的話，會容易打亂其他排好的數字。 

五、3 × 3與4 × 4剩下最後一排的局勢不同：3 × 3的題目在完成前面兩列時，第三列會自動

使數字滑塊移動到正確位置；4 × 4的題目在完成前三列時，最後一列會呈現兩對數序

相反的局勢。 

六、由3 × 3題目只變動最後一列的數序相反是無解、4 × 4題目最後一列為偶數對數相反，

推論一對數序相反無解，並以六格解法的特性驗證，六格解法在變更目標數字滑塊位置

時，同時也會導致另一對相鄰數字相反，由此推論一對數序無解、兩對數序有解，進一

步探究對數相反的對數有無規律關係。 

七、以2 × 2所有題目組合驗證：奇數數序相反對數無解，偶數數序相反對數則有解；順時

針或逆時針並不會影響到解題結果。 

八、由3 × 3設計一對到六對數序相反的題目，不論對數相反的數量是在同一列或是不同

列，總和的數序相反對數只要相同，奇數對數的數序相反就無解，雙數對數的數序相反
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就有解。 

九、由4 × 4設計一對到六對數序相反的題目，不論對數相反的數量是在同一列或是不同

列，總和的數序相反對數只要相同，奇數對數的數序相反就無解，雙數對數的數序相反

就有解。 

陸、研究心得 

甲生 

終於好像找到一點規律了！我從一開始只想過關，不知道甚麼是研究，到現在已經可以

整理我的發現紀錄做科展了！起先要把「數字華容道」的遊戲變成研究，寫成書面我有點抗

拒，也曾經因為一直留下來做研究，而不想繼續做這個研究，幸好有家人和夥伴陪我、鼓勵

我，讓我有堅持下去的動力，在這之後我慢慢的喜歡上研究這件事，尤其是找出更棒的解題

方法，過程中一度感覺到很大的疲累，許多研究中的方法和表達，都是不斷對自己的挑戰，

直到現在我已經快完成科展的報告了，我很有成就感，加上自己研究出來四格解法，居然可

以幫助解題，我真的很高興！ 

我真的很期待能參加這次科展，但是又會害怕不敢說話給評審聽，所以家長和老師鼓勵

我，還說了比賽最重要的是過程，而不是結果，這句話讓我更有自信，不用擔心沒得獎會被

嘲笑或被罵，如果有得獎就要歸功於家長、老師、夥伴，因為有他們才讓我堅持下去。 

我希望未來的研究者要有鍥而不捨的精神，遇到難題時也要選擇面對，不要逃避，也希

望你們可以找出數字華容道的不同的數序規律，像是上下數序顛倒，或是其他的解題困境或

是出題陷阱和技巧。 

乙生 

終於要完成它了！我們研究了許多好用的方法，最有心得的是四格解法可以順時針的移

動，也可以逆時針的移動數字，但是有發現他不能改變數序，也只能在四格範圍裡面移動；

而六格解法可以在六格的範圍裡面移動，我也發現到只要有一對數字滑塊交換，證明數字數

續對數與有無解有很大的關係，而且六格解法可以讓數序交換，雖然我很欣賞六格解法解

題，但是能一起和夥伴研究出四格解法，真的很不容易。 

我覺得研究華容道很開心，我現在在華容道的時候可以更快速的過關，贏過其他人，也



27 
 

因為整理與嘗試了四格解法、六格解法進行解題，讓我好像在歸納與整理的時候更有規律，

我也想會分享給大家，讓大家一起思索成長。 

柒、參考資料 

一、網址 

1.最強大腦 數字華容道的通用解法 

https://www.youtube.com/watch?v=-2br-Hlgmts 

2.數字華容道怎麼玩 

https://jingyan.baidu.com/article/7908e85cc2c709af491ad262.html 

二、相關研究 

1. 李嘉齊、黃國寶(2018)。數學與智慧盤。嘉義市第 36 屆中小學科學展覽會。

http://www2.cy.edu.tw/SCIENCE36/%E5%9C%8B%E4%B8%AD%E7%B5%84/%E6%95%B8%E5%A

D%B8%E7%A7%91/%E5%9C%8B%E4%B8%AD%E7%B5%84-

%E6%95%B8%E5%AD%B8%E7%A7%91-

%E6%99%BA%E6%85%A7%E7%9B%A4%E8%A3%A1%E7%9A%84%E6%95%B8%E5%AD%B8/

%E5%9C%8B%E4%B8%AD%E7%B5%84-%E6%95%B8%E5%AD%B8%E7%A7%91-

%E6%99%BA%E6%85%A7%E7%9B%A4%E8%A3%A1%E7%9A%84%E6%95%B8%E5%AD%B8.p

df 

2. 陳星奎、胡登傑、張維方、藍寅瑋(1997)。智慧盤中的奧秘-智慧盤遊戲推移策略探討。全

國中小學科展。 https://www.ntsec.edu.tw/Science-

Content.aspx?cat=&a=0&fld=&key=&isd=1&icop=10&p=698&sid=4648 
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作品海報 

【評語】080411  

這個單人遊戲的正式名稱是“九宮格數字推盤遊戲”。如何

解並不難，而且各種招式，但為何出現不能解初始設定？這就非

常有趣。本研究做到了關於“不能解”的初步結果，然而有解與

不能解的關係其實是已知的；所以這份研究的深度天生受限。 

D:\NSF\中小科展_60 屆\排版\080411-評語 

 



摘 要

貳、研究目的

壹、研究動機

參、研究架構

肆、研究器材

伍、遊戲規則

本次研究重點於探討數字華容道玩家的共同困境、兩種解題策略的適用性、數序相反對數與有無解的關係。綜合研究發現概要如下：
共同的困境在於每一列的最後一個數字排列。
四格解法適用性： 3 × 3 的數字華容道分為四個顏色的範圍，該範圍內的四格，只要使目標數字至特定位置(左半邊B、C，或右半邊C、B)，就能解。
六格解法適用性：在目標六格範圍內，每列最後的數字滑塊與相鄰的數字，在六格範圍內移動，即有解，適用 3 × 3或4 × 4的題目類型。
不以策略進行3 × 3解題，最後一列的數字會剛好呈現正確數序，證明一對數序相反無解。
由2 × 2數字華容道題型進行奇偶數序對數與有無解之證明，進一步從3 × 3、4 × 4數字華容道題型，驗證一對至六對的數序相反對數，皆符合奇
數相反對數無解，偶數對數相反有解。

同學間瘋玩數字華容道遊戲，進一步發現一件有趣的事情， 19世紀的Sam Loyd 曾懸賞1000美金，徵求能把14和15交換解題的方法，但從沒
人能順利解開，因此讓我們想找出解題策略，也推測數序相反可能跟有無解有極大的相關性，並從2 × 2、3 × 3、4 × 4數字華容道題型進行廣泛
性的探究。

一、分析華容道的解題困境
二、探討四格解法對3x3數字華容道的適用性
三、探討六格解法的數字華容道適用性

3-1探討六格解法對3x3數字華容道的適用性
3-2探討六格解法對4x4數字華容道的適用性

四、探討數字華容道的目標列中，數序相反的對數數量對有無解的關係
4-1 初探一對數序無解
4-2探討2×2數字華容道數序相反對數與有無解的關係
4-3探討3×3數字華容道數序相反對數與有無解的關係
4-4探討4×4數字華容道數序相反對數與有無解的關係

分析四格解法的限制
尋找更好的解題策略

3x3、4x4數字華容道的適用性
證明數字華容道無解的局勢

由2x2的題型分析解題策略
分析四格解法的數字滑塊位置關係

探討四格解法的適用性

探討六格解法的適用性

分析數序相反對數與有無解的規律關係

分析解題困境

自製研究工具

文獻探討

積木、紙籤、瓦楞紙、膠帶、A4白紙、白板

數字華容道的遊戲規則：
將亂掉的數字以不離開格子的方式滑動數字滑塊，將數字滑塊由左至右、由上到下、由小到大排列。數字華容道游戲屬於滑塊類游戲，就是

在格子範圍内，按照一次移動一格的條件把數字滑塊移動到正確位置。

作品名稱/作者 內容 省思 

數學與智慧盤/李嘉

齊、黃國寶  

1. 用數學排列解決智慧盤出現的問題 

2. 用算式證明智慧盤 1-15 數字的牌面有

無解判定 

3. 排面有解是不是有甚麼算式可以證明 

4. 找出排面有解的條件 

他們的作法太難了，對我來說有點困難，一

些數學符號我第一次看到，但從他們研究過

程的筆記來看，他們是先完成其他的剩下右

下角的四塊，發現只有 3 種數序的情形有

解，但這個研究只找出部分情形，而且跟我

玩的遊戲介面不一樣，我除了玩 4x4 的還有

完 3x3，我是用四格解法和六格解法。 

智慧盤中的奧秘-智

慧盤遊戲推移策略

探討/陳星奎、胡登

傑、張維方、藍寅瑋 

1.以小區塊、中區塊的方式來算出最大相

減次數 

2.用最大相減次數來算出 3x2 有解的組合 

3.觀察奇數、偶數有無解的共通性 

我覺得他們用算式來算有無解太過複雜，所

以我用數幾對的方法來證明題目有無解，方

法上相對容易。 

 

陸、文獻探討



柒、研究過程

研究目的一：找出共同的華容道困境

研究目的二：探討四格解法對3x3數字華容道的適用性

我們列出所有2x2題目的排列組合，在分析有解組合共同的條件，找出

解題策略我們對2x2有解組合共同條件的初步定義是(1)2、3一定都會相鄰

的位置(2)2、3移動後是對角位置關係大後來發現是要左邊C、B或者右邊B、

C就能將數字滑塊移動至正確位置，從這個規律我們發現了四格解法，並

將它套用到3 × 3、4 × 4的題型使用發現它都適用。

研究目的三：探討六格解法對數字華容道的適用性

分析華容道的解題困境：找出數字華容道的規則用滑的把數字華塊由
左至右、由上到下、由小到大排好，在給沒玩過數字華容道的人試玩。針
對他們的解題困境來找解法

上網蒐集資料，發現別人分享一通用解法，可以解決最後數字排列的

困境，於是我們決定要試看看，是否真的能解決數字排列的困境。六格解

法是要讓每一列的最後一個數字滑塊排列至正確位置。在目標數字的六格

範圍內，使每列最後一個目標數字滑塊Y與其相鄰的數字滑塊Y-1，在六格

範圍內移動，依序移動，讓目標數字滑塊Y與相鄰數字滑塊Y-1之間有X格，

接著再移動至正確位置。步驟解析如下：

相鄰 相鄰 相鄰 相鄰 

B C 

  
 

 B 

 C 
 

  

C B 
 

C  

B  
 

對角關係 對角關係 對角關係 對角關係 

C  

 B 
 

B  

 C 
 

 B 

C  
 

 C 

B  
 

 

受試者

編號 

步數 照片 困境說明 

1 59 

 

3、6 無法到對的 

位置。 

2 36 

 

1、2 數相反，和 

3 無法到正確位置 

。 

3 62 

 

2、3 排好，無法 

讓 1 也排進去。 

 

四格解法初步定義：由2x2分析有解的條件，猜想這樣的方式或許可以成為
數字華容道的解題策略，所以我想到了四格解法。

▲ 使用六格解法解決4 × 4的題型

▲ 使用六格解法解決3 × 3的題型

將3x3的格子分成紅色、藍色、綠色、黃色的格子，另外將空格定義為X格，
每一個格子都圍住四塊，再一個一個去試玩，最後用四格解法完成數字滑
塊的排列。如下圖：

研究發現：
2、4雖然相鄰，但是數序顛倒，無法使數字滑塊1、2、4、X移動至其正確
位置，我發現不是所有數字都只要相鄰、對角就可以解出來，B、C的位置
在左右有不同的順序，而且B、C滑動之後，會呈現相對位置，就可以將範
圍內的數字滑塊移動至正確的位置，如下圖：

左側 C、B 
經逆時針滑動 

兩次之後 
右側 B、C B、C 位置關係圖 

C  

B  
 

  

C B 
 

 B 

 C 
 

C B 

B C 
 

 

研究發現

1. 六格解法的解題順序建立在由小到大、由上而下的解題條件之下，不但能將3×3的第一、

二列最後數字滑塊的排列至正確位置，在4×4更可以解決第一、二、三列最後數字滑塊的

排列，但是也必須參考四格解法中B、C的位置關係，才能將目標數字滑塊移動至正確位

置。

2. 3×3題目倒數第二列，4、5若以移動至正確位置，數字滑塊6必定會出現在第二列X格下

面，順勢移動就能完成。

3. 我們發現在4×4的數字華容道中，將前三列排依序移動至正確位置後，最後一列並不會

像3×3的題目一樣自動排列至正確位置，反而呈現數序顛倒的情況，但是在不改變數序的

方式進行解題，卻能夠解出來，我們猜想是否跟數序顛倒是否有極大的相關。

4. 在滑動的過程中，發現六格解法主要目的是使一對相反的數序滑塊，有正確的排序，

但同時也會讓另一對數序相反。

例題一：1 7 5 2 6 3 4 8

例題二：1 9 2 4 12 6 7 15 10 14 5 3 13 11 8



研究目的四：探討數字華容道的目標列中，數序相反
的對數數量對有無解的關係

(一)研究方法說明：先將3x3的題型嘗試將一對數序顛倒去探討有無

解，再來把兩對數序顛倒有解，推測數序顛倒的對數與數字華容道

題目的有、無解有關，因此持續嘗試將題目改變為三、四、五、六

對數序相反，驗證奇數對數相反就無解，偶數對數相反就有解。

(二)數序對數計算方式：每列數字由左而右的排列，應為小到大，只

要由左側開始檢視，數字大於右側的數字，兩兩配對，算一算有幾

對。範例數列如下計算：

數列一：3、2、1

此數列可以左側開始兩兩配對成：第一對：(3、2)、第二對：(3、1)、

第三對：(2、1)，且符合大數在前、小數在後的條件，以上三對皆符

合條件，故此計算為3對數序相反的數列。

數列二：2、1、3

此數列可以左側開始由大數配小數，兩兩配對成：(2、1)、(2、3)、

(1、3)，且符合大數在前、小數在後的條件，只有(2、1)，故此計算

為1對數序相反的數列。

(三)研究過程：

4-1初探一對數序無解
發現一

在玩3x3的題目過程當中，若先將前兩列排到正確位置，7、8數字滑

塊就會呈現正確的數序排列，嘗試將題目只變化第三列一對數序相

反，將題目數字滑塊依序排列成12345687，進行解題。發現無法將7、

8兩個數字滑塊排列出正確位置，經過多次解題，即使成功將7、8數

字滑塊完成正確的數序排列，也會產生跨列有一對數字滑塊相反的

情況。

步驟一 步驟二 步驟三 步驟四 
 

1 2 3 

4 5 6 

8 7  

 

1 2 3 

8 4 5 

7  6 

 

1 2 3 

7 8 4 

 6 5 

 

1 2 3 

7 4 5 

6 8  

步驟五 步驟六 

 

 

1 2 3 

 4 5 

7 6 8 

 

1 2 3 

4 6 5 

7 8  

 

發現二

從之前的研究，發現六格解法在將目標列的最後數字滑塊移動至

正確位置時，會導致另一對數字滑塊相反，因此由3 × 3的題目進行

推測，若將第三列變化為8、7的數字滑塊排列，再運用有效的六格

解法進行解題，必定會導致另一列的數字滑塊相反。發現無法解出

題，經過多次解題，也會產生跨列數字相反的情況，但是依舊是一

對數序相反。

組合 數列變化 數序對數變化(對) 有解

231 231→123 2→0 V

312 312→231→123 2→2→0 V

123 123 0 V

132 132→213→321→132 1→1→3→1

213 213→321→132→213 1→3→1→1

321 321→132→213→321 3→1→1→3

研究小結：

1. 偶數數序相反對數有解，奇數數序相反對數無解。

2. 只要是奇數對數相反作為題目，經過數序的循環後，每次的數序

對數皆為奇數，又會回到原本的題目；只要是偶數對數相反作為

題目，經過數序的循環後，解出題目的數序對數必定為0對。

3. 依據此發現數序相反對數的奇偶證明，決定嘗試設計3 × 3與4 × 4

的數字華容道題目，來驗證我們的發現。

題目

數序

相反

對數

是否

跨列

有

解

無

解

第

一

列

第

二

列

第

三

列

第

四

列

1234 5678 9 10 11 12 13 15 14 1 否 V

1234 5867 9 10 11 12 13 14 15 2 否 V

1234 5678 9 10 11 12 15 14 13 3 否 V

1243 5687 10 9 11 12 14 13 15 4 是 V

2134 6578 10 9 12 11 14 13 15 5 是 V

4321 5678 9 10 11 12 13 14 15 6 否 V

▲ 4×4有解的正確排列

題目
數序

相反

對數

是否

跨列
有解 無解

第

一

列

第

二

列

第

三

列

123 456 87 1 否 V

231 456 78 2 否 V

123 564 78 2 否 V

312 456 78 2 否 V

123 546 78 2 否 V

213 546 78 2 是 V

213 456 87 2 是 V

123 546 87 2 是 V

321 456 78 3 否 V

123 654 78 3 否 V

231 456 87 3 是 V

231 465 78 3 是 V

123 564 87 3 是 V

321 546 78 4 是 V

213 645 78 4 是 V

321 456 87 4 是 V

321 645 78 5 是 V

312 654 78 5 是 V

312 645 87 5 是 V

321 654 78 6 是 V

321 654 87 6 是 V

1 2 3 4

5 6 7 8

9 10 11 12

13 14 15

1 2 3 4

5 6 7 8

9 10 11 12

13 15 14

1 2 3 4

5 6 7 8

9 10 11 12

14 13 15

▲ 4 × 4有解的正確排列 ▲ 4 × 4無解題目的最後局勢▲

一、玩家大都是無法完成目標數字列中的最後一個數字滑塊或一些數序顛倒

的數字滑塊，像是4、5或是2、3。

二、2 × 2數字華容道的所有組合，非所有組合都有解，從有解的組合分析共

同條件，若正確數序為A、B、C，將數字華容道分為左半邊、右半邊，左

半邊為C、B，右半邊為B、C，故發想四格解法的策略，在解題時，只要能

將目標數字滑塊，在四格範圍內，移動成這兩種位置關係，就能順利解題。

三、四格解法的位置關係，將3 × 3分為四個顏色範圍，每一個範圍都能解出

四個數字的正確數序排列，但是要以四格解法依序紅色、藍色、黃色與綠

色進行解題，會面臨到共用的數字滑塊，除了範圍內目標數字滑塊，必須

將相鄰的數字滑塊在不打亂的數序情況下，進行範圍以外的移動，才會便

於移動範圍內的數字滑塊，對於初次使用四格解法策略的玩家，較不建議。

四、六格解法比較適合在3 × 3題目的第一、二列、4 × 4題目的第一、二、三

列完成每排最後一個數字的正確排序，並不適合用在3 × 3、4 × 4的最後一

排，因為最後一排的格子不夠用六格，且如果要用六格解法的話，會容易

打亂其他排好的數字。

五、3 × 3與 4 × 4剩下最後一排的局勢不同： 3 × 3的題目在完成前面兩列時，

第三列會自動使數字滑塊移動到正確位置；4 × 4的題目在完成前三列時，

最後一列會呈現兩對數序相反的局勢。

六、3 × 3題目只變動最後一列的數序相反是無解、4 × 4題目最後一列為偶數

對數相反，推論一對數序相反無解，以六格解法的特性驗證，六格解法在

變更目標數字滑塊位置時，同時也會導致另一對相鄰數字相反，由此推論

一對數序無解、兩對數序有解，進一步探究對數相反的對數有無規律關係。

七、以2 × 2所有題目組合驗證：奇數數序相反無解，偶數數序相反有解。

八、由3 × 3設計一對到六對數序相反的題目，不論對數相反的數量是在同一

列或是不同列，總和的數序相反對數只要相同，奇數對數的數序相反就無

解，雙數對數的數序相反就有解。

九、由4 × 4設計一對到六對數序相反的題目，不論對數相反的數量是在同一

列或是不同列，總和的數序相反對數只要相同，奇數對數的數序相反就無

解，雙數對數的數序相反就有解。

4-4探討4×4數字華容道數序相反對數與有無解的關係

由3×3發現數序跨列，並不會影響解題結果，故隨意設計數序相反的數量，來

觀察4×4數序對數相反與有無解的關係，並依據正確4×4的數字華容道題目(如

下圖)，進行數序調整與驗證，最後無解的局勢有兩種：

4-2探討2×2數字華容道數序相反對數與有無解的關係
先將2x2的所有解組合列出，觀察數序相反對數的翻轉次數與對數

變化之規律性，進一步探究有解與無解的差異

4-3探討3×3數字華容道數序相反對數與有無解的關係

在3 × 3的題目中兩對數序相反有解，不管是同一列或不同列只要是兩對數序

相反都有解。在其他數字滑塊不更動正確位置的情況下，將數字滑塊做數序

對數為兩對的變動調整進行解題，發現兩對數序相反有解，跨列數序相反並

不會改變解題的結果。

玖、參考資料(略)

步驟一 步驟二 步驟三 步驟四 
 

1 2 3 

4 5 6 

8 7  

 

1 5 2 

4 7 3 

8  6 

 

 7 5 

1 4 2 

8 6 3 

 

7 4 5 

 1 2 

8 6 3 

步驟五 步驟六 步驟七 

 

 

4 5 2 

7 1 3 

8  6 

 

5 1 2 

4  3 

7 8 6 

 

1 2 3 

5 4 6 

7 8  

 

▲ 4 × 4ㄧ到六對題目數序相反有無解列表

▲ 3 × 3ㄧ到六對題目數序相反有無解列表

捌、研究結論
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