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摘要 

我們探討變色龍問題，透過列舉三色樹的組合以及三色樹的組合數計算，讓我們更加了解收

斂於同一種顏色的條件和方法，也利用列舉的方式找到三色變色組合的通式。此外，我們應

用 excel 幫助進行三色、四色、五色變色組合的列舉，讓我們知道變色組合的結構大約相似，

可透過各結構的相似了解 n 種變色組合的情況。我們也探討了變色組合在 excel 中的外接長

方形，透過界定外接長方形的長與寬，可更容易算出變色組合的數量。最後利用變色樹規律，

寫下三~五色變色組合數量計算公式，並將公式推展至 n 色樹。 

 

壹、研究動機  

在科學研習月刊上，我們看到游森棚老師提出的變色龍問題。 

題目描述為：「一個島上有綠色、棕色、黑色三種變色龍各 15,25,60 隻。生物學家發現當

兩隻不同顏色的變色龍相遇時，這兩隻會同時變成第三種顏色。一名生物數學家研究這個現

象後，斷定這 100 隻變色龍有機會全部變成同一種顏色。結果還真的發生了! 請問是怎麼變

的? 這個顏色是什麼?」 

我們試著推算題目，找出問題的答案，發現果然最後會變成同一種顏色。 

這不禁讓我們思考，為何一定會變成同一種顏色?是否有最短路徑?會有多少個變色組合? 

依據三色變色龍問題，可知當變色龍種類變成四種，三種顏色相撞會變成另一種顏色；變色

龍種類變成五種，四種顏色相撞會變成另一種顏色。變色規則類似，在進行倒推驗算時，也

會發現變色樹有相似的結構。這使我們對三色、四色、五色變色龍問題的規律與異同點感到

好奇。 

為了能尋求這些問題的解答，我們開始了這一次的研究。 

 

 

貳、研究目的 
一、三種變色龍在各數目時，分別會產生哪些情況? 

哪些情況下最後一定會變成同一種顏色? 

二、三種變色龍數量加總為 t 時，若要最後變為同一種顏色，總共有多少種可能的組合?又

分別會是那些組合? 

三、各組合變為同一種顏色的最短路徑為何?有什麼樣的條件與步驟? 

四、四種變色龍或種類數目更多時，會是什麼樣的情況?有多少變色組合? 

五、透過外接長方形，了解電腦運算變色組合的範圍。 

 

參、研究設備及器材 
紙、筆、電腦、excel 
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肆、研究過程或方法  

一、文獻探討與名詞介紹 

(一)我們上網搜尋變色龍相關問題，將不同資料的比較整理如下： 

作品名稱 作品重點 

動手玩數學第 14 期破解

秘笈 

假設分別有 x 對綠、棕變色龍變為黑色變色龍；y 對綠、

黑變色龍變為棕色變色龍；z 對棕、黑變色龍變為綠色變

色龍。 

根據上面假設列出聯立方程式，並以此證明是否可以變成

同一種顏色 

 

變色球遊戲的探討 

(中華民國第四十七屆中

小學科學展覽會 國中組 

數學科) 

1.利用同餘定理找到判斷式 3a+b≥c>b，判斷是否可以變為

同一種顏色。 

2.利用判斷式找出最少操作策略。 

3.四、五色變色方式仍為兩兩相碰形成另一顏色。 

4.關於四色以上的分析，並未指明球色變化的規則。 

我們的作品 1.在 n 種變色龍的情況下，數量相同的(n-1)種不同顏色變

色龍相碰會變成另一種顏色。 

2.利用倒推窮舉法列出所有的可能，依變色組合的規律畫

出變色樹。 

3.透過變色樹討論三色、四色、五色變色龍問題解答的異

同，從中找到規律，算出變色組合數，並用相同方法延伸

至 n 種變色龍問題。 

4.以圖形簡化問題，並透過比較找出不同變色龍數量會產

生的可能組合，最後找出全部變色龍的數量規律，並推算

出最短路徑。 

5.歸納統整規律，利用公式算出各色樹上變色組合數量。 

6.發現在計算四色樹第二層數目時，b>0 且 c>0 的變色組

合數為完全平方數相加減；五色樹第二層變色組合數為立

方數相加減；n 色樹第二層變色組合數為(n-2)次方數相加

減。 

7.利用發現的規律，以排列組合方式算出變色組合數量。 

 

從文獻討中，我們發現其他人的文章著眼於可不可以收斂於同一色，所以決定要討論不同的

方向，試著列舉出三色、四色、五色變色龍問題組合，並且透過列舉找到規律，試著算出全

部組合的數量。我們也希望在討論的過程中，可以找到比他人更簡單的收斂條件以及收斂方

法。 
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(二)名詞定義 

1.變色組合(a1,a2,a3)：在三色變色龍問題中，我們以(a1,a2,a3)表示各顏色變色龍數量。如

同研究動機中的題目，則記為(15,25,60)，也就是 a1=15,a2=25,a3=60。如果能將

(15,25,60)變成(100,0,0)或(0,100,0)或(0,0,100)，則表示可變成同一種顏色。 

三色變色龍問題中，變色組合表示為(a1,a2,a3);四色變色龍問題中，變色組合表示為

(a1,a2,a3,a4);五色變色龍問題中，變色組合表示為(a1,a2,a3,a4,a5)。 

依此類推,可知 n 色變色龍問題中，變色組合表示為(a1,a2,a3,a4,a5,…,an)，變色組合中有 n

個數字。 

2.n 色變色樹：我們以倒推的方式找出全部的變色組合，因最後倒推出來的變色組合結構成

樹狀，所以我們稱為變色樹。三種顏色可以畫出三色變色樹，四種顏色可畫出四色變色

樹….，n 種顏色則是 n 色變色樹。 

3.(t，0，0，0…)：令 t 為全部變色龍總數，若最後全部變色為第一種顏色，那麼將結果表

示為(t，0，0，0…)。若三色變色龍問題最後全部變色為第一種顏色，那麼將結果表示為(t，

0，0)，其他類推。在我們的研究中，集中討論倒推(t，0，0)到(0，0，t)、倒推(t，0，0，

0)到(0，0，0，t)、倒推(t，0，0，0，0)到(0，0，0，0，t)…等情況‧ 

4.n 表示變色龍的顏色數量。在三色變色龍問題中，n=3；在四色變色龍問題中，n=4…其他

類推。 

5.我們以 f 表示(n-1)隻不同顏色變色龍相撞變另一種顏色的情況。因為我們以倒推列舉，

所以多數用到 f
-1
。 

(1)從題目中可以知道在三色變色龍問題下，第二、三種顏色相碰會變成第一種顏色，我們

將此種情況下變色龍數目的改變以 f1 命名，表示為 f1=(+2,-1,-1); 

f2 表示第一、三種顏色相碰時變色龍改變的數量，表示為 f2=(-1,+2,-1); 

f3 表示第一、三種顏色相碰時變色龍改變的數量，表示為 f3=(-1,-1,+2)。 

(2)因為我們以倒推列舉，所以定義 f
-1
1 表示 f1 相反的情況，所以在三色變色龍問題下，f

-

1
1=(-2,+1,+1)，f

-1
2=(+1,-2,+1)，f

-1
3=(+1,+1,-2) 

(3)在 n 種變色龍問題下，f1=(+(n-1),-1,-1,-1,-1…)，f2=(-1,+(n-1),-1,-1,-1…)，

f3=(-1,-1,+(n-1),-1,-1…)…其他類推。 

在 n 種變色龍問題下，f
-1
1=(-(n-1),+1,+1,+1,+1…)，f

-1
2=(+1,-(n-1),+1,+1,+1…)，f

-

1
3=(+1,+1,-(n-1),+1,+1…)…其他類推。 

(4)1f1 表示 1 隻第二種顏色變色龍和 1 隻三種顏色相碰會變成 2 隻第一種顏色； 

2f1 表示 2 隻第二種顏色變色龍和 2 隻三種顏色相碰會變成 4 隻第一種顏色; 

3f1 表示 3 隻第二種顏色變色龍和 3 隻三種顏色相碰會變成 6 隻第一種顏色; 

4f1 表示 4 隻第二種顏色變色龍和 4 隻三種顏色相碰會變成 8 隻第一種顏色; 

變色龍數目改變情況可分別表示為 1f1=(+2,-1,-1)，2f1=(+4,-2,-2)， 

3f1=(+6,-3,-3)，4f1=(+8,-4,-4)。 

若是依倒推數目改變情況則表示為 1f
-1
1=(-2,+1,+1)，2f

-1
1=(-4,+2,+2)， 

3f
-1
1=(-6,+3,+3)，4f

-1
1=(-8,+4,+4)。 

 

6.高斯符號[ x ]：表示取不大於 x 的最大整數。 
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7.外接長方形：在用 excel 進行三色樹變色組合的列舉結果中，取變色樹的一邊，可清楚看

到外接長方形。 

外接長方形向下數的列數，也就是 f1
-1
的次數;向右數的行數，也就是 f2

-1
的次數。 

 
 

二、三色樹的列舉與探討 

(一)以窮舉法倒推找出所有可能 

1.f 運算範例，以題目(15，25，60)為例： 

令第一種顏色為綠色，第二種顏色為棕色，第三種顏色為黑色。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

步驟 表達方式 代表意義 
第一步 (15，25，60)+15f3 

=(15-15，25-15，60+30) 

=(0，10，90) 

原本綠色有 15 隻，棕色有 25 隻，黑色有 60 隻。 

取 15 隻綠色與 15 隻棕色相撞，進行 15 次 f3，產生

30 隻黑色。 

綠色變 0 隻，棕色變 10 隻，黑色變 90 隻。 

 

第二步 (0，10，90)+10f1 

=(0+20，10-10，90-10) 

=(20，0，80) 

綠色有 0 隻，棕色有 10 隻，黑色有 90 隻。 

取 10 隻棕色與 10 隻黑色相撞，進行 10 次 f1，產生

20 隻綠色。 

綠色變 20 隻，棕色變 0隻，黑色變 80 隻。 

 

第三步 (20，0，80)+20f2 

=(20-20，0+40，80-20) 

=(0，40，60) 

綠色有 20 隻，棕色有 0隻，黑色有 80 隻。 

取 20 隻綠色與 20 隻黑色相撞，進行 20 次 f2，產生

40 隻綠色。 

綠色變 0 隻，棕色變 40 隻，黑色變 60 隻。 

 

第四步 (0，40，60)+20f1 

=(0+40，40-20，60-20) 

=(40，20，40) 

綠色有 0 隻，棕色有 40 隻，黑色有 60 隻。 

取 20 隻棕色與 20 隻黑色相撞，進行 20 次 f1，產生

40 隻綠色。 

綠色變 40 隻，棕色變 20 隻，黑色變 40 隻。 

 
第五步 (40，20，40)+40f2 

=(40-40，20+80，40-40) 

=(0，100，0) 

綠色有 40 隻，棕色有 20 隻，黑色有 40 隻。 

取 40 隻綠色與 40 隻黑色相撞，進行 40 次 f2，產生

80 隻綠色。 

綠色變 0 隻，棕色變 100 隻，黑色變 0隻。 

 

三色變色樹的

外接長方形 
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2.f 運算範例，以(0，100，0)倒推回(15，25，60)為例： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3.t=3~10 的窮舉： 

我們利用上面 f 和 f
-1
倒推出(3，0，0)~(10，0，0)的所有問題可能，列表如下 

(t,0,0) 倒推所得全部組合 組合數 

(3,0,0) (1,1,1) 1 

(4,0,0) (2,1,1)(1,3,0)(0,2,2)(1,0,3) 4 

(5,0,0) (3,1,1)(2,3,0)(1,2,2)(2,0,3)(0,4,1)(0,1,4) 6 

(6,0,0) (4,1,1)(3,3,0)(2,2,2)(3,0,3)(1,4,1)(0,3,3)(1,1,4) 7 

(7,0,0) (5,1,1)(4,3,0)(3,2,2)(4,0,3)(2,4,1)(1,3,3)(2,1,4) 

(1,6,0)(0,5,2)(0,2,5)(1,0,6) 

11 

(8,0,0) (6,1,1)(5,3,0)(4,2,2)(5,0,3)(3,4,1)(2,3,3)(3,1,4) 

(2,6,0)(1,5,2)(0,4,4)(1,2,5)(2,0,6,)(0,7,1)(0,1,7) 

14 

(9,0,0) (7,1,1)(6,3,0)(5,2,2)(6,0,3)(4,4,1)(3,3,3)(4,1,4) 

(3,6,0)(2,5,2)(1,4,4)(2,2,5)(3,0,6)(1,7,1)(0,6,3) 

(0,3,6)(1,1,7) 

16 

(10,0,0) (8,1,1)(7,3,0)(6,2,2)(7,0,3)(5,4,1)(4,3,3)(5,1,4) 

(4,6,0)(3,5,2)(2,4,4)(3,2,5)(4,0,6)(2,7,1)(1,6,3) 

(0,5,5)(1,3,6)(2,1,7)(1,9,0)(0,8,2)(0,2,8)(1,0,9) 

21 

 

 

 

步驟 表達方式 代表意義 
第一步 (0，100，0)+40f

-1
2 

=(0+40，100-80，0+40) 

=(40，20，40) 

綠色有 0 隻，棕色有 100 隻，黑色有 0隻。 

取 80 隻棕色，進行 40 次 f
-1
2，產生 40 隻綠色和 40

隻黑色。 

綠色變 40 隻，棕色變 20 隻，黑色變 40 隻。 

 

第二步 (40，20，40)+20f
-1
1 

=(40-40，20+20，40+20) 

=(0，40，60) 

綠色有 40 隻，棕色有 20 隻，黑色有 40 隻。 

取 40 隻綠色，進行 20 次 f
-1
1，產生 20 隻棕色和 20

隻黑色。 

綠色變 0 隻，棕色變 40 隻，黑色變 60 隻。 

 

第三步 (0，40，60)+20f
-1
2 

=(0+20，40-40，60+20) 

=(20，0，80) 

綠色有 0 隻，棕色有 400 隻，黑色有 60 隻。 

取 40 隻棕色，進行 20 次 f
-1
2，產生 20 隻綠色和 20

隻黑色。 

綠色變 20 隻，棕色變 0隻，黑色變 80 隻。 

 

第四步 (20，0，80)+10f
-1
1 

=(20-20， 0+10，80+10) 

=(0，10，90) 

綠色變 20 隻，棕色變 0隻，黑色變 80 隻。 

取 20 隻綠色，進行 10 次 f
-1
1，產生 10 隻棕色和 10

隻黑色。 

綠色變 0 隻，棕色變 10 隻，黑色變 90 隻。 

 

第五步 (0，10，90)+15f
-1
3 

=(0+15，10+15，90-30) 

=(15，25，60) 

綠色有 0 隻，棕色有 10 隻，黑色有 90 隻。 

取 30 隻黑色，進行 15 次 f
-1
3，產生 15 隻綠色和 15

隻棕色。 

綠色變 15 隻，棕色變 25 隻，黑色變 60 隻。 
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(二)發現、分析與繪圖 

1.發現與分析：從上面的窮舉，我們發現以下幾點： 

(1)t 根據除以 3 所得餘數可分為 3k，3k+1，3k+2，三種。 

(2)在 t=3k，也就是說 t 為 3 的倍數時，倒推可出現(t-2，1，1)，(1，t-2，1)，(1，1，

t-2)三種組合，t=3k+1 或 3k+2 時則不行。 

(3)從第 2 點可知組合與 3 的倍數有相關性，我們集中觀察其他與 3 的倍數有相關的部分，

發現如將所有組合表示為(a1，a2，a3)，則 a2-a3 皆為 3 的倍數。 

2.將變色組合繪製為變色樹：在利用倒推找出全部的變色組合後，我們想要透過圖形將找到

的答案統整在一塊。這樣可以更方便觀察與尋找規律，繪製過程與結果如下： 

(1)方向與符號：如從(t，0，0)出發，我們將變色樹的方向與符號定義如下表 

變色樹的右邊方向與符號定義 

符號名稱 數字變化 方向 符號名稱 數字變化 方向 

f1 (+2,-1,-1) ↑ f1
-1
 (-2,+1,+1) ↓ 

f2 (-1,+2,-1) ← f2
-1
 (+1,-2,+1) → 

f3 (-1,-1,+2) ↘ f3
-1
 (+1,+1,-2) ↖ 

變色樹的左邊方向與符號定義 

符號名稱 數字變化 方向 符號名稱 數字變化 方向 

f1 (+2,-1,-1) ↑ f1
-1
 (-2,+1,+1) ↓ 

f2 (-1,+2,-1) ↙ f2
-1
 (+1,-2,+1) ↗ 

f3 (-1,-1,+2) → f3
-1
 (+1,+1,-2) ← 

(2)倒推方向示意圖：根據符號，我們訂下倒推時的方向圖 

 
(3)三角形迴圈：從窮舉結果與上面的表格，我們可以知道 f1+f2+f3 會回到原點，同樣的道

理 f1
-1
+f2

-1
+f3

-1
也會回到原點。 

(3)變色樹範例：根據上面 2 點，我們繪製出將全部組合集合，繪製出變色樹， 

以(12，0，0)為例。 

 
 



7 

 

(三)以電腦運算 

1.以 excel 製作變色樹：根據變色樹的原理，我們利用 excel，幫助我們可以更快的算出所

有變色組合，方法如下： 

(1)以(t,0,0)為最上面中心，每 3 欄為 1 組合。 

(2)變色樹中心的組合，第 1 個數字為上面的數字-2，第 2、3 個數字分別是上面的數字+1。

範例如下： 

 
(3)從變色樹中心向右發展，每個組合第 2 個數字為左邊組合第 2 個數字-2，第 1、3 個數字

為左邊組合第 1、3 個數字+1。向左發展則相反。範例如下： 

 
2.三色變色樹範例 

(1)(18,0,0)電腦公式圖 

 
(2) (18,0,0)樹狀圖 
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三、三色樹的比較與分析 

(一)總數 t 與全部變色組合的對應關係：因 f
-1
可交換的特性，根據列舉結果完成下表。 

起點 終點 過程 步數 組合數 

(3,0,0) (0,0,3) f1
-1
f3 2 3 

(4,0,0) (1,0,3) f1
-1
f1

-1
f2

-1
 3 4 

(5,0,0) (0,1,4) f1
-1
f1

-1
f1

-1
f2

-1
 4 5 

(6,0,0) (0,0,6) f1
-1
f1

-1
f1

-1
f2

-1
f3 5 7 

(7,0,0) (1,0,6) f1
-1
f1

-1
f1

-1
f2

-1
f2

-1
f2

-1
 6 8 

(8,0,0) (0,1,7) f1
-1
f1

-1
f1

-1
f1

-1
f1

-1
f2

-1
f2

-1
 7 10 

(9,0,0) (0,0,9) f1
-1
f1

-1
f1

-1
f1

-1
f1

-1
f2

-1
f2

-1
f3 8 12 

(二)以 X 代表由上而下第幾列，Y 代表由中間向右數第幾列 

t 的種類 X 最多 Y 最多 

t=3k 2t/3 K 

t=3k+1 (2t-2)/3 K 

t=3k+2 (2t-2+1)/3 k 

(三)三色變色樹觀察： 

1.在(t,0,0)中，當 t=3k 時，可從(t,0,0)到(0,0,t)，其他情況不行，以(18,0,0)為例。 

 
2.在 t=3k 時，如將所有組合表示為(a1，a2，a3)，則可在組合中找到(a1，a2，a3)所有排列。 

在 t=3k+1 或 3k+2 時，可在組合中找到(a1，a2，a3)與(a1，a3，a2)。 

若是以(0，t，0)倒推，可找到(a2，a1，a3)與(a3，a1，a2)，以(0，0，t)倒推，可找到

(a2，a3，a1)與(a3，a2，a1)。 

3.以(a1，a2，a3)表示從(t,0,0)到(0,0,t)的三色樹。根據觀察，每一行的頂端數字 a1 會比

前一行數字 a1 少 3 

 
4.三色數變色組合通式：利用倒推法觀察變色模式 

令 f(t,x,y)=f(總和 t,向下數第 x 層,右邊第 y 個)=(a1,a2,a3) 

(1)根據變色樹模型可得知，x 最大=2t/3，x=(a2+2*a3)/3，y=(a3-a2)/3。 

(2)反過來說(a1,a2,a3)=(t-2x+y，x-2y，x+y) 

 (四)最短路徑：在列舉三色樹的變色組合後，透過規律我們可以發現以下幾點： 
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1.如何用最短路徑收斂為同一種顏色 

(1)判斷屬於何種三色樹：根據觀察，當變色組合為(a1,a2,a3)時，a1,a2,a3 任選 2 數相減，

則其中必有一結果為 3 的倍數。如 a2-a3 為 3 的倍數，則最後會變成 a1 的顏色。如下圖： 

 
(2)判斷在哪一邊 ：據三色樹的形狀，我們可以知道只要不構成迴圈可構成最短路徑，也就

是收斂於(0,t,0)時僅需要 f1,f2 或 f1,f3 其中一個組合。 

根據上面的觀察可以知道 x=a2+2*a3/3，y=a3-a2/3。以(15,25,60)為例，可得 

x=45，y=15 

(3)(25,15,60)變色結果：根據上面計算 x,y 的結果進行變色 

(25,15,60)+f2*15=(25-15,15+2*15,60-15)=(10,45,45) 

(10,45,45)+f1*45=(10+2*45,45-45,45-45)=(100,0,0) 

 

四、四色樹 

(一).飛碟模式：根據三色樹的結構，我們添加了 f3
-1
，成為了四色樹。 

因為形狀像飛碟所以我們稱為飛碟模式 

 
根據上面的模式，我們發現： 

1.在四色數中只要 f1
-1
，f2

-1
，f3

-1
，f4

-1
都使用到，則會回到上一層。所以之前觀察三色樹

得到結論「f
-1
」不要使用全部，是正確的。 

2.若按照 f1
-1
，f2

-1
，f3

-1
順序到推，在進行完 f1

-1
後，再倒推 f2

-1
，f3

-1
。如果再倒推 f2

-1
，

f3
-1
時，又進行 f1

-1
，會讓變色組合跑到下一層。 

3.飛碟模式過於擁擠，不容易看出規律，我們使用電腦演算來找出規律。 

(二)電腦演算模式 

1.先取 f1
-1
在第一層結構進行向下發展 
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2.以第一層結構的變色組合，在第二層取 f2
-1
，f3

-1
分別向下及向右發展。 

 
3.從(28,0,0,0)→(19,3,3,3)→(1,1,1,25)為例 

 
五、五色樹 

(一)取三色樹結構作為第一層，分別以 f1
-1
，f2

-1
 向下以及向右發展 

1.以(100,0,0,0,0)第一層為例 

 
2.以(62,0,0,0,0)第一層為例 

 
 

 

 

左圖為(28,0,0,0)→(1,1,1,25)四色

數的第二層的範例。 

我們將 11頁的工作表裁切後排列在一

起，形成四色樹的圖形。紅色表示負

數，也就是無法成為變色組合。 

黃色的部分是可成為變色組合。 

從圖形中可以看到對稱與規律。 

最讓人要訝異的是，雖然一頁一頁的

工作表看起來是長方形，但沒想到排

在一起，依然是變色樹的形狀。 
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3.以(20,0,0,0,0)第一層為例 

 
(二)取四色樹第二層結構作為五色樹第二層，分別以 f3

-1
，f4

-1
向下以及向右發展 

1.根據工作表 1 變色組合進行驗算 

 
2.根據工作表 1 變色組合命名第二層的工作表 

 
4.根據我們製作的電腦演算工具，成功從(20,0,0,0,0)倒推到(0,0,0,0,20)。 

但從圖片中可看出明顯(0,0,0,0,20)無法單獨用 f3
-1
與 f4

-1
倒推，必須 2 者結合，或者是透

過 f5
-1
才可以成功。 
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六、外接長方形長與寬實驗： 

當 t 為 n 的倍數時，從上面的變色樹可看到從(t,0,0…)到(0,0…,t)的路徑呈彎曲狀。但如

將 f1
-1
變化的值從路徑中抽出加總，可見其為外接長方形的寬，其他 f2

-1
,f3

-1
,f4

-1
,…變化的

值相等，為外接長方形的長。加上前面提到 f1
-1
, f2

-1
,f3

-1
,f4

-1
進行運算時的交換性，我們

作了以下的表格： 

1.從(18,0,0)到(0,0,18)，a1,a2改變值統計表 

變色組合 a1,a2改變值 累計 

(18,0,0) a1:0，a2:0 a1:0，a2:0 

(0,9,9) a1:-18 a1:-18，a2:0 

(4,1,13) a2:-8 a1:-18，a2:-8 

(2,2,14) a1:-2 a1:-20，a2:-8 

(0,0,18) a1:-4，a2:-4 a1:-24，a2:-12 

 

2. 從(20,0,0,0)到(0,0,0,20)，a1,a2,a3改變值統計表 

變色組合 a1,a2,a3改變值 累計 

(20,0,0,0) a1:0,a2:0,a3:0 a1:0,a2:0,a3:0 

(2,6,6,6) a1:-18 a1:-18,a2:0,a3:0 

(3,3,7,7) a2-3 a1:-18,a2:-3,a3:0 

(4,4,4,8) a3:-3 a1:-18,a2:-3,a3:-3 

(1,5,5,9) a1:-3 a1:-21,a2:-3,a3:-3 

(2,2,6,10) a2:-3 a1:-21,a2:-6,a3:-3 

(3,3,3,11) a3:-3 a1:-21,a2:-6,a3:-6 

(0,4,4,12) a1:-3 a1:-24,a2:-6,a3:-6 

(1,1,5,13) a2:-3 a1:-24,a2:-9,a3:-6 

(2,2,2,14) a3:-3 a1:-24,a2:-9,a3:-9 

(0,0,0,20) a1:-6,a2:-6,a3:-6 a1:-30,a2:-15,a3:-15 

 

3. 從(25,0,0,0,0)到(0,0,0,0,25)，a1,a2,a3,a4改變值統計表 

變色組合 a1,a2,a3,a4改變值 累計 

(25,0,0,0,0) a1:0,a2:0,a3:0,a4:0 a1:0,a2:0,a3:0,a4:0 

(1,6,6,6,6) a1:-24 a1:-24,a2:0,a3:0,a4:0 

(2,2,7,7,7) a2:-4 a1:-24,a2:-4,a3:0,a4:0 

(3,3,3,8,8) a3:-4 a1:-24,a2:-4,a3:-4,a4:0 

(5,5,5,0,10) a4:-8 a1:-24,a2:-4,a3:-4,a4:-8 

(1,6,6,1,11) a1:-4 a1:-28,a2:-4,a3:-4,a4:-8 

(2,2,7,2,12) a2:-4 a1:-28,a2:-8,a3:-4,a4:-8 

(3,3,3,3,13) a3:-4 a1:-28,a2:-8,a3:-8,a4:-8 

(0,0,0,0,25) a1:-12,a2:-12,a3:-12,a4:-

12 

a1:-40,a2:-20,a3:-20,a4:-20 
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4. 從(36,0,0,0,0,0)到(0,0,0,0,0,36)，a1,a2,a3,a4改變值統計表 

變色組合 a1,a2,a3,a4,a5改變值 累計 

(36,0,0,0,0,0) a1:0,a2:0,a3:0 a1:0,a2:0,a3:0,a4:0,a5:0 

(1,7,7,7,7,7) a1:-35 a1:-35,a2:0,a3:0,a4:0,a5:0 

(2,2,8,8,8,8) a2:-5 a1:-35,a2:-5,a3:0,a4:0,a5:0 

(3,3,3,9,9,9) a3:-5 a1:-35,a2:-5,a3:-5,a4:0,a5:0 

(4,4,4,4,10,10) a4:-5 a1:-35,a2:-5,a3:-5,a4:-5,a5:0 

(5,5,5,5,5,11) a5:-5 a1:-35,a2:-5,a3:-5,a4:-5,a5:-5 

(6,0,6,6,6,12) a2:-5 a1:-35,a2:-10,a3:-5,a4:-5,a5:-5 

(7,1,1,7,7,13) a3:-5 a1:-35,a2:-10,a3:-10,a4:-5,a5:-

5 

(8,2,2,2,8,14) a4:-5 a1:-35,a2:-10,a3:-10,a4:-

10,a5:-5 

(9,3,3,3,3,15) a5:-5 a1:-35,a2:-10,a3:-10,a4:-10,a5:-10 

(4,4,4,4,4,16) a1:--5 a1:-40,a2:-10,a3:-10,a4:-10,a5:-10 

(0,0,0,0,0,36) a1:-20,a2:-20,a3:-20,a4:-

20,a5:-20 

a1:-60,a2:-30,a3:-30,a4:-30,a5:-30 

 

伍、研究結果  

一、三色樹觀察結果： 

(一)三色樹，僅討論 f1
-1
f2

-1
的倒推變色組合數目 

(t,0,0) 中間向右第(  )行 該行有(   )個組合 該行最上面的變色組合 

(3,0,0) 0 2 (3,0,0) 

1 1 (0,0,3) 

(4,0,0) 0 3 (4,0,0) 

1 1 (1,0,3) 

(5,0,0) 0 3 (5,0,0) 

1 2 (2,0,3) 

(6,0,0) 0 4 (6,0,0) 

1 2 (3,0,3) 

2 1 (0,0,6) 

(7,0,0) 0 4 (7,0,0) 

1 3 (4,0,3) 

2 1 (1,0,6) 

(8,0,0) 0 5 (8,0,0) 

1 3 (5,0,3) 

2 2 (2,0,6) 

(9,0,0) 0 5 (9,0,0) 

1 4 (6,0,3) 

2 2 (3,0,6) 

3 1 (0,0,9) 
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(二)外接長方形的用途 

從外接長方形的寬可以知道 f1
-1
需要向下進行多少次。 

從外接長方形的長可以知道 f2
-1
,f3

-1
,f4

-1
…需要進行多少次。 

所以我們可以根據外接長方形的長、寬來製作電腦運算模式。 

 

(三)如何快速算出倒推組合數目：[ ]表示高斯符號 

令 yi表示由中間向右數第幾行，i∈{0,1,2…[t/3]} 

每一行的組合數目=[2t/3]-2yi-負數組合數=變色組合數。 

只要一行一行推算，即可算出全部變色組合數。 

 

(四)當 t 是 3 的倍數時，令由上而下分別是 1~2t/3 列，x 表示列數，y 表示從中間向右數第

幾組，s 表示行下有負數的組合 

 
 

當 t 是 3 的倍數時，我們可以得到以下統計表，[ ]表示高斯符號 

 

名稱 y=0 y=1 y=2 yi 

t 是偶數 x=
��
� 

s=
�
� 

x=
��
� -2 

s=
�
� 

x=
��
� -4 

s=
�
� -1 

x=
��
� -2yi 

s=
�
�-[

�
�]，s>0 

t 是奇數 x=
��
� 

s=
��
�–

���
�  

x= 
��
� -2 

s=
��
�–

���
� -1 

x= 
��
� -4 

s=
��
�–

���
� -1 

x=
���
�  -2yi 

s=
��
�–

���
� -[

�
�
� ] ，s>0 

 

 

 

 

 

 

 

s=3 
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二、四色樹觀察結果(a1,a2,a3,a4)分兩層，[ ]表示高斯符號 

(一)第一層：以 x 表示列數，p 表示外接長方形的寬，則共有 x=[p/3]列 

 
(二)第二層 

 
四色樹第二層取第一層變色組合，然後分別以 f2

-1
,f3

-1
向右、向下發展。 

第二層工作表以第一層列數命名，如抓取第一層第 4 列組合則命名二-1 
(三)觀察結果： 
1.不管 t 為多少，第一層後面三個數字的順序與大小不改變 
2.因第二層是取第一層變色組合，然後分別以 f2

-1
,f3

-1
向右、向下發展。 

所以，第二層每個工作表第四個數字在相同位置時，會相同。 
3.因第一層後面三個數字的順序與大小不改變 
 

(四)以(28,0,0,0)為例取每個第二層工作表左上~右下對角線進行製表：(以各行 a2為重點切入) 

觀察發現對角線 a2每移動 1 格-2。所以取左上角 a2，可得[a2/2]+1 為正方形邊長格數。 

另外，因 a2每向下 1 格-3，取左上角 a2，可得[a2/3]+1 為第 1 行正組合數，其他行類推。 

當正方形邊長格數-每一行正組合數=該行負組合數。 

1.(19,3,3,3)、(16,4,4,4)、(13,5,5,5)的延伸變色組合 

(1)電腦演算結果 
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(2)製表觀察：因 f2
-1
和 f2

-1
在正方形中的對稱性，每行負組合數加總*2 為正方形負組合數總和 

開始 (19,3,3,3) (16,4,4,4) (13,5,5,5) 

結束 (21,1,1.5) (20,0,0,8) (17,1,1,9) 
外接正方形邊長 2 3 3 

組合數 4 9 9 
負組合數 [3/2]+1=2 

(對角線與邊長皆是 2格) 

[3/3]+1=2 
(第 1 行正組合數有 2組) 

2-2=0 
(表示沒有負組合數) 

[4/2]+1=3，[4/3]+1=2，3-2=1 
(第 1 行有 1個負組合數) 
[5/3]+1=2，3-2=1 
(第 2 行有 1個負組合數) 

[6/3]+1=3，3-3=0 
(第 3 行沒有負組合數) 

(1+1)*2=4 
(此正方形中共有 4個負組合數) 

[5/2]+1=3，[5/3]+1=2，3-2=1 
(第 1 行有 1個負組合數) 
[6/3]+1=3，3-3=1 
(第 2 行有 1個負組合數) 

 1*2=2 
(此正方形中共有 2個負組合數) 

 

2.(10,6,6,6)，(7,7,7,7)，(4,8,8,8)的延伸變色組合 

 

(1)電腦演算結果 

 
 

 
 

(2)製表觀察 

開始 (10,6,6,6) (7,7,7,7) (4,8,8,8) 

結束 (16,0,0,12) (13,1,1,13) (12,0,0,16) 

外接正方形邊長 4 4 5 

組合數 16 16 25 

負組合數 [6/2]+1=4，

[6/3]+1=3，4-3=1 
(第 1 行有 1個負組合數) 
[7/3]+1=3，4-3=1 
(第 2 行有 1個負組合數) 

[8/3]+1=3，4-3=1 
(第 3 行有 1個負組合數) 

[9/3]+1=4，4-4=0 
(第 4 行沒有負組合數) 

(1+1+1)*2=6 
(此正方形中共有 6個負

組合數) 

[7/2]+1=4，

[7/3]+1=3，4-3=1 
(第 1 行有 1個負組合數) 
[8/3]+1=3，4-3=1 
(第 2 行有 1個負組合數) 

[9/3]+1=4，4-4=0 
(第 3 行沒有負組合數) 

 (1+1)*2=4 

(此正方形中共有 4個負

組合數) 

[8/2]+1=5，[8/3]+1=3，5-3=2 
(第 1 行有 2個負組合數) 
[9/3]+1=4，5-4=1 
(第 2 行有 1個負組合數) 

[10/3]+1=4，5-4=1 
(第 3 行有 1個負組合數) 

[11/3]+1=4，5-4=1 
(第 4 行有 1個負組合數) 

[12/3]+1=5，5-5=0 
(第 5 行有 1個負組合數) 

 

 (2+1+1+1)*2=10 

(此正方形中共有 10 個負組合數) 
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3.(1,9,9,9)，(-2,10,10,10)，(-5,11,11,11)的延伸變色組合 

(1)電腦演算結果 

 
 

 
 

 
 

(2)製表觀察： 

須注意 a1<0 與 a2,a3<0 的重複情況 

開始 (1,9,9,9) (-2,10,10,10) (-5,11,11,11) 

結束 (9,1,1,17) (8,0,0,20) (5,1,1,21) 

外接正方形邊長 5 6 6 

組合數 25 36 36 

負組合數 [9/2]+1=5，

[9/3]+1=4，5-4=1 
(第 1 行有 2個負組合數) 
[10/3]+1=4，5-4=1 
(第 2 行有 1個負組合數) 

[11/3]+1=4，5-4=1 
(第 3 行有 1個負組合數) 

[12/3]+1=5，5-5=0 
(第 4 行有 1個負組合數) 

 

(1+1+1)*2=6 
(此正方形中共有 6個負

組合數) 

[10/2]+1=6，

[10/3]+1=4，6-4=2 

[11/3]+1=4，6-4=2 

[12/3]+1=5，6-5=1 

[13/3]+1=5，6-5=1 

[14/3]+1=5，6-5=1 

[15/3]+1=6，6-6=0 

(2+2+1+1+1)*2=14 

 

2+1=3 

(a10=-2，所以共 3個 a10

為負數組合) 

14+3=17 

(此正方形中共有 17 個負

組合數) 

 

可以算出全部組合-全部負數嗎? 不要一行一行算 

共 36 個組合，a2>0 組合數= 
[11/3]+1+ [12/3]+1+ [13/3]+1+ 

[14/3]+1+ [15/3]+1+ [16/3]+1 

=4+5+5+5+6+6=31 個 

36-31=5,5*2=10 

(a2<0 或 a3<0 的組合數共 14 個) 

(5+1)/2*5=15  

(共 15 個 a1<0 的負數組合) 

5-[11/3]+1=1，1*2=2 

(有 2 個重複負組合數) 

10+15-2=23 

(此正方形中共有 23 個負組合數) 
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(五)發現規律 

1.我們以圖形表示 a2的變化，如下圖 

 

 

 

 

 

 

 

 

2.不管 a1怎麼變動，因 a2,a3大小順序不變，所以變色組合數目不變。但因為 t 總數改變，

a1的負數組合也會改變。 

(1)根據上面研究，可得以下關係表 

a2 正方形邊

長 

全部 

組合數 
a2>0 

的組合數 

a2<0 

組合數 

a2,a3<0 

組合數 
a2,a3>0 

的組合數 

3 2 4 2+2=4 0 0 4-0=4 

4 3 9 2+2+3=7 2 4 9-4=5 

5 3 9 2+3+3=8 1 2 9-2=7 

6 4 16 3+3+3+4=13 3 6 16-6=10 

7 4 16 3+3+4+4=14 2 4 16-4=12 

8 5 25 3+4+4+4+5=20 5 10 25-10=15 

9 5 25 4+4+4+5+5=22 3 6 25-6=19 

10 6 36 4+4+5+5+5+6=29 7 14 36-7=29 

11 6 36 4+5+5+5+6+6=31 4 8 36-8=28 

 

(2)發現規律數列：[ ]表示高斯符號 

[3+i/3]+1，i≥0 可得以下數列 

[3/3]+1,[4/3]+1,[5/3]+1,[6/3]+1,[7/3]+1,[8/3]+1,[9/3]+1,[10/3]+1,[11/3]+1,[12/3]+1… 

取高斯符號後，可得以下數列 

2,2,2,3,3,3,4,4,4,5,5,5,6,6,6,7,7,7,8,8,8,9,9,9,9 

根據對應順序，取相應數字長度相加可得該正方形 a2>0 的組合數，例如(-5,11,11,11)，正

方形邊長為[11/2]+1=6 格，取列標示數字相加： 

2,2,2,3,3,3,4,4,4,5,5,5,6,6,6,7,7,7,8,8,8,9,9,9,9 

可得 a2>0 的組合數為 4+5+5+5+6+6=31 個 

將全部 a2>0 的組合數列為數列，可得數列： 

4,7,8,13,14,20,22,29,31…… 

 

3.三種情況產生時機點：令(a1,a2,a3,a4)=(t-3x,x,x,x) 

(1)行下有負數，也就是 a2<0 的情況：[t/2]-[t/3]>0 時，該正方形行下有負數。 

(2)x=[t/n]+1 時開始 a1<0，該正方形共有(a1+1)/2*a1個 a1<0 負數組合。 

(3)重複負數組合：當 t-3x-[x/3]+1>0 時，該正方形有重複負組合數。 

f2-1 

f3-1 
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三、五色樹觀察結果 

(一)第一層結構和三色樹結構類似，從下面圖形比較可發現相同與不同之處 

1.電腦運算結果 

三色樹(18,0,0) 

 
五色樹(18,0,0,0,0)第一層 

 
 

2.比較：以(a1,a2,a3)和(a1,a2,a3,a4,a5)表示變色組合 

(1)相同處 

a.皆以 f1
-1
,f2-1 進行向下、右推算。 

b.n 表示顏色數量。兩者皆在 a2=(n-1)時可向右發展 

c.向右與向下發展時，數字 a3只會增加不會減少 

(2)不同處 

a.變色組合從三元素變成五元素 

b.階梯高度從 2 格變 4 格， 

c.底下數字變化從(-2,-1)變成(-4,-3,-2,-1) 

d.每次向下一格，a1從-2 變成-4 

e.每向右一格,a2從-2 變成-4 

f.階梯最頂端變色組合的 a1，從每次-3 到每次-15 
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(二)第二層結構和四色樹第二層結構類似，從下面圖形發現規律 

1.電腦運算結果 

 
2.規律： 

(1)不管 t 為多少，第一層後面 3 個數字的順序與大小不改變 

(2)對角線 a3,a4數字會相同，因每次變化-3，所以最右下角 a3,a4數字可能為 1、2、3 

 

四、如何收斂於同一顏色與最短路徑 

(一)最短路徑不唯一：只要不進行 fn
-1
就不會構成迴圈，即為最短路徑。 

(二)最短路徑條件：若變色組合(a1,a2,a3,a4…)收斂為(t,0,0,0…)，則除了 a1之外，任 2 數

字相減為 n 的倍數。 

(三)按照各層關係列聯立方程式解答，然後進行 f1~f(n-1)的運算，可收斂於(t,0,0,0…)。 

(四)範例：以五色數變色組合(19,3,23,18,38)為例： 

1.19-3=16，23-3=20，18-3=15，…根據計算可知收斂於數字 19 的位置。 

2.38 為 19 外最大數字，因此可知不進行 f5。 

3.令從(19,3,23,18,38)到(101,0,0,0,0)分別要進行 x 個 f1,y1個 f2,y2個 f3…依此類推。

且從五色樹電腦運算中可知進入第二層時會是(19+4x-y1,3-x+4y1.k,k,k)的模式。 

從倒推的角度來看，可得到下面聯立方程式： 

(1)k-4y2+y3=23 (1)y2=3 

(2)k-4y3+y2=18 (2)y3=4 

(3)k+y2+y3=38 (3)k=31 

了解第二層開頭是(19+4x-y1,3-x+4y1.31,31,31)時，可以再到推出 3 個聯立方程式 

(1)3x+3y1=3*31 (1)x+y1=31 

(2)101-4x+a2+7=19 (2)x=24 

(3)x-4y1+7=3 (3)y1=7 

 

4.根據獲得 a1,a2,a3…我們可以完成從(19,3,23,18,38)到(101,0,0,0,0)的最短步驟 

變色組合 進行運算 

(19，3，23，18，38) +7f2 

(12，31，16，11，31) +4f4 

(8，27，12，27，27) +3f3 

(5，24，24，24，24) +24f1 

(101，0，0，0，0) 完成 
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五、外接長方形與變色組合數計算 

(一)外接長方形長、寬統計表：根據實驗六，我們製作了以下表格。h=寬-t  (t 為組合中

數字加總) 

起點 中轉 終點 長 寬 h 

(18,0,0) (-6,12,12) (0,0,18) 12 24 6 

(20,0,0,0) (-10,10,10,10) (0,0,0,20) 15 30 10 

(25,0,0,0,0) (-15,10,10,10,10) (0,0,0,0,25) 20 40 15 

(36,0,0,0,0,0) (-24,10,10,10,10,10) (0,0,0,0,0,36) 30 60 24 

 

(二)我們將外接長方形的寬以 p 代表，組合中數字加總以 t 代表。根據上表，可列出 2 個多

項式，進行簡化得到關係式 

不同變色樹 h,p 關係式 p,t 關係式 簡化結果 

三色變色樹 h=
�
�p t+

�
�p=p p=

�
�t，h=

�
�p 

四色變色樹 h=
�
�p t+

�
�p=p p=

�
�t，h=

�
�p 

五色變色樹 h=
�
p t+

�
p=p p=


�t，h=

�
p 

六色變色樹 h=
�
��p t+

�
�p=p p=

��
� t，h=

�
�p 

n 色變色樹 h=
���

�∗(���)p t+
���

�∗(���)p=p p=
�∗(���)

� t，h=
���
� t 

 

 

 

陸、討論  
一、f1,f2,f3…等改變對變色組合的影響 

(一)目前已知規律 

1.f 具交換性，所以先後不影響產生組合 

2.n 種變色龍只需要討論(n-1)種模式 

3.數字交換情況 

(二)三色樹時： 

1.在 t=3k 時，如將所有組合表示為(a1，a2，a3)，則可在組合中找到(a1，a2，a3)的所有排列。 

2.在 t=3k+1 或 3k+2 時，可在組合中找到(a1，a2，a3)與(a1，a3，a2)。 

若是以(0，t，0)倒推，可找到(a2，a1，a3)與(a3，a1，a2)，以(0，0，t)倒推，可找到(a2，

a3，a1)與(a3，a2，a1)。 
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(三)四色樹時：若以 f1
-1
，f2

-1
，f3

-1
順序倒推得到(a1,a2,a3,a4) 

1.可以 f1
-1
，f2

-1
，f4

-1
順序倒推得到(a1,a2,a4,a3) 

2.根據上點，將各變色組合倒推順序整理如下 

變色組合 (a1,a2,a3,a4) (a1,a2,a4,a3) (a1,a3,a2,a4) 

順序 f1
-1
,f2

-1
,f3

-1
 f1

-1
,f2

-1
,f4

-1
 f1

-1
,f3

-1
,f2

-1
 

變色組合 (a1,a3,a4,a2) (a1,a4,a2,a3) (a1,a4,a3,a2) 

順序 f1
-1
,f3

-1
,f4

-1
 f1

-1
,f4

-1
,f2

-1
 f1

-1
,f4

-1
,f3

-1
 

 

3.若需出現(a2,a1,a3,a4)，可以 f2
-1
，f1

-1
，f3

-1
順序倒推，其他類推 

 

 

二、如何確定全部列舉完畢 

1.最遠距離定義：經過操作，不遶迴圈，可操作最多的步數為最遠距離 

2.最遠距離： 

在 n 種變色龍，共有 t 隻變色龍下，從(t，0，0，0，.....)到(0，0，0，0，....，t)為最

遠距離 

3.根據上面與討論一，只要找出最遠距離的 f,並將其排列，就可以知道總數與深度和寬度。 

4.在 n 種變色龍時，共有幾種變色樹探討： 

(1)在 t=nk 時，僅有一種變色樹 

(2)t 不為 n 的倍數時，開頭有 n 種，結尾有(n-1)種。且因為 t 不為 n 的倍數，所以

(t,0,0,0…)無法倒推到(0,0,0,0,..t)，所以有 n*(n-1)種變色樹 

 

三、考慮到實際可倒推組合數 

(一)在 t=nk 時，可從(t-(n-1)
2
,n-1,n-1,n-1…)開始倒推，直到(n-2,n-2,n-2…,t-(n-

1)*(n-2))結束。 

 

(二)在 t=nk+z，z∈{1,2…(n-1)}時，從(t-(n-1)
2
,n-1,n-1,n-1…)開始倒推，我們先以五色

樹與六色樹為範例 

 

1.五色樹範例 

 

步數 t=5*3+1 t=5*3+2 t=5*3+3 t=5*3+4 

第 1 步 (4,3,3,3,3) (5,3,3,3,3) (6,3,3,3,3) (7,3,3,3,3) 

第 2 步 (0,4,4,4,4) (1,4,4,4,4) (2,4,4,4,4) (3,4,4,4,4) 

第 3 步 (1,0,5,5,5) (2,0,5,5,5) (3,0,5,5,5) (4,0,5,5,5) 

第 4 步 (2,1,1,6,6) (3,1,1,6,6) (4,1,1,6,6) (5,1,1,6,6) 

第 5 步 (3,2,2,2,7) (4,2,2,2,7) (5,2,2,2,7) (6,2,2,2,7) 

第 6 步 
 

(0,3,3,3,8) (1,3,3,3,8) (2,3,3,3,8) 
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2.六色樹範例 

t=6*4+1 t=6*4+2 t=6*4+3 t=6*4+4 t=6*4+5 

(5,4,4,4,4,4) (6,4,4,4,4,4) (7,4,4,4,4,4) (8,4,4,4,4,4) (9,4,4,4,4,4) 

(0,5,5,5,5,5) (1,5,5,5,5,5) (2,5,5,5,5,5) (3,5,5,5,5,5) (4,5,5,5,5,5) 

(1,0,6,6,6,6) (2,0,6,6,6,6) (3,0,6,6,6,6) (4,0,6,6,6,6) (5,0,6,6,6,6) 

(2,1,1,7,7,7) (3,1,1,7,7,7) (4,1,1,7,7,7) (5,1,1,7,7,7) (6,1,1,7,7,7) 

(3,2,2,2,7,8) (4,2,2,2,8,8) (5,2,2,2,8,8) (6,2,2,2,8,8) (7,2,2,2,8,8) 

(4,3,3,3,3,9) (5,3,3,3,3,9) (6,3,3,3,3,9) (7,3,3,3,3,9) (8,3,3,3,3,9) 

 
(0,4,4,4,4,10) (1,4,4,4,4,10) (2,4,4,4,4,10) (3,4,4,4,4,10) 

3.從上面表格可以知道 

(1)當 t=n*k+1 時，以(n-2,n-3,n-3…,t-(n-2)
2
)結束 

(2)當 t=n*k+2 時，以(0,n-2,n-2,n-2…,t-(n-2)
2
)結束， 

當 t=n*k+3 時，以(1,n-2,n-2,n-2…,t-(n-2)
2
)結束， 

當 t=n*k+4 時，以(2,n-2,n-2,n-2…,t-(n-2)
2
)結束， 

其他類推。 

四、關於四色樹的發現： 

在進行四色樹第二層的電腦運算時，我們發現 a2>0 且 a3>0 的組合數似乎有特殊的規律，而這個規

律似乎與平方數相關，所以我們將第二層中的 a2,a3 單獨拉出，列成工作表，並將其中不同的正方

形著色，如下圖。 

 

 
在經過著色觀察後，我們發現四色樹中第二層 a2>0 且 a3>0 的組合數規律，並製作下表。 

 

第二層開頭時 a2=? 3 4 5 6 7 8 9 

組合數 4 5 7 10 12 15 19 

以平方數加減表示 2
2 

2
2
+1

2
 2

2
+2

2
-1

2
 3

2
+1

2
 3

2
+2

2
-1

2
 3

2
+3

2
-2

2
+1

2
 4

2
+2

2
-1

2
 

 

第二層開頭時 a2=? 10 11 12 13 14 

組合數 22 26 31 35 40 

以平方數加減表示 4
2
+3

2
-2

2
+1

2 
4

2
+4

2
-3

2
+2

2
-1

2
 5

2
+3

2
-2

2
+1

2
 5

2
+4

2
-3

2
+2

2
-1

2
 5

2
+5

2
-4

2
+3

2
-2

2
+1

2
 



24 

 

根據上表，我們可將 a2分成 3k,3k+1,3k+2 三種模式，下表為各模式對應公式 

a2=? 四色樹中第二層 a2>0 且 a3>0 的組合數量 

3k (k+1)
2 
+(k-1)

2
-(k-2)

2
+…1

2
   ，k=1 時例外 

3k+1 (k+1)
2
+k

2 
-(k-1)

2
+(k-2)

2
-…1

2 

3k+2 (k+1)
2
+(k+1)

2
-k

2
+(k-1)

2
-(k-2)

2
+…1

2 

五、五色樹運算變化 
(一)從三色樹、四色樹觀察可知五色樹第二層結構可以是立方體 

1.第二層情況：如下圖所示 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2.a2的改變：五色樹中第二層立方體變色組合(a1,a2,a3,a4,a5)中 a2的變化示意圖 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(二)五色樹第二層：取第一層變色組合(a1,a2,a3,a4,a5)進行 f2
-1
,f3

-1
,f4

-1
發展立方體結構 

1.第二層為邊長[a2/2]+1 個變色組合的立方體，該立方體包含([a2/2]+1)
3
個變色組合。 

 

2.第一行正組合數=[a2/2]+1，第一行行下負數組合數=[a2/2]-[a2/4] 

計算 a2<0 或 a3<0 或 a4<0 的負數組合數時，與四色樹不同，須注意 a2<0 且 a3<0 之類的情況。 

 

3.a1<0 的變色組合數： 

(1)左上角 a1<0 且|a1|≤[a2/2]+1，該立方體 a1<0 的變色組合數= 

[(|a1|+1)*	|a1|]/2+[(|a1 + 1|+1)*	|a1 + 1|]/2+[(|a1 + 2|+1)*	|a1 + 2|]/2+…[(| − 1|+1)*	| − 1|]/2 
(2)若	|a1|>[a2/2]+1 則該行負組合數以[a2/2]計算 

 

f2-1 

f3-1 

f4-1 
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六、從變色龍變色組合條件出發的另一種計算變色組合數量方式 

(一)變色組合條件：如同之前提到在三色樹中變色組合(a1,a2,a3)如果收斂在 a1的位置，則

a2-a3是 3 的倍數；四色樹中變色組合(a1,a2,a3,a4)如果收斂在 a1的位置，則 a2-a3，a2-a4，

a3-a4都是 4 的倍數，其他色樹根據變色條件可知道有相似規律。 

這不禁讓我們思考：反過來說，若列出(a1,a2,a3)三數且 a1+a2+a3=t，是否滿足 a2-a3是 3 的倍

數此一條件，就可最後收斂於(t,0,0)呢? 

(二)三色樹(18,0,0)實驗：根據條件，我們可以列出下表數字組合 

a3-a2=? a3-a2=3 a3-a2=6 a3-a2=9 a3-a2=12 a3-a2=15 a3-a2=0 

根據條

件列出

的組合 

(a1 ,a2 ,a3) 

(15 ,0 ,3) 

(13 ,1 ,4) 

(11 ,2 ,5) 

(9 ,3 ,6) 

(7 ,4 ,7) 

(5 ,5 ,8) 

(3 ,6 ,9) 

(1 ,7 ,10) 
 

(a1 ,a2 ,a3) 

(12 ,0 ,6) 

(10 ,1 ,7) 

(8 ,2 ,8) 

(6 ,3 ,9) 

(4 ,4 ,10) 

(2 ,5 ,11) 

(0 ,6 ,12) 
 

(a1 ,a2 ,a3) 

(9 ,0 ,9) 

(7 ,1 ,10) 

(5 ,2 ,11) 

(3 ,3 ,12) 

(1 ,4 ,13) 
 

(a1 ,a2 ,a3) 

(6 ,0 ,12) 

(4 ,1 ,13) 

(2 ,2 ,14) 

(0 ,3 ,15) 
 

(a1 ,a2 ,a3) 

(3 ,0 ,15) 

(1 ,1 ,16) 
 

(a1 ,a2 ,a3) 

(18 ,0 ,0) 

(16 ,1 ,1) 

(14 ,2 ,2) 

(12 ,3 ,3) 

(10 ,4 ,4) 

(8 ,5 ,5) 

(6 ,6 ,6) 

(4 ,7 ,7) 

(2 ,8 ,8) 

(0 ,9 ,9) 
 

(三)四色樹(20,0,0,0,0)實驗：根據條件，我們可以列出下表數字組合 

若收斂在數字 a1，則 a2-a3,a2-a4,a3-a4皆是 4 的倍數 

4 的倍數 a3-a2=0, 

a4-a3=0 

a3-a2=0, 

a4-a3=4 

a3-a2=0, 

a4-a3=8 

a3-a2=0, 

a4-a3=12 

a3-a2=0, 

a4-a3=16 

根據條件

列出的組

合 

(20 ,0 ,0 ,0) 

(17 ,1 ,1 ,1) 

(14 ,2 ,2 ,2) 

(11 ,3 ,3 ,3) 

(8 ,4 ,4 ,4) 

(5 ,5 ,5 ,5) 

(2 ,6 ,6 ,6) 
 

(16 ,0 ,0 ,4) 

(13 ,1 ,1 ,5) 

(10 ,2 ,2 ,6) 

(7 ,3 ,3 ,7) 

(4 ,4 ,4 ,8) 

(1 ,5 ,5 ,9) 
 

(12 ,0 ,0 ,8) 

(9 ,1 ,1 ,9) 

(6 ,2 ,2 ,10) 

(3 ,3 ,3 ,11) 

(0 ,4 ,4 ,12) 

(4,8,8,0) 

(8 ,0 ,0 ,12) 

(5 ,1 ,1 ,13) 

(2 ,2 ,2 ,14) 
 

(4 ,0 ,0 ,16) 

(1 ,1 ,1 ,17) 
 

 
(四)驗證：我們將上面的數字組合與變色組合一個一個驗證互相比對，發現根據變色條件列

出的數字組合，在經過順序排列後，就是全部的變色組合。  
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柒、結論  

一、根據實驗結果的模型與討論一，可知(t,0,0,0,…)以 f1
-1
，f2

-1
，f3

-1
，f4

-1
…順序倒推，

如果出現(a1,a2,a3,a4…)，則可改變 fn
-1
順序獲得相同數字，不同排列的變色組合。因此想

要列舉全部變色組合，可用 f1
-1
，f2

-1
，f3

-1
，f4

-1
…，f(n-1)

-1
倒推出全部變色組合，剩下組

合依倒推順序改變進行列舉。 

 

二、三色樹全部組合數目，t 表示變色龍總數 

(一)y 表示從中間向右數的行數 

1.當 t=3k 時，y∈{0,1,2,3~��+1} 
2.當 t=3k+1 時，y∈{0,1,2,3~���� +1} 

3.當 t=3k+2 時，y∈{0,1,2,3~���� +1} 

 

(二)x 表示該行的組合數目 

1.當 t 是偶數時，x=
��
�-2y 

2.當 t 是奇數時，x=
���
� -2y 

(三) s 表示行下有負數的組合數 

1.當 t 是偶數時，s =
�
�-[

�
�]，s>0 

2.當 t 是奇數時，s = s=
��
�–

���
� -[

�
�
� ] ，s>0 

(四)令各行有效組合數為 g 

g0=x0-h0，g1=x1-h1…依此類推 

則在三色樹中以 f1
-1
f2

-1
用電腦可推得變色組合數=∑ gi[�/�]

�  

(五)三色樹變色組合通式：令 x 表示由上而下第幾列，y 表示從中向外數第幾個變色組合。

以 f(t,x,y)=f(總和 t,第 x 層,第 y 個)=(a1,a2,a3)，表達所有三色樹中變色組合。 

我們可以列出下面 3 個關係表： 

1.最後收斂於(t,0,0)時： 

方向 a1 a2 a3 x y 

變色樹右邊 t-2x+y x-2y x+y a2+2*a3/3 a3-a2/3 

變色樹左邊 t-2x+y x+y x-2y 2*a2+a3/3 a2-a3/3 

2.最後收斂於(0,t,0)時： 

方向 a1 a2 a3 x y 

變色樹右邊 x-2y t-2x+y x+y 2*a3+a1/3 a3-a1/3 

變色樹左邊 x+y t-2x+y x-2y 2*a1+a3/3 a1-a3/3 

3.最後收斂於(0,0,t)時： 

方向 a1 a2 a3 x y 

變色樹右邊 x-2y x+y t-2x+y 2*a2+a1/3 a2-a1/3 

變色樹左邊 x+y x-2y t-2x+y a2+2*a1/3 a1-a2/3 

從上表可以得知，若收斂於 a1，則 a2-a3會是 3 的倍數，其他狀況類推。 
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三、四色樹變色組合數：若以 f1
-1
f2

-1
f3

-1
倒推可得以下變色組合 

(一)第一層：以(t,0,0,0)進行 f1
-1
，可得 [2t/4]+1 組變色組合(a1,a2,a3,a4) 

完成第一層後，抓取每一個變色組合到第二層進行 

 

(二)第二層第一種情況：全部無負數 

令左上角變色組合為(a1,a2,a3,a4)，正方形邊長組合數=[a2/2]+1，全部組合數([a2/2]+1)
2 

(三)第二層第二種情況：僅行下有負數 

負數組合數={∑ [a2/2] − [(a2 + i)/3][!�/�]
"#� }*2 

此情況下根據電腦運算發現的規律也可以根據下表計算組合數量 

a2=? 四色樹中第二層 a2>0 且 a3>0 的組合數量 

3k (k+1)
2 
+(k-1)

2
-(k-2)

2
+…1

2
   ，k=1 時例外 

3k+1 (k+1)
2
+k

2 
-(k-1)

2
+(k-2)

2
-…1

2 

3k+2 (k+1)
2
+(k+1)

2
-k

2
+(k-1)

2
-(k-2)

2
+…1

2 

 

第二種情況全部組合數=([a2/2]+1)
2
-(a2<0 的組合數)*2 

 

 

(四)第二層第三種情況： 

1.行下有負數，a1<0 且|a1|≤[a2/2]+1 時，共有負數組合數=∑ $|a1|
i=�  

2.行下有負數，a1<0 且|a1|>[a2/2]+1 時，令 g=|a1| − &!�� ' − 1 
負數組合數=([a2/2]+1)*g+∑ $	[a2/2]+1

i=(
�  

由 1、2 可知：第三種情況全部組合數=([a2/2]+1)
2-(a2<0 的組合數)*2- a1<0 的組合數 

 

 

(五)第二層第四種情況：行下有負數，a1為負數，且 2 種組合有重複 

1.a1<0 且|a1|≤[a2/2]+1 時 

重複負數組合數=[∑ |a1 + i| − &!�
"� ' − 1&)** '
"#� ]*2，|a1 + i| − &!�
"� ' − 1 > 0 

2.a1<0 且|a1|>[a2/2]+1 時，令 g=|a1| − &!�� ' − 1 
重複負數組合數=[(∑ (&!�� ' − &!�
"� ')(

"#� + ∑ |a1 + i| − &!�
"� ' − 1&)** '
"#-
� ]*2，|a1 + i| − &!�
"� ' − 1 > 0 

第四種情況全部組合數=([a2/2]+1)
2-(a2<0 的組合數)*2 - a1<0 的組合數+全部重複組合數 

 

 

(六) 由(一)、(二)、(三)、(四)和(五)可知： 

四色變色組合數=全部組合數-負組合數+重複負數組合數 

 

四、五色樹變色組合數：若以 f1
-1
f2

-1
f3

-1
f4

-1
倒推可得以下變色組合 

(一)第一層：以(t,0,0,0,0)進行 f1
-1
，可得 [2t/5]+1 組變色組合(a1,a2,a3,a4) 

完成第一層後，抓取每一個變色組合到第二層進行。 

將每個立方體左上角變色組合表示為(a1,a2,a3,a4)可得以下公式。 

(二)第二層第一種情況：全部無負數 

立方體邊長組合數=[a2/2]+1，全部組合數=([a2/2]+1)
3 
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(三)第二層第二種情況：僅行下有負數  

整個立方體中 a2<0 的負數組合數=Σ[.2/2]
/ = 0 ∑ [a2/2]− [(a2+ i+ j)/4][a2/2]

i=0  

從對稱結構可知 a2<0 同類的負數組合數=(Σ[.2/2]
/ = 0 ∑ [a2/2]− [(a2+ i+ j)/4][a2/2]

i=0 )*3 

a2<0 且 a3<0 的負數組合數=∑ [a2/2] − [(a2 + i)/3][!�/�]
"#�  

從對稱結構可知 a2<0 且 a3<0 同類的負數組合數=(∑ [a2/2] − [(a2 + i)/3][!�/�]
"#� )*3 

該立方體中 a2<0 或 a3<0 或 a4<0 的組合數=(Σ[3/2]/ = 0 ∑ [a2/2] − [(a2 + i + j)/4][!�/�]
"#� )*3-(∑ [4/5] − [(4 + 6)/7][4/5]

6#8 )*3 

第二種情況全部組合數=([a2/2]+1)
3
-(a2<0 的組合數)*3+(a2<0 且 a3<0 的組合數)*3 

 

(四)第二層第三種情況： 

1.行下有負數，a1為負數且|a1|≤[a2/2]+1，根據階差公式可得： 

該立方體中 a1<0 的變色組合數=Σ
|a1|
/ = 0∑ i			9

"#�  

2.行下有負數，a1為負數且|a1|>[a2/2]+1，令 g 代表|a1| − &!�� ' − 1 
負數組合數=([a2/2]+1)*Σ

g
/ = 0∑ $j

"#0 	 +Σ[a2/2] + 1
/ = : + 1  ∑ $j

i=(
�  

由 1、2 可知：第三種情況全部組合數=([a2/2]+1)
3-(a2<0 的組合數)*3+(a2<0 且 a3<0 的組合

數)*3 - a1<0 的組合數 

 

(五)第二層第四種情況： 

1.a2<0 與 a1<0 的重複組合數： 

(1)a1<0 且|a1|≤[a2/2]+1 時 

重複負數組合數=[Σ[.2/2]/ = 0 ∑ ;a1+ i+ j;− <a2+i+j4 =−1[a2/2]
i=0 ]*3   ，|a1 + i + j| − &!�
"
9� ' − 1 > 0 

(2)a1<0 且|a1|>[a2/2]+1 時，令|a1|-[a2/2]-1=g 

重複負數組合數=[(Σ g
/ = 0∑ (&!�� ' − &!�
"
9� ')(

"#� + ∑ |a1 + i + j| − &!�
"
9� ' − 1&)** '
"#-
� ]*3， 

|a1 + i + j| − <a2 + i + j
4 = − 1 > 0 

2.令 a2<0 且 a3<0 與 a1<0 的重複組合數 

(1)a1<0 且|a1|≤[a2/2]+1 時， 

重複負數組合數=[∑ |a1 + i| − &!�
"� ' − 1[a2/2]
"#� ]*3   ，|a1 + i| − &!�
"� ' − 1 > 0 

(2)a1<0 且|a1|>[a2/2]+1 時，令 g=|a1| − &!�� ' − 1 

重複負數組合數=[(∑ (&!�� ' − &!�
"� ')-
"#� + ∑ |a1 + i| − &!�
"� ' − 1&)** '

"#-
� ]*3， 

|a1i| − <a2 + i
3 = − 1 > 0 

由 1、2 可知：全部重複組合數=(a2<0 與 a1<0 的重複組合數)*3-(a2<0 且 a3<0 與 a1<0 的重複

組合數)*3 

第四種情況全部組合數=([a2/2]+1)
3-(a2<0 的組合數)*3+(a2<0 且 a3<0 的組合數)*3 - a1<0 的

組合數+全部重複組合數 

(六)由(一)、(二)、(三)、(四)和(五)可知： 

五色樹第二層一個立方體的全部變色組合數= 

立方體數量-{a2<0 或 a3<0 或 a4<0}數量-{a1<0}數量+{a2<0 或 a3<0 或 a4<0}∩{a1<0}數量 
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五、n 種變色龍，全部有 t 隻時，變色組合數量計算 

(一)第一層：以(t,0,0,0,0…)進行 f1
-1
，可得 [2t/n]+1 組變色組合(a1,a2,a3,a4) 

完成第一層後，抓取每一個變色組合到第二層進行 

 

(二)第二層第一種情況：全部無負數 

令左上角變色組合為(a1,a2,a3,a4,a5…,n)，邊長組合數=[a2/2]+1，全部組合數=([a2/2]+1)
n-2
 

(三)第二層第二種情況： 

1.a2<0 與類似狀況負數組合數={Σ[3/2]
> = 0Σ

[3/2]
/ = 0 ∑ Σ… . . [a2/2] − [(a2 + i + j + k +⋯)/(n − 1)][!�/�]

"#� }*n  

2.a2<0 且 a3<0 與類似狀況負數組合數={Σ[3/2]
> = 0∑ Σ… . . [a2/2] − [(a2 + j + k +⋯)/(n − 2)][!�/�]

9#� }*∁n2 
3.a2<0 且 a3<0 且 a4<0 與類似狀況負數組合數={∑ Σ… . . [a2/2] − [(a2 + k +⋯)/(n − 3)][!�/�]

E#� }*∁n3 
4.其他情形類推，並根據排容原理進行算式計算可得全部 a2<0 或 a3<0 或 a4<0…組合數 

 

(四)第二層第三種情況：行下有負數，且 a1 為負數，根據階差公式可得 

a1<0 時，負數組合數=∁|a1| + n − 3
n − 2  

(五)第二層第四種情況：行下有負數，a1為負數，且 2 種組合有重複 

(六)n 色變色組合數=全部組合數-負組合數 

 

 

六、如何用最短路徑收斂於同一種顏色 

(一)收斂同一種顏色的條件：在 n 色變色組合(a1,a2,a3…,an)中，除了 a1之外，其他任兩數

相減為 n 的倍數，則收斂於(t,0,0,…)。 

(二)收斂於同一種顏色的方法 

在 n 色樹中的變色組合(a1,a2,a3…,an)中，若最後收斂為(t,0,0,0...)。 

在收斂的過程中， 
令 f1=(-(n-1),+1,+1,+1….)，f2=(+1,-(n-1),+1,+1,….)，f3=(+1,+1,-(n-1),+1,….) 

且 f1 需做 x 次,f2 需做 y1 次,f3 需做 y2 次...fn 不用做，可知： 

1.a2,a3,,a4...任 2 數相減為 n 的倍數,如果 a1也是如此，則可收斂於(t,0,0,0…,0)，

(0,t,0,0…,0)，(0,0,t,0…,0) ，(0,0,0,t…,0)……或 0,0,0…,t) 

2.可列出以下算式 

(1)a1=t-(n-1)*x+y1+y2+y3… 

(2)a2=x-(n-1)*y1+y2+y3… 

(3)a3=x+y1-(n-1)*y2+y3… 

………………………………其餘算式類推。 

令 z 為變色組合最後一個數字，可列出算式 

z=x+y1+y2+y3… 

根據上述算式可解出 x,y1,y2,y3…， 

x=(t+z-a1)/n 

y1=(z-a2)/n 

y2=(z-a3)/n 

……………………………其餘解答類推。 

可根據解答進行最短路徑收斂 
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七、外接長方形長與寬： 

(一)根據結論六-(二)可得，當 t 是 n 倍數，(t,0,0,…)到(0,0,…,t)聯立方程式如下 

1.0=t-(n-1)*x+(n-2)*y 

2.0=x-(n-1)*y+(n-3)y=x-2y 

3.t=x+ (n-2)*y 

根據上述算式可解出 x,y： 

x=2t/n，y=t/n 

(x 表示 f1 次數，y 表示 f2,f3…次數) 

(二)外接長方形：在(t,0,0,…)，n 種變色龍的情況下 

1.在電腦演算中： 

(1)當 t=nk 時，長與寬：長=
���
� t，寬=

�∗(���)
� t，外接長方形的右下角為(0,0,0…,t) 

(2)x 最多=[2t/n]，y 最多=[t/n] 

(3)當 t=nk+i，i∈{0,1,2…(n-1)}時，從(t,0,0,0..)倒堆最後結果如下 

i=0，可倒推至(0,0,0..,t) 

i=1，可倒推至(1,0,0..,t-1) 

i=2，可倒推至(2,0,0..,t-2) 

…………其他類堆 

i=n-1，可倒推至(0,1,1,1..,t-n+2) 

2.在 t=nk+z，z∈{1,2…(n-1)}時，外接長方形實際可倒推組合的右下角： 

(1)當 z=1 時，以(n-2,n-3,n-3…,t-(n-2)
2
)結束 

(2)當 z∈{2,3,4…(n-1)}時，以(z-2,n-2,n-2,n-2…,t-(n-2)
2
-z+2)結束 

(四)外接長方形的作用：透過外接長方形，讓我們在電腦運算時可以找到必須運算的範圍。

須知，有些變色組合原本是負數，但經過幾回合的運算後，會變為正數。有了外接長方形的

長與寬，讓我們知道要運算到哪一個範圍。 

 

八、另一種列舉變色組合的方式：根據討論六與結論六-(一)我們可以知道，在 n 色變色龍

問題下，可依照變色條件以排列組合的方式列出全部的變色組合，並計算變色組合數量。 

九、未來研究方向 

(一)簡化 n 種變色樹的變色組合數算法? 

(二)如 n 種變色龍，m 種相撞會變其他顏色，且 m<n-1 則會是什麼情況 

 

捌、參考資料及其他  

一、游森棚 。2019-58-01 科學研習月刊。森棚教官的數學題－變色龍 

二、許志農。動手玩數學第 14 期。破解秘笈 

三、沈英琪…等四人。全國科展第四十七屆國中組 數學科。變色球遊戲的探討 

四、簡茂祥。翰林數學天地 教學分享。階差級數 

 



作品海報 

【評語】080407  

本研究從探討三色變色龍的問題出發，規定任何兩種顏色的

變色龍相遇時，都會變成剩下的那種變色龍顏色，並討論在給定

三種變色龍各有幾個條件下，最終是否會全部變成同一種顏色，

然後再推廣到四色與五色變色龍的問題，該研究主題相當有趣。

本作品處理的方式需要透過窮舉法，然後應用 Excel試算表的功

能，將所有可能性都列出來進行觀察、歸納及分析，本研究將顏

色的變化用向量的方式來表示，而在推理的過程中，加入了倒推

的思維模式，即將某一種變色龍的顏色化為另外兩種變色龍的顏

色，並同樣以向量的方式來表示，進而觀察到這主題背後的一些

結構。對於部分名詞說明不夠清楚，例如文中本作品宜留意從特

例所發現的規律，尚需要進一步的證明或更嚴謹的說明。 

D:\NSF\中小科展_60 屆\排版\080407-評語 

 



壹、研究動機 
在科學研習月刊上，我們看到游森棚老師提出的變色龍問題。 
題目描述為：「一個島上有綠色、棕色、黑色三種變色龍各 15,25,60 隻。
生物學家發現當兩隻不同顏色的變色龍相遇時，這兩隻會同時變成第三種
顏色。一名生物數學家研究這個現象後，斷定這 100 隻變色龍有機會全部
變成同一種顏色。結果還真的發生了! 請問是怎麼變的? 這個顏色是什
麼?」我們試著推算題目，找出問題的答案，發現果然最後會變成同一種
顏色。這不禁讓我們思考，為何一定會變成同一種顏色?是否有最短路徑?
如果變色龍種類變成四種或更多會怎麼樣?有多少變色組合?為了能尋求這
些問題的解答，我們開始了這一次的研究。 

貳、研究目的 

一、三種變色龍在各種數目時，分別會產生哪些情況? 
哪些情況下最後一定會變成同一種顏色? 

二、三種變色龍數量加總為 t時，若要最後變為同一種顏色，總共有多少種可
能的組合?又分別會是那些組合? 

三、各組合變為同一種顏色的最短路徑為何?有什麼樣的條件與步驟? 
四、四種變色龍或種類數目更多時，會是什麼樣的情況?有多少變色組合? 
五、透過外接長方形，了解電腦運算變色組合的範圍。 

參、研究工具 

紙、筆、電腦、excel 

肆、研究方法 

一、文獻探討與重要名詞介紹 

(一)文獻探討：上網搜尋變色龍相關問題，將不同資料的比較整理如下： 

 
從文獻討中，我們發現其他人的文章著眼於可不可以收斂於同一色，所以
決定要討論不同的方向，試著列舉出三色、四色、五色變色龍問題組合，
並且透過列舉找到規律，試著算出全部組合的數量。我們也希望在討論的
過程中，可以找到比他人更簡單的收斂條件以及收斂方法。 

(二) 重要名詞介紹： 

我們以 f表示(n-1)隻不同顏色變色龍相撞變另一種顏色的情況。因為我
們以倒推列舉，所以多數用到 f

-1
。 

(1)從題目中可以知道在三色變色龍問題下，第二、三種顏色相碰會變成
第一種顏色，我們將此種情況下變色龍數目的改變以 f1 命名，表示為
f1=(+2,-1,-1)，並發展出 f2=(-1,+2,-1)，f3=(-1,-1,+2)。 
(2)定義 f

-1
1 表示 f1 相反的情況，所以在三色變色龍問題下，

f
-1
1=(-2,+1,+1)，f

-1
2=(+1,-2,+1)，f

-1
3=(+1,+1,-2) 

(3)在 n 種變色龍問題下，f1=(+(n-1),-1,-1,-1,-1…)，
f2=(-1,+(n-1),-1,-1,-1…)，f3=(-1,-1,+(n-1),-1,-1…)…其他類推。 
在 n種變色龍問題下，f

-1
1=(-(n-1),+1,+1,+1,+1…)，

f
-1
2=(+1,-(n-1),+1,+1,+1…)，f

-1
3=(+1,+1,-(n-1),+1,+1…)…其他類推。 

 

二、三色樹的列舉與探討 

(一)以窮舉法倒推找出所有可能 

1.窮舉方式：f
-1
運算範例，以(0，100，0)倒推回(15，25，60)為例 

 
2.t=3~10 的窮舉： 

我們以上面定義方式倒推出(3，0，0)~(10，0，0)所有可能，列表如下 

 

(二) 將變色組合繪製為變色樹：  
1.方向與符號：如從(t，0，0)出發，我們將變色樹方向與符號定義如下 
變色樹的右邊方向與符號定義 
符號名稱 數字變化 方向 符號名稱 數字變化 方向 
f1 (+2,-1,-1) ↑ f1

-1
 (-2,+1,+1) ↓ 

f2 (-1,+2,-1) ← f2
-1
 (+1,-2,+1) → 

f3 (-1,-1,+2) ↘ f3
-1
 (+1,+1,-2) ↖ 

變色樹的左邊方向與符號定義 
符號名稱 數字變化 方向 符號名稱 數字變化 方向 
f1 (+2,-1,-1) ↑ f1

-1
 (-2,+1,+1) ↓ 

f2 (-1,+2,-1) ↙ f2
-1
 (+1,-2,+1) ↗ 

f3 (-1,-1,+2) → f3
-1
 (+1,+1,-2) ← 

2.繪製出變色樹，以(12，0，0)為例 

 
(三)以電腦運算 
1.以 excel 製作變色樹：根據變色樹的原理，我們利用 excel，幫助我們
可以更快的算出所有變色組合，方法如下： 
(1)以(t,0,0)為最上面中心，每 3欄為 1組合。 
(2)變色樹中心的組合：f1-1

->(-2，+1，+1)。範例如下： 
(3)從變色樹中心向右發展：f2

-1
->(+1，-2，+1)。範例如下： 

 

 

 

 

 

 

2.三色變色樹範例(18,0,0)電腦公式圖 

 
三、三色樹的比較與分析 
(一)總數 t與全部變色組合的對應關係：因 f

-1
可交換的特性，根據列舉

結果完成下表。 

 
(二)三色變色樹觀察： 

1.在(t,0,0)中，當 t=3k 時，可從(t,0,0)到(0,0,t)，以(18,0,0)為例。 

 
2.在 t=3k 時，如將所有組合表示為(a1，a2，a3)，則可在組合中找到(a1，a2，a3)所
有排列。 
在 t=3k+1 或 3k+2 時，可在組合中找到(a1，a2，a3)與(a1，a3，a2)。 
若是以(0，t，0)倒推，可找到(a2，a1，a3)與(a3，a1，a2)，以(0，0，
t)倒推，可找到(a2，a3，a1)與(a3，a2，a1)。 
3.以(a1，a2，a3)表示從(t,0,0)到(0,0,t)的三色樹。根據觀察，每一行
的頂端數字 a1 會比前一行數字 a1 少 3 

 
4.三色數變色組合通式：利用倒推法觀察變色模式 

令 f(t,x,y)=f(總和 t,向下數第 x層,右邊第 y個)=(a1,a2,a3) 
(1)根據變色樹模型可得知，x 最大=2t/3，x=a2+2*a3/3，y=a3-a2/3。 
(2)反過來說(a1,a2,a3)=(t-2x+y，x-2y，x+y) 
 
(三)最短路徑：在列舉三色樹的變色組合後，透過規律可發現以下幾點： 
 1.判斷屬於何種三色樹：根據觀察，當變色組合為(a1,a2,a3)時，
a1,a2,a3 任選 2數相減，則其中必有一結果為 3的倍數。如 a2-a3 為 3
的倍數，則最後會變成 a1 的顏色。如下圖： 

 
2.判斷在哪一邊 ：據三色樹的形狀，可以知道只要不構成迴圈可構成最

短路徑，也就是收斂於(t,0,0)時僅需要 f1,f2 或 f1,f3 其中一個組合。 
根據上面的觀察可知 x=a2+2*a3/3，y=a3-a2/3。 
以(25,15,60)為例，可得 x=45，y=15 
 
3.(25,15,60)變色結果：根據上面計算 x,y 的結果進行變色 

(25,15,60)+f2*15=(25-15,15+2*15,60-15)=(10,45,45) 
(10,45,45)+f1*45=(10+2*45,45-45,45-45)=(100,0,0) 
 
四、四色樹 
(一).飛碟模式：根據三色樹的結構，我們添加了 f3

-1
，成為了四色樹。 

因為形狀像飛碟所以我們稱為飛碟模式 

 

f1-1：(-2，+1，+1) f2-1：(+1，-2，+1) 

發現：每向右一行 a1就少 3。 

所以 y 最多=[a1/3] 

從左圖可以發現：除收斂數字
外，任 2數相減為 3的倍數。 
我們猜測此特性會出現在其他色
樹中。 

我們將倒推發現的變色組合

根據上面的符號方向繪製出

關係圖。 

因為看起來就像聖誕樹，所

以我們將變色組合的關係圖

稱為變色樹 



 (二)電腦演算模式 
1.取 f1

-1
在第一層結構向下發展   2.以第一層結構的變色組合，第二層

取 f2
-1
，f3

-1
分別向下及向右發展。 

 

3.從(28,0,0,0)→(19,3,3,3)→(1,1,1,25)為例 

 
五、五色樹 
(一)取三色樹結構作為第一層，分別以 f1

-1
，f2

-1
 向下以及向右發展 

以(100,0,0,0,0)第一層為例 

 

(二)取四色樹第二層結構作五色樹第二層，分別以 f3
-1
，f4

-1
向下以及向右發展 

1.根據工作表 1變色組合進行驗算 

 
2.根據我們製作的電腦演算工具，成功從(20,0,0,0,0)倒推到(0,0,0,0,20)。 

但從圖片中可看出明顯(0,0,0,0,20)無法單獨用 f3
-1
與 f4

-1
倒推，必須 2

者結合，或者是透過 f5
-1
才可以成功。 

 

六、外接長方形長與寬實驗： 

從(36,0,0,0,0,0)到(0,0,0,0,0,36)，a1,a2,a3,a4 改變值統計表 

 

伍、研究結果 

一、三色樹觀察結果：  

當 t 是 3 的倍數時，令由上而下分別是 0~t/3 列， 
x 表示列數，y表示從中間向右數第幾組，s表示行下有負數的組合 

當 t是 3的倍數時，我們可以得到以下統計表 

 
二、四色樹觀察 

(一)觀察結果：四色樹第二層為正方形，只要將該正方形負組合數都減掉，

即可算出正組合數。 

(二) 以(-5,11,11,11)的第二層變色組合數為例： 

 

三、五色樹觀察結果 

(一)第一層結構和三色樹結構類似，從下面圖形比較發現相同與不同之處 

1.第一層電腦運算結果 

三色樹(18,0,0) 第一層       五色樹(18,0,0,0,0)第一層 

     

 (二)第二層電腦運算結果 

 
 
四、收斂於同色的最短路徑，以 (19,3,23,18,38)為例： 
(一)19-3=16，23-3=20，18-3=15，…根據計算可知收斂於數字 19 的位置。 
(二)38 為 19 外最大數字，因此可知不進行 f5。 
(三)令從(19,3,23,18,38)到(101,0,0,0,0)分別要進行 a1 個 f1,a2 個
f2,a3 個 f3…依此類推。且從五色樹電腦運算中可知進入第二層時會是
(19+4a1-a2,3-a1+4a2.k,k,k)的模式。 

 

(四)根據獲得 a1,a2,a3…可完成(19,3,23,18,38)到(101,0,0,0,0)最短步驟 

 
五、外接長方形與變色組合數計算 
(一)外接長方形長、寬統計表： 
根據實驗六，我們製作了以下表格。 

 
(二)我們將外接長方形的寬以 p代表，組合中數字加總以 t代表。根據上
表，可列出 2個多項式，進行簡化得到關係式 

 
 

陸、討論 

一、我們發現四色樹第二層 a2>0 且 a3>0 的組合數有特殊的規律，而這個規律似
乎與平方數相關，所以將第二層中的 a2,a3單獨拉出，列成工作表，並將其中不
同的正方形著色，如下圖：以左上角 a2=14, a3=14 的工作表為例 

 
發現四色樹中第二層 a2>0 且 a3>0 的組合數規律，並製作下表。 

 
我們發現四色樹第二層 a2>0 且 a3>0 的組合數為平方數相加減 

 
二、五色樹運算變化 

(一)從三色樹、四色樹觀察可知五色樹第二層結構可以是立方體 

第二層與 a2 改變的情況：如下圖所示 

 

 

 

 

 

 

 

(二)五色樹第二層：取第一層變色組合(a1,a2,a3,a4,a5)進行 f2
-1
,f3

-1
,f4

-1
發展立

方體結構 
1.第二層為邊長[a2/2]+1 個變色組合的立方體，該立方體包含([a2/2]+1)

3
個變色組合。 

2.第一行正組合數=[a2/2]+1，第一行行下負數組合數=[a2/2]-[a2/4] 
計算 a2<0 或 a3<0 或 a4<0 的負數組合數時，與四色樹不同，須注意 a2<0 且 a3<0
之類的情況。 
3.a1<0 的變色組合數： 
(1)左上角 a1<0 且|a1|≤[a2/2]+1，該立方體 a1<0 的變色組合數= 
[(|a1|+1)*	|a1|]/2+[(|a1 � 1|+1)*	|a1 � 1|]/2+[(|a1 � 2|+1)*	|a1 � 2|]/2+…[(| � 1|+1)*	| � 1|]/2 
(2)若	|a1|>[a2/2]+1 則該行負組合數以[a2/2]計算 

 

三、從變色龍變色組合條件出發的另一種計算變色組合數量方式 
(一)變色組合條件的反思： 
若列出(a1,a2,a3)三數且 a1+a2+a3=t，是否滿足 a2-a3是 3的倍數此一條件，就可
最後收斂於(t,0,0)呢? 
(二) 三色樹(18,0,0)與四色樹(20,0,0,0,0)實驗 

  

(三) 驗證：我們將上面的數字組合與變色組合一個一個驗證互相比對，發現根

據變色條件列出的數字組合，在經過順序排列後，就是全部的變色組合。 

 

左圖為(28,0,0,0)→(1,1,1,25)四

色數的第二層的範例。 

我們將 11頁的工作表裁切後排列在

一起，形成四色樹的圖形。紅色表

示負數，也就是無法成為變色組合。 

黃色的部分是可成為變色組合。 

從圖形中可以看到對稱與規律。 

最讓人要訝異的是，雖然一頁一頁

的工作表看起來是正方形，但沒想

到排在一起，依然是變色樹的形狀。 

因為變色樹對稱特性。

接下來我們進行探討與

實驗只倒推變色樹的一

邊。讓資料更整齊易

懂。 



柒、結論 

一、根據實驗結果的模型，可知(t,0,0,0,…)以 f1
-1
，f2

-1
，f3

-1
，f4

-1
…順序倒推，如果

出現(a1,a2,a3,a4…)，則可改變 fn
-1
順序獲得相同數字，不同排列的變色組合。因此想

要列舉全部變色組合，可用 f1
-1
，f2

-1
，f3

-1
，f4

-1
…，f(n-1)

-1
倒推出全部變色組合，剩

下組合依倒推順序改變進行列舉。 
二、三色樹全部組合數目  
(一)直算法 

全部組合數目=∑ 	
 � 3 ∗ ���/��
��� /2+1 

(二)橫算法 

1.a2>0 的組合數目=∑ ���/��
��� /2+1 

2.令 a1<0 的全部組合數目為 m，則全部組合數目=∑ ���/��
��� /2+1-m 

(三) 排列組合算法 

(四)三色樹變色組合通式：令 x表示由上而下第幾列，y 表示從中向外數第幾個變色組

合。以 f(t,x,y)=f(總和 t,第 x層,第 y 個)=(a1,a2,a3)，表達所有三色樹中變色組合。 

我們可以列出下面 3個關係表： 

 

從上表可以得知，若收斂於 a1，則 a2-a3會是 3的倍數，其他狀況類推。 

三、四色樹變色組合數：若以 f1
-1
f2

-1
f3

-1
倒推可得以下變色組合 

(一)第一層：以(t,0,0,0)進行 f1
-1
，可得 [2t/4]+1 組變色組合(a1,a2,a3,a4) 

完成第一層後，抓取每一個變色組合到第二層進行 
(二)第二層第一種情況：全部無負數 
令左上角變色組合為(a1,a2,a3,a4)，正方形邊長組合數=[a2/2]+1，全部組合數([a2/2]+1)

2 

(三)第二層第二種情況：僅行下有負數 

負數組合數={∑ �a2/2� � �	a2 � i�/3����/��
��� }*2 

此情況下根據電腦運算發現的規律也可以根據下表計算組合數量 

a2=? 四色樹中第二層 a2>0 且 a3>0 的組合數量 

3k (k+1)
2 
+(k-1)

2
-(k-2)

2
+…1

2
   ，k=1 時例外 

3k+1 (k+1)
2
+k

2 
-(k-1)

2
+(k-2)

2
-…1

2
 

3k+2 (k+1)
2
+(k+1)

2
-k

2
+(k-1)

2
-(k-2)

2
+…1

2
 

第二種情況全部組合數=([a2/2]+1)
2
-(a2<0 的組合數)*2 

(四)第二層第三種情況： 

1.行下有負數，a1<0 且|a1|≤[a2/2]+1 時，共有負數組合數=∑ |��|
���  

2.行下有負數，a1<0 且|a1|>[a2/2]+1 時，令 g=|a1| � ���� � � 1 
負數組合數=([a2/2]+1)*g+∑ 	���/����

�� ��  

由 1、2可知：第三種情況全部組合數=([a2/2]+1)
2
-(a2<0 的組合數)*2- a1<0 的組合數 

(五)第二層第四種情況：行下有負數，a1為負數，且 2種組合有重複 

1.a1<0 且|a1|≤[a2/2]+1 時 

重複負數組合數=[∑ |a1 � i| � ������ � � 1�!"" �
��� ]*2，|a1 � i| � ������ � � 1 # 0 

2.a1<0 且|a1|>[a2/2]+1 時，令 g=|a1| � ���� � � 1 
重複負數組合數= 

[	∑ 	���� � � �
����
� �� 

��� � ∑ |a1 � i| � ������ � � 1�!"" �
��%�� ]*2，|a1 � i| � ������ � � 1 # 0 

第四種情況全組合數=([a2/2]+1)
2
-(a2<0 的組合數)*2 - a1<0 的組合數+全部重複組合數 

(六) 由(一)、(二)、(三)、(四)和(五)可知： 

四色變色組合數=全部組合數-負組合數+重複負數組合數 

四、五色樹變色組合數：若以 f1
-1
f2

-1
f3

-1
f4

-1
倒推可得以下變色組合 

(一)第一層：以(t,0,0,0,0)進行 f1
-1
，可得 [2t/5]+1 組變色組合(a1,a2,a3,a4) 

完成第一層後，抓取每一個變色組合到第二層進行。 

將每個立方體左上角變色組合表示為(a1,a2,a3,a4)可得以下公式。 

(二)第二層第一種情況：全部無負數 

立方體邊長組合數=[a2/2]+1，全部組合數=([a2/2]+1)
3
 

(三)第二層第二種情況：僅行下有負數  

整個立方體中 a2<0 的負數組合數=Σ
�&2/2�
' ( 0 ∑ �a2/2� � �	a2 � i � j�/4����/��

���  

從對稱結構可知 a2<0 同類的負數組合數=(Σ
�&2/2�
' ( 0 ∑ �a2/2� � �	a2 � i � j�/4����/��

��� )*3 

a2<0 且 a3<0 的負數組合數=∑ �a2/2� � �	a2 � i�/3����/��
���  

從對稱結構可知 a2<0 且 a3<0 同類的負數組合數=(∑ �a2/2� � �	a2 � i�/3����/��
��� )*3 

該立方體中 a2<0 或 a3<0 或 a4<0 的組合數= 

(Σ�&2/2�' ( 0 ∑ �a2/2� � �	a2 � i � j�/4����/��
��� )*3-(∑ �&2/,� � �	&2 � -�/.��/�/,�

-�0 )*3 

第二種情況全部組合數=([a2/2]+1)
3
-(a2<0 的組合數)*3+(a2<0 且 a3<0 的組合數)*3 

(四)第二層第三種情況： 

1.行下有負數，a1為負數且|a1|≤[a2/2]+1，根據階差公式可得： 

該立方體中 a1<0 的變色組合數=Σ
|a1|
' ( 0∑ i			1

���  

2.行下有負數，a1為負數且|a1|>[a2/2]+1，令 g 代表|a1| � ���� � � 1 

負數組合數=([a2/2]+1)*Σ
g

' ( 0∑ 1
��� 	 +Σ

�a2/2� � 1
' ( 3 � 1  ∑ 1

�� ��  

由 1、2可知：第三種情況全部組合數=([a2/2]+1)
3
-(a2<0 的組合數)*3+(a2<0 且 a3<0 的

組合數)*3 - a1<0 的組合數 

(五)第二層第四種情況： 

1.a2<0 與 a1<0 的重複組合數： 

(1)a1<0 且|a1|≤[a2/2]+1 時，|a1 � i � j| � ������14 � � 1 5 0不列入計算結果 

重複負數組合數=[Σ�&2/2�' ( 0 ∑ |a1 � i � j| � ������14 � � 1���/��
��� ]*3   

(2)a1<0 且|a1|>[a2/2]+1 時，令|a1|-[a2/2]-1=g 

重複負數組合數=[	Σ g
' ( 0∑ 	���� � � �

�����1
4 ��6

��� � Σ �
��
� �

' ( 0
∑ |a1 � i � j| � ������14 � � 16
��%�� ]*3 

2.a2<0 且 a3<0 與 a1<0 的重複組合數 

(1)a1<0 且|a1|≤[a2/2]+1 時，|a1 � i| � ������ � � 1 # 0 
重複負數組合數=[∑ |a1 � i| � ������ � � 1���/��

��� ]*3    

(2)a1<0 且|a1|>[a2/2]+1 時，令 g=|a1| � ���� � � 1，|a1 � i| � ������ � � 1 # 0 

重複負數組合數=[	∑ 	���� � � �
����
� ��%

��� � ∑ |a1 � i| � ������ � � 1�!"" �
��%�� ]*3 

由 1、2可知：全部重複組合數=(a2<0 與 a1<0 的重複組合數)*3-(a2<0 且 a3<0 與 a1<0 的

重複組合數)*3 

第四種情況全部組合數=([a2/2]+1)
3
-(a2<0 的組合數)*3+(a2<0 且 a3<0 的組合數)*3 - 

a1<0 的組合數+全部重複組合數 

(六)由(一)、(二)、(三)、(四)和(五)可知： 

五色樹第二層一個立方體的全部變色組合數= 

立方體數量-{a2<0 或 a3<0 或 a4<0}數量-{a1<0}數量+{a2<0 或 a3<0 或 a4<0}∩{a1<0}數量 

五、n 種變色龍，全部有 t隻時，變色組合數量計算 

(一)第一層：以(t,0,0,0,0…)進行 f1
-1
，可得 [2t/n]+1 組變色組合(a1,a2,a3,a4) 

完成第一層後，抓取每一個變色組合到第二層進行 

(二)第二層第一種情況：全部無負數 

令左上角變色組合為(a1,a2,a3,a4,a5…,n)，邊長組合數=[a2/2]+1，全部組合數

=([a2/2]+1)
n-2
 

(三)第二層第二種情況： 

1.a2<0等負數組合數={Σ
�&2/2�
7 ( 0Σ

�&2/2�
' ( 0 ∑ Σ… . . �a2/2� � �	a2 � i � j � k �⋯�/	n � 1�����/��

��� }*n  

2.a2<0且 a3<0等負數組合數={Σ
�&2/2�
7 ( 0 ∑ Σ… . . �a2/2� � �	a2 � j � k �⋯�/	n � 2�����/��

1�� }*∁n2 

3.a2<0 且 a3<0 且 a4<0 等負數組合數={∑ Σ… . . �a2/2� � �	a2 � k �⋯�/	n � 3�����/��
>�� }*∁n3 

4.其他情形類推，並根據排容原理進行算式計算可得全部 a2<0 或 a3<0 或 a4<0…組合數 

(四)第二層第三種情況：行下有負數，且 a1 為負數，根據階差公式可得 a1<0 時， 

負數組合數=∁|a1| � n � 3n � 2  

(五)第二層第四種情況：行下有負數，a1為負數，且 2種組合有重複 

(六)n 色變色組合數=全部組合數-負組合數 

六、如何用最短路徑收斂於同一種顏色 

(一)收斂同一種顏色的條件：在 n色變色組合(a1,a2,a3…,an)中，除了 a1之外，其他任

兩數相減為 n的倍數，則收斂於(t,0,0,…)。 

(二)收斂於同一種顏色的方法 

在 n色樹中的變色組合(a1,a2,a3…,an)中，若最後收斂為(t,0,0,0...)。 

在收斂的過程中， 

令 f1=(-(n-1),+1,+1,+1….)，f2=(+1,-(n-1),+1,+1,….)，f3=(+1,+1,-(n-1),+1,….) 

且 f1 需做 x 次,f2 需做 y1 次,f3 需做 y2 次...fn 不用做，可知： 

1.a2,a3,,a4...任 2 數相減為 n的倍數,如果 a1也是如此，則可收斂於(t,0,0,0…,0)，

(0,t,0,0…,0)，(0,0,t,0…,0) ，(0,0,0,t…,0)……或 0,0,0…,t) 

2.可列出以下算式 

(1)a1=t-(n-1)*x+y1+y2+y3… 

(2)a2=x-(n-1)*y1+y2+y3… 

(3)a3=x+y1-(n-1)*y2+y3… 

………………………………其餘算式類推。 

令 z為變色組合最後一個數字，可列出算式 

z=x+y1+y2+y3… 

根據上述算式可解出 x,y1,y2,y3…， 

x=(t+z-a1)/n 

y1=(z-a2)/n 

y2=(z-a3)/n 

……………………………其餘解答類推。 

可根據解答進行最短路徑收斂 

七、外接長方形長與寬： 

(一)根據結論六-(二)可得，當 t是 n倍數，(t,0,0,…)到(0,0,…,t)聯立方程式如下 

1.0=t-(n-1)*x+(n-2)*y 

2.0=x-(n-1)*y+(n-3)y=x-2y 

3.t=x+ (n-2)*y 

根據上述算式可解出 x,y： 

x=2t/n，y=t/n 

(x 表示 f1 次數，y 表示 f2,f3…次數) 

(二)外接長方形：在(t,0,0,…)，n種變色龍的情況下 
1.在電腦演算中： 

(1)當 t=nk 時，長與寬：長=
?@�
? t，寬=

�∗	?@��
? t，外接長方形的右下角為(0,0,0…,t) 

(2)x 最多=[2t/n]，y 最多=[t/n] 

(3)當 t=nk+i，i∈{0,1,2…(n-1)}時，從(t,0,0,0..)倒堆最後結果如下 
i=0，可倒推至(0,0,0..,t) 
i=1，可倒推至(1,0,0..,t-1) 
i=2，可倒推至(2,0,0..,t-2) 
…………其他類堆 
i=n-1，可倒推至(0,1,1,1..,t-n+2) 
2.在 t=nk+z，z∈{1,2…(n-1)}時，外接長方形實際可倒推組合的右下角： 
(1)當 z=1 時，以(n-2,n-3,n-3…,t-(n-2)

2
)結束 

(2)當 z∈{2,3,4…(n-1)}時，以(z-2,n-2,n-2,n-2…,t-(n-2)
2
-z+2)結束 

(四)外接長方形的作用：透過外接長方形，讓我們在電腦運算時可以找到必須運算的範
圍。須知，有些變色組合原本是負數，但經過幾回合的運算後，會變為正數。有了外接
長方形的長與寬，讓我們知道要運算到哪一個範圍。 
八、另一種列舉變色組合的方式：根據討論六與結論六-(一)我們可以知道，在 n色變
色龍問題下，可依照變色條件以排列組合的方式列出全部的變色組合，並計算變色組合
數量。 
九、未來研究方向 
(一)簡化 n種變色樹的變色組合數算法? 
(二)如 n 種變色龍，m種相撞會變其他顏色，且 m<n-1 則會是什麼情況 
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