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摘要 

在一座太空基地外，有 10 個等距離的衛星站排成一列(如圖一)。現有 10 個太空人分別

前往相異的衛星站執行任務，他們從基地搭乘飛行船一同前往，但飛行船只能降落一次，所

以有些太空人還要再利用推進器才能抵達要到的衛星站。當太空人向外太空方向(向外)移動

一個站距，推進器要耗能 5 根燃料棒；向基地方向(向內)移動一個站距，推進器要耗能 2 根

燃料棒，那麼飛行船要降落在哪一個衛星站，才能使這 10 個太空人的總耗能最小？ 

我們將上述推進器向外、向內的耗能及衛星站一般化，並改變情境，亦即並非每個太空

人都要搭飛行船抵達衛星站，也可以只靠推進器抵達；或者並非每個衛星站都有任務要執行，

可以只有某幾個衛星站需要太空人前往執行任務。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

壹、研究動機 

本研究是在大家腦力激盪下，將建中通訊解題中的一道題目修改而來，修改後的題目如

下：在一個遙遠的星際，有一座太空基地。基地外有 n 個等距離的衛星站排成一列(如圖一)，

現在要派太空人前往執行任務。但基地的飛行船都去執行其他任務，只剩下一艘老舊的飛行

船可以使用，而它的電池故障了，備用電池只能讓它啟動一次，因此飛行船只能選擇其中一

個衛星站降落。現有 n 個太空人搭乘此飛行船從基地出發，他們分別到相異的衛星站執行任

務，在飛行船降落後，太空人要依靠推進器才能抵達衛星站。因為引力的關係，太空人往基

地方向(向內)移動一個衛星站距，要耗能 d根燃料棒，往外太空方向(向外)移動一個衛星站距，

要耗能 u 根燃料棒，此時飛行船要降落在哪一個衛星站，才可使得這 n 個太空人的總耗能最

小？  

究竟要降落在哪一個衛星站呢？這引起我們的興趣，於是開啟我們一連串的探討。 
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貳、研究目的 

一、有 n 個衛星站、n 個太空人，且這 n 個太空人都要搭飛行船到相異的衛星站執行任務。

此時，太空人使用推進器向外移動一個站距要耗能 u 根燃料棒，向內移動一個站距要耗

能 d 根燃料棒，若飛行船只能降落一次，那麼要降落在哪一個衛星站，才能使這 n 個太

空人移動的總耗能最小 ？並找出其總耗能。 

二、承一，但這 n 個太空人並非都要搭飛行船到相異的衛星站執行任務。那麼要降落在哪一

個衛星站，才能使這 n 個太空人移動的總耗能最小？並找出其總耗能。 

三、承一，但只有 m 個太空人(m＜n)，這 m 個太空人都要搭飛行船到相異的衛星站執行任

務。那麼要降落在哪一個衛星站，才能使這 m 個太空人移動的總耗能最小？並找出其總

耗能。 

參、研究器材及設備 

紙、筆、電腦、計算機。 

肆、研究過程 

一、文獻探討 

(一)以下是建中第 149 期通訊解題中的一道題目，我們根據此題目改編成我們探討的主題。 

(二)題目：一棟 33 層的舊倉儲大樓僅有一部貨梯停在第一層，受到功能限制它最多能容納 32

個貨物，而且每次只能在第 2 層至第 33 層選擇某一層停留一次，其餘每個貨物則

需要往上或往下搬動，若往下搬動一層樓梯會需要用到 1 個人力，而往上走一層則

需運用到 3 個人力。現有 32 個貨物在第一層，若要把這些貨物運送到第 2 層至第

33 層每層各一個，試問電梯停留在哪一層會使得整體人力運用到最少？又最少的

人力需求為多少人次？（注意有些貨物可以不搭貨梯直接運用人力搬移） 

(三)此道通訊解題公布的解法是使用二元二次的配方法，而我們將情境改變並一般化後，以

觀察、歸納、驗證的方式得到結果。 

二、定義 

(一)名詞解釋 

1. 向外耗能 u：太空人向外太空方向移動一個站距，推進器要消耗的燃料棒數，以 u 表示。 

2. 向內耗能 d：太空人向基地方向移動一個站距，推進器要消耗的燃料棒數，以 d 表示。 

3. 站距：相鄰兩衛星站之間的距離為一個站距，連續三個衛星站之間有兩個站距。 

(二)符號 

1.  s：衛星站，s＝1 表示第 1 個衛星站，s∈N。 
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2.  an：太空人要抵達第 n 個衛星站的耗能，an∈N。 

3.  As：總耗能，飛行船降落在第 s 個衛星站時，所有太空人移動的耗能總和，As ∈N。 

          As＝a1＋a2＋a3＋a4＋……＋an 

 (三)  u>d：虛擬因引力關係，使用推進器向外太空方向移動較耗能，所以規定 u>d。 

 

三、研究方法 

研究一: 給定 n 個衛星站、n 個太空人，這 n 個太空人都搭飛行船，太空人下船後，向外移動

一個站距，推進器要耗能 u 根燃料棒；向內移動一個站距，推進器要耗能 d 根燃料棒，

探討飛行船降落在第 s 個衛星站時，這 n 個太空人移動的總耗能(As)，並找出這 n 個

太空人移動所需總耗能最小的衛星站。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

A.求飛行船降落在各衛星站時的總耗能 As 

例一：給定 10 個衛星站、10 個太空人，且這 10 個太空人都搭飛行船，若向外耗能 5、向內

耗能 2，飛行船降落在第 6 個衛星站時，A6 是多少? 
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【解】: 1.將飛行船降落在各衛星站，太空人移動的耗能情況整理成下表一。 

2.飛行船降落在第 6 個衛星站，這 10 個太空人移動的總耗能

A6=10+8+6+4+2+0+5+10+15+20=80。 

表一   n=10、u=5、d=2 
 a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8 a9 a10 As 

s=1 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 225 

s=2 2 0 5 10 15 20 25 30 35 40 182 

s=3 4 2 0 5 10 15 20 25 30 35 146 

s=4 6 4 2 0 5 10 15 20 25 30 117 

s=5 8 6 4 2 0 5 10 15 20 25 95 

s=6 10 8 6 4 2 0 5 10 15 20 80 

s=7 12 10 8 6 4 2 0 5 10 15 72 

s=8 14 12 10 8 6 4 2 0 5 10 71 

s=9 16 14 12 10 8 6 4 2 0 5 77 

s=10 18 16 14 12 10 8 6 4 2 0 90 

 

引理一：給定 n 個衛星站、n 個太空人，且這 n 個太空人都搭飛行船，若向外耗能 5、向內耗

能 2，則飛行船降落在第 s 個衛星站時，這 n 個太空人移動的總耗能 

                   As = 5 ∑ (t − s)

n

t=s+1

   +  2  ∑(s − t)

s−1

t=1

 

【說明】: 1.在第 s 個衛星站下船後，分別要抵達第(s+1)個衛星站、第(s+2)個衛星站、……第

n 個衛星站的太空人，他們要往外太空方向移動。現在考慮其中一太空人要到第 t

個衛星站，則他身上的推進器要耗能 5(t-s) 根燃料棒，故所有向外移動的太空人的

總耗能＝5 ∑ (t − s)n
t=s+1 。 

2.在第 s 個衛星站下船後，分別要抵達第 1 個衛星站、第 2 個衛星站、……第(s-1)個

衛星站的太空人，他們要往基地方向移動。現在考慮其中一太空人要到第 t 個衛星

站，則他身上的推進器要耗能 2(s-t) 根燃料棒，故所有向內移動的太空人的總耗能

＝2 ∑ (s − t)s−1
t=1 。 

3.由上述 1、2 知，飛行船降落在第 s 個衛星站時， 

太空人移動的總耗能＝太空人向外移動的總耗能＋太空人向內移動的總耗能，即 

  As = 5 ∑ (t − s)

n

t=s+1

   +   2 ∑(s − t)

s−1

t=1
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定理一：給定 n 個衛星站、n 個太空人，且這 n 個太空人都搭飛行船，若向外耗能 u、向內耗

能 d，則飛行船降落在第 s 個衛星站時，這 n 個太空人移動的總耗能 

                   As = u ∑ (t − s)

n

t=s+1

   +    d ∑(s − t)

s−1

t=1

  

【說明】：由引理一的說明知，若向外耗能 5 換成 u，向內耗能 2 換成 d，同樣可推得飛行船

降落在第 s 個衛星站時，這 n 個太空人移動的總耗能 

  As = u ∑ (t − s)

n

t=s+1

   +   d ∑(s − t)

s−1

t=1

 

 

B.比較相鄰兩衛星站，太空人移動的總耗能關係，求總耗能最小的衛星站 

將衛星站的個數與太空人的人數一般化，整理成表二。 

表二  u=5、d=2 

 a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8 a9 … an As 

s=1 0 5 10 15 20 25 30 35 40 … 5(n－1) A1 

s=2 2 0 5 10 15 20 25 30 35 … 5(n－2) A2 

s=3 4 2 0 5 10 15 20 25 30 … 5(n－3) A3 

s=4 6 4 2 0 5 10 15 20 25 … 5(n－4) A4 

s=5 8 6 4 2 0 5 10 15 20 … 5(n－5) A5 

s=6 10 8 6 4 2 0 5 10 15 … 5(n－6) A6 

s=7 12 10 8 6 4 2 0 5 10 … 5(n－7) A7 

s=8 14 12 10 8 6 4 2 0 5 … 5(n－8) A8 

s=9 16 14 12 10 8 6 4 2 0 … 5(n－9) A9 

⁞ ⁞ ⁞ ⁞ ⁞ ⁞ ⁞ ⁞ ⁞ ⁞  ⁞ ⁞ 

s=n 2(n－1) 2(n－2) 2(n－3) 2(n－4) 2(n－5) 2(n－6) 2(n－7) 2(n－8) 2(n－9) … 0 An 

【說明】：1.觀察表二發現: A2 ＝ A1 － 5×(n－1) ＋ 2×(2－1) 

A3 ＝ A2 － 5×(n－2) ＋ 2×(3－1) 

A4 ＝ A3 － 5×(n－3) ＋ 2×(4－1) 

A5 ＝ A4 － 5×(n－4) ＋ 2×(5－1) 

A6 ＝ A5 － 5×(n－5) ＋ 2×(6－1) 

A7 ＝ A6 － 5×(n－6) ＋ 2×(7－1) 

A8 ＝ A7 － 5×(n－7) ＋ 2×(8－1) 

⁞ 

AS ＝ AS－1 － 5［n－(s－1)］＋2(s－1) 

2.結論：n 個衛星站、n 個太空人，u=5、d=2 時，比較相鄰兩衛星站，太空人移動
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的總耗能關係為 AS ＝ AS－1 － 5［n－(s－1)］＋ 2(s－1) 

 

承表二，將向外耗能、向內耗能一般化，整理成表三。 

表三  向外耗能 u、向內耗能 d 

 a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8 a9 … an As 

s=1 0 u 2u 3u 4u 5u 6u 7u 8u … u(n－1) A1 

s=2 d 0 u 2u 3u 4u 5u 6u 7u … u(n－2) A2 

s=3 2d d 0 u 2u 3u 4u 5u 6u … u(n－3) A3 

s=4 3d 2d d 0 u 2u 3u 4u 5u … u(n－4) A4 

s=5 4d 3d 2d d 0 u 2u 3u 4u … u(n－5) A5 

s=6 5d 4d 3d 2d d 0 u 2u 3u … u(n－6) A6 

s=7 6d 5d 4d 3d 2d d 0 u 2u … u(n－7) A7 

s=8 7d 6d 5d 4d 3d 2d d 0 u … u(n－8) A8 

s=9 8d 7d 6d 5d 4d 3d 2d d 0 … u(n－9) A9 

⁞ ⁞ ⁞ ⁞ ⁞ ⁞ ⁞ ⁞ ⁞ ⁞  ⁞ ⁞ 

s=n d(n－1) d(n－2) d(n－3) d(n－4) d(n－5) d(n－6) d(n－7) d(n－8) d(n－9) … 0 An 

【說明】：1.觀察表三發現: A2 ＝ A1 － u×(n－1) ＋ d×(2－1) 

A3 ＝ A2 － u×(n－2) ＋ d×(3－1) 

A4 ＝ A3 － u×(n－3) ＋ d×(4－1) 

A5 ＝ A4 － u×(n－4) ＋ d×(5－1) 

A6 ＝ A5 － u×(n－5) ＋ d×(6－1) 

A7 ＝ A6 － u×(n－6) ＋ d×(7－1) 

A8 ＝ A7 － u×(n－7) ＋ d×(8－1) 

⁞ 

AS ＝ AS－1 － u［n－(s－1)］＋d(s－1) 

2.結論：n 個衛星站、n 個太空人，向外耗能 u、向內耗能 d 時，比較相鄰兩衛星站，

太空人移動的總耗能關係為 AS ＝ AS－1 － u［n－(s－1)］＋ d(s－1) 

3.我們將上述 2 的結論稱作引理二。 

4.分析許多表格，和推敲上述 2 的結論，找到“減掉的耗能”與“增加的耗能”，

兩者間的關係由減多加少變成減少加多(或減與加相等)時，會有太空人移動所需

總耗能最小的衛星站，如下表四的 s＝8，將這關係寫成引理三。 

引理二：給定 n 個衛星站、n 個太空人，且這 n 個太空人都搭飛行船，若向外耗能 u、向內耗

能 d，則 AS＝AS－1－u［n－(s－1)］＋d (s－1)。 
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引理三：給定 n 個衛星站、n 個太空人，且這 n 個太空人都搭飛行船，當向外耗能 u、向內耗

能 d 時，若 u［n－(s－1)］＞d (s－1) ，且 u(n－s)≦ds，會有這 n 個太空人移動所需

總耗能最小的衛星站。     

【說明】：1.由引理二知，AS＝AS－1－u［n－(s－1)］＋d(s－1) 

2.由表三知，從第 1 個衛星站到第 n 個衛星站，飛行船越往外太空降落，減掉 

“u［n－(s－1)］”的值越來越小，而增加“d(s－1)”的值越來越大。 

3.當“減掉的耗能”與“增加的耗能”，兩者之間的關係由減多加少變成①減少加

多或②減與加相等(“減掉的耗能”與“增加的耗能”相等)時，會有最小總耗能

的衛星站(如下表四的第 8 個衛星站)。 

4.由引理二的 AS＝AS－1－u［n－(s－1)］＋d(s－1)，可推得 AS＋1＝AS－u(n－s)＋ds 

5.由上述 3、4 知，當：u［n－(s－1)］＞d(s－1)，且 u(n－s)≦ds 時，第 s 個衛星站

為太空人移動所需總耗能最小的衛星站。 

 

例二：給定 11 個衛星站、11 個太空人，且這 11 個太空人都搭飛行船，若 u=5、d=2，則這

11 個太空人移動所需總耗能最小的衛星站為何? 

  【解】:1.由引理三知，5［11－(s－1)］＞2(s－1)，且 5(11－s)≦2s，可得7
6

7
≦s＜8

6

7
， 

又 s∈N，故 s=8，所以第 8 個衛星站為太空人移動所需總耗能最小的衛星站，如下

表四所示。 

表四  n=11、u=5、d=2 
 a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8 a9 a10 a11 As 

s＝1 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 275 

s＝2 2 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 227 

s＝3 4 2 0 5 10 15 20 25 30 35 40 186 

s＝4 6 4 2 0 5 10 15 20 25 30 35 152 

s＝5 8 6 4 2 0 5 10 15 20 25 30 125 

s＝6 10 8 6 4 2 0 5 10 15 20 25 105 

s＝7 12 10 8 6 4 2 0 5 10 15 20 92 

s＝8 14 12 10 8 6 4 2 0 5 10 15 86 

s＝9 16 14 12 10 8 6 4 2 0 5 10 87 

s＝10 18 16 14 12 10 8 6 4 2 0 5 95 

s＝11 20 18 16 14 12 10 8 6 4 2 0 110 
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我們解引理三中的兩個不等式，得到 s 的範圍是
un

u+d
 ≦s＜

un

u+d
＋1，將此結果稱作定理二。 

定理二：給定 n 個衛星站、n 個太空人，且這 n 個太空人都搭飛行船，若向外耗能 u、向內耗

能 d，則這 n 個太空人移動所需總耗能最小的衛星站 s，會介於 
un

u+d 
和 

un

u+d
＋1 之間，

亦即 
un

u+d
 ≦s＜

un

u+d
＋1。 

【說明一】：1. 由引理二知： 

As ＝ As-1 － u［n－(s－1)］＋d (s－1) 

As+1 ＝ As － u(n－s)＋ds 

2.由引理三知，當太空人移動總耗能的變化由減多加少變成①減少加多，或②減

與加相等(“減掉的耗能”與“增加的耗能”相等)時，會有太空人移動所需總

耗能最小的衛星站，即 

u［n－(s－1)］＞d (s－1) ，且 u(n－s)≦ds。 

3.猜想第 s 個衛星站為太空人移動所需總耗能最小的衛星站，則由上述 1、2 可推

知，①u［n－(s－1)］＞d(s－1) ⇒  
un

u+d
＋1＞s 

②u(n－s)≦ds ⇒ 
un

u+d
≦s 

③由上述①、②得
un

u+d
≦s＜

un

u+d
 ＋1 

④等號成立時，As＝As+1，第 s 個衛星站和第 s+1 個衛星站，同時為太空人

移動所需總耗能最小的衛星站。 

【說明二】:猜想飛行船降落在第 s 個衛星站，會有太空人移動所需最小總耗能，那麼飛行船

降落在第(s－1)個、第(s+1)個衛星站時，太空人移動所需的總耗能，顯然會大於

或等於降落在第 s 個衛星站時，太空人移動所需的總耗能，所以 As-1－As＞0， 

 As+1－As≧0。 

  (1) As-1－As      

＝ u ∑[t − (s − 1)]

n

t=s

 +  d ∑[(s − 1) − t]

s−2

t=1

 － u ∑ (t − s)

n

t=s+1

  －  d ∑(s − t)

s−1

t=1

 

             ＝
(n−s+2)(n−s+1)

2
× u +

(s−1)(s−2)

2
× d −

(n−s+1)(n−s)

2
× u −

s(s−1)

2
× d 

             ＝u(n－s＋1)－d(s－1)＝un－us＋u－ds＋d 

             因為 As-1－As ＞0，所以(un－us＋u－ds＋d)＞0 ⇒ un＋u＋d＞us＋ds， 

             可得 s ＜ 
un

u+d
＋1。 
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 (2) As+1－As   

＝ u ∑ [t − (s＋1)]

n

t=s+2

   +    d ∑[(s＋1) − t]

s

t=1

  － u ∑ (t − s)

n

t=s+1

  －   d ∑(s − t)

s−1

t=1

 

             ＝
(n−s−1)(n−s)

2
× u +

s(s+1)

2
× d −

(n−s+1)(n−s)

2
× u −

s(s−1)

2
× d＝us－un＋ds 

              因為 A s+1－As ≧0，所以(us－un＋ds)≧0 ⇒ us＋ds≧un，可得 s≧
un

u+d
 

(3)由(1)、(2)知 
un

u+d
 ≦s＜

un

u+d
＋1。 

 

C.舉例說明定理一、定理二的應用 

例三：給定 9 個衛星站、9 個太空人，且這 9 個太空人都搭飛行船，若 u=4、d=3，則飛行船

降落在哪一個衛星站，會使這 9 個太空人移動的總耗能最小? 又此時的總耗能為何? 

  【解】:1.由定理二知，
un

u+d
 ≦s＜

un

u+d
＋1 ⇒ 

4×9

4+3
 ≦s＜

4×9

4+3
＋1 ⇒ 5

1

7
 ≦s＜ 6 

1

7
，又 s∈N， 

∴s=6。 

2.由定理一知， 

  As = u ∑ (t − s)

n

t=s+1

   +   d ∑(s − t)

s−1

t=1

 

將 s=6 帶入 As ⇒ 

  A6 = 4 ∑ (t − 6)

9

t=6+1

   +   3 ∑(6 − t)

6−1

t=1

 

＝4×(1+2+3) + 3×(5+4+3+2+1)＝69 

3.下表五是 9 個衛星站、9 個太空人，u=4、d=3，飛行船降落在每個衛星站，太空

人移動的耗能情形。 

表五 n＝9、u＝4、d＝3 

 a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8 a9 As 

s＝1 0 4 8 12 16 20 24 28 32 144 

s＝2 3 0 4 8 12 16 20 24 28 115 

s＝3 6 3 0 4 8 12 16 20 24 93 

s＝4 9 6 3 0 4 8 12 16 20 78 

s＝5 12 9 6 3 0 4 8 12 16 70 

s＝6 15 12 9 6 3 0 4 8 12 69 

s＝7 18 15 12 9 6 3 0 4 8 75 

s＝8 21 18 15 12 9 6 3 0 4 88 

s＝9 24 21 18 15 12 9 6 3 0 108 
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研究二: 給定 n 個衛星站、n 個太空人，但這 n 個太空人並非都要搭飛行船(有些太空人可不

搭飛行船，直接向外移動抵達衛星站)，若太空人向外耗能 u、向內耗能 d，探討飛行

船降落在第 s 個衛星站時，這 n 個太空人移動的總耗能(As)，並找出這 n 個太空人移

動所需總耗能最小的衛星站。     

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1.第一個衛星站和太空基地間的距離恰好等於相鄰兩衛星站間的距離，所以有些太空人可不

搭飛行船，直接靠推進器就可抵達衛星站執行任務。 

2.哪些太空人不搭飛行船？ 

(1)若太空人不搭飛行船的耗能小於搭飛行船後的耗能，則太空人不搭飛行船。 

(2)對於要去第 s 個衛星站之前的太空人，假設他要去第 k 個衛星站(其中 1≦k≦s－1)，他

不搭飛行船的耗能為 uk，搭飛行船的耗能 d(s－k)，因此當 uk≦d(s－k)時，他不搭飛行

船。 

 

例四：給定 10 個衛星站、10 個太空人，但這 10 個太空人並非都要搭飛行船，若 u＝3、d＝2，

當飛行船降落在第 8 個衛星站時，要到第 3 個衛星站和第 4 個衛星站的太空人是否要

搭飛行船？ 

 【解】:1.太空人由基地直接到第 3 個衛星站的耗能為 9；若搭飛行船到第 8 個衛星站後，再

到第 3 個衛星站的耗能為 10，所以要到第 3 個衛星站的太空人不搭飛行船。 

2.太空人由基地直接到第 4 個衛星站的耗能為 12；若搭飛行船到第 8 個衛星站後，再

到第 4 個衛星站的耗能為 8，所以要到第 4 個衛星站的太空人要搭飛行船。如下表

六。  

 



11 

 

 

表六  n＝10、u＝3、d＝2 

A a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8 a9 a10 As 

s＝1 0 3 6 9 12 15 18 21 24 27 135 

s＝2 3/2 0 3 6 9 12 15 18 21 24 110 

s＝3 3/4 2 0 3 6 9 12 15 18 21 89 

s＝4 3/6 6/4 2 0 3 6 9 12 15 18 72 

s＝5 3/8 6/6 4 2 0 3 6 9 12 15 60 

s＝6 3/10 6/8 9/6 4 2 0 3 6 9 12 51 

s＝7 3/12 6/10 9/8 12/6 4 2 0 3 6 9 47 

s＝8 3/14 6/12 9/10 12/8 6 4 2 0 3 6 47 

s＝9 3/16 6/14 9/12 12/10 8 6 4 2 0 3 51 

s＝10 3/18 6/16 9/14 12/12 15/10 8 6 4 2 0 60 

【註】：表六中的 x/y，x 表示不搭飛行船，直接到衛星站的耗能；y 表示搭飛行船到第 s 個衛

星站後，再到欲抵達的衛星站的耗能。 

 

D.找出 k(要抵達第 k 個衛星站之前的太空人不搭飛行船) 

引理四：給定 n 個衛星站、n 個太空人，但這 n 個太空人並非都要搭飛行船，若太空人向外耗

能 u、向內耗能 d，當飛行船降落在第 s 個衛星站時，要抵達第 k(1≦k≦s－1)個衛星

站之前的太空人選擇不搭飛行船，那麼 k＝[
ds

u+d
]，其中[

ds

u+d
]為

ds

u+d
取高斯。 

【說明】：1.要到第 k 個衛星站的太空人不搭飛行船的耗能為 uk，搭飛行船的耗能為 d(s－k)，

當 uk≦d(s－k)時，他們不搭飛行船。 

2.由 uk≦d(s－k)，可得 k≦
ds

u+d
，但 k 為整數，故 k＝[

ds

u+d
]，所以要到第 1、2、⋯k

個衛星站的太空人選擇不搭飛行船，則 k＝[
ds

u+d
]。  

 

E.有些太空人不搭飛行船，找出飛行船降落在各衛星站時，這 n 個太空人移動的總耗能(As) 

例五：給定 10 個衛星站、10 個太空人，但這 10 個太空人並非都要搭飛行船，若 u＝6、d＝3，

則飛行船降落在第 7 個衛星站時，這 10 個太空人移動的總耗能為何？ 

 【解】:1.若 10 個太空人都搭飛行船，A7 ＝6×(1＋2＋3)＋3×(6＋5＋4＋3＋2＋1)＝99。 

2.第 k 個衛星站之前(含第 k 站)的人不搭飛行船，則由引理三知 k＝[
ds

u+d
]＝[

3×7

6+3
]＝2，

所以要抵達第 1、2 個衛星站的人選擇不搭飛行船。 

3.上述 1.中的 A7要減掉不搭飛行船的太空人向內的總耗能 3×(6+5)，再加不搭飛行船直
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接抵達衛星站的總耗能 6×(1+2)。 

4.由上述 1.2.3.知，A7＝全部的太空人都搭飛行船的總耗能－不搭飛行船的太空人向內

的總耗能＋不搭飛行船直接抵達衛星站的總耗能，亦即 

A7 ＝ 6×(1＋2＋3)＋3×(6＋5＋4＋3＋2＋1)－3×(6+5)＋6×(1+2)＝84。 

5.將上述 4 的關係，寫成定理三。 

 

定理三：給定 n 個衛星站、n 個太空人，但這 n 個太空人並非都要搭飛行船，若太空人向外耗

能 u、向內耗能 d，則飛行船降落在第 s 個衛星站時，這 n 個太空人移動的總耗能 

                   As = u ∑ (t − s)

n

t=s+1

  +  d ∑(s − t)

s−1

t=1

  −   d ∑ (s − t)

[
ds

u+d
]

t=1

  +   u ∑ t

[
ds

u+d
]

t=1

 

【說明】：1.由引理四知，若第 k 個衛星站之前的太空人不搭飛行船，則 k＝[
ds

u+d
]。 

2. As＝全部的太空人都搭飛行船的總耗能－不搭飛行船的太空人向內的總耗能 

＋不搭飛行船的太空人向外的總耗能 

   As ＝u ∑ (t − s)

n

t=s+1

  +  d ∑(s − t)

s−1

t=1

  −   d ∑ (s − t)

[
ds

u+d
]

t=1

  +   u ∑ t

[
ds

u+d
]

t=1

 

3.若[
ds

u+d
]＝0，表示全部的太空人都搭飛行船。 

 

 

F.找出太空人移動所需總耗能最小的衛星站 

我們觀察很多表格(如例六中的表七)發現：當「不搭飛行船，只靠推進器向外移動抵達

各衛星站的太空人數」(k)和「搭飛行船到第 s 個衛星站後，再向外移動抵達各衛星站的太空

人數」(n－s)相等，即 k＝n－s 時，第 s 個衛星站是太空人移動所需總耗能最小的衛星站(如圖

四)。 
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例六:給定 15 個衛星站、15 個太空人，但這 15 個太空人並非都要搭飛行船，若向外耗能 4、

向內耗能 3，則這 15 個太空人移動所需總耗能最小的衛星站為何？ 

【解】:1.依題意將飛行船降落在各衛星站時，太空人要抵達各衛星站的耗能填入表七中。 

2.觀察表七發現：第 11 個衛星站為太空人移動所需總耗能最小的衛星站，即 s=11。 

3.有 4 個太空人不搭飛行船 ⇒k＝4；n-s＝15-11＝4 ⇒k＝n-s。 

4.觀察表七知，A11＜ A10 ，A11＜ A12，故我們猜想，若 k＝n-s 時，則(1) As＜ As-1，將

此關係寫引理五；(2) As＜ As+1，將此關係寫引理六。 

表七 n＝15、u＝4、d＝3 

 a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8 a9 a10 a11 a12 a13 a14 a15 As 

s＝1 0 4 8 12 16 20 24 28 32 36 40 44 48 52 56 420 

s＝2 3 0 4 8 12 16 20 24 28 32 36 40 44 48 52 367 

s＝3 4 3 0 4 8 12 16 20 24 28 32 36 40 44 48 319 

s＝4 4 6 3 0 4 8 12 16 20 24 28 32 36 40 44 277 

s＝5 4 8 6 3 0 4 8 12 16 20 24 28 32 36 40 241 

s＝6 4 8 9 6 3 0 4 8 12 16 20 24 28 32 36 210 

s＝7 4 8 12 9 6 3 0 4 8 12 16 20 24 28 32 186 

s＝8 4 8 12 12 9 6 3 0 4 8 12 16 20 24 28 166 

s＝9 4 8 12 15 12 9 6 3 0 4 8 12 16 20 24 153 

s＝10 4 8 12 16 15 12 9 6 3 0 4 8 12 16 20 145 

s＝11 4 8 12 16 18 15 12 9 6 3 0 4 8 12 16 143 

s＝12 4 8 12 16 20 18 15 12 9 6 3 0 4 8 12 147 

s＝13 4 8 12 16 20 21 18 15 12 9 6 3 0 4 8 156 

s＝14 4 8 12 16 20 24 21 18 15 12 9 6 3 0 4 172 

s＝15 4 8 12 16 20 24 24 21 18 15 12 9 6 3 0 192 
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引理五：給定 n 個衛星站、n 個太空人，但這 n 個太空人並非都要搭飛行船，若太空人向外

耗能 u、向內耗能 d，當 k＝n－s 時，As-1＞As。 

【說明】：(1)當 k＝n－s，太空人向內、向外移動的情形如圖六，飛行船降落在第 s 個衛星站

時，太空人移動的總耗能 

As＝a1+a2+⋯+ak +  a(k+1)      +   a(k+2)     +⋯+a(s-1)+as+a(s+1)+a(s+2)+⋯+an 

＝u+2u+⋯+ku+〔s-(k+1)〕d+〔s-(k+2)〕d+⋯+ d  +0 + u  + 2u +⋯+ku 

 

 

 

 

 

(2)飛行船降落在第(s-1) 個衛星站的總耗能為 

As-1＝a1+a2+⋯+ ak +    a(k+1)     +     a(k+2)   +⋯+a(s-2)+a(s-1)+as+a(s+1)+⋯+a(n-1)+an 

＝u+2u+⋯+ku+((s-1)-(k+1))d+((s-1)-(k+2))d+⋯+  d + 0  +u + 2u+⋯+ ku +(k+1)u 

(3)比較飛行船降落在第 s 個衛星站和第(s-1) 個衛星站的總耗能 

          As-1＝u+2u+⋯+ku+〔(s-1)-(k+1)〕d+〔(s-1)-(k+2)〕d+⋯+d+0+u+2u+⋯+ku+(k+1)u 

          As ＝u+2u+⋯+ku+ 〔s-(k+1)〕d  + 〔s-(k+2)〕d  + ⋯  +d+0+ u +2u+⋯+ ku 

           發現 : ①As-1比 As多一項(k+1)u。 

②As比 As-1多一項〔s-(k+1)〕d。 

           推論 : (k+1)u＞〔s-(k+1)〕d，因為若(k+1)u≦〔s-(k+1)〕d，那麼要抵達第(k+1)

個衛星站的人不搭飛行船，這和猜想矛盾，所以(k+1)u＞〔s-(k+1)〕d。 

           結論 : As-1＞As 。 
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引理六：給定 n 個衛星站、n 個太空人，但這 n 個太空人並非都要搭飛行船，若太空人向外

耗能 u、向內耗能 d，當 k＝n－s 時，As+1≧As。 

【說明】：(1)當 k＝n－s 時，飛行船降落在第(s+1)個衛星站的總耗能為 

As+1＝a1+a2+⋯+ak +      a(k+1)     +      a(k+2)     +⋯+as+a(s+1)+a(s+2)+⋯+ an 

＝u+2u+⋯+ku+〔(s+1)-(k+1)〕d+〔(s+1)-(k+2)〕d+⋯+ d+ 0  + u  +⋯+(k-1)u 

          (2)比較飛行船降落在第 s 個衛星站與第(s+1)個衛星站的耗能 

             As ＝u+2u+⋯+ku+〔s-(k+1)〕d +〔s-(k+2)〕d +⋯+d+0+u+2u+⋯+(k-1)u+ku 

             As+1＝u+2u+⋯+ku+((s+1)-(k+1))d+((s+1)-(k+2))d+ ⋯  +d+0+ u+2u+  ⋯  +(k-1)u 

             發現 : ①As比 As+1多一項 ku。 

②As+1比 As多一項〔(s+1)-(k+1)〕d。 

             推論 :〔(s+1)-(k+1)〕d＝(s-k)d，(s-k)d≧ku，因為若(s-k)d＜ku，那麼要抵達第 k

個衛星站的人要搭飛行船，這和猜想矛盾，所以〔(s+1)-(k+1)〕d≧ku。 

             結論 : As+1≧As，當等號成立時，第 s 個衛星站和第(s+1) 個衛星站同為太空人

移動所需總耗能最小的衛星站。 

 

由引理五、引理六知：當 k＝n－s 時，第 s 個衛星站為太空人移動所需總耗能最小的衛

星站，現在將引理四的 k＝[
ds

u+d
]代入 k＝n－s 中，求出 s，推得定理四。 

定理四：給定 n 個衛星站、n 個太空人，但這 n 個太空人並非都要搭飛行船，若太空人向外

耗能 u、向內耗能 d，當 k＝n－s，則這 n 個太空人移動所需總耗能最小的衛星站 s，

會介於
u+d

u+2d
n和 

u+d

u+2d
(n + 1)之間，即

u+d

u+2d
n ≦ s＜

u+d

u+2d
(n + 1)。(註：若 k=0 則 s=n) 

【說明】：1.當 k＝n－s 時，若 k＝0，則 n＝s。 

2.若 k≧1 時，由引理四知：k＝[
ds

u+d
]，將 k＝[

ds

u+d
]代入 k=n-s，得 n-s+1＞

ds

u+d
≧n-s 

(1)n-s+1＞
ds

u+d
 ⇒ 

u+d

u+2d
(n + 1)＞s 

(2)
ds

u+d
≧n-s ⇒ 

u+d

u+2d
n≦s 

(3)由 1、2 得
u+d

u+2d
n ≦ s＜

u+d

u+2d
(n + 1) 

3.等號成立時，As＝As+1，第 s 個衛星站和第 s+1 個衛星站，同時為太空人移動所需

總耗能最小的衛星站。 
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研究三：給定 n 個衛星站、m 個太空人(m＜n)，這 m 個太空人都搭飛行船，若太空人向外耗

能 u、向內耗能 d，探討飛行船降落在第 s 個衛星站時，這 m 個太空人移動的總耗能

(APS
)，並找出這 m 個太空人移動所需總耗能最小的衛星站。    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1.當只有部分衛星站需要太空人前往執行任務時，就相當於衛星站之間不等距，此時觀察不

出規律。 

2.我們將這 m 個太空人要抵達的衛星站，按其先後順序重新編號為第 P1站、第 P2站、⋯、第

Pm站，在新的編號下，找出飛行船降落在第 Ps 站時，這 m 個太空人移動的總耗能(APS
)。 

 

定理五：給定 n 個衛星站，m 個太空人要搭飛行船，且分別要到第 P1站~第 Pm站，若太空人

向外耗能 u、向內耗能 d，飛行船降落第 Ps個衛星站時，這 m 個太空人移動的總耗能 

                  APs
= u ∑ (Pt − Ps)

m

t=s+1

   +    d ∑(Ps − Pt)

s−1

t=1

 

【說明】:1.太空人移動的總耗能＝所有向外移動的總耗能＋所有向內移動的總耗能，即 

  APs
= u ∑ (Pt − Ps)

m

t=s+1

   +    d ∑(Ps − Pt)

s−1

t=1

 

2. (Pt－Ps)、(Ps－Pt)要轉換成原來相對的序號，再計算。 
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例七：給定 10 個衛星站，只有 4 個太空人要搭飛行船，且分別要到第 2、第 5、第 7、第 10

個衛星站執行任務，若 u＝5、d＝2，則飛行船降落在第 5 個衛星站時，這 4 個太空人

移動的總耗能為何？  

【解】: AP2
= 5 ∑ (Pt − P2)4

t=2+1  +  2 ∑ (P2 − Pt)2−1
t=1  

＝5(P3－P2)＋5(P4－P2)＋2(P2－P1) 

＝(7-5)+5(10-5) +2(5-2)＝6+10+25＝41(如表八所示) 

表八  n＝10、m＝4、u＝5、d＝2 

 a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8 a9 a10 As 

s＝1 0 5   20  30   45 100 

s＝2(P1)  0   15  25   40 80 

s＝3  2 0  10  20   35 67 

s＝4  4  0 5  15   30 54 

s＝5(P2)  6   0  10   25 41 

s＝6  8   2 0 5   20 35 

s＝7(P3)  10   4  0   15 29 

s＝8  12   6  2 0  10 30 

s＝9  14   8  4  0 5 31 

s＝10(P4)  16   10  6   0 32 

 

G.發現最小總耗能會落在第 P1站和第 Pm站之間(包含第 P1和第 Pm站) 

我們觀察很多如表九的例子，發現：當飛行船降落在第 P1 站之前的總耗能，都會比降落

在第 P1 站的總耗能大，且飛行船降落在第 Pm站之後的總耗能都會比降落在第 Pm 站的總耗能

大，我們將此關係寫成引理六。 

表九  n＝10、m＝4、u=4、d=3 
 a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8 a9 a10 As 

s＝1 0  8 12 16  24    60 

s＝2 
 

0 4 8 12 
 

20 
   

44 

s＝3(P1)   0 4 8  16    28 

s＝4(P2) 
  

3 0 4 
 

12 
   

19 

s＝5(P3) 
  

6 3 0 
 

8 
   

17 

s＝6   9 6 3 0 4    22 

s＝7(P4)   12 9 6  0    27 

s＝8   15 12 9  3 0   39 

s＝9   18 15 12  6  0  51 

s＝10 
  

21 18 15 
 

9 
  

0 63 
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引理七：給定 n 個衛星站、m 個太空人，這 m 個太空人都搭飛行船，且分別要到第 P1~第 Pm

站，若太空人向外耗能 u、向內耗能 d，則這 m 個太空人移動所需總耗能最小的衛

星站，會在第P1到第Pm站之間。(含第P1站及第Pm站) 

【說明】:1.將這 m 個太空人要抵達的衛星站，按其先後順序重新編號為第 P1 站、 

第 P2 站、……第 Pm 站 (沒有人要抵達的衛星站不編號)。 

2.假設第 Pi 站到第 Pj 站(i＜j)，兩衛星站之間的站距為ΔP(i,j)，則 

①第 P1 站到其他各站的總站距為(ΔP(1,2)＋ΔP(1,3)＋⋯＋ΔP(1,m))； 

②第 Pm 站到其他各站的總站距為(ΔP(m-1,m)＋ΔP(m-2,m)＋⋯＋ΔP(1,m))。 

3.飛行船降落在 

①第 P1 站的總耗能=u×(ΔP(1,2)＋ΔP(1,3)＋⋯＋ΔP(1,m))； 

②第 P1-1 站的總耗能=u×［(ΔP(1,2)＋ΔP(1,3)＋⋯＋ΔP(1,m)) +m］ 

③第 P1-2 站的總耗能=u×［(ΔP(1,2)＋ΔP(1,3)＋⋯＋ΔP(1,m)) +2m］ 

⋮ 

4.觀察上述 3 知，飛行船降落在第 P1 站之前的總耗能，都會比降落在第 P1 站的總

耗能大。 

5.飛行船降落在 

①第 Pm站的總耗能=d×( ΔP(m-1,m)＋ΔP(m-2,m)＋⋯＋ΔP(1,m))； 

②第 Pm＋1 站的總耗能=d×［(ΔP(m-1,m)＋ΔP(m-2,m)＋⋯＋ΔP(1,m +m］ 

③第 Pm＋2 站的總耗能=d×［ΔP(m-1,m)＋ΔP(m-2,m)＋⋯＋ΔP(1,m)) +2m］ 

⋮ 

6.觀察上述 5 知，飛行船降落在第 Pm 站之後的總耗能都會比降落在第 Pm 站的總耗

能大。 

7.由上述 4、6 知，太空人移動所需總耗能最小的衛星站，會在第 P1 站到第 Pm 站之

間(含第P1站及第Pm站)。 
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H.找出太空人移動所需總耗能最小的衛星站 

定理六：給定 n 個衛星站、m 個太空人，這 m 個太空人都搭飛行船且分別要到第 P1個~第 Pm

個衛星站，若太空人向外耗能 u、向內耗能 d，則這 m 個太空人移動所需總耗能最小

的衛星站為第P
m−[

md

u+d
]
個衛星站。   

【說明】:1.由引理七知，太空人移動所需總耗能最小的衛星站會在第 P1 站到第 Pm 站之間(含

第P1站及第Pm站)。 

2.猜想飛行船降落在第 Pm 站，此時若改為向前一個(數字較小)衛星站降落(第 Pm－1

站)，總耗能會增加 u，減少(m－1)d，而在第 Pm 站到第 Pm-1 站之間，相鄰兩衛星

站都有這種情形。如果(m－1)d＞u，表示改為向前一個衛星站降落，可使總耗能

降低，並可透過不斷改為向前一個衛星站降落，使得第 Pm-1 站，成為第 Pm 站到第

Pm-1 站之間，太空人移動所需總耗能最小的衛星站。 

         3.同上述 2，猜想飛行船降落在第 Pm-1 站，此時若改為向前一個衛星站降落，總耗

能會增加 2u，減少(m－2)d，而在第 Pm-1 站到第 Pm-2 站之間，相鄰兩衛星站都有

這種情形。如果(m－2)d＞2u，表示改為向前一個衛星站降落可使總耗能降低，

並可透過不斷改為向前一個衛星站降落，使得第 Pm-2 個衛星站，成為第 Pm-1 站到

第 Pm-2 站之間，太空人移動所需總耗能最小的衛星站。 

         4.從上述 2、3 中，不斷向前(數字較小)更改降落站的過程，不難推得以下三點結論： 

           (1)若(m－t)d＞tu，則可由第 Pm-t+1 站往第 Pm-t 站移動更改降落站，找到第 Pm-t 站

為第 Pm-t+1 站到第 Pm-t 站之間，太空人移動所需總耗能最小的衛星站。 

           (2)若(m－t)d=tu，則第 Pm-t+1 站到第 Pm-t 站之間的各站，皆為太空人移動所需總

耗能最小的衛星站(包含第 Pm-t+1 站與第 Pm-t 站)。 

           (3)若(m－t)d＜tu，則第 Pm-t+1 站是第 Pm-t+1 站到第 Pm-t 站之間，太空人移動所需

總耗能最小的衛星站。 

         5.由上述 4 知，當(m－t)d≧tu，會有太空人移動所需總耗能最小的衛星站。 

         6.由(m－t)d≧tu，可得 t≦
  md  

u+d
，又 t∈N，所以 tmax=[

  md  

u+d
]。 

         7.太空人移動所需總耗能最小的衛星站是第P
m−[

md

u+d
]
個衛星站。 
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例八：給定 10 個衛星站、4 個太空人，這 4 個太空人都搭飛行船，且分別要到第 3、第 4、

第 5、第 7 個衛星站，此時 u＝4、d＝3，則這 4 個太空人移動所需總耗能最小的衛

星站為何？ 

  【解】: P1＝3、P2＝4、P3＝5、P4＝7，將 u＝4、d＝3、m＝4 帶入P
m−[

md

u+d
]
中， 

得P
4−[

4×3

4+3
]
＝P4-1＝P3為太空人移動所需總耗能最小的衛星站，如表十。 

表十   n=10、m=4、u=4、d=3 

 a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8 a9 a10 As 

s＝1 0  8 12 16  24    60 

s＝2  0 4 8 12  20    44 

s＝3(P1)   0 4 8  16    28 

s＝4(P2)   3 0 4  12    19 

s＝5(P3)   6 3 0  8    17 

s＝6   9 6 3 0 4    22 

s＝7(P4)   12 9 6  0    27 

s＝8   15 12 9  3 0   39 

s＝9   18 15 12  6  0  51 

s＝10   21 18 15  9   0 63 
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伍、研究結果 

我們列出幾個重要的研究結果，如下: 

研究一 

一、給定 n 個衛星站、n 個太空人，且這 n 個太空人都搭飛行船，若太空人向外耗能 u、向內

耗能 d，則飛行船降落在第 s 個衛星站時，這 n 個太空人移動的總耗能 

 As = u ∑ (t − s)

n

t=s+1

   +    d ∑(s − t)

s−1

t=1

 

二、給定 n 個衛星站、n 個太空人，且這 n 個太空人都搭飛行船，若太空人向外耗能 u、向內

耗能 d，則太空人移動所需總耗能最小的衛星站 s，會介於
un

u+d 
和 

un

u+d
＋1 之間， 

即
un

u+d
 ≦s≦

un

u+d
＋1。 

研究二 

三、給定 n 個衛星站、n 個太空人，但這 n 個太空人並非都要搭飛行船，若太空人向外耗能 u、

向內耗能 d，則飛行船降落在第 s 個衛星站時，這 n 個太空人移動的總耗能 

As = u ∑ (t − s)

n

t=s+1

  +  d ∑(s − t)

s−1

t=1

  −   d ∑ (s − t)

[
ds

u+d
]

t=1

  +   u ∑ t

[
ds

u+d
]

t=1

 

四、給定 n 個衛星站、n 個太空人，但這 n 個太空人並非都要搭飛行船，若太空人向外耗能 u、

向內耗能 d，當 k＝n－s，則太空人移動所需總耗能最小的衛星站 s，會介於 
u+d

u+2d
n和

 
u+d

u+2d
(n + 1)之間，即

u+d

u+2d
n ≦ s ≦

u+d

u+2d
(n + 1)。 

研究三 

五、給定 n 個衛星站、m 個太空人，這 m 個太空人都搭飛行船，且分別抵達第 P1個~第 Pm個

衛星站，若太空人向外耗能 u、向內耗能 d，則飛行船降落在第 Ps個衛星站時，這 m 個

太空人移動的總耗能 

 APs
= u ∑ (Pt − Ps)

m

t=s+1

   +    d ∑(Ps − Pt)

s−1

t=1

 

六、給定 n 個衛星站、m 個太空人，這 m 個太空人都搭飛行船，且分別抵達第 P1個~第 Pm個

衛星站，若太空人向外耗能 u、向內耗能 d，則太空人移動所需總耗能最小的衛星站為

第P
m−[

md

u+d
]
站。 
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陸、討論 

一、在研究一，我們嘗試用配方法求極值來找最小值，如下 

例九：給定 n 個衛星站、n 個太空人，且這 n 個太空人都搭飛行船，若 u＝3、d＝1，則太空

人移動所需總耗能最小的衛星站 S= ⌈
3n+2

4
⌉ 或  ⌊

3n+2

4
⌋ 。 

【說明】：由定理一知， 

                    As = 3 ∑ (t − s)

n

t=s+1

   +    ∑(s − t)

s−1

t=1

 

          ＝3 ×
(n−s)(n−s+1)

2
 +  

s(s−1)

2
＝

1

2
[3(n2－2ns + s2) + 3n − 3s + s2 − s] 

          ＝
3

2
n2－3ns +2s2 +

3

2
n − 2s＝2(s2 －

3

2
ns − s)  +

3

2
(n2 + n) 

          ＝2(s －
3n+2

4
)2  +  

3n2−4

8
，因為 s∈N，所以修正 s ＝ ⌈

3n+2

4
⌉  或 ⌊

3n+2

4
⌋ 。 

例十：給定 n 個衛星站、n 個太空人，且這 n 個太空人都搭飛行船，若太空人向外耗能 u、向

內耗能 d，則太空人移動所需總耗能最小的衛星站 S= ⌈
u+d+2un

2(u+d)
⌉ 或 ⌊

u+d+2un

2(u+d)
⌋。 

【說明】：由定理三知， 

 As = u ∑ (t − s)

n

t=s+1

   +  d ∑(s − t)

s−1

t=1

 

           ＝u ×
(n−s)(n−s+1)

2
 + d ×

s(s−1)

2
 

           ＝u ×
(n−s)2+(n−s)

2
 + d ×

s(s−1)

2
 

           ＝
1

2
[u(n2－2ns + s2 + n − s) + d × s × (s − 1)] 

           ＝
1

2
 [(u + d)s2－(u + d + 2un)s + un2 + un)] 

           ＝
u+d

2
(s－

u+d+2un

2(u+d)
)2＋

1

2
(un2 + un) −

(u+d+2un)2

8(u+d)
 

            因為 s∈N，所以修正 s ＝ ⌈
u+d+2un

2(u+d)
⌉  或 ⌊

u+d+2un

2(u+d)
⌋ 。 

二、研究一中，太空人移動所需總耗能最小的衛星站 s，會在 
un

u+d 
和 

un

u+d
＋1 之間，因為 

un

u+d 
和 

un

u+d
＋1 之間剛好相差 1，會有一個且只有一個整數解，而當

un

u+d 
是整數時， 

un

u+d
＋1 也是整數，此時第 s 個衛星站與第 s+1 個衛星站皆為太空人移動所需總耗能最小

的衛星站。 
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三、在研究二中，尋找太空人移動所需總耗能最小的衛星站時，我們發現了兩種情形，而這

兩種情形包含三種解答： 

(一)當 k＝n－s 時： 

1.太空人移動所需總耗能最小的衛星站 s，會在
u+d

u+2d
n ≦ s ≦

u+d

u+2d
(n + 1)之間，找到第 s 站

為太空人移動所需總耗能最小的衛星站。 

2.當(u＋2d)∣n，上述不等式中的
u+d

u+2d
n為整數，此時第 s 站與第 s＋1 站，同為太空人移動

所需總耗能最小的衛星站。 

(二) 當 k＝n－(s＋1)時： 

3.太空人移動所需總耗能最小的衛星站 s，會在
u+d

u+2d
(n − 1) ≦ s＜

u+d

u+2d
n之間，此時第 s 站

與第 s＋1 站，同為太空人移動所需總耗能最小的衛星站。 

(三)上述(一)、(二)兩等式的使用時機 

由給定的條件無法立即判別要使用(一)或(二)的等式，需要經過繁瑣的過程才能判別

(詳見筆記)，而(一)與(二)的等式運算結果相連，因此，我們直接用 k＝n－s，運算後修正，

找出太空人移動所需總耗能最小的衛星站 s。 

(四) k＝n－s，s 會在
u+d

u+2d
n ≦ s ≦

u+d

u+2d
(n + 1)之間，若

u+d

u+2d
n ≦ s ≦

u+d

u+2d
(n + 1)之間找不到整

數 s，則最接近
u+d

u+2d
n及

u+d

u+2d
(n + 1)的兩整數即為所求。 

(五)例如：給定 13 個衛星站、13 個太空人，這 13 個太空人並非全部都搭飛行船，若太空人

向外耗能 4、向內耗能 3，則太空人移動所需總耗能最小的衛星站為何？將第一站、第二

站、…、到第 13 站的耗能列表如表十一： 

表十一  n＝13、u＝4、d＝3 
 a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8 a9 a10 a11 a12 a13 As 

s＝1 0 4 8 12 16 20 24 28 32 36 40 44 48 312 

s＝2 3 0 4 8 12 16 20 24 28 32 36 40 44 267 

s＝3 4 3 0 4 8 12 16 20 24 28 32 36 40 227 

s＝4 4 6 3 0 4 8 12 16 20 24 28 32 36 193 

s＝5 4 8 6 3 0 4 8 12 16 20 24 28 32 165 

s＝6 4 8 9 6 3 0 4 8 12 16 20 24 28 142 

s＝7 4 8 12 9 6 3 0 4 8 12 16 20 24 126 

s＝8 4 8 12 12 9 6 3 0 4 8 12 16 20 114 

s＝9 4 8 12 15 12 9 6 3 0 4 8 12 16 109 

s＝10 4 8 12 16 15 12 9 6 3 0 4 8 12 109 

s＝11 4 8 12 16 18 15 12 9 6 3 0 4 8 115 

s＝12 4 8 12 16 20 18 15 12 9 6 3 0 4 127 

s＝13 4 8 12 16 20 21 18 15 12 9 6 3 0 144 
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(六)觀察表十一不難發現 k=n-(s+1)，將 k＝[
ds

u+d
]代入 k=n-(s+1)，得 n-(s+1)+1＞

ds

u+d
≧n-(s+1)，

計算得
u+d

u+2d
(n − 1) ≦ s＜

u+d

u+2d
n，第 s 站與第 s＋1 站同為太空人移動所需總耗能最小的

衛星站。 

(七)將表十一的數據代入不等式 

1.用 k＝n－(s＋1) ⇒ 
u+d

u+2d
(n − 1) ≦ s＜

u+d

u+2d
n代入數據得 8.4≦s＜9.1，s＝9，第 9 站與第

10 站同為太空人移動所需總耗能最小的衛星站。 

2.用 k＝n－s ⇒ 
u+d

u+2d
n ≦ s ≦

u+d

u+2d
(n + 1) 代入數據得 9.1≦s＜9.8，雖然找不到整數解，

但最靠近的兩個整數即為所求，即第 9 站與第 10 站同為太空人移動所需總耗能最小的

衛星站。詳細論述請參閱筆記。 

 

柒、未來展望 

本研究探討都以飛行船只能降落一次的情況，找出太空人移動所需總耗能最小的衛星站，

並求其總耗能，往後希望能找出飛行船降落二次、三次、⋯時的情形。 

我們有一個想法，就是將定理四推廣。當 k=n1-s1時，會有太空人移動所需總耗能最小的

衛星站(s1)，將此第 s1站當成第二個基地，而當 k=n2-s2時，會有太空人移動所需總耗能最小的

衛星站(s2)，第 s1站與第 s2站即為所求，如圖七。 
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作品海報 

【評語】080404  

本作品改編自一個貨梯停靠的耗能問題，從一個虛擬的太空

任務出發，探討最小耗能的相關問題，並進而將推進器向外、向

內的耗能及衛星站「一般化」，同時改變情境，對相關問題做更進

一步的討論。數學內容的深度雖不高，但是研究過程中，循序漸

進的解析問題，符合科學探究的精神。是一個有趣的作品！ 
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