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壹、摘要 

本作品旨在研究一道塗色問題:在一個m n 的棋盤中對任意格子塗上黑色，相鄰方格(有共同

邊)不同時塗色的所有方法數。過程中，我們運用二維的城堡多項式的概念來進行研究。首先，

我們推出1 n 、2 n 單色及1 n 多色的方法數及公式。再來，我們嘗試估計m n 單色及多色

著色方法數的上界及下界。接著，我們針對它的一些性質做討論。最後，我們用程式跑出答

案，並印證我們的推論。 

 

貳、研究動機 

  我們在做數奧歷屆試題時，寫到了一題:有一個2 7 的方格(如下圖)，將方格編號 1~14，在

方格中選取若干格子塗成黑色(也可以全不選)，使得兩個黑色的格子都不共邊的方法數。(2015 

APMO 初選考題第四題) 

 

當時我們解法為: 

設
2

2

n

n

a n

b n

 

 為 塗好後，最後一行為兩白的方法數

為 塗好後，最後一行為一黑一白的方法數
 

得到
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所求為
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7

1 2 1 239
   = 239 338 577

2 1 1 338

a
a b a b

b

        
+  =  + = + =        

        
 

我們曾嘗試用矩陣進行研究，希望能將其對角化解出通式，然而在過程中，電腦在計算反矩

陣的步驟因計算不夠精密而導致出現過大的誤差。因此我們使用城堡多項式的方法，比起矩

陣，它的好處是我們可以從它的 kx 項係數得知在棋盤中將 k 格塗色的方法數，能提供我們更

多資訊。 

 

 

1 2 3 4 5 6 7

8 9 10 11 12 13 14
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參、研究目的 

利用城堡多項式解決上述問題，並嘗試將其推廣到在m n 格、可塗多種顏色，並對其某些性

質進行討論。 

肆、研究設備及器材 

筆電(Word、Excel、Geogebra 3D 計算機、Repl.it Python2.7.Numpy)、紙、筆 

伍、研究過程及方法 

一、二維城堡多項式介紹 

(一)放法規則 

1 在m n 個方格的棋盤上，每一行及每一列中都至多只有一個方格被放置棋子。 

  正確放法之一     錯誤放法之一 

2.若我們的放置位置是有限制的，如以下僅白色的方格能被選中，且須符合規則 1. 

     正確放法之一   錯誤放法之一 

(二)城堡多項式(rook polynomial) 

對於一棋盤 B ，我們根據它的限制格位置給予每一個棋盤一個多項式，記為

( ) 0 1

0 1, ... k

kR x B x x x  = + + + ，其中 p 為在 B 上選取 p 格，且每行、每列至多只選一格的總

方法數， x代1所得到的即為總方法數。若棋盤 1B 能經過行列互換得到棋盤 2B ，則 1 2B B、 等價

(行列互換不影響方法數)，其城堡多項式相同。若 sB 可分為 i jB B、 兩個棋盤，且兩者的可放置

格彼此不在同一行、同一列上，則 ( ) ( ) ( ), , ,s i jR x B R x B R x B=  。 

      
sB          

iB          jB  
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(三)降階公式 

 

 

 

我們對 S 格進行討論，我們可以分為「沒選 S 」跟「有選 S 」這兩類來探討。若沒選 S，同行、

同列的格子不會受到影響(如圖 1C );若有選 S，同行、同列的格子會受到影響(如圖 2C X Y， 、 為

被 S 影響而無法被選中的格子)。由加法原理，將「沒選 S 」跟「有選 S 」兩者的方法數相加

可以得出這條公式。計算棋盤的城堡多項式時，此公式可以協助我們計算。 

               

            C                       1C                       2C  

 

二、拓展至三維的城堡多項式 

  二維中，m n (令m n )棋盤的限制條件為每一行、每一列都最多只能有一格被選，所以最

多會選n格；在三維m n h  (令m n h  )的立方體棋盤中，每個單位由原本平面的方格改成

立體的方塊，限制條件定為每一個垂直 , ,x y z軸的平面上，最多只能有一塊被選中，所以最多

會選 h格。而三維的降階公式也和二維的類似，當被進行降階的方塊「被選中」時，不能再

被選中的方塊為和其同平面的其他方塊。 

 

 

 

 

 

 

 

 S  S  Y

 X

對於棋盤C 與C 上一格可塗色之格子 S : 

      ( ) ( ) ( )1 2, , ,R x C R x C xR x C= +  

                (其中
1C 為C 去除選定 S 不塗色的棋盤，而

2C 為C 選定 S 塗色的棋盤) 
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三、1 n 的單色方格(二維解法) 

 

 

 

我們依條件規定做出1 n 的棋盤
123...n

B  

                                                                    

 

               

 

 

 

 

當1被選擇時， 2 不能再被選；而 2 被選時，1,3均不能再被選中，因此符合條件接著對1使用

降階公式:當1沒被選中時，得到的圖為
234...n

B ;當1有被選中時，得到的圖為
345...n

B ，因此我們

得到:
234... 345...

( , ) ( , ) ( , )n n n
R x B R x B xR x B= + ，發現其為費式數列的遞迴式。 

解上式的特徵方程式:  

2

1 2123...

1 2 10

1 21
2

123...

1 1 4

2

1 1 4 1 1 4
( , ) ( ) ( )

2 2

1 2 1 4
1 ( , )

2 1 4
        1 1 4 1 1 4

1 ( , ) ( ) ( ) -1- 2 1 4
2 2

2 1 4

1 2 1 4
( , ) (

2 1 4

n n

n

n

x
k k x k

x x
R x B C C

x x
R x B C C C

x
x x

x R x B C C x x
C

x

x x
R x B

x

 +
= +  =

+ + − +
 = +

 + + +
= = + = 

+ 
 + + − +

+ = = + + + 
=  +

 + + +
 =   + 

1 1 4 -1- 2 1 4 1 1 4
) ( )

2 22 1 4

n nx x x x

x

 + + + + − +
+   + 

 

將 1x = 代入: 

123...

3 5 1 5 -3 5 1- 5
(1, )

2 22 5 2 5

n n

n
R B

   + + +
= +      

   
 

2 2

1 1 5 1- 5

2 25

n n+ +    +
 = −           

 

所求的方法數即此多項式的係數和(
0 1 2 ... na a a a+ + + + )，其為費氏數列的一般項。 

1 2 3 ……  n-1   n

THEOREM 1:                                            

  
123...

1 2 1 4 1 1 4 -1- 2 1 4 1 1 4
( , ) ( ) ( )

2 22 1 4 2 1 4

n n

n

x x x x x x
R x B

x x

   + + + + + + + − +
= +      + +   

 

                             其中n是正整數，而
123...

( , )
n

R x B 是1 n 城堡多項式 

n

n-2 n-1

n-4 n-3

n-5

5 6

3 4

1 2
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▲上表為程式跑出之結果( 1 15n =  )，縱軸為1 n 所要代入的n，橫軸為城堡多項式 x的次方，

表中數字代表各項係數，最後一行為總方法數。 

四、1 n 多色方格(三維解法) 

 

 

 

接著我們將1 n 推廣到多色。多

色的限制條件為相鄰兩方格不

能被同一色選中，但允許被不

同色選中。先以1 5 的方格塗上

三個顏色(可以都不塗)為例，且

同色兩兩互不相鄰。我們利用

「相鄰兩方格不能塗同色」的

條件畫出其立體圖。我們的定

法是:當綠1被選擇時，1號方格塗上綠色，而此時藍1和紅1因和綠1同平面，因此不能再被選

中，故每一格至多只會被塗上一色。而相鄰方格不同色的部分，則是將原本平面的圖拉成立

體，使其符合三維城堡多項式的條件。         

 

THEOREM 2:      

  ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2
1 1 1 1

, 1, ,

1

( , ) , 1 , -1 1 1
n

k n nk

n n n k

k

R x O R x O x R x O x x      
−
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− −

=

= + − + + −    
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其平面示意圖如下: 

                                                                                                            

我們定義符號: ,nO  為「1 n 的方格內塗種顏色的方法數」的立體圖，如上圖為 5,3O  

而若某色少了某些方格，我們定義“ , p ,q p ,q p ,q...
i ji j s s

n cO c c c− ”為 ,n cO 扣去其第
ip 色第

iq 格、第

jp 色第 jq 格…第
sp 色第

sq 格 (意即第
kq 格不可被選為

kp 色)。例如 5,3 ,1O c− 綠 的圖形如下:  

 

5,3 ,1 ,2 ,1O c c c− 綠 綠 藍                            5,3 ,1 ,1 ,1O c c c− 綠 藍 紅  
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首先: 

( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

,

, ,1 1, ,1

, ,1 ,1 1, ,1 1, ,1

, ,1 ,1 ,1 1, ,1 1, ,1 1, ,1

, -1 1, ,1 1, ,

,

, ,

, , ,

, , , ,

, , ,

n

n a n a

n a b n a n b

n a b n a n b n

n n a n b

R x O

R x O c xR x O c

R x O c c xR x O c xR x O c

R x O c c c xR x O c xR x O c xR x O c

R x O x R x O c R x O c



 

  

     

  

−

− −

− − −

− −

= − + −

= − + − + −

= = − + − + − + + −

= + − + −( ) ( )1 1, ,1, nR x O c −
 + + − ─①

 

其中 ( )1, ,1, n aR x O c− − 、 ( )1, ,1, n bR x O c− − 、...、 ( )1, ,1, nR x O c − − 的圖形皆相同，僅缺去的顏色

不同，並不影響方法數，故 ( ) ( ) ( )2, ,1 2, ,1 2, ,1, , ... ,n a n b nR x O c R x O c R x O c   − − −− = − = = − 。 

因此，①可化簡成: ( ) ( ) ( ), -1, 1, ,1, , ,n n n aR x O R x O xR x O c   −= + − 。 

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1, ,1

1, ,1 ,1 2, ,1 1, ,1

1, ,1 ,1 ,1 2, ,1 2, ,1 1, ,1 ,1
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O



  

   

−

− − −

− − − −

−

= − + − −

= − + − + − −

=

而

對 色第 塊降階

對 色第 塊降階

反覆執行此動作直到出現( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )
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, 1 ,     

              , , ... ,
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2
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,

, ,

, , 1 ,

, , 1 ,

n
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R x O
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因此

 

再對底線部分進行拆解(方法同 ( )1, ,1, n aR x O c− − ): 

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

( )( )

,

2

1, 2, 2, ,1

22 3

1, 2, 3, 3, ,1

2

1, 2, 3,

2 1 2

1 2 ,

,

, , 1 ,

, , 1 , 1 ,

  ( )

, , 1 ,

  1 ,

n

n n n a

n n n n a

n n n

n n

n n

R x O

R x O xR x O x R x O c

R x O xR x O x R x O x R x O c

R x O xR x O x R x O

x R x O



  

   

  



  

    

  

   

− − −

− − − −

− − −

− − −

− − −

= + + − −

= + + − + − −

=

= + + −

+ + − + −

一直對最後一行降階

( )
( ) ( )

( )( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 1 1

,11 ,

2
1 1 1 1

1, ,

1

1 ,

, 1 , 1 1 1

n n

an n

n
k n nk

n n k

k

x R x O c

R x O x R x O x x



     

− − −

− −

−
− − − −

− −

=

−

= + − + − + −  
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五、2 n 單色方格(三維解法) 

 

 

 

我們將2 n 單色的方格依相鄰兩格不能同時被選中之規定畫出其立體圖，發現其和1 n 雙色

的立體圖相同，因此我們可以得知「1 n 雙色的方法數等於2 n 單色的方法數」        

  

 

其平面示意圖如下: 

 

 

 

 

 

直接引用上方1 n 多色方格的遞迴式，將 2 = 代入:  

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2
1 1 1 1

, 1,2 ,2

1

2
1

1,2 ,2

1

( , ) , 2 2 1 , 2 2 -1 1 2 1

               , 2 , 2 1

n
k n nk

n n n k

k

n
nk

n n k

k

R x O R x O x R x O x x

R x O x R x O x x



−
− − − −

− −

=

−
−

− −

=

= + − + + −  

= + + +




 

即得「在2 n 的方格中塗色方法數」的遞迴式。 

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

THEOREM 3: 

( ) ( ) ( ) ( )
2

1

,2 1,2 ,2

1

( , ) , 2 , 2 1
n

nk

n n n k

k

R x O R x O x R x O x x
−

−

− −

=

= + + +  

 
 

1 
2 

3 

4 

5 

1 
2 

3 

4 

5 

1 

2 
3 

5 
4 

6 

7 
8 

10 
9 

1 2 3 4 5

6 7 8 9 10
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▲上表為程式跑出之結果( 1 15n =  )，縱軸為2 n 所要代入的n，橫軸為城堡多項式 x的次方，

表中數字代表各項係數，最後一行為總方法數。 

 

六、分拆公式 

首先，我們首先以3 n 單色為例，我們定義 , ,km nB 為一 ( )1m n + 的棋盤上，最旁邊那排為第 k

種選法所生成的m n 棋盤，並定義 , ,m n kw 為 , ,m n kB 總方法數。特別地，第0 種為全部都不選的

情況，其導致m n 棋盤的最左方仍為完整的，意即 , ,0m nw 為m n 棋盤的方法數。而我們定義

,0, 1m kw = 。我們在下方推導出一個公式，此公式將有助於我們接續進行討論。 

 

 

 

其原理是對m n 棋盤上某一排的所有塗法進行討論，以下以3 6 為例，我們對第三列的所有

選法進行討論，有以下五種: 

                ( ) ( )3,2,0 3,3,0   , ,R x B R x B  

                ( ) ( )3,2,1 3,3,1, ,R x B R x B  

                ( ) ( )3,2,2 3,3,2, ,R x B R x B  

THEOREM 4: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ,0 , ,0 , ,1 , ,1 , , , , , 1,0, , , , ... , , ,m a m b m a m b m a t m b t m a bR x B R x B R x B R x B R x B R x B R x B + ++ + + =  

                                              最旁邊那排有 1t + 種塗法(含第 0 種) 
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                ( ) ( )3,2,3 3,3,3, ,R x B R x B  

                ( ) ( )3,2,4 3,3,4, ,R x B R x B  

將右方五條相加即為 ( )3,6,0,R x B 。 

運用上述的想法，我們可以得到 THEOREM 4 。特別地，當選定的列為最左(或最右)方那列時，

上述公式會變為: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

,0,0 , ,0 ,0,1 , ,1 ,0, , ,

, ,0 , ,1 , , , 1,0

, , , , , ,

, , , ,

m m a m m a m t m a t

m a m a m a t m a

R x B R x B R x B R x B R x B R x B

R x B R x B R x B R x B +

 +  + + 

= + + + =
 

因
, ,m a kw 代表 , ,m a kB 的方法數，即 ( ), , , ,,m a k m a kw R x B= 故 1x = 代入可得: 

, ,0 , ,0 , ,1 , ,1 , , , , , 1,0m a m b m a m b m a n t m b t m a bw w w w w w w+ + ++ + + =  

,0,0 , ,0 ,0,1 , ,1 ,0, , , , ,0 , ,1 , , , 1,0m m a m m a m t m a t m a m a m a t m aw w w w w w w w w w ++ + + = + + + =  

我們將在後面運用這幾條公式進行討論。 

 

七、m n 單色及多色方格 

以下以3 6 為例 

   3,6,0B    

先對第一行用 THEOREM 4: 

 

以下為第一行所有可能選取(黑色為選取的格子，白色為不選的)的方法: 

 3,5,1B   3,5,2B   3,5,3B  
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 3,5,4B   3,5,0B  

我們得到 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3,6,0 3,5,0 3,5,1 3,5,2 3,5,3 3,5,4, , , , , ,R x B R x B R x B R x B R x B R x B= + + + + 。我們可以藉由

THEOREM 4 得到遞迴式:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3,n,0 3,n 1,0 3,n 1,1 3,n 1,2 3,n 1,3 3,n 1,4, , , , , ,R x B R x B R x B R x B R x B R x B− − − − −= + + + + 對所有 1n 

成立。同樣地，我們再分別對 3, ,1 3, ,2 3, ,3 3, ,4n n n nB B B B、 、 、 使用 THEOREM 4，得到如下的遞迴方

程組: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

3,n,0 3,n 1,0 3,n 1,1 3,n 1,2 3,n 1,3 3,n 1,4

3,n,1 3,n 1,0 3,n 1,2 3,n 1,3

3,n,2 3,n 1,0 3,n 1,1 3,n 1,3 3,n 1,4

3,n,3 3,n 1,0 3,n

, , , , , ,

, , , ,

, , , , ,

, , ,

R x B R x B R x B R x B R x B R x B

R x B R x B R x B R x B

R x B R x B R x B R x B R x B

R x B R x B R x B

− − − − −

− − −

− − − −

−

= + + + +

= + +

= + + +

= + ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1,1 3,n 1,2

3,n,4 3,n 1,0 3,n 1,2

,

, , ,

R x B

R x B R x B R x B

− −

− −








+


= +

 

最後，我們運用程式協助我們計算，跑出結果。 

 

▲上表為程式跑出之結果( 1 10n =  )，縱軸為1 n 所要代入的n，橫軸為城堡多項式 x的次方，

表中數字代表各項係數，最後一行為總方法數。 
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接著進入多色的部分，想法和單色大致相同，我們先延伸我們的定義， , ,k , ,

c c

m n m n kB w、 的上標 c

為顏色數。 

我們以2 n 三色為例: 

3

2,6,0B   3

2,5,0B  

3

2,5,1B   3

2,5,2B   3

2,5,3B   

3

2,5,4B   3

2,5,5B   3

2,5,6B

3

2,5,7B   3

2,5,8B   3

2,5,9B  

3

2,5,10B   3

2,5,11B  3

2,5,12B  

3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3

2,6,0 2,5,0 2,5,1 2,5,2 2,5,3 2,5,4 2,5,5 2,5,6 2,5,7 2,5,8 2,5,9 2,5,10 2,5,11 2,5,12

3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3

2,6,1 2,5,0 2,5,2 2,5,3 2,5,4 2,5,5 2,5,6 2,5,9 2,5,10 2,5,11 2,

B B B B B B B B B B B B B B

B B B B B B B B B B B

= + + + + + + + + + + + +

= + + + + + + + + + 5,12

3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3

2,6,2 2,5,0 2,5,1 2,5,3 2,5,4 2,5,5 2,5,6 2,5,7 2,5,8 2,5,11 2,5,12

3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3

2,6,3 2,5,0 2,5,1 2,5,2 2,5,4 2,5,5 2,5,6 2,5,7 2,5,8 2,5,9 2,5,10

3 3 3

2,6,4 2,5,0 2

B B B B B B B B B B B

B B B B B B B B B B B

B B B

= + + + + + + + + +

= + + + + + + + + +

= + 3 3 3 3 3 3 3 3

,5,1 2,5,2 2,5,3 2,5,5 2,5,6 2,5,7 2,5,8 2,5,10 2,5,12

3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3

2,6,5 2,5,0 2,5,1 2,5,2 2,5,3 2,5,4 2,5,6 2,5,8 2,5,9 2,5,10 2,5,11

3 3 3 3 3

2,6,6 2,5,0 2,5,1 2,5,2 2,5,3

B B B B B B B B

B B B B B B B B B B B

B B B B B B

+ + + + + + + +

= + + + + + + + + +

= + + + + 3 3 3 3 3 3

2,5,4 2,5,5 2,5,7 2,5,9 2,5,11 2,5,12

3 3 3 3 3 3 3 3 3

2,6,7 2,5,0 2,5,2 2,5,3 2,5,4 2,5,6 2,5,9 2,5,10 2,5,11

3 3 3 3 3 3 3 3 3

2,6,8 2,5,0 2,5,2 2,5,3 2,5,4 2,5,5 2,5,9 2,5,11 2,5,12

3

2,6,

B B B B B

B B B B B B B B B

B B B B B B B B B

B

+ + + + +

= + + + + + + +

= + + + + + + +

3 3 3 3 3 3 3 3

9 2,5,0 2,5,1 2,5,3 2,5,5 2,5,6 2,5,7 2,5,8 2,5,12

3 3 3 3 3 3 3 3 3

2,6,10 2,5,0 2,5,1 2,5,3 2,5,4 2,5,5 2,5,7 2,5,11 2,5,12

3 3 3 3 3 3 3 3

2,6,11 2,5,0 2,5,1 2,5,2 2,5,5 2,5,6 2,5,7 2

B B B B B B B B

B B B B B B B B B

B B B B B B B B

= + + + + + + +

= + + + + + + +

= + + + + + + 3

,5,8 2,5,10

3 3 3 3 3 3 3 3 3

2,6,12 2,5,0 2,5,1 2,5,2 2,5,4 2,5,6 2,5,8 2,5,9 2,5,10

B

B B B B B B B B B






















+


= + + + + + + +  

最後一樣用程式協助我們跑出答案，.下方為我們程式的流程圖，程式碼附在附錄。 
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八、討論上下界 

(一)奇數下界: 

 

2

,2 2,0

2

, ,0 , 1,0 , ,1 , 1,1 , , , 1,

2 2 2 2 2 2

, ,0 , ,1 , , , 1,0 , 1,1 , 1,

,2 1,0 ,2 3,0

( ...... )

( ...... ) ( ...... )

m n

m n m n m n m n m n x m n x

m n m n m n x m n m n m n x

m n m n

w

w w w w w w

w w w w w w

w w

+

+ + +

+ + +

+ +

= + + +

 + + + + + +

= 

( )2

,2 2,0 ,2 1,0 ,2 3,0( ) ( )m n m n m nw w w+ + + 

2

,2 2,0

,2 3,0

,2 1,0

( )

( )

m n

m n

m n

w
w

w

+

+

+

   

THEOREM 5: 
2

,2 2,0

,2 3,0

,2 1,0

( )

( )

m n

m n

m n

w
w

w

+

+

+

 ，即
,2 3,0 ,2 2,0

,2 2,0 ,2 1,0

>
m n m n

m n m n

w w

w w

+ +

+ +

 

 
 

 

(柯西不等式) 
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我們以
2

,2 2,0

,2 1,0

( )

( )

m n

m n

w

w

+

+

，來估計 ,2 3,0m nw + 的下界。 

 

 

(E 為科學記號) 

我們發現其誤差變化折線十分相近，我們將在後方有更多的討論。. 

(二)奇數上界: 

 

我們分析圖形並推導出一組公式，得到誤差小的估計值。首先將一塊m n 的棋盤拆分成兩塊

分別為 2m 、 ( )2m n − 的棋盤，其方法數分別為 ,2,0mw 、 , 2,0m nw − ，顯然的 ,2,0mw , 2,0m nw − , ,0m nw  

(令紅線部分為可不遵守相鄰兩格不能都塗之規則，則下圖一的方法數會較圖二多出原本不符

合規則的塗法，因此 ,2,0mw , 2,0m nw − , ,0m nw 。) 

 

     圖一: ,2,0mw , 2,0m nw −  

THEOREM 6:                                               
1

2 2
, ,0 ,2,0 , 2,0 , 1,0 ,1,0 ,1,0 ,2,0 , 4,0

1
( ) 2 ( )

2

m

m n m m n m n m m m m n

m
w w w w w w w w

−

− − −

−
 − − − −     

 
 

2 n 

m 
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 圖二: , ,0m nw  

不過上述左式的方法數遠大於右式，為了減少誤差值，我們要扣掉多出的方法數: 

對 ,2,0 , 2,0m m nw w − 及 , ,0m nw 的第二、三列用 Theorem 4。考慮到圖二紅線左右兩列的方法數皆為 ,1,0mw 。

這兩行所有可能塗法 ( )2

,1,0 ,1,0 ,1,0m m mw w w =有 項 減去合乎規定的所有方法 ( ),2,0mw有 項 即為不合

格的塗法 ( )2

,1,0 ,2,0m mw w−有 項  

   

然後我們發現這些不合規定的方法中，含左右兩列塗法完全相同的 ,1,0mw 項有精確的算法，故

我們將其提出另外討論，其方法數為: 

,1,0 , 3,0 ,1,1 , 3,1 ,1, , 3, , 1,0...m m n m m n m k m n k m nw w w w w w w− − − −+ + + =   

此時不合規定的方法剩下 2

,1,0 ,2,0 ,1,0( )m m mw w w− − : 

上述兩列不合規定的所有方法當中，其相鄰行都會受其影響，如下圖:第一列的方法數受到第

二列影響，第四列(含)以後的方法數受到第三列影響 

 

1 2  3  4  ...  ... 

因此我們考慮此兩列(第二列及第三列)的放法: 

若將這些項分別進行討論，將會使討論變的複雜且不易計算，因此我們將其全部代換成一個

極小值(設那兩列左方 1m 的部分的方法數的極小值為a，右方 ( )3m n − 的部分的極小值為

b，可列出: ( )2

, ,0 ,2,0 , 2,0 , 1,0 ,1,0 ,1,0 ,2,0m n m m n m n m m mw w w w ab w w w− − − − − − )，以利我們計算。先討論a。

我們發現當m為奇數時，將紅線左方那一行第一格塗色、第二格不塗、   、第m格塗色(即

黑白相間)，此種塗法會使得其對應圖形的方法數最少 ( )
1

22
m

a
−

= : 

                  

 

n 2 

m 
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                其對應圖形: 

              

可得: ( )
1

22
, ,0 ,2,0 , 2,0 , 1,0 ,1,0 ,1,0 ,2,02

m

m n m m n m n m m mw w w w b w w w
−

− − − − − −  

同樣的，將紅線右方那一行第一格塗色、第二格不塗、   、第m格塗色(即黑白相間)，此種

塗法會使得其對應圖形的方法數最少(即為所求b ) 

接著我們推導b 的估計值:先以 5m = 的其中一種圖形說明等式 (下方算式中之圖形代表其方

法數，同樣白色為必不塗，灰色為可塗可不塗): 

                 

接著推廣到m為任一奇數: 

                 

                   

 

 

                  

    將上述所有式子相加，可得:  

= 
S 

(此算式為對此圖形降階等號右方分別

為不塗 S 及要塗 S 之圖形) 

+ 

= 

+ 

 

= 

+ 
1

1
2

m−
− 項 

= + 
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經由降階公式可得: 

( )A ( )B ( )C  

( )D ( )E ( )F  

其中定義 ( ) ( )A F 分別為其圖形之方法數: 

顯然的: ( ) ( )E B 、 ( ) ( )F C  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )D E F B C A = +  + =   

故①式中等號右方共有
1 1

1 1
2 2

m m− − 
− + = 

 
個圖形，且每個圖形皆 ( )A 。 

 k =  ① ( )
1

2

m
A

− 
  
 

  

且 ( )A 為在 ( )4m n − 棋盤中塗色的方法數 , 4,0m nw −= , 4,0

1

2
m n

m
b w −

−
     

因此可得: 

( )
1

22
, ,0 ,2,0 , 2,0 , 1,0 ,1,0 ,1,0 ,2,0

1

22
,2,0 , 2,0 , 1,0 , 4,0 ,1,0 ,1,0 ,2,0

2

1
         2 ( ) ( )

2

m

m n m m n m n m m m

m

m m n m n m n m m m

w w w w b w w w

m
w w w w w w w

−

− −

−

− − −

 − − − −

−
 − −    − −

 

(三)偶數上界: 

 

 

 

= 

= + + + + 

+ 

= + 

──① 

THEOREM 7: 

( )
4

2 2
, ,0 ,2,0 , 2,0 , 1,0 ,1,0 ,1,0 ,2,0 , 4,02 3

2

m

m n m m n m n m m m m n

m
w w w w w w w w

−

− − −

 
 − − − −     
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偶數推法跟奇數相同: 設那兩列左方 1m 的部分的方法數的極小值為 c，右方 ( )3m n − 的部

分的極小值為 d，可列出: ( )2

, ,0 ,2,0 , 2,0 , 1,0 ,1,0 ,1,0 ,2,0m n m m n m n m m mw w w w cd w w w− − − − − − 。將紅線左方

那一行第一格塗色、第二格不塗、   、第 -3m 格塗色、第 - 2m 格不塗、第 -1m 格不塗、第

m格塗色，此種塗法會使得其對應圖形的方法數最少 ( )
4

22 3
m

c
−

=  : 

               其對應圖形 

             

同樣的，將紅線右方那一行第一格塗色、第二格不塗、   、第 -3m 格塗色、第 - 2m 格不塗、

第 -1m 格不塗、第m格塗色，此種塗法會使得其對應圖形的方法數最少(即為所求 d ): 

              

              

                  

           

將上述所有式子相加，可得: 

1
2

m
− 項 

= 

+ = 

+ 

= + 



19 
 

O

O
O

B

A
O

B

B

O
O

B

A
O

B

                     

故②式中等號右方共有 1 1
2 2

m m 
− + = 

 
個圖形，且每個圖形皆

, 4,0m nw − 。 

 d =  ②
, 4,0

2
m n

m
w −

 
  
 

 

因此可推得:     

( )

( )

2

, ,0 ,2,0 , 2,0 , 1,0 ,1,0 ,1,0 ,2,0

4

2 2
,2,0 , 2,0 , 1,0 ,1,0 ,1,0 ,2,0 , 4,0         2 3

2

m n m m n m n m m m

m

m m n m n m m m m n

w w w w cd w w w

m
w w w w w w w

− −

−

− − −

 − − − −

 
 − − − −     

 

(四)雙色上界: 

     

 

其推法與奇偶數上界相同，同樣的只有那兩列左右兩部分的最小值不同。設左方 1m 的部分

的方法數的極小值為 e，右方 ( )3m n − 的部分的極小值為 f ，可列出: 

( )2

, ,0 ,2,0 , 2,0 , 1,0 ,1,0 ,1,0 ,2,0m n m m n m n m m mw w w w ef w w w− − − − − − :當紅線左方那一 

行第一格塗 A色、第二格塗 B 色、第三格塗 A 色、   時，此種塗法 

會使得其對應圖形的方法數最少 ( )2me = ，解釋如下: 

紅線左方那一行之圖形:    其對應之圖形: 

                    (①、②、   如右圖) 

如果紅線左方那一行之塗法為 A、B 色相間，則其對應圖形之方法如右上圖:若第一格塗 A 色，

其對應之可能塗法為不塗(令為 0)或塗 B 色(令為 B )兩種。接著第二格塗 B 色，若第一格對應

之塗法為 0，第二格對應之可能塗法為 0 或 A 兩種；若第一格對應之塗法為 0，第二格對應之

THEOREM 8:                                             

( )2

, ,0 ,2,0 , 2,0 , 1,0 ,1,0 ,1,0 ,2,0 , 4,0( ) 2 1m

m n m m n m n m m m m nw w w w w w w m w− − − − − − −   +   

 
 

 

... ... 

① ③ ② ... ... 

──② 

= + + + + 
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可能塗法為 0 或 A兩種。以此類推:第一格之對應圖形有兩種塗法，且其中每個塗法在下一格

都恰有兩種塗法，可得 2me = 。 

接著探討 f :同樣的當紅線右方那一行第一格塗 A色、第二格塗 B 色、第三格塗 A 色、   時，

此種塗法會使得其對應圖形的方法數最少。同奇數上界推法，可得 ( )1f m= + 。將 e、 f 代入: 

  ( )2

, ,0 ,2,0 , 2,0 , 1,0 ,1,0 ,1,0 ,2,0 , 4,0( ) 2 1m

m n m m n m n m m m m nw w w w w w w m w− − − − − − −   +   

 

(五)三色上界: 

 

 

 

同樣只有那兩列左右兩部分的最小值不同。設左方 1m 的部分的方法數的極小值為 g ，右方

( )3m n − 的部分的極小值為 h，可列出: ( )2

, ,0 ,2,0 , 2,0 , 1,0 ,1,0 ,1,0 ,2,0m n m m n m n m m mw w w w gh w w w− − − − − −  

。先討論 g :首先定義符號，
mA 、

mB 、
mC 分別為在其對應圖形 ( )1m 中，第m格規定塗 A 色、

B 色、C 色的方法數，
mX 為第m格規定不塗的方法數。其中:

1 1 1 1 1A B C X= = = = 、

2 1 1 1 2 23A B C X B C= + + = = = 、
2 1 1 1 1 4X A B C X= + + + = 、   以此類推，可知

k k kA B C= = ；

且依序為費氏數列的第二項、第三項、   ， 2 1f = 、
3 2f = 、

4 3f = 、   以此類推。令紅線

左方第m格塗 A色、第 -1m 格塗 B 色，其列式如下: 

  
( ) ( ) ( )

( )

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 4 1 4 1 3 1                      3 3 2

m m m m m m m m m m m

m m m m m m

X B C X A C X A C X A

X A C f X f A f C

− − − − − − − −

− − − − − −

+ + = + + + + + + +

= + + = + +
 

接下來討論第三格: 

若塗 A : ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 23 3 2 8 8 6m m m m m m m m m m mX B C X B C X B X B C− − − − − − − − − − −= + + + + + + + = + +①  

若塗C : ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 23 3 2 8 5 8m m m m m m m m m m mX A B X B X A B X A B− − − − − − − − − − −= + + + + + + + = + +①  

塗 A色的方法數會大於塗C 色。為求出其對應圖形之方法數之極小值，故選擇塗法數較少

的C 色。 

(上方證明可沿用至下方，塗的顏色選擇塗法數較少的，故可得當紅線左方那一行為 A 、 B 、

C 、 A、 B 、C 、   依序塗時，其對應圖形之方法數會最少)接著繼續向下推導: 

───① 

THEOREM 9:                                             

       ( )2

, ,0 ,2,0 , 2,0 , 1,0 ,1,0 ,1,0 ,2,0 2 2( ) 2 1m

m n m m n m n m m m mw w w w w w w m f− − + − − − −   +   

                                                    (其中
if 為費氏數列的第 i 項) 

 
 

 



21 
 

( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2 6 2 6 2 5 2

6 6 5 3 6 6 5 3 6 5 3 8 3 8 3 7 3

2 2 2 2 2 1

2 1 2 1 2 1 1 2 2 2 1 2 2

8 5 8

    

    

     ' '

m m m m m m

m m m m m m

k m k k m k k m k

m m m m m m m

X A B f X f B f A

f f f X f f f C f f B f X f C f B

f X f I f J

f X f I f J f f f f

− − − − − −

− − − − − −

+ − + − + −

− − +

= + + = + +

= + + + + + + + = + +

= = + +

= = + + = + + =

①

 

其中 I 、 J 為在對應圖形第 ( )m k− 格中，可能塗的兩種顏色，由 ( )m k− 除以 3 的餘數來判斷:

當 ( )mod3m k m−  時，紅線右方的第 ( )m k− 格塗 A 色其對應塗法可為塗 B、塗C 或不塗，再

由上方推導可知此時
m kC −

的係數會大於
m kB −

的係數，故可知 I C= 、 J B= 。同理可知當

( )-1 mod 3m k m−  : I A= 、 J C= ； ( )- 2 mod3m k m−  : I B= 、 J A= 。 'I 、 'J 亦同理。 

接著探討 h :同樣的當紅線右方那一行第一格塗 A色、第二格塗 B 色、第三格塗C 色、第三格

塗 A色、   時，此種塗法會使得其對應圖形的方法數最少。同雙色上界推法，可得 1h m= +  。 

將 g 、 h代入即可得: ( )2

, ,0 ,2,0 , 2,0 , 1,0 ,1,0 ,1,0 ,2,0 2 2( ) 2 1m

m n m m n m n m m m mw w w w w w w m f− − + − − − −   +   

(六)偶數下界 

 

 

 

 

 

( ) ( )

( )

,2 2,0 ,n,0 , 1,0 ,n,0 , 1,0 ,n,0 , 1,0

,n,0 , 1,0 ,n,1 , 1,1

,n,0 , 1,0 ,n,1 , 1,1

,n,0 , 1,0 ,n,1 , 1,1

,n,k

,n,k , 1,k

...

             = + + + + ...
+ +

            +

m n m m n m m n m m n

m m n m m n

m m n m m n

m m n m m n

m

m m n

w w w w w w w

w w w w
w w w w

w w w w

w
w w

+ + + +

+ +

+ +

+ +

+

= + + +

+

( ) ( )

( )

, 1,k

,n,k , 1,k

,n,min , 1,min ,n,min , 1,min

,n,0 , 1,0 ,n,1 , 1,1

,n,min , 1,min ,n,min , 1,min

,n,min , 1,min

,n,k , 1,k

,n,min

+

             > + + ...
+ +

            +

m n

m m n

m m n m m n

m m n m m n

m m n m m n

m m n

m m n

m

w

w w

w w w w
w w w w

w w w w

w w
w w

w

+

+

+ +

+ +

+ +

+

+

+ +

+

( )

( )

, 1,min

,n,min , 1,min

,n,0 ,n,1 ,n,k , 1,0 , 1,1 , 1,k

,n,min , 1,min

,n +1,0 , 2,0

,n,min , 1,min

+

             = + +... ...
+

1
             = +

1 1
+

m n

m m n

m m m m n m n m n

m m n

m m n

m m n

w

w w
w w w w w w

w w

w w

w w

+

+

+ + +

+

+

+

+ + + + +

 
 
 
 
 
 

 

THEOREM 10:                                             

( ),2 2,0 , 1,0 , 2,0

, 1,0 , ,0

2
 

1 1m n m n m n

m n m n

m

w w w

w w

+ + +

−

  
  

   +
 +
 
 

 

                                                          (其中  為高斯符號) 
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其中 a,b,minw 為 a,b,0 a,b,1 a,b,... tw w w、 、 中最小的一個，而接著我們將對m的奇偶性進行討論，我們

將利用討論上界時所使用的不等式(奇數:
1

2

m
b

−
= ，偶數

2

m
d = )。當m為奇數時: 

     

( )

( )

( )

,2 2,0 ,n +1,0 , 2,0

,n,min , 1,min

,n +1,0 , 2,0

, 1,0 , ,0

,n +1,0 , 2,0

,

1
 > +

1 1
+

             

1
            +

1 1
+

1 1

2 2

             

1

2            +
1

m n m m n

m m n

m m n

m n m n

m m n

m n

w w w

w w

w w

m m
w w

m

w w

w

+ +

+

+

−

+

−

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 =
 
 − −
 
 

−

=

1,0 , ,0

1
+

m nw

 
 
 
 
 
   

當m為偶數時: 

 

( )

( )

( )

,2 2,0 ,n +1,0 , 2,0

,n,min , 1,min

,n +1,0 , 2,0

, 1,0 , ,0

,n +1,0 , 2,0

, 1,0

1
 > +

1 1
+

             

1
            +

1 1
+

2 2

             

2            +
1 1

+

m n m m n

m m n

m m n

m n m n

m m n

m n

w w w

w w

w w

m m
w w

m

w w

w w

+ +

+

+

−

+

−

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 =
 
 
 
 

=

, ,0m n
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綜合來說，我們可寫成: 

( )

( )

( )

,2 2,0 ,n +1,0 , 2,0

,n,min , 1,min

,n +1,0 , 2,0

, 1,0 , ,0

,n +1,0 , 2,0

1
 > +

1 1
+

             

1
            +

1 1
+

2 2

             

            +

m n m m n

m m n

m m n

m n m n

m m n

w w w

w w

w w

m m
w w

w w

+ +

+

+

−

+

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 =
 
 
   

     
    

=

, 1,0 , ,0

2

1 1
+

m n m n

m

w w−

  
  

  
 
 
  (其中  為高斯符號) 

 

 

 

 

 

2t+2(t=) n 實際值 估計值 誤差

1 4 227 133.3333333 0.41263

2 6 2999 1120.454545 0.62639

3 8 39561 14110.425 0.64332

4 10 521721 188674.5724 0.63836

5 12 6879979 2475030.535 0.64026

6 14 90725999 32708983.07 0.63948

7 16 1196397873 430932406 0.63981

8 18 15776816033 5684937187 0.63967

9 20 1.99463E+11 65337869669 0.67243

2t+2(t=) n 實際值 估計值 誤差

1 4 1234 952.8888889 0.2278

2 6 36787 19559.5102 0.4683

3 8 1095841 569185.5597 0.48059

4 10 32641916 16775636.23 0.48607

5 12 972290957 498141415.4 0.48766

6 14 28961194501 15179900888 0.47585

7 16 8.62654E+11 4.40059E+11 0.48988

8 18 2.56955E+13 1.31108E+13 0.48976
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九、其他性質討論 

1. 同樣格子數的圖形之方法數比較: 

我們發現，對於擁有相同格子數的矩形，其方法數存在著一定的規律。利用程式跑出下方

( m n 單色)的數據， 可以發現形狀越接近長條形的矩形，其方法數越大。 

1 72  1,304,969,544,928,657   

2 36  72,722,761,475,561  

3 24  36,178,491,743,225  

4 18  25,695,485,730,239  

6 12  19,675,706,193,157  

8 9  18,403,310,404,291 

        

 

 

而以下證明1 n 長條比其他同方格數的方法數還多，以下為證明: 

假設圖一上之黃色邊可以不需遵守相臨格子不能都塗的規定，也就是可視為將圖一沿著黃色

線剪開並拉成長條，則此時圖一之圖形會和圖二相同，即兩者方法數會相同。藉由一一對應

原理，對於畫線前圖一中的每一種塗法，在圖二都有對應的塗法，代表圖二的塗法大於圖一，

即在1 n 長條中的塗法會大於同格數的其他種圖形。 

  

(圖一)                                    (圖二) 

2.估計值公式 

在上面的研究中，我們證明了奇數下界的不等式，而我們透過程式發現，其值十分接近。於

是我們猜想偶數也有相同的性質。藉由程式，我們發現這是對的，和奇數不同的是，其不等

號會顛倒，對偶數來說為上界。 

 

 

 

THEOREM 11: 

, , 1, ,m n c m n cw w  等號成立於 1m = 或 1n = 時 

 
           

發現 1: 
2

,2 1,0

,2 2,0

,2 ,0

( )

( )

m n

m n

m n

w
w

w

+

+   
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其誤差折線也和奇數一樣，各項間的變化率十分相近。 

 

 

 

綜合 Theorem 5 和發現 1，我們得到發現 2，即得到估計值的推論公式。 

以下為6 n 程式跑出來的結果，我們發現它比值十分接近，且上下來回跳動，逐漸向某個值

收斂。而誤差則逐漸趨近於零。 

發現 2: 
2

, 2,0 , 3,0 , 2,0

, 3,0

, 1,0 , 2,0 , 1,0

( )

( )

m n m n m n

m n

m n m n m n

w w w
w

w w w

+ + +

+

+ + +

 →   
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由上圖，我們可以其比值逐漸趨近於某個數。其橫軸為分母的 N，其縱軸為比值。 

而我們認為這個性質對所有形狀的圖都通用，我們一樣用程式來證明這點 

 

 

 

藉由程式，我們得知 , , 2 , , 1

, , 1 , ,

m n x m n x

m n x m n x

w w

w w

+ +

+

 ，而這也可以和上述的發現互相應證。下圖為6 n 各個

圖形的每一階的比值(6,a,b 表示 6, ,a bw ) 

 

 

6,0,0 6,1,0 6,2,0 6,3,0 6,4,0 6,5,0 6,6,0 a1/a0 a2/a1 a3/a2 a4/a3 a5/a4 a6/a5

1 21 239 2999 36787 454385 5598861 0.047619 0.087866 0.079693 0.081523 0.08096 0.081157

6,0,1 6,1,1 6,2,1 6,3,1 6,4,1 6,5,1 6,6,1

1 13 169 2036 25338 311313 3843618 0.076923 0.076923 0.083006 0.080354 0.081391 0.080995

6,0,2 6,1,2 6,2,2 6,3,2 6,4,2 6,5,2 6,6,2

1 16 181 2308 28092 348110 4283912 0.0625 0.088398 0.078423 0.082159 0.080699 0.08126

6,0,3 6,1,3 6,2,3 6,3,3 6,4,3 6,5,3 6,6,3

1 15 179 2225 27380 337777 4164050 0.066667 0.083799 0.080449 0.081264 0.081059 0.081117

6,0,4 6,1,4 6,2,4 6,3,4 6,4,4 6,5,4 6,6,4

1 10 133 1592 19855 243727 3010261 0.1 0.075188 0.083543 0.080181 0.081464 0.080965

6,0,5 6,1,5 6,2,5 6,3,5 6,4,5 6,5,5 6,6,5

1 15 179 2225 27380 337777 4164050 0.066667 0.083799 0.080449 0.081264 0.081059 0.081117

6,0,6 6,1,6 6,2,6 6,3,6 6,4,6 6,5,6 6,6,6

1 9 124 1478 18465 226542 2798590 0.111111 0.072581 0.083897 0.080043 0.081508 0.080949

6,0,7 6,1,7 6,2,7 6,3,7 6,4,7 6,5,7 6,6,7

1 12 141 1780 21741 269038 3312625 0.083333 0.085106 0.079213 0.081873 0.08081 0.081216

6,0,8 6,1,8 6,2,8 6,3,8 6,4,8 6,5,8 6,6,8

1 16 181 2308 28092 348110 4283912 0.0625 0.088398 0.078423 0.082159 0.080699 0.08126

6,0,9 6,1,9 6,2,9 6,3,9 6,4,9 6,5,9 6,6,9

1 10 129 1579 19498 240331 2963486 0.1 0.077519 0.081697 0.080983 0.08113 0.081097

6,0,10 6,1,10 6,2,10 6,3,10 6,4,10 6,5,10 6,6,10

1 12 135 1752 21149 262984 3231947 0.083333 0.088889 0.077055 0.082841 0.080419 0.08137

6,0,11 6,1,11 6,2,11 6,3,11 6,4,11 6,5,11 6,6,11

1 12 141 1780 21741 269038 3312625 0.083333 0.085106 0.079213 0.081873 0.08081 0.081216

6,0,12 6,1,12 6,2,12 6,3,12 6,4,12 6,5,12 6,6,12

1 8 105 1276 15795 194486 2399167 0.125 0.07619 0.082288 0.080785 0.081214 0.081064

發現 3: 
2

, 2, , 3, , 2,

, 3,

, 1, , 2, , 1,

( )

( )

m n x m n x m n x

m n x

m n x m n x m n x

w w w
w

w w w

+ + +

+

+ + +

 →   
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陸、研究結果 

我們論證了: 

1.1 n 單色的城堡多項式公式: 

123...

1 2 1 4 1 1 4 -1- 2 1 4 1 1 4
( , ) ( ) ( )

2 22 1 4 2 1 4

n n

n

x x x x x x
R x B

x x

   + + + + + + + − +
= +      + +   

  

2.1 ,n  色的城堡多項式公式      

  ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2
1 1 1 1

, 1, ,

1

( , ) , 1 , -1 1 1
n

k n nk

n n n k

k

R x O R x O x R x O x x      
−

− − − −

− −

=

= + − + + −    

3. 2 n 單色的城堡多項式公式: 

  ( ) ( ) ( ) ( )
2

1

,2 1,2 ,2

1

( , ) , 2 , 2 1
n

nk

n n n k

k

R x O R x O x R x O x x
−

−

− −

=

= + + +  

4.奇數下界估計公式: 

  
2

,2 2,0 ,2 3,0 ,2 2,0

,2 3,0

,2 1,0 ,2 2,0 ,2 1,0

( )
>

( )

m n m n m n

m n

m n m n m n

w w w
w

w w w

+ + +

+

+ + +

 →  

5.奇數上界估計公式: 

  

1

2 2
, ,0 ,2,0 , 2,0 , 1,0 ,1,0 ,1,0 ,2,0 , 4,0

1
( ) 2 ( )

2

m

m n m m n m n m m m m n

m
w w w w w w w w

−

− − −

−
 − − − −     

6.偶數上界估計公式: 

  ( )
4

2 2
, ,0 ,2,0 , 2,0 , 1,0 ,1,0 ,1,0 ,2,0 , 4,02 3

2

m

m n m m n m n m m m m n

m
w w w w w w w w

−

− − −

 
 − − − −     

 
 

7.雙色上界估計公式: 

  ( )2

, ,0 ,2,0 , 2,0 , 1,0 ,1,0 ,1,0 ,2,0 , 4,0( ) 2 1m

m n m m n m n m m m m nw w w w w w w m w− − − − − − −   +   

8.三色上界估計公式: 

  ( )2

, ,0 ,2,0 , 2,0 , 1,0 ,1,0 ,1,0 ,2,0 2 2( ) 2 1m

m n m m n m n m m m mw w w w w w w m f− − + − − − −   +   

9.偶數下界估計公式: 

  ( ),2 2,0 , 1,0 , 2,0

, 1,0 , ,0

2
 

1 1m n m n m n

m n m n

m

w w w

w w

+ + +

−

  
  

   +
 +
 
 

 

10.同格數最大值公式: 

  , , 1, ,m n c m n cw w   
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我們發現了: 

1.偶數上界公式 

  
2

,2 1,0

,2 2,0

,2 ,0

( )

( )

m n

m n

m n

w
w

w

+

+   

2.估計值: 

  
2

, 2,0 , 3,0 , 2,0

, 3,0

, 1,0 , 2,0 , 1,0

( )

( )

m n m n m n

m n

m n m n m n

w w w
w

w w w

+ + +

+

+ + +

 →   

3.比值相近公式: 

  
2

, 2, , 3, , 2,

, 3,

, 1, , 2, , 1,

( )

( )

m n x m n x m n x

m n x

m n x m n x m n x

w w w
w

w w w

+ + +

+

+ + +

 →   

柒、未來展望 

本研究在m n 的部分，藉由求出遞迴式及利用電腦輔助運算求出答案。未來，我們希望能推

倒出其通式。以及在上界及下界討論的部分，我們希望能求出更精準的公式，以降低我們的

誤差，並且在發現的部分給予嚴謹的證明。 

捌、參考資料 

Appliad combinatories/5th Edition/2007/Wiley/Alan Tucker 

Rook Polynomials in three and higher dimensions/Feryal Alayont and Nicholas 

Krzywonos 

數學奧林匹亞辦公室: http://imotwn.math.ncu.edu.tw/index.php 

http://imotwn.math.ncu.edu.tw/index.php
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附錄: 

import numpy as np 

def plus(m,n1,n2,p,q): 

  m[p+q]=(m[p+q]+((n1[p])*(n2[q])))  

  return m 

def multiple(a,b,r): 

  ll = (len(a)+len(b)-1)  

  ccc=np.zeros((ll,), dtype=int) 

  for i in range(len(a)): 

    for j in range(len(b)): 

      ccc=plus(ccc,a,b,i,j) 

  if(len(ccc)>r): 

    for de in range(len(ccc)-r): 

      ccc=np.delete(ccc,-1)    

  return ccc 

def sp(x,lis,col): 

  if(len(lis)>x): 

    return np.array(lis[x]) 

  else: 

    array=np.zeros((1,x),dtype=int) 

    print(array) 

    for i in 

range(len(sp(x-1,lis,col))):     

      

if(sp(x-1,lis,col)[i][-1]==0): 

        for ii in range(col+1): 

          

h=np.append((sp(x-1,lis,col)[i]),[

ii],axis=0) 

          hh=np.array(h) 

          

array=np.append(array,[hh],axis=0) 

      else: 

        q=sp(x-1,lis,col)[i][-1] 

        for ii in range(col+1): 

          if(ii!=q): 

            

h=np.append((sp(x-1,lis,col)[i]),[

ii],axis=0) 

            hh=np.array(h) 

            

array=np.append(array,[hh],axis=0) 

    

array=np.delete(array,[0],axis=0)        

    lis=lis.append(array)        

    return array   

def coef(www): 

  

coe=np.ones((len(www),len(www)),dt

ype=int) 

  for h1 in range(len(www)): 

    for h2 in range(len(www)): 

      for i in range(len(www[0])): 

        if (www[h1][i]!=0): 

          

if(www[h2][i]==www[h1][i]): 

            coe[h1][h2]=0 

            continue 

  return coe 

def p(www): 

  p=np.zeros(len(www),dtype=int) 

  for i in range(len(www)): 

    c=0 

    for j in range(len(www[0])): 

      if(www[i][j]!=0): 

        c=c+1 

    p[i]=c 

  return p 

def xxx(n,a): 

  for i in range(n): 

    a=np.insert(a,0,0) 

    a=np.delete(a,-1) 

  return a  

def ite(x,www,s,coeff,ai,pp): 

  onee=np.zeros(s,dtype=int) 
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  onee[0]=1 

  if(memory[ai][x][0]==1): 

    return memory[ai][x] 

  else: 

      if(x==0): 

        for ii in range(len(www)): 

          if (coeff[ai][ii]==1): 

            

memory[ai][x]=memory[ai][x]+xxx(pp

[ii],onee) 

        

memory[ai][x]=memory[ai][x]+onee 

        return memory[ai][x] 

      else:  

        for ii in range(len(www)): 

          if(coeff[ai][ii]==1): 

            

memory[ai][x]=memory[ai][x]+xxx(pp

[ii],ite(x-1,www,s,coeff,ii,pp))                 

        return memory[ai][x] 

m=input("m=")     

n=input("n=") 

if(m>n): 

  c=m 

  m=n 

  n=c 

colors=input("colors=") 

r=m+1 

s=m*n+1        

li=[] 

listt=[[0]] 

for i in range(colors+1): 

  li.append([i]) 

listt.append(li) 

hhh=sp(m,listt,colors) 

memory=np.zeros((len(hhh),n+1,s),d

type=int) 

for i in range(len(hhh)): 

  memory[i][0][0]=1 

coefficient=coef(hhh) 

ppp=p(hhh) 

ans=ite(n,hhh,s,coefficient,0,ppp) 

print(ans,"ans",sum(ans)) 

 



作品海報 

【評語】050413  

1. 本作品探討棋盤中塗色的相關問題，作者透過 Rook 

polynomial的討論，得到不少的結果，特別是到高維度的

推廣與程式的撰寫，都有可觀之處，整體來說是尚稱完整

的作品。 

2. 本作品探討棋盤上方格的塗色問題，僅限制相鄰方格不塗

相同顏色。作品主要結果是 1xn; 2xn雙色；以及 1xn多色

的方法數。作者所使用的工具是計算排列個數常見的 rook 

polynomial，其中 1x雙色的方法數恰為費氏數列應該算是

常見結果，比較不一樣的結果是 1xn多色方格個三維解

法。可能是由於題目難度提高，這個解法僅提供 1xn多色

方格個遞迴式，也因此隨後的 2xn雙色的排列數也是以遞

迴式表示。至於 3xn以上情形，不管是雙色或多色，所得

的遞迴式都已經是屬於「conceptual」(概念性)的，太過複

雜以至於實質效果不高。作者因此使用計算機計算出前幾

項，或用來做上界、下界的估計。這些估計也是以遞迴式

呈現。整個作品有相當的侷限性，且三維方法的說明上，

並不易有好的結果。 

3. 塗色問題乃是常見題材，研究題目雖然自 2015 年 APMO

考題於以推廣，且本研究運用二維的城堡多項式的概念來

探討，宜作文獻探討，說明本研究方法是否為過去文獻未

見到。 

4. 在 p.11 及 p.12 提及借助電腦程式協助作者得到解，如果不

用程式處理，是否仍可得到相同解？ 

5. 對於m x n的問題引入分拆公式，以得到估計值。除了估

計值，建議研究方向可以選擇精確的上、下界。 
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左圖以 的方格塗上三個顏色(可以都不塗)為例。1 51
2

3
4

5

1
2

3
4

5

1
2

3
4

5

1 2 3 4 5 6 7

8 9 10 11 12 13 14

有一個 的方格(如右圖)，將方格編號1~14
，在方格中選取若干格子塗成黑色(也可以全不
選)，使得兩個黑色的格子都不共邊的方法數。

2 7

本作品旨在研究一道塗色問題:在一個 的棋盤中對任意格子塗上黑色，相鄰方
格不同時塗色的所有方法數。我們運用城堡多項式推出 單色、多色及 單
色的方法數的公式。並藉由遞迴、利用程式求出 棋盤的方法數。接著討論上
下界，並對其一些性質做討論，再由程式印證我們的推論。

C
1C 2C

其中 為在 B 中黑色方格中選 k 個不在同行
同列的方格的方法數。

( )kr B

:

、
、

以左圖為例，其城堡多項式為:

( ) ( ) ( ) ( ) 2

0 1 2,R x B r B r B x r B x= + + +

( ) 2, 1 4 3R x B x x= + +

使用工具-城堡多項式

降階公式:

123...n
B

降階公式

1 n的單色方格:

THEOREM 1:  

123...

1 2 1 4 1 1 4 -1- 2 1 4 1 1 4
( , ) ( ) ( )

2 22 1 4 2 1 4

n n

n

x x x x x x
R x B

x x

   + + + + + + + − +
= +      + +   

234... 345...
( , ) ( , ) ( , )n n n

R x B R x B xR x B= +

解上式的特徵方程式: 

123...

1 2 1 4 1 1 4 -1- 2 1 4 1 1 4
( , ) ( ) ( )

2 22 1 4 2 1 4

n n

n

x x x x x x
R x B

x x

   + + + + + + + − +
 = +      + +   

x=1代入即可得證
2 2

123...

1 1 5 1- 5
(1, )

2 25

n n

n
R B

+ +    +
 = −           



1 n的多色方格:
THEOREM 2:  

THEOREM 3:  

2 n的單色方格:

( ) ( ) ( )1 1 2  k k kr C r C r C−= +

m n
1 n 2 n

m n

 S  S  Y

 X

n

n-2 n-1

n-4 n-3

n-5

5 6

3 4

1 2



1

2
3

4
5 10

9

8
7

6

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5


1

1
2

2

3

3

4

4

5

5

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2
1 1 1 1

, 1, ,

1

( , ) , 1 , -1 1 1
n

k n nk

n n n k

k

R x O R x O x R x O x x      
−

− − − −

− −

=

= + − + + −  
1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

( ) ( ) ( ) ( )
2

1

,2 1,2 ,2

1

( , ) , 2 , 2 1
n

nk

n n n k

k

R x O R x O x R x O x x
−

−

− −

=

= + + +



單色及多色方格(單色以 單色為例)3 n m n

利用降階可將圖形藉由遞迴一直分解(如上圖)，直到降到只剩一行，於是我們運用其想法寫出了能以較快速度

運算的程式，程式的想法如下流程圖:

先考慮第一行(最左邊那行)的所有可能塗法(黑色為選取的格子，白色為不選的)如下:

= + + + +

3,5,1B

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

3,n,0 3,n 1,0 3,n 1,1 3,n 1,2 3,n 1,3 3,n 1,4

3,n,1 3,n 1,0 3,n 1,2 3,n 1,3

3,n,2 3,n 1,0 3,n 1,1 3,n 1,3 3,n 1,4

3,n,3 3,n 1,0 3,

, , , , , ,

, , , ,

, , , , ,

, , ,

R x B R x B R x B R x B R x B R x B

R x B R x B R x B R x B

R x B R x B R x B R x B R x B

R x B R x B R x B

− − − − −

− − −

− − − −

−

= + + + +

= + +

 = + + +

= + ( ) ( )

( ) ( ) ( )

n 1,1 3,n 1,2

3,n,4 3,n 1,0 3,n 1,2

,

, , ,

R x B

R x B R x B R x B

− −

− −








+


= +

拆分公式: ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ,0 , ,0 , ,1 , ,1 , , , , , 1,0, , , , ... , , ,m a m b m a m b m a t m b t m a bR x B R x B R x B R x B R x B R x B R x B + ++ + + =

其原理是對 棋盤上某一排的所有塗法進行討論，以下以 為例，我們對第三列的所有
選法進行討論，有以下五種:

m n 3 6










( ) ( )3,2,0 3,3,0   , ,R x B R x B

( ) ( )3,2,2 3,3,2   , ,R x B R x B

( ) ( )3,2,1 3,3,1   , ,R x B R x B ( ) ( )3,2,4 3,3,4   , ,R x B R x B

( ) ( )3,2,3 3,3,3   , ,R x B R x B

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3,2,0 3,3,0 3,2,1 3,3,1 3,2,4 3,3,4 3,6,0      , , , , , , ,         R x B R x B R x B R x B R x B R x B R x B+ + + = 

將所有方法加總可得:

運用相同想法可得:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ,0 , ,0 , ,1 , ,1 , , , , , 1,0, , , , ... , , ,m a m b m a m b m a t m b t m a bR x B R x B R x B R x B R x B R x B R x B + ++ + + =

特別地當選定的列為最左(或最右)方那列時，上述公式會變為:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),0,0 , ,0 ,0,1 , ,1 ,0, , , , 1,0, , , , ... , , ,m m a m m a m t m a t m aR x B R x B R x B R x B R x B R x B R x B ++ + + =

3,5,0B
3,5,4B3,5,3B

3,5,2B



THEOREM 4:
2

,2 2,0 ,2 3,0 ,2 2,0

,2 3,0

,2 1,0 ,2 2,0 ,2 1,0

( )
>

( )

m n m n m n

m n

m n m n m n

w w w
w

w w w

+ + +

+

+ + +

 →

證明:
2

,2 2,0

2

, ,0 , 1,0 , ,1 , 1,1 , , , 1,

2 2 2 2 2 2

, ,0 , ,1 , , , 1,0 , 1,1 , 1,

,2 1,0 ,2 3,0

( ...... )

( ...... ) ( ...... )

m n

m n m n m n m n m n x m n x

m n m n m n x m n m n m n x

m n m n

w

w w w w w w

w w w w w w

w w

+

+ + +

+ + +

+ +

= + + +

 + + + + + +

= 

THEOREM 5:
1

2 2
, ,0 ,2,0 , 2,0 , 1,0 ,1,0 ,1,0 ,2,0 m, 4,0

1
( ) 2 ( )

2

m

m n m m n m n m m m n

m
w w w w w w w w

−

− − −

−
 − − − −   

THEOREM 6:

( )
4

2 2
, ,0 ,2,0 , 2,0 , 1,0 ,1,0 ,1,0 ,2,0 , 4,02 3

2

m

m n m m n m n m m m m n

m
w w w w w w w w

−

− − −

 
 − − − −     

 

THEOREM 7:

( )2

, ,0 ,2,0 , 2,0 , 1,0 ,1,0 ,1,0 ,2,0 , 4,0( ) 2 1m

m n m m n m n m m m m nw w w w w w w m w− − − − − − −   + 

THEOREM 8:

( )2

, ,0 ,2,0 , 2,0 , 1,0 ,1,0 ,1,0 ,2,0 2 1( ) 2 2 -1m

m n m m n m n m m m mw w w w w w w m a− − + − − − −   

THEOREM 10:

1, , , ,m n c m n cw w 

發現 1:
2

,2 1,0 ,2 2,0 ,2 1,0

,2 2,0

,2 ,0 ,2 1,0 ,2 ,0

( )

( )

m n m n m n

m n

m n m n m n

w w w
w

w w w

+ + +

+

+

 → 

發現 2:
2

, 2,0 , 3,0 , 2,0

, 3,0

, 1,0 , 2,0 , 1,0

( )

( )

m n m n m n

m n

m n m n m n

w w w
w

w w w

+ + +

+

+ + +

 → 

發現 3:
2

, 2, , 3, , 2,

, 3,

, 1, , 2, , 1,

( )

( )

m n x m n x m n x

m n x

m n x m n x m n x

w w w
w

w w w

+ + +

+

+ + +

 → 

5*n單色

估計值 實際值 誤差

4 6908.373737 6743 0.024525247

6 455935.0154 454385 0.003411238

8 30604266.62 30584687 0.000640177

10 2058510679 2058249165 0.000127056

12 1.38512E+11 1.38508E+11 2.55548E-05

14 9.32075E+12 9.3207E+12 5.15837E-06 0

0.005

0.01

0.015

0.02

0.025

0.03

1 2 3 4 5 6

5xn單色誤差

估計 比值 誤差

21 11.38095238095240

239 2720 12.54811715481170 -0.0930310103367789000

2999 37631 12.26642214071360 0.0229428874330606000

36787 451244 12.35178187946830 -0.0069126401619771800

454385 5612464 12.32184381086520 0.0024296013064085700

5598861 68988290 12.33291074738240 -0.0008973609408788120

69050253 8.52E+08 12.32873149646530 0.0003389842737001160

8.51E+08 1.05E+10 12.33032113799880 -0.0001289214300706930

1.05E+10 1.29E+11 12.32971456327950 0.0000491961677844832

1.29E+11 1.6E+12 12.32994629699660 -0.0000187943820923593

1.6E+12 1.97E+13 12.32985771442270 0.0000071843954474764

1.97E+13 2.43E+14 12.32989158432820 -0.0000027469751293789

2.43E+14 2.99E+15 12.32987863242190 0.0000010504488084910

2.99E+15 3.69E+16 12.32988358552930 -0.0000004017156684338

12.316

12.318

12.32

12.322

12.324

12.326

12.328

12.33

12.332

12.334

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

6Xn比值圖

6,0,0 6,1,0 6,2,0 6,3,0 6,4,0 6,5,0 6,6,0 a1/a0 a2/a1 a3/a2 a4/a3 a5/a4 a6/a5

1 21 239 2999 36787 454385 5598861 0.047619 0.087866 0.079693 0.081523 0.08096 0.081157

6,0,1 6,1,1 6,2,1 6,3,1 6,4,1 6,5,1 6,6,1

1 13 169 2036 25338 311313 3843618 0.076923 0.076923 0.083006 0.080354 0.081391 0.080995

6,0,2 6,1,2 6,2,2 6,3,2 6,4,2 6,5,2 6,6,2

1 16 181 2308 28092 348110 4283912 0.0625 0.088398 0.078423 0.082159 0.080699 0.08126

6,0,3 6,1,3 6,2,3 6,3,3 6,4,3 6,5,3 6,6,3

1 15 179 2225 27380 337777 4164050 0.066667 0.083799 0.080449 0.081264 0.081059 0.081117

6,0,4 6,1,4 6,2,4 6,3,4 6,4,4 6,5,4 6,6,4

1 10 133 1592 19855 243727 3010261 0.1 0.075188 0.083543 0.080181 0.081464 0.080965

6,0,5 6,1,5 6,2,5 6,3,5 6,4,5 6,5,5 6,6,5

1 15 179 2225 27380 337777 4164050 0.066667 0.083799 0.080449 0.081264 0.081059 0.081117

6,0,6 6,1,6 6,2,6 6,3,6 6,4,6 6,5,6 6,6,6

1 9 124 1478 18465 226542 2798590 0.111111 0.072581 0.083897 0.080043 0.081508 0.080949

6,0,7 6,1,7 6,2,7 6,3,7 6,4,7 6,5,7 6,6,7

1 12 141 1780 21741 269038 3312625 0.083333 0.085106 0.079213 0.081873 0.08081 0.081216

6,0,8 6,1,8 6,2,8 6,3,8 6,4,8 6,5,8 6,6,8

1 16 181 2308 28092 348110 4283912 0.0625 0.088398 0.078423 0.082159 0.080699 0.08126

6,0,9 6,1,9 6,2,9 6,3,9 6,4,9 6,5,9 6,6,9

1 10 129 1579 19498 240331 2963486 0.1 0.077519 0.081697 0.080983 0.08113 0.081097

6,0,10 6,1,10 6,2,10 6,3,10 6,4,10 6,5,10 6,6,10

1 12 135 1752 21149 262984 3231947 0.083333 0.088889 0.077055 0.082841 0.080419 0.08137

6,0,11 6,1,11 6,2,11 6,3,11 6,4,11 6,5,11 6,6,11

1 12 141 1780 21741 269038 3312625 0.083333 0.085106 0.079213 0.081873 0.08081 0.081216

6,0,12 6,1,12 6,2,12 6,3,12 6,4,12 6,5,12 6,6,12

1 8 105 1276 15795 194486 2399167 0.125 0.07619 0.082288 0.080785 0.081214 0.081064

A

B

C

A

B

C



奇數下界

奇數單色上界

偶數單色上界

雙色上界

三色上界

同格子數之方法數比較

偶數下界:

估計值公式:

比值相近公式

柯西不等式

A

B

A

B

A

B

偶數下界
THEOREM 9:

( ),2 2,0 , 1,0 , 2,0

, 1,0 , ,0

2
 

1 1m n m n m n

m n m n

m

w w w

w w

+ + +

−

  
  

   +
 +
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