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摘要 

把 n個箱子依序編號後排成一排，接著把 n顆球也依序編號，這樣一來每個球都有相對應的

箱子可以放入。如果今天我們隨意的將球放置在箱子裡，再觀察球跟箱子的編號是否一致，

我們可以發現到三種情形： 

第一種：每顆球剛好都放進所對應號碼的箱子 
第二種：有些球剛好放進所對應號碼的箱子，而有些沒有 

第三種：每顆球皆沒有放進所對應號碼的箱子 

除了第一種之外，其他兩種有很多種排列的方法數，在考量到排列總數量或是錯誤排列個數

這兩個變因後，最後我們得出一個關係式為 
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，其中 , , ,n t x y N∈ 且 1n t≥ > 、 1n x t y+ ≥ + >  

 

壹、 研究動機 

在高一下學期的排列組合課程中，老師在自製講義中補充了一個名詞─錯排列。錯排列

的意思是一個排列中有一個以上的元素不在自己原來的位置上，那麼這樣的排列就稱為錯排

列。其中錯排列又分為全錯排列和部分錯排列。老師有叮嚀我們要將幾個常見全錯排列的組

合個數背起來，但在使用的過程中，我們發現全錯排列的方法數有一個很特別的關係⇒令 ( )f n

為 n 個數的全錯排列方法數，則 ( )f n 會滿足 ( ) ( )2 ( ) 1 ( 1)f n f n f n n+ = + + × +   ，其中 1n ≥ 。

我們原本想要證明此關係式，但查閱了幾篇文獻發現已經不少人做過全錯排列研究了，我們

便想要更進一步的去了解既然全錯排列的方法數能用遞迴關係式表達，那部分錯排列是否也

擁有其特別的關係式？於是開始了我們的探討與研究。 

 

貳、 研究目的 

若 n 個數排列，其中有 t 個數排錯的部分錯排列方法數以 ( ),f n t 表示，其中 ,n t N∈ 且

1n t≥ > ，因為在錯排列中錯誤排列的個數不會比總排列個數多，否則不成立。本研究目的如

下： 

一、當 n個數與 1n + 個數分別進行排列，且皆有 t個數排列錯誤時， ( 1, )f n t+ 與 ( , )f n t 的關

係為何？ 

二、當 n個數進行排列，且分別有 t個數及 1t + 個數排列錯誤時， ( , 1)f n t + 與 ( , )f n t 的關係

為何？ 
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三、當 t 分別為 n 及 1n − 時， ( , )f n n 與 ( , 1)f n n − 的關係為何？ 

四、當 t相隔 2 時，
( 1, 2)

( 1, )
f n t

f n t
+ +
+

與
( , 2)

( , )
f n t

f n t
+

的關係為何？ 

五、當 t相隔 y 時，
( 1, )

( 1, )
f n t y

f n t
+ +
+

與
( , )

( , )
f n t y

f n t
+

的關係為何？ 

六、當 n相隔 x， t相隔 y 時， ( , )f n t 與 ( , )f n x t y+ + 的關係為何？ 

 

參、 研究設備及器材 

筆、計算紙、計算機、電腦、mathtype 

肆、 研究過程或方法 

一、 說明及定義 

1. 在研究中，所探討的排列方式都是以直線排列，其餘排列方式不在我們的探討

範圍內。 

2. 錯誤排列：在直線排列中，我們可以假設每個物品皆有其相對應的號碼相對應

的位置，如果物品不在其對應位置，便稱為錯誤排列。 

3. 找到關係式後，我們會利用數學歸納法來證明我們得出的公式是否在任何情況

下皆成立。 

 

二、 研究方法 

在本次實驗中，我們將會用到下列公式來計算部分錯排列的數量 

( )0 1 2( , ) ! ( 1)! 2 ! ( 1) 0!  n t t t t t
t tf n t C C t C t C t C = × − × − + × − − + × − ×  ，其中 ,n t N∈ 且 n t≥  

根據上面的公式，如果我們已經知道 t的全錯排列個數，則我們可以令 tD 為 t的全錯排

列個數，將算式簡化為 

( , ) n
t tf n t C D= ×  

 

 

三、 研究過程 

我們先把個數 2~7 的部分錯排列個數列算出來，整理後可得到以下的表格： 
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 第一行 第二行 第三行 第四行 第五行 第六行 

第一列 ( )2,2 1f =  ( )3,2 3f =  ( )4,2 6f =  ( )5,2 10f =  ( )6,2 15f =  ( )7,2 21f =  

第二列  ( )3,3 2f =  ( )4,3 8f =  ( )5,3 20f =  ( )6,3 40f =  ( )7,3 70f =  

第三列   ( )4,4 9f =  ( )5,4 45f =  ( )6,4 135f =  ( )7,4 315f =  

第四列    ( )5,5 44f =  ( )6,5 264f =  ( )7,5 924f =  

第五列     ( )6,6 265f =  ( )7,6 1855f =  

第六列      ( )7,7 1854f =  

 表一：排列個數 2~7 的部分錯排列個數 

 

1. 我們先從每一列中的相鄰兩項開始找其關係，而我們分列討論後發現 

第一列：
(3, 2) 3
(2,2) 1

f
f

= 、
(4, 2) 4
(3, 2) 2

f
f

= 、
(5, 2) 5
(4, 2) 3

f
f

= 、
(6, 2) 6
(5,2) 4

f
f

= 、
(7, 2) 7
(6, 2) 5

f
f

=  

第二列：
(4,3) 4
(3,3) 1

f
f

= 、
(5,3) 5
(4,3) 2

f
f

= 、
(6,3) 6
(5,3) 3

f
f

= 、
(7,3) 7
(6,3) 4

f
f

= 、
(8,3) 8
(7,3) 5

f
f

=  

第三列：
(5, 4) 5
(4,4) 1

f
f

= 、
(6, 4) 6
(5,4) 2

f
f

= 、
(7, 4) 7
(6, 4) 3

f
f

= 、
(8, 4) 8
(7, 4) 4

f
f

= 、
(9, 4) 9
(8,4) 5

f
f

=  

⋮ 
⋮ 

由此我們推出的公式為
1( 1, ) ( , )

1
nf n t f n t

n t
+

+ = ×
+ −

 

用數學歸納法證明如下： 

當 2n = 時， 

3(2, )
3

f t
t

×
−

 

2 3
3t tC D

t
= × ×

−
 

2! 3
!(2 )! 3 tD

t t t
= × ×

− −
 

3
t tC D= ×  

(3, )f t= 成立 
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設 n k= 時成立，即
1( , ) ( 1, )

1
kf k t f k t

k t
+

× = +
+ −

 

則 1n k= + 時， 

( 1) 1( 1, )
( 1) 1

kf k t
k t

+ +
+ ×

+ + −
 

1 ( 1) 1( , )
1 ( 1) 1

k kf k t
k t k t

+ + +
= × ×

+ − + + −
 

( 1)( 2)
( 1 )( 2 )

k
t t

k kC D
k t k t

+ +
= × ×

+ − + −
 

( 2)!
!( 2 )! t

k D
t k t

+
= ×

+ −
 

2k
t tC D+= ×  

( 2, )f k t= + 成立 

 

2. 接著我們找每一行中，相鄰兩項的關係，我們分行討論後發現 

第三行：
(4,3) 4
(4,2) 3

f
f

= 、
(4, 4) 9
(4,3) 8

f
f

=  

第四行：
(5,3) 2
(5,2) 1

f
f

= 、
(5, 4) 9
(5,3) 4

f
f

= 、
(5,5) 44
(5,4) 45

f
f

=  

第五行：
(6,3) 8
(6,2) 3

f
f

= 、
(6, 4) 27
(6,3) 8

f
f

= 、
(6,5) 8
(6,4) 45

f
f

= 、
(6,6) 265
(6,5) 264

f
f

=  

⋮ 
⋮ 

由此我們推出的公式為 1( , 1) ( , )
1

t

t

n t Df n t f n t
t D

+−
+ = × ×

+
 

用數學歸納法證明如下： 

當 2t = 時， 

3

2

2( , 2)
2 1

Dnf n
D

−
× ×

+
 

3
2 2

2

2
3

n D nC D
D

−
= × × ×  

3
! 2

2!( 2)! 3
n n D

n
−

= × ×
−

 

3
!

3!( 3)!
n D

n
= ×

−
 

3 3
nC D= ×  

= ( ,3)f n 成立 
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設 t k= 時成立，即 ( 1)( , ) ( , 1)
1

k

k

Dn kf n k f n k
k D

+−
× × = +

+
 

則 1t k= + 時， 

[ ]( 1) 1

( 1)

( +1)( , 1)
( 1) 1

k

k

Dn kf n k
k D

+ +

+

−
+ × ×

+ +
 

[ ]( 1) 1( 1)

( 1)

( +1)( , )
1 ( 1) 1

kk

k k

DDn k n kf n k
k D k D

+ ++

+

− −
= × × × ×

+ + +
 

( 2) ( +1)
1 ( 1) 1

kn
k k

k

Dn k n kC D
k D k

+− −
= × × × ×

+ + +
 

( 2)
! ( )( 1)

!( )! ( 1)( 2) k
n n k n k D

k n k k k +

− − −
= × ×

− + +
 

+2 ( 2)
n
k kC D += ×  

= ( , 2)f n k + 成立 

 

3. 而我們發現每一行中的倒數兩項，皆有 1± 的關係，我們分行討論後發現 

(3, 2) (3,3) 1f f= +  

(4,3) 1 (4,4)f f+ =  

(5, 4) (5,5) 1f f= +  

(6,5) 1 (6,6)f f+ =  

⋮ 
⋮ 

由此我們推出的公式為 

當 t n= 時， 1( , 1) ( , ) ( , 1) ( 1) ( , )n
n nf n n D n D f n n f n n f n n−− + − × = ⇒ − + − =  

證明如下： 

( , ) ( , 1)f n n f n n− −  

1 1
n n
n n nC D C D −= − ×  

1n nD n D −= − ×  

1
0 1 2 1[ ! ( 1)! ( 2)! ( 1) 1! ( 1) 0!]n n n n n n n

n nC n C n C n C C−
−= − − + − − − − × + − ×  

1 1 1 1 1
0 1 2 1[ ( 1)! ( 2)! ( 3)! ( 1) 0!]n n n n n

nn C n C n C n C− − − − −
−− − − − + − − + − ×  

1
0 0[ ! ( 1)!]n nC n nC n−= − − 1

1 1[ ( 1)! ( 2)!]n nC n nC n−− − − − 1 1
1 1[ ( 1) 1! ( 1) 0!]n n n n

n nC nC− −
− −+ − − × + − ×  
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[ ( 1) 0!]n n
nC+ − ×  

0 0 ( 1) ( 1)n n= + + + − = −  

 

亦可用數學歸納法證明 1( , 1) ( , )n nf n n D n D f n n−− + − × =  

當 3n = 時， 

3 2(3, 2) 3f D D+ − ×  

3
2 2 3 23C D D D= × + − ×  

2 3 23 3D D D= × + − ×  

3D=  

(3,3)f= 成立 

設 n k= 時成立，即 1( , 1) ( , )k kf k k D k D f k k−− + − × =  

則 1n k= + 時， 

1( 1, ) ( 1)k kf k k D k D++ + − + ×  

1
1 ( 1)k

k k k kC D D k D+
+= × + − + ×  

1
( 1)! ( 1)

! k k k
k D D k D

k +

+
= × + − + ×  

1( 1) ( 1)k k kk D D k D+= + × + − + ×  

1kD +=  

( 1, 1)f k k= + + 成立 

 

4-1. 接著我們把相隔兩列相除，分項討論後我們發現 
第三列

第一列
：

(4, 4) 6 (5,4)
(4, 2) 2 (5,2)

f f
f f

+ = 、
(5, 4) 9 (6,4)
(5,2) 2 (6,2)

f f
f f

+ = 、
(6, 4) 12 (7,4)
(6,2) 2 (7,2)

f f
f f

+ =  

第四列

第二列
：

(5,5) 22 (6,5)
(5,3) 5 (6,3)

f f
f f

+ = 、
(6,5) 33 (7,5)
(6,3) 5 (7,3)

f f
f f

+ = 、
(7,5) 44 (8,5)
(7,3) 5 (8,3)

f f
f f

+ =  

第五列

第三列
：

(6,6) 106 (7,6)
(6,4) 27 (7,4)

f f
f f

+ = 、
(7,6) 159 (8,6)
(7, 4) 27 (8,4)

f f
f f

+ = 、
(8,6) 212 (9,6)
(8,4) 27 (9,4)

f f
f f

+ =  

⋮ 
⋮ 

由此我們推出的關係式為 2( , 2) ! ( 1, 2)2 ( )
( , ) ( 2)! ( 1, )

t

t

f n t D t f n tn t
f n t D t f n t

++ + +
+ × × × − =

+ +
 

用數學歸納法證明如下： 

當 4n = 時， 

2(4, 2) !2 (4 )
(4, ) ( 2)!

t

t

Df t t t
f t D t

++
+ × × × −

+
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4
2 2 2

4

!= 2 (4 )
( 2)!

t t t

t t t

C D D t t
C D D t

+ + +× + × × × −
+

 

4
2 2

4

!2 (4 )
( 2)!

t t

t t

C Dt t
C t D

+ + 
= + × × − × + 

 

2

4!
2(4 )( 2)!( 2)!

4! ( 2)( 1)
!( 4)!

t

t

Dtt t
t t D

t t

+

 
 −+ − += + × 

+ + 
 − + 

 

2( 4)( 3) 2( 4)
( 2)( 1) ( 2)( 1)

t

t

Dt t t
t t t t D

+ − + − + − +
= + × + + + + 

 

2( 4)( 5)=
( 2)( 1)

t

t

Dt t
t t D

+ − + − +
× + + 

 

2! ( 5)!
( 2)! ( 3)!

t

t

Dt t
t t D

+ − +
= × × + − + 

 

2

5!
( 2)!( 3)!

5!
!( 5)!

t

t

Dt t
D

t t

++ − += ×

− +

 

5
2 2

5
t t

t t

C D
C D
+ += ×  

(5, 2)
(5, )

f n
f t

+
= 成立 

設 n k= 時成立，即 2( , 2) ! ( 1, 2)2 ( )
( , ) ( 2)! ( 1, )

t

t

Df k t t f k tk t
f k t D t f k t

++ + +
+ × × × − =

+ +
 

則 1n k= + 時， 

[ ]2( 1, 2) !+2 ( 1)
( 1, ) ( 2)!

t

t

Df k t t k t
f k t D t

++ +
× × × + −

+ +
 

[ ]2 2( , 2) ! !2 ( )+2 ( 1)
( , ) ( 2)! ( 2)!

t t

t t

D Df k t t tk t k t
f k t D t D t

+ ++
= + × × × − × × × + −

+ +
 

[ ]2 2 2 2! !2 ( )+2 ( 1)
( 2)! ( 2)!

k
t t t t

k
t t t t

C D D Dt tk t k t
C D D t D t

+ + + += × + × × × − × × × + −
+ +

 

[ ] 2

!
! !( 2)!( 2)! +2 ( )+2 ( 1)! ( 2)! ( 2)!

!( )!

t

t

k
Dt tt k t k t k tk t t D

t k t

+

 
 + − − = × × − × × + − × + + 

−  

 

[ ] 2! ! !( )( 1) 2 ( ) 2 ( 1)
( 2)! ( 2)! ( 2)!

t

t

Dt t tk t k t k t k t
t t t D

+ 
= × − − − + × × − + × × + − × + + + 
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2( )( 1) 2 ( ) 2 ( 1)
( 2)( 1)

t

t

Dk t k t k t k t
t t D

+− − − + × − + × − +
= ×

+ +
 

2( 2)( 1)
( 2)( 1)

t

t

Dk t k t
t t D

+− + − +
= ×

+ +
 

2! ( 2)!
( 2)! ( )!

t

t

Dt k t
t k t D

+− +
= × ×

+ −
 

2

( 2)!
( 2)!( )!

( 2)!
!( 2)!

t

t

k
Dt k t

k D
t k t

+

+
+ −= ×

+
− +

 

2
2 2
2

k
t t
k
t t

C D
C D

+
+ +
+= ×  

( 2, 2)
( 2, )

f k t
f k t
+ +

=
+

成立 

 

4.2. 除了有二階等差的關係式以外，我們還發現其另一種的關係 

第三列

第一列
：

(4, 4) 3 (5,4)
(4, 2) 1 (5,2)

f f
f f

× = 、
(5, 4) 4 (6,4)
(5,2) 2 (6,2)

f f
f f

× = 、
(6, 4) 5 (7,4)
(6,2) 3 (7,2)

f f
f f

× =  

第四列

第二列
：

(5,5) 3 (6,5)
(5,3) 1 (6,3)

f f
f f

× = 、
(6,5) 4 (7,5)
(6,3) 2 (7,3)

f f
f f

× = 、
(7,5) 5 (8,5)
(7,3) 3 (8,3)

f f
f f

× =  

第五列

第三列
：

(6,6) 3 (7,6)
(6,4) 1 (7,4)

f f
f f

× = 、
(7,6) 4 (8,6)
(7, 4) 2 (8,4)

f f
f f

× = 、
(8,6) 5 (9,6)
(8,4) 3 (9,4)

f f
f f

× =  

⋮ 
⋮ 

其關係式為
( , 2) 1 ( 1, 2)

( , ) 1 ( 1, )
f n t n t f n t

f n t n t f n t
+ − + + +

× =
− − +

 

 

用數學歸納證明如下： 

當 4n = 時， 

(4, 2) (4 1)
(4, ) (4 1)

f t t
f t t

+ − +
×

− −
 

4
2 2

4

(5 )
(3 )

t t

t t

C D t
C D t

+ + −
= × ×

−
 

2

4!
(5 )( 2)!( 2)!

4! (3 )
!( 4)!

t

t

Dtt t
t D

t t

+−+ − += × ×
−

− +

 

2( 4)( 3) ( 5)
( 2)( 1) ( 3)

t

t

Dt t t
t t t D

+− + − + − +
= × ×

+ + − +
 



9 
 

2( 5)( 4)
( 2)( 1)

t

t

Dt t
t t D

+− + − +
= ×

+ +
 

2! ( 5)!
( 2)! ( 3)!

t

t

Dt t
t t D

+− +
= × ×

+ − +
 

2

5!
( 2)!( 3)!

5!
!( 5)!

t

t

Dt t
D

t t

++ − += ×

− +

 

5
2 2

5
t t

t t

C D
C D
+ += ×  

(5, 2)=
(5, )

f t
f t

+
成立 

設 n k= 時成立，即
( , 2) ( 1) ( 1, 2)

( , ) ( 1) ( 1, )
f k t k t f k t

f k t k t f k t
+ − + + +

× =
− − +

 

則 1n k= + 時， 

( 1, 2) ( 1) 1
( 1, ) ( 1) 1

f k t k t
f k t k t
+ + + − +

×
+ + − −

 

( , 2) ( 1) ( 2)
( , ) ( 1) ( )

f k t k t k t
f k t k t k t

+ − + − +
= × ×

− − −
 

2 2 ( 1)( 2)
( )( 1)

k
t t

k
t t

C D k t k t
C D k t k t

+ + − + − +
= × ×

− − −
 

2

!
( 1)( 2)( 2)!( 2)!

! ( )( 1)
!( )!

t

t

k
Dk t k tt k t

k k t k t D
t k t

+− + − ++ − −= × ×
− − −

−

 

2!( )! ( 1)( 2)
( 2)!( 2)! ( )( 1)

t

t

Dt k t k t k t
t k t k t k t D

+− − + − +
= × ×

+ − − − − −
 

2!( 2)!
( 2)!( )!

t

t

Dt k t
t k t D

+− +
= ×

+ −
 

2

( 2)!
( 2)!( )!

( 2)!
!( 2)!

t

t

k
Dt k t

k D
t k t

+

+
+ −= ×

+
− +

 

2
2 2
2

k
t t
k
t t

C D
C D

+
+ +
+= ×  

( 2, 2)=
( 2, )

f k t
f k t
+ +
+

成立 
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5-1. 我們從研究過程 4-1 發現到當相隔兩列相除時，
( , 2)

( , )
f n t

f n t
+

與
( 1, 2)

( 1, )
f n t

f n t
+ +
+

有著二階等差 

    的關係，而我們進一步推測
( , 3)

( , )
f n t

f n t
+

與
( 1, 3)

( 1, )
f n t

f n t
+ +
+

為三階等差的關係，於是我們把相    

    隔三列的值算出來並製成下面兩張圖，如圖一、圖二： 

第四列

第一列
： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 圖一：將第四列除以第一列的關係圖 
 

第五列

第二列
： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 圖二：將第五列除以第二列的關係圖 

根據上圖，我們發現當相隔三列時，有三階等差的關係，剛好證明我們的推測是正確的。

我們找出當相隔三列相除時，其為三階等差的關係後，我們才進一步的去找其關係式，

而最後我們成功計算出當相隔三列相除時，
( , 3)

( , )
f n t

f n t
+

與
( 1, 3)

( 1, )
f n t

f n t
+ +
+

的關係式為

3( , 3) ! ( 1, 3)3( 1) ( )
( , ) ( 3)! ( 1, )

t

t

Df n t t f n tn t n t
f n t D t f n t

++ + +
+ − − × × × − =

+ +
；接著我們也用相同的方法去

(5,5)
(5,2)

f
f

 
(6,5)
(6, 2)

f
f

 
(7,5)
(7, 2)

f
f

 
(8,5)
(8,2)

f
f

 
(9,5)
(9,2)

f
f

 

198
15

 396
15

 660
15

 990
15

 

198
15

 264
15

 330
15

 

66
15

 66
15

 

(6,6)
(6,3)

f
f

 
(7,6)
(7,3)

f
f

 
(8,6)
(8,3)

f
f

 
(9,6)
(9,3)

f
f

 
(10,6)
(10,3)

f
f

 

159
8

 318
8

 530
8

 795
8

 

159
8

 212
8

 265
8

 

53
8

 53
8
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證明當相隔四列相除時，其關係為四階等差，並求得關係式為

4( , 4) ! ( 1, 4)4( 1)( 2) ( )
( , ) ( 4)! ( 1, )

t

t

Df n t t f n tn t n t n t
f n t D t f n t

++ + +
+ − − − − × × × − =

+ +
。於是我們大膽推

論，當相隔 y 列時，
( , )

( , )
f n t y

f n t
+

與
( 1, )

( 1, )
f n t y

f n t
+ +
+

的關係為 y 階等差，且關係式為

2( , ) ! ( 1, )( )
( , ) ( )! ( 1, )

n t

i n t y t y

t

i
Df n t y t f n t yy n t

f n t n t D t y f n t

−

= − − + ++ + +
+ × × × − =

− + +

∏
 

用數學歸納法證明如下： 

當 4n = 時， 
4

4 2(4, ) ! (4 )
(4, ) 4 ( )!

t

i t y t y

t

i
Df t y ty t

f t t D t y

−

= − − + ++
+ × × × × −

− +

∏
 

4

4
4 2

4

! (4 )
4 ( )!

t

t

t y t y i t y t y

t t

i
C D D ty t
C D t D t y

−

+ + = − − + += × + × × × × −
− +

∏
 

4

4

(3 )! ! (4 )
(5 )! ( )!

t y t y

t t

C Dt ty t
C t y t y D
+ + −

= + × × × − × 
− − +  

 

4!
(3 )! !( )!(4 )! (4 )4! (5 )! ( )!

!(4 )!

t y

t

Dt tt y t y y t
t y t y D

t t

+

 
 −+ − −= + × × × − × 

− − + 
 − 

 

!(4 )! (3 )! ! (4 )
( )!(4 )! (5 )! ( )!

t y

t

Dt t t ty t
t y t y t y t y D

+ − −
= + × × × − × + − − − − + 

 

(4 )!(5 ) (3 )!(4 ) !
(5 )! ( )!

t y

t

Dt t y y t t t
t y t y D

+ − − − + − −
= × × − − + 

 

[ ](4 )! (5 ) !
(5 )! ( )!

t y

t

Dt t y y t
t y t y D

+ − − − +
= × × − − + 

 

(5 )! !
(5 )! ( )!

t y

t

Dt t
t y t y D

+−
= × ×

− − +
 

5

5
t y t y

t t

C D
C D
+ += ×  

(5, )
(5, )

f t y
f t

+
= 成立 
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設 n k= 時成立，即 2( , ) ! ( 1, )( )
( , ) ( )! ( 1, )

k t

i k t y t y

t

i
Df k t y t f k t yy k t

f k t k t D t y f k t

−

= − − + ++ + +
+ × × × × − =

− + +

∏
 

則 1n k= + 時， 

[ ]

( 1)

( 1) 2( 1, ) ! ( 1)
( 1, ) ( 1) ( )!

k t

i k t y t y

t

i
Df k t y ty k t

f k t k t D t y

+ −

= + − − + ++ +
+ × × × × + −

+ + − +

∏
 

[ ]

( 1)

2 ( 1) 2( , ) ! !( ) ( 1)
( , ) ( )! ( 1) ( )!

k tk t

i k t y t y i k t y t y

t t

i i
D Df k t y t ty k t y k t

f k t k t D t y k t D t y

+ −−

= − − + + = + − − + ++
= + × × × × − + × × × × + −

− + + − +

∏ ∏

 

[ ]

( 1)

2 ( 1) 2! !( ) ( 1)
( )! ( 1) ( )!

t

k tk t

k
t y t y i k t y t y i k t y t y

k
t t t

i i
C D D Dt ty k t y k t
C D k t D t y k t D t y

+ −−

+ + = − − + + = + − − + += × + × × × × − + × × × × + −
− + + − +

∏ ∏

[ ]

( 1)

2 ( 1) 2

!
! !( )!( )! ( ) ( 1)! ( )! ( 1) ( )!

!( )!
t

k tk t

i k t y i k t y t y

k i i
Dt tt y k t y y k t y k tk k t t y k t t y D

t k t

+ −−

= − − + = + − − + +

 
 + − − = + × × × − + × × × + − × − + + − + 

−  

∏ ∏

[ ]

( 1)

2 ( 1) 2!( )! ! !( ) ( 1)
( )!( )! ( )! ( 1) ( )!

t

k tk t

i k t y i k t y t y

i i
Dt k t t ty k t y k t

t y k t y k t t y k t t y D

+ −−

= − − + = + − − + +

 
 − = + × × × − + × × × + − × + − − − + + − + 
  

∏ ∏

[ ]

( 1)

2 ( 1) 2( )! !( ) ( 1)
( )! ( 1) ( )!

k tk t

i k t y i k t y t y

t

i i
Dk t ty k t y k t

k t y k t k t t y D

+ −−

= − − + = + − − + +

 
 − = + × × − + × × + − × × − − − + − + 
  

∏ ∏
 

( )! ( 1)! ( )! !( ) ( 1)
( )! ( 1)! ( 2)! ( )!

t y

t

Dk t k t k t ty k t k t
k t y k t y k t y t y D

+  − − − −
= + × − + − + × ×  − − − − + − − + +  

 

( )! ( )!( 2) ( 1)! !
( )! ( 2)! ( )!

t y

t

Dk t k t k t y k t ty
k t y k t y t y D

+  − − − − + + − +
= + × ×  − − − − + +  

 

( )!( 2)( 1) ( )!( 2) ( 1)! !
( 2)! ( )!

t y

t

Dk t k t y k t y y k t k t y y k t t
k t y t y D

+ − − − + − − + + − − − + + − +
= × × − − + + 

 

( )!( 2)( 1) ( 1)! !
( 2)! ( )!

t y

t

Dk t k t y k t y k t t
k t y t y D

+ − − − + − + + − +
= × × − − + + 
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( 2)! !
( 2)! ( )!

t y

t

Dk t t
k t y t y D

+− +
= × ×

− − + +
 

2

2

k
t y t y
k
t t

C D
C D

+
+ +
+= ×  

( 2, )
( 2, )

f k t y
f k t
+ +

=
+

成立 

 

5-2. 從研究過程 4-2 延伸，我們發現了其關係式的規律如下 

相隔三列的關係式：
( , 3) 1 ( 1, 3)

( , ) 2 ( 1, )
f n t n t f n t

f n t n t f n t
+ + − + +

× =
− − +

 

相隔四列的關係式：
( , 4) 1 ( 1, 4)

( , ) 3 ( 1, )
f n t n t f n t

f n t n t f n t
+ + − + +

× =
− − +

 

相隔五列的關係式：
( , 5) 1 ( 1, 5)

( , ) 4 ( 1, )
f n t n t f n t

f n t n t f n t
+ + − + +

× =
− − +

 

⋮ 
⋮ 

由此我們推出一個為當相隔 y 列相除時，相鄰兩項的關係式通式為

( , ) ( 1) ( 1, )
( , ) ( 1) ( ) ( 1, )

f n t y n t f n t y
f n t n t y f n t

+ + − + +
× =

+ − + +
 

用數學歸納法證明如下： 

當 4n = 時， 

(4, ) (4 1)
(4, ) (4 1) ( )

f t y t
f t t y

+ + −
×

+ − +
 

4

4

(5 )
5 ( )

t y t y

t t

C D t
C D t y
+ + −

= × ×
− +

 

4!
(5 )( )!(4 )!

4! (5 )
!(4 )!

t y

t

Dtt y t y
t y D

t t

+−+ − −= × ×
− −

−

 

! (5 )!
( )! (5 )!

t y

t

Dt t
t y t y D

+−
= × ×

+ − −
 

5!
( )!(5 )!

5!
!(5 )!

t y

t

Dt y t y
D

t y

++ − −= ×

−
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5

5
t y t y

t t

C D
C D
+ += ×  

(5, )=
(5, )

f t y
f t

+
成立 

設 n k= 時成立，即
( , ) ( 1) ( 1, )

( , ) ( 1) ( ) ( 1, )
f k t y k t f k t y

f k t k t y f k t
+ + − + +

× =
+ − + +

 

則 1n k= + 時， 

( )
( )

1 1( 1, )
( 1, ) 1 1 ( )

k tf k t y
f k t k t y

+ + − + +  ×
+ + + − +  

 

( )
( )

( )
( )

1 2( , )
( , ) 1 ( ) 2 ( )

k t k tf k t y
f k t k t y k t y

+ − + −+
= × ×

+ − + + − +
 

( 1)( 2)
( 1)( 2)

k
t y t y

k
t t

C D k t k t
C D k t y k t y
+ + − + − +

= × ×
− − + − − +

 

!
( 1)( 2)( )!( )!

! ( 1)( 2)
!( )!

t y

t

k
Dk t k tt y k t y

k k t y k t y D
t k t

+− + − ++ − −= × ×
− − + − − +

−

 

! ( 2)!
( )! ( 2)!

t y

t

Dt k t
t y k t y D

+− +
= × ×

+ − − +
 

( 2)!
( )!( 2)!

( 2)!
!( 2)!

t y

t

k
Dt y k t y

k D
t k t

+

+
+ − − += ×

+
− +

 

2

2

k
t y t y
k
t t

C D
C D

+
+ +
+= ×  

( 2, )
( 2, )

f k t y
f k t
+ +

=
+

成立 

 

6. 我們從上面幾點研究推測每個錯排列之間應該都有其特殊的乘積關係，於是我們開始推

我們想要求出的萬用公式，而在研究中我們發現，有兩種方法可以找出的我們要求的萬

用公式。 
方法一：先分別找出 ( , )f n t 與 ( , )f n x t+ 以及 ( , )f n t 與 ( , )f n t y+ 的關係式後，再以代入的

方式求關係式 
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( 1)( , ) ( 1, )
( 1 )

nf n t f n t
n t

+
× = +

+ −
 

( 1)( 2)( , ) ( 2, )
( 1)( 2)

n nf n t f n t
n t n t

+ +
× = +

− + − +
 

⋮ 
⋮ 

由以上可推得 ( , )f n t 與 ( , )f n x t+ 的關係式為 1

1

( , ) ( , )

n x

k n
n t x

k n t

k
f n t f n x t

k

+

= +
− +

= − +

× = +
∏

∏
 … (1) 

1( )( , ) ( , 1)
( 1)

t

t

Dn tf n t f n t
t D

+−
× × = +

+
 

2( )( 1)( , ) ( , 2)
( 1)( 2)

t

t

Dn t n tf n t f n t
t t D

+− − −
× × = +

+ +
 

⋮ 
⋮ 

由以上可推得 ( , )f n t 與 ( , )f n t y+ 的關係式為 1

1

( , ) ( , )

n t

k n t y t y
t y

t

k t

k
D

f n t f n t y
Dk

−

= − − + +
+

= +

× × = +
∏

∏
 … (2) 

當我們把(2)的n以 n x+ 帶入，則該式會變成 
( )

( ) 1

1

( , ) ( , )

n x t

k n x t y t y
t y

t

k t

k
D

f n x t f n x t y
Dk

+ −

= + − − + +
+

= +

+ × × = + +
∏

∏
 … (3) 

最後再由(1)帶入(3)，得到我們所求的關係式 
( )

( ) 11

1 1

( , ) ( , )

n x tn x

k n x t y t yk n
n t x t y

t

k n t k t

kk D
f n t f n x t y

Dk k

+ −+

= + − − + += +
− + +

= − + = +

× × × = + +
∏∏

∏ ∏
 

方法二：利用其兩兩之間皆有特殊的乘積關係求得公式 
令 ( , )f n t 和 ( , )f n x t y+ + 有m 倍的關係，即 ( , ) ( , )f n t m f n x t y× = + + ，則

( , )
( , )

f n x t ym
f n t
+ +

=  

( )!
( )!( )!

!
!( )!

t y

t

n x D
t y n x t y

n D
t n t

+
+

×
+ + − −=

×
−
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( )
( )!

! ! ( )!
t y

n x t n t
+

+ × × − ×

=

( )!
2!

t y+
− ( )

( )1 !
+ 1

3!
t y t y+ − +

+ − × ( )
( )!

1
( 1)!

t y t y
t y

+ +
+ − ×

+ −

( )

( )!

!

t y

t y

 
 

+  

+ ( ) ( )1! ! ! !! ( )! + 1 1
2! 3! ( 1)! !

t tt t t tn n x t y
t t

− 
× × + − − × − + − × + − × − 



 

( )! !n x t+ ×
=

( ) ( )11 1 1 1( )! + 1 1
2! 3! ( 1)! ( )!

!! ( )!

t y t yn t
t y t y

tn n x t y

+ − + 
× − × − + − × + − × + − + 

× + − − ×



!
2!

t
− ( ) 1 !+ 1

3!
t t−+ − × ( ) !1

( 1)!
t t

t
+ − ×

− !t
 
 
 

 

( )! ( )!n x n t+ × −
=

( ) ( )11 1 1 1+ 1 1
2! 3! ( 1)! ( )!

!

t y t y

t y t y

n

+ − + 
× − + − × + − × + − + 



( ) ( )11 1 1 1( )! + 1 1
2! 3! ( 1)! !

t tn x t y
t t

− 
× + − − × − + − × + − × − 



 

( )!n x+
=

( ) ( )11 1 1 1+ 1 1
2! 3! ( 1)! ( )!

( 1) ( 2) ... ( 1) ( )!

t y t y

t y t y

n t n t n n n x t y

+ − + 
× − + − × + − × + − + 

− + × − + × × − × × + − −



( ) ( )11 1 1 1+ 1 1
2! 3! ( 1)! !

t t

t t
− 

× − + − × + − × − 


( ) ( )

( ) ( )

1

1

1 1 1 1( 1) ( ) ... ( ) +... 1 1
2! 3! ( 1)! ( )!

1 1 1 1( 1) ( 2) ... ( 1) +... 1 1
2! 3! ( 1)! !

t y t y

t t

n x t y n x t y n x
t y t y

n t n t n n
t t

+ − +

−

 
+ − − + × + − − × × + × − + − × + − × + − + =

 
− + × − + × × − × × − + − × + − × − 

( )

( )
1 2

21

11
!

11
!

n x t y
k

k n x t y k
n t

k

kk n t

k
k

k
k

+ +

= + − − + =

== − +

 − ×  = ×
 − ×  

∏ ∑

∑∏
 

經過整理之後，我們發現兩種方法求得的公式是相同的，且在範圍內皆成立。 

 

伍、 研究結果 

一、 當 n個數與 1n + 個數分別進行排列，且皆有 t個數排列錯誤時，其方法數的關係式為 

1( 1, ) ( , )
1

nf n t f n t
n t

+
+ = ×

+ −
 

二、 當 n個數進行排列，且分別有 t個數及 1t + 個數排列錯誤時，其方法數的關係式為

1( , 1) ( , )
1

t

t

n t Df n t f n t
t D

+−
+ = × ×

+
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三、 當 t 分別為 n 及 1n − 時，有下列關係式

1( , 1) ( , ) ( , 1) ( 1) ( , )n
n nf n n D n D f n n f n n f n n−− + − × = ⇒ − + − =  

四、 當 t相差 2時，
( 1, 2)

( 1, )
f n t

f n t
+ +
+

與
( , 2)

( , )
f n t

f n t
+

的關係能用兩種關係式表示 

關係式一： 2( , 2) ! ( 1, 2)2 ( )
( , ) ( 2)! ( 1, )

t

t

f n t D t f n tn t
f n t D t f n t

++ + +
+ × × × − =

+ +
 

關係式二：
( , 2) 1 ( 1, 2)

( , ) 1 ( 1, )
f n t n t f n t

f n t n t f n t
+ − + + +

× =
− − +

 

五、 從研究結果四延伸，當 t相差 y 時，
( 1, )

( 1, )
f n t y

f n t
+ +
+

與
( , )

( , )
f n t y

f n t
+

的關係也能用兩種關

係式來表示 

關係式一： 2( , ) ! ( 1, )( )
( , ) ( )! ( 1, )

n t

i n t y t y

t

i
Df n t y t f n t yy n t

f n t n t D t y f n t

−

= − − + ++ + +
+ × × × × − =

− + +

∏
 

關係式二：
( , ) ( 1) ( 1, )

( , ) ( 1) ( ) ( 1, )
f n t y n t f n t y

f n t n t y f n t
+ + − + +

× =
+ − + +

 

六、 當 n相差 x， t相差 y 時， ( , )f n t 與 ( , )f n x t y+ + 的關係式為

( )

( )
1 2

21

11
!( , ) ( , )

11
!

n x t y
k

k n x t y k
n t

k

kk n t

k
kf n t f n x t y

k
k

+ +

= + − − + =

== − +

 − ×  × × = + +
 − ×  

∏ ∑

∑∏
，且此關係即為所求的部分錯排列萬

用公式。 

陸、 討論 

一、 在討論研究過程 4-1 時，一開始我們發現
( , 2)

( , )
f n t

f n t
+

與
( 1, 2)

( 1, )
f n t

f n t
+ +
+

有著二階等差的

關係。而它們的關係是否為二階等差，須證明其滿足 2 12n n na a a R+ +− + = ，且 R 為定

值，而我們將數字代入後皆成立，故
( , 2)

( , )
f n t

f n t
+

與
( 1, 2)

( 1, )
f n t

f n t
+ +
+

為二階等差。 
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但當 t的數字不同時，公差會有所改變，所以我們目前找出當 2,3,4t = 時， ( , 2)
( , )

f n t
f n t

+

的一般式 

當 2t = 時，一般式為 2( , 4) 3 3( 3) ( 3)
( , 2) 4 4

f n n n
f n

= − + − ，其中 n N∈ ，且 4n ≥  

我們利用二階等差一般式 2
ia Ai Bi C= + + ，將 i分別以1, 2,3代入 

1
(4, 4) 3
(4,2) 2

fa A B C
f

= = + + =  … (1) 

2
(5, 4) 94 2
(5,2) 2

fa A B C
f

= = + + =  … (2) 

3
(6, 4) 189 3
(6, 2) 2

fa A B C
f

= = + + =  … (3) 

用(2)− (1)得到3 3A B+ =  … (4)  

用(3)− (2)得到5 3A B+ =  … (5) 

再用(5)− (4)，求得
3
4

A = 、
3
4

B = 、 0C =  

故 23 3
4 4ia i i= +  

但我們的變數並不是 i，而是 n，所以我們令 3i n= − 即可得到關係式

2
3

3 3( 3) ( 3)
4 4na n n− = − + −  

而 3
( , 4)
( , 2)n

f na
f n− = ，所以我們得到最終的一般式為 2( , 4) 3 3( 3) ( 3)

( , 2) 4 4
f n n n
f n

= − + −  

以此類推當 3t = 時，一般式為 ( )2( ,5) 11 114 ( 4)
( ,3) 10 10

f n n n
f n

= − + − ，其中 n N∈ ，且 5n ≥ ， 

當 4t = 時，一般式為 2( ,6) 53 53( 5) ( 5)
( , 4) 54 54

f n n n
f n

= − + − ，其中 n N∈ ，且 6n ≥  

⋮ 
⋮ 

二、 根據研究過程 5-1 的圖一和圖二，我們發現當相隔三列相除時，會有三階等差的關

係，而為了更嚴謹的證實
( , 3)

( , )
f n t

f n t
+

與
( 1, 3)

( 1, )
f n t

f n t
+ +
+

為三階等差的關係，須證明其滿

足 3 2 13 3n n n na a a a R+ + +− + − = ，其中 R 為定值，而我們將計算出的數字代入後皆成

立，故
( , 3)

( , )
f n t

f n t
+

與
( 1, 3)

( 1, )
f n t

f n t
+ +
+

為三階等差。 
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三、 而最後我們想知道到底我們研究出的部分錯排列萬用公式，能不能符合我們最一開

始發現的全錯排列公式 ( ) ( )2 ( ) 1 ( 1)f n f n f n n+ = + + × +   呢？ 

在萬用公式中，我們令 t n= 、 2x = 、 2y = 代入 

( )

( )
1 2

21

11
!( , ) ( , )

11
!

n x t y
k

k n x t y k
n t

k

kk n t

k
kf n t f n x t y

k
k

+ +

= + − − + =

== − +

 − ×  × × = + +
 − ×  

∏ ∑

∑∏
可以得到 

( )

( )

2 2

21

21

11
!( , ) ( 2, 2)

11
!

n n
k

kk
n n

k

kk

k
kf n n f n n

k
k

+ +

==

==

 − ×  × × = + +
 − ×  

∑∏

∑∏
，即

( )

( )

2

2

2

11
!( ) ( 2)( 1) ( 2)

11
!

n
k

k
n

k

k

kf n n n f n

k

+

=

=

 − ×  × + + × = +
 − ×  

∑

∑
 

再令 t n= 、 1x = 、 1y = 代入萬用公式得到

( )

( )

1 1

21

21

11
!( , ) ( 1, 1)

11
!

n n
k

kk
n n

k

kk

k
kf n n f n n

k
k

+ +

==

==

 − ×  × × = + +
 − ×  

∑∏

∑∏
，即

( )

( )

1

2

2

11
!( ) ( 1) ( 1)

11
!

n
k

k
n

k

k

kf n n f n

k

+

=

=

 − ×  × + × = +
 − ×  

∑

∑
 

故[ ]
( )

( )

1

2

2

11
!( ) ( 1) ( 1) ( ) ( ) ( 1) ( 1)

11
!

n
k

k
n

k

k

kf n f n n f n f n n n

k

+

=

=

  − ×    + + × + = + × + × × + 
  − ×    

∑

∑
 

( )

( )

1

2

2

11
!( ) 1 ( 1) ( 1)

11
!

n
k

k
n

k

k

kf n n n

k

+

=

=

  − ×    = × + + × × + 
  − ×    

∑

∑
 

( ) ( )

( )

1

2 2

2

1 11 ( 1) 1
! !( ) ( 1)

11
!

n n
k k

k k
n

k

k

n
k kf n n

k

+

= =

=

    − × + + × − ×        = × × + 
  − ×    

∑ ∑

∑
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( ) ( )

( )

11 1

2 2

2

1 ( 1) 11 ( 1) 1
! ( 1)! !( ) ( 1)

11
!

nn n
k k

k k
n

k

k

n
k n kf n n

k

++ +

= =

=

 −   − × − + + × − ×    +    = × × + 
  − ×    

∑ ∑

∑
 

( )

( )

11

2

2

1 ( 1)( 2) 1
! ( 1)!( ) ( 1)
11
!

nn
k

k
n

k

k

n
k nf n n

k

++

=

=

− + − × −  + = × + ×
 − ×  

∑

∑
 

( )

( )

21

2

2

1 ( 1)( 2) 1
! ( 1)!( ) ( 1)
11
!

nn
k

k
n

k

k

n
k nf n n

k

++

=

=

− + − × +  + = × + ×
 − ×  

∑

∑
 

( )

( )

2

2

2

1( 2) 1
!( ) ( 1)

11
!

n
k

k
n

k

k

n
kf n n

k

+

=

=

 + − ×  = × + ×
 − ×  

∑

∑
 

( 2)f n= + 得證 

 

柒、 結論 

在成功找到部分錯排列的關係式及萬用公式後，當我們需要計算數字較大的部分錯排列

方法數時，不用再使用原本較為複雜的計算方式，可以利用本研究結果，簡單且快速的求得

想要的答案。再者，我們發現部分錯排列的萬用公式，可以解釋全錯排列關係式

( ) ( )2 ( ) 1 ( 1)f n f n f n n+ = + + × +   ，是研究過程中，意料之外的收穫。 
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一.研究動機 
在高一下學期的排列組合課程中，學到了一個新的專有名詞-錯排列。錯排列的意思是排列中有一個以
上的元素不在自己對應的位置，這樣的排列就稱為錯排列。其中錯排列又分為全錯排列和部分錯排列。
我們發現全錯排列的方法數有一個很特別的關係⇒令𝑓 𝑛 為全錯排列方法數的函數，則𝑓 𝑛 會滿足
𝑓 𝑛 + 2 = 𝑓 𝑛 + 1 + 𝑓 𝑛 × 𝑛 + 1 。因為全錯排列有其特殊的關係式，所以我們便想要更進一步取
探討部分錯排列是否也擁有其特別的關係式？於是開始了我們的探討與研究。 

二.研究目的 

1. 當𝑛個數與𝑛 + 1個數進行排列，且皆有𝑡個數排列錯誤時，𝑓(𝑛, 𝑡) 與𝑓(𝑛 + 1, 𝑡) 的關係為何？ 

2. 當𝑛個數進行排列，且分別有𝑡個數及𝑡 + 1個數排列錯誤時，𝑓(𝑛, 𝑡) 與𝑓(𝑛, 𝑡 + 1)的關係為何？ 

3. 當𝑡分別為𝑛及𝑛 − 1時， 𝑓(𝑛, 𝑛)與𝑓(𝑛, 𝑛 − 1)的關係為何？ 

4. 當𝑡相隔2時， 
𝑓 𝑛,𝑡+2

𝑓 𝑛,𝑡
與

𝑓 𝑛+1,𝑡+2

𝑓 𝑛+1,𝑡
的關係為何？ 

5. 當𝑡相隔𝑦時， 
𝑓 𝑛,𝑡+𝑦

𝑓 𝑛,𝑡
與

𝑓 𝑛+1,𝑡+𝑦

𝑓 𝑛+1,𝑡
的關係為何？ 

6. 當𝑛相隔𝑥，𝑡相隔𝑦時， 𝑓(𝑛, 𝑡)與𝑓(𝑛 + 𝑥, 𝑡 + 𝑦)的關係為何？ 

三.研究設備及器材  
筆、計算紙、計算機、電腦、mathtype 

四.說明及定義 
1. 在研究中所探討的錯排列方式都是以直線排列，其餘排列方式不在我們的探討之範圍內。 

2. 錯誤排列：在直線排列中，我們可以假設每個物品皆有其相對應的號碼相對應的位置，如果物品不在其

對應位置，便稱為錯誤排列。 

3.  𝑓(𝑛, 𝑡)為我們在研究中對於部分錯排列數量的表示方法 

    𝑛表示研究數據中元素的總個數 

         𝑡表示研究數據中元素未在相對應位置上(錯誤排列)的個數 

    (𝑛, 𝑡 ∈ 𝑁 且𝑛 ≥ 𝑡 > 1 ，在錯排列中錯誤排列的個數不會比總排列個數多，否則不成立) 

4. 找到關係式後，我們會利用數學歸納法來證明我們得出的公式是否在任何情況下皆成立。 

在本次實驗中，我們將會用到下面公式計算部分錯排列的數量：                                                  

                                                   ，其中       且 

根據上面的公式，如果我們已經知道𝑡的全錯排列個數，則我們可以令𝐷𝑡為𝑡的全錯排列個數， 

將算式簡化為： 

五.研究方法 

 0 1 2( , ) ! ( 1)! 2 ! ( 1) 0!  n t t t t t

t tf n t C C t C t C t C              

( , ) n

t tf n t C D 

,n t N 1n t 

六.研究過程 
我們先把個數2~7的部分錯排列個數列算出來，整理後可得到以下的表格(如表一) 

 

 

 

 

 

1.觀察每一列，我們發現每一列相鄰兩項皆有                      的關係 

 證明如下： 
當𝑛 = 2時， 

1
( 1, ) ( , )

1

n
f n t f n t

n t


  

 

2

3

3
(2, )

3

3

3

2! 3

!(2 )! 3

(3, )

t t

t

t t

f t
t

C D
t

D
t t t

C D

f t




  


  
 

 



設𝑛 = 𝑘時成立，即                        
則𝑛 = 𝑘 + 1時， 

2

( 1) 1
( 1, )

( 1) 1

1 ( 1) 1 ( 1)( 2)
( , )

1 ( 1) 1 ( 1 )( 2 )

( 2)!
( 2, )

!( 2 )!

k

t t

k

t t t

k
f k t

k t

k k k k
f k t C D

k t k t k t k t

k
D C D f k t

t k t



 
 

  

    
     

        


     

 
成立 

1
( , ) ( 1, )

1

k
f k t f k t

k t


  

 

第一行 第二行 第三行 第四行 第五行 第六行 

第一列  𝑓 2,2 = 1  𝑓(3,2) = 3  𝑓(4,2) = 6  𝑓(5,2) = 10  𝑓(6,2) = 15  𝑓(7,2) = 21 

第二列  𝑓(3,3) = 2  𝑓(4,3) = 8  𝑓(5,3) = 20  𝑓(6,3) = 40  𝑓(7,3) = 70 

第三列  𝑓(4,4) = 9  𝑓(5,4) = 45  𝑓(6,4) = 135  𝑓(7,4) = 315 

第四列  𝑓(5,5) = 44  𝑓(6,5) = 264  𝑓(7,5) = 924 

第五列  𝑓(6,6) = 265  𝑓(7,6) = 1855 

第六列  𝑓(7,7) = 1854 

表一：排列個數2~7的部分錯排列個數 



 
 
 
 
 
 
 
 成立 

2. 而接著觀察每一行，我們發現每一行相鄰兩項也有                          的關係 1( , 1) ( , )
1

t

t

Dn t
f n t f n t

t D


   



證明如下： 
當𝑡 = 2時， 

3

2

3
2 2

2

3

3

3 3

2
( ,2)

2 1

2

3

! 2

2!( 2)! 3

!

3!( 3)!

= ( ,3)

n

n

Dn
f n

D

D n
C D

D

n n
D

n

n
D

n

C D

f n


 




   


  



 


 

設𝑡 = 𝑘時成立，即                              
則𝑡 = 𝑘 + 1時， 

( 1)
( , ) ( , 1)

1

k

k

Dn k
f n k f n k

k D


   



 

 

( 1) 1

( 1)

( 1) 1( 1)

( 1)

( 2)

( 2) +2 ( 2)

( +1)
( , 1)

( 1) 1

( +1)
( , )

1 ( 1) 1

( +1)

1 ( 1) 1

! ( )( 1)
= ( , 2)

!( )! ( 1)( 2)

k

k

kk

k k

kn

k k

k

n

k k k

Dn k
f n k

k D

DDn k n k
f n k

k D k D

Dn k n k
C D

k D k

n n k n k
D C D f n k

k n k k k

 



 





 


  

 

 
    

  

 
    

  

  
     

  

 
 
 
 
 
 
 
 

3. 我們把表格整理完後觀察倒數兩項，可以發現以下的關係： 
當𝑛為奇數時，𝑓 𝑛, 𝑛 − 1 = 𝑓 𝑛, 𝑛 + 1；當𝑛為偶數時，𝑓 𝑛, 𝑛 − 1 + 1 = 𝑓 𝑛, 𝑛  
由此我們可以推出表示其關係的式子為： 
當𝑡 = 𝑛時，𝑓 𝑛, 𝑛 − 1 + 𝐷𝑛 − 𝑛 × 𝐷𝑛−1 = 𝑓 𝑛, 𝑛 → 𝑓 𝑛, 𝑛 − 1 + −1 𝑛 = 𝑓 𝑛, 𝑛  
證明如下： 
 

1 1 1

1 1 1 1 1

0 1 1 0 1 1

1 1 1

0 0 1 1 1

( , ) ( , 1)

[ ! ( 1)! ( 1) 1! ( 1) 0!] [ ( 1)! ( 2)! ( 1) 0!]

[ ! ( 1)!] [ ( 1)! ( 2)!] [ ( 1) 1!

n n

n n n n n

n n n n n n n n n n

n n n

n n n n n n

n

f n n f n n C D C D D n D

C n C n C C n C n C n C

C n nC n C n nC n C

 

    

 

  



       

                 

           1

1 ( 1) 0!] [ ( 1) 0!]

0 0 ( 1) ( 1)

n n n n

n n

n n

nC C

     

      

2( , 2) ! ( 1, 2)
2 ( )

( , ) ( 2)! ( 1, )

t

t

f n t D t f n t
n t

f n t D t f n t

  
     

 

4. 我們繼續找將第四列除以第二列後，其相鄰兩項的關係，我們發現有兩個關係式皆能符合 

( , 2) 1 ( 1, 2)

( , ) 1 ( 1, )

f n t n t f n t

f n t n t f n t

    
 

  

關係式一： 

關係式二： 

(5,5)

(5, 2)

f

f

(6,5)

(6, 2)

f

f

(7,5)

(7, 2)

f

f

(8,5)

(8, 2)

f

f

(9,5)

(9, 2)

f

f

198

15

396

15

660

15

990

15

66

15

66

15

198

15

264

15

330

15

圖一：將第四列除以第一列的關係圖 

5-1. 我們從研究過程4的關係式一發現到當相隔兩列相除時，
𝑓 𝑛,𝑡+2

𝑓 𝑛,𝑡
與

𝑓 𝑛+1,𝑡+2

𝑓 𝑛+1,𝑡
有著二階等差的關係，而我 

     們進一步推測
𝑓 𝑛,𝑡+3

𝑓 𝑛,𝑡
與

𝑓 𝑛+1,𝑡+3

𝑓 𝑛+1,𝑡
三階等差的關係，於是我們把相隔三列的值算出來並製成下圖(一) 

證明如下： 
設𝑡 = 𝑘時成立，即                              
則𝑡 = 𝑘 + 1時， 

根據圖一，我們發現當相隔三列時，有三階等差的關係，剛好

證明我們的推測是正確的。而我們也求得
𝑓 𝑛,𝑡+3

𝑓 𝑛,𝑡
與

𝑓 𝑛+1,𝑡+3

𝑓 𝑛+1,𝑡
的

關係式為 

於是我們大膽推論，當相隔𝑦列相除時，
𝑓 𝑛,𝑡+𝑦

𝑓 𝑛,𝑡
與

𝑓 𝑛+1,𝑡+𝑦

𝑓 𝑛+1,𝑡
的

關係為𝑦階等差，且關係式為 

3( , 3) ! ( 1, 3)
3( 1) ( )

( , ) ( 3)! ( 1, )

t

t

Df n t t f n t
n t n t

f n t D t f n t

  
       

 

2( , ) ! ( 1, )
( )

( , ) ( )! ( 1, )

n t

i n t y t y

t

i
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成立 



5-2. 接著我們繼續從相隔三列、相隔四列……開始找尋關係式，而我們發現，當相隔𝑦列相除 

     後，相鄰兩項的關係式通式為 
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證明如下： 
當𝑛 = 4時， 
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6. 最後我們找到了部分錯排列的萬用公式，即為當𝑛相隔𝑥，𝑡相隔𝑦時， 
 
 
       𝑓(𝑛, 𝑡)與𝑓(𝑛 + 𝑥, 𝑡 + 𝑦)的關係式為 
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證明如下： 
令𝑓(𝑛, 𝑡)與𝑓(𝑛 + 𝑥, 𝑡 + 𝑦)為𝑚倍的關係，即 𝑓 𝑛, 𝑡 × 𝑚 = 𝑓 𝑛 + 𝑥, 𝑡 + 𝑦 ，則 
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七.研究結果 

1. 當𝑛個數與𝑛 + 1個數分別進行排列，且皆有𝑡個數排列錯誤時，𝑓(𝑛, 𝑡) 與𝑓(𝑛 + 1, 𝑡) 的關係為 
 
 

2. 當𝑛個數進行排列，且分別有𝑡個數及𝑡 + 1個數排列錯誤時，𝑓(𝑛, 𝑡) 與𝑓(𝑛, 𝑡 + 1)的關係為 

 

3. 當𝑡分別為𝑛及𝑛 − 1時， 𝑓(𝑛, 𝑛)與𝑓(𝑛, 𝑛 − 1)的關係為 

4. 當𝑡相隔2時， 
𝑓 𝑛,𝑡+2

𝑓 𝑛,𝑡
與

𝑓 𝑛+1,𝑡+2

𝑓 𝑛+1,𝑡
的關係能用兩種關係式來表達 

5. 當𝑡相隔𝑦時， 
𝑓 𝑛,𝑡+𝑦

𝑓 𝑛,𝑡
與

𝑓 𝑛+1,𝑡+𝑦

𝑓 𝑛+1,𝑡
的關係也能用兩種關係式來表達 

6. 當𝑛相隔𝑥，𝑡相隔𝑦時， 𝑓(𝑛, 𝑡)與𝑓(𝑛 + 𝑥, 𝑡 + 𝑦)的關係為 
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我們想知道到底我們研究出的部分錯排列萬用公式，能不能符合我們最一開始發現的全錯排列公式 

𝑓 𝑛 + 2 = 𝑓 𝑛 + 1 + 𝑓 𝑛 × 𝑛 + 1 呢？於是我們分別令𝑡 = 𝑛、𝑥 = 2、𝑦 = 2以及𝑡 = 𝑛、𝑥 = 1、𝑦 = 1
代入我們所求得的萬用公式，我們發現，我們所求出的部分錯排列萬用公式，帶入全錯排列的公式是成立
的，也就是用我們所求的部分錯排列公式可以解釋全錯排列的公式。 

八.討論 

九.結論及未來展望 
在成功找到部分錯排列的關係式及萬用公式後，當我們需要計算數字較大的部分錯排列方法數時，不用再使
用原本較為複雜的計算方式，可以利用本研究結果，簡單且快速的求得想要的答案。再者，我們發現部分錯
排列的萬用公式，可以解釋全錯排列關係式𝑓 𝑛 + 2 = 𝑓 𝑛 + 1 + 𝑓 𝑛 × 𝑛 + 1  ，是意料之外的收穫。 
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