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摘要 

  我們從課堂中挑戰題出發，從高中數學的「餘式定理」、「數學歸納法」與「遞迴關係

式」來對「費氏數列」進行討論。在簡單的多項式除法問題中，找到關於費氏數列的規律，

並延伸找到與之密切相關的「盧卡斯數列」。此外，我們將研究中的費氏數列推廣至廣義費

氏數列，以及遞迴關係更一般的廣義二階遞迴數列。我們將觀察得到對於二階遞迴數列的結

果，用「數學歸納法」的方式證明。更將二次方的研究，延伸至三階遞迴、四階遞迴等高階

遞迴的規律。並且找到當高次方時，符合前述關係的係數為對應階數特定矩陣特徵方程式的

性質。我們也找出高次方中，特徵方程式各項係數的遞迴規律與巴斯卡三角形的特定關係。 

 

壹、研究動機 

我們在學習多項式乘除的單元時，老師在課堂上額外出了一題延伸的挑戰題給我們，原

本的題目如下：「𝑎、𝑏為整數且𝑥2 − 𝑥 − 1是𝑎𝑥17 + 𝑏𝑥16 + 1的因式，求𝑎。」這題目一開始

看似簡單，動手認真做之後才發現，次方過大使得我們的計算量也隨之變大，衍伸而來的便

是正確性的問題。因此，回家上網查了這個題目後，發現這個題目最早出現於 1988 年的 AIME

考題之中，並在這三十年間，類似的考題已經出現在國內各高中段考試題或大小數學競賽的

試題中。這不禁讓我們油然升起一股挑戰高中競賽題目之心，我們希望除了最基本的求解之

外，能發展出規律的算式，讓大家一窺此類型題目的各種「巧合」。 

一開始我們用了短除法的方式直接求解，但由於原題目次方過大，我們對於費氏數列的

巧合也不敢過度推論。因此，在詢問了老師之後，老師提示利用餘式定理（貝祖定理）去解。

在求解的過程中，竟發現不僅只有原題目有費氏數列的規律，在原題目中其他係數時，亦存

在著費氏數列的蹤影，讓我們覺得非常有趣，進而開始尋找更多的規律，並嘗試將之推廣至

一般化的結果。 

貳、研究目的 

大量利用如餘式定理及費氏數列的規律，且利用高中數學的計算技巧及證明方法，如數

學歸納法、盧卡斯數列與費氏數列的關係，來分析方程式中係數與費氏數列之關係。 
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一、在原題目中，利用高中餘式定理，觀察係數跟費氏數列各項之關係。 

二、利用窮舉的方式，觀察其他係數的除式，是否能與原題之係數一樣，與費氏數列有關。 

三、尋找其他與費氏數列有關的係數，並觀察研究該係數之間是否存在著其他關係，進而希

望去找到所有符合關係的係數。 

四、將觀察到的結果，利用高中數學中的數學歸納法，來證明存在於所有整數的情形。 

五、將費氏數列的規律，推廣至不同初始項的二階遞迴數列。 

六、將二次方結果推廣至高次方及類費氏數列的高階遞迴關係式。 

參、研究設備及器材 

  計算紙、筆、電腦、Microsoft Office Excel 2013、數學計算軟體 Matlab 

肆、研究過程或方法 

一、文獻探討與前置作業 

（一）小貝祖定理（Little Bezout Theorem or Polynomial Remainder Theorem） 

引理 1：多項式𝑓(𝑥)除以(𝑥 − 𝑟)後，餘數為𝑓(𝑟)，即𝑥 = 𝑟代入原多項式𝑓(𝑥)的值。且當

(𝑥 − 𝑟)為𝑓(𝑥)的因式時，則有𝑓(𝑟) = 0 

（二）費氏數列（Fibonacci sequence） 

定義：數列〈𝐹𝑛〉滿足：{

𝐹1 = 1                
𝐹2 = 1                

𝐹𝑛+2 = 𝐹𝑛+1 + 𝐹𝑛，𝑛 ∈ 𝑁
，則稱〈𝐹𝑛〉為費氏數列。 

（三）盧卡斯數列（Lucas number） 

定義：數列〈𝐿𝑛〉滿足：{

𝐿1 = 1                
𝐿2 = 3                

𝐿𝑛+2 = 𝐿𝑛+1 + 𝐿𝑛，𝑛 ∈ 𝑁
，則稱〈𝐿𝑛〉為盧卡斯數列。 

從通式的關係式中得到費氏數列與盧卡斯數列之間的關係：𝐿𝑛 = 𝐹𝑛−1 + 𝐹𝑛+1 

 

  以下列出用於解原題目的引理性質： 

引理 2：令𝐹𝑛為費氏數列第 𝑛 項，則有𝐹𝑛
2 − 𝐹𝑛−1𝐹𝑛+1 = (−1)

𝑛+1 
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  以下列出研究時需要用到的性質： 

引理 3：若𝐹𝑛代表費氏數列第 𝑛 項，𝐿𝑛代表盧卡斯數列第 𝑛 項。 

        則𝐿𝑛
2 − 4(−1)𝑛 = 5𝐹𝑛

2 
 

引理 4：若𝐹𝑛代表費氏數列第 𝑛 項，則𝐹𝑛 = 𝐹𝑚𝐹𝑛−𝑚+1 + 𝐹𝑚−1𝐹𝑛−𝑚 
 

引理 5：若𝐹𝑛代表費氏數列第 𝑛 項，𝐿𝑛代表盧卡斯數列第 𝑛 項， 

則𝐹𝑛+1𝐿𝑛 + (−1)
𝑛+1 = 𝐹2𝑛+1 

 

 

二、研究流程架構 

（一）原題目解題，並推廣： 

 

 

 

 

 

 

（二）推廣至其他廣義二階遞迴的係數狀況： 

 

 

 

（三）推廣至其他高次方在廣義高階遞迴的係數狀況： 

 

 

 

三、研究過程 

首先，我們從 1988 年 AIME 的競賽題出發，原題目如下：「𝑎、𝑏為整數且𝑥2 − 𝑥 −

1是𝑎𝑥17 + 𝑏𝑥16 + 1的因式，求𝑎。」因為原題目提及到因式與倍式關係，因此我們很自然

利用餘式定理將高次方降階 

觀察得費氏數列規律 

一、利用費氏數列的性質，解出原題答案。 

二、尋找其他符合降階後有費氏數列的係數。 

三、觀察得𝑥2 = 𝑎𝑥 + 𝑏在高次方降階後的係數，𝑎

的正負不影響降階後數值（不計正負）。 

四、觀察得𝑥2 = 3𝑥 − 1，降階後的係數亦有費氏數

列的規律。 

五、當 Lucas 數列為係數時，降階後係數經線性組

合可得費氏數列。 

利用二階遞迴數列的性質 

推廣至其他係數的情形 

一、推廣至廣義費氏數列為線性組合係數時。 

二、推廣至常數項不為正負 1 的情況。 

三、推廣至廣義二階遞迴的情況。 

利用窮舉法及二次方經驗 

觀察並寫出詳細規律 

一、觀察得到三、四、五、六、七次方的係數。 

二、找到相關係數規律。 

三、利用矩陣特徵方程式求得關係式規律。 
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地想到了長除法這個解題選項。但很快地我們便受到了挫折，因為原題目中的次方數，遠遠

超出平常課堂上練習的次數，使得我們陷入了求解的困難。因此在詢問老師時，老師給了我

們「餘式定理」的提示，希望我們能夠自行去尋找答案。 

  我們查到「餘式定理」的解題精神，便是將除式令為零，得到某一關係式後，代入被除

式中，將被除式的次方降低，以達到降次求解的效果。 

  因此，我們令𝑥2 − 𝑥 − 1 = 0 => 𝑥2 = 𝑥 + 1……① 

我們將①式等號兩邊同乘以𝑥，得到：𝑥3 = 𝑥2 + 𝑥……② 

此時將①式代入②，得到：𝑥3 = 𝑥2 + 𝑥 = 2𝑥 + 1 

同理，我們持續以上操作，可以得到： 

=> 𝑥4 = 𝑥3 + 𝑥2 = 3𝑥 + 2    => 𝑥5 = 𝑥4 + 𝑥3 = 5𝑥 + 3    => 𝑥6 = 𝑥5 + 𝑥4 = 8𝑥 + 5 

至此，我們發現到降階過後的一次方係數與常數項，皆呈現費氏數列的關係成長。 

 

定理 1：若𝑥2 = 𝑥 + 1，則𝑥𝑛 = 𝐹𝑛𝑥 + 𝐹𝑛−1，對所有正整數 𝑛 ≥ 2 皆成立。 

〈證明〉： 

  我們利用數學歸納法來證明原式對所有正整數 𝑛 皆成立。 

1°. 當𝑛 = 2時，左式= 𝑥2 = 𝑥 + 1 = 𝐹2𝑥 + 𝐹1 =右式 

   當𝑛 = 3時，左式= 𝑥3 = 𝑥2 + 𝑥 = (𝑥 + 1) + 𝑥 = 2𝑥 + 1 = 𝐹3𝑥 + 𝐹2 =右式 

2°. 設𝑛 = 𝑘 − 1時成立，即：左式= 𝑥𝑘−1 = 𝐹𝑘−1𝑥 + 𝐹𝑘−2 =右式 

   且設𝑛 = 𝑘時亦成立，即：左式= 𝑥𝑘 = 𝐹𝑘𝑥 + 𝐹𝑘−1 =右式 

  則當𝑛 = 𝑘 + 1時，左式= 𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 + 𝑥𝑘−1 = (𝐹𝑘𝑥 + 𝐹𝑘−1) + (𝐹𝑘−1𝑥 + 𝐹𝑘−2)      

                        = (𝐹𝑘 + 𝐹𝑘−1)𝑥 + (𝐹𝑘−1 + 𝐹𝑘−2) = 𝐹𝑘+1𝑥 + 𝐹𝑘 =右式 

根據1°.、2°.及數學歸納法得知定理 1 成立。 

由定理 1 可以得到，若𝑥2 − 𝑥 − 1 = 0，則𝑥𝑛 = 𝐹𝑛𝑥 + 𝐹𝑛−1  

因此，𝑎𝑥17 = 𝑎(𝐹17𝑥 + 𝐹16) = 𝑎(1597𝑥 + 987) = 1597𝑎𝑥 + 987𝑎 

      𝑏𝑥16 = 𝑏(𝐹16𝑥 + 𝐹15) = 𝑏(987𝑥 + 610) = 987𝑏𝑥 + 610𝑏 

=> 𝑎𝑥17 + 𝑏𝑥16 + 1 = (1597𝑎 + 987𝑏)𝑥 + 987𝑎 + 610𝑏 + 1……③ 
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根據引理 1，且由於我們一開始令除式為零：𝑥2 − 𝑥 − 1 = 0 

=> 𝑎𝑥17 + 𝑏𝑥16 + 1 = 0……④ 

將③、④列等式後：=> {
1597𝑎 + 987𝑏 = 0
987𝑎 + 610𝑏 = −1

 

上式亦可表達成：=> {
𝐹17𝑎 + 𝐹16𝑏 = 0  
𝐹16𝑎 + 𝐹15𝑏 = −1

 

為了解開上面的聯立方程組，我們需要引理 2。 

我們利用引理 2 及公式解來解上面的聯立方程組：{
𝐹17𝑎 + 𝐹16𝑏 = 0  
𝐹16𝑎 + 𝐹15𝑏 = −1

 

=>

{
 
 

 
 𝑎 =

𝐹16

𝐹17𝐹15 − 𝐹16
2 =

𝐹16

−(𝐹16
2 − 𝐹17𝐹15)

=
𝐹16

−(−1)
= 987  

𝑏 =
−𝐹17

𝐹17𝐹15 − 𝐹16
2 =

−𝐹17

−(𝐹16
2 − 𝐹17𝐹15)

=
−𝐹17
−(−1)

= −1597

 

  至此，我們將原題目完整求解出來了。在這過程中，從定理 1 得知當𝑥2 − 𝑥 − 1 = 0

時，高次方後的𝑥𝑛若利用餘式定理中，令除式為零的技巧降次方至一次方與常數項後，有著

𝑥𝑛 = 𝐹𝑛𝑥 + 𝐹𝑛−1，其一次方係數與常數項皆為費氏數列的性質。在前面文獻探討（二）時，

一些大學微分方程的課本中，使用齊次方程式的方法來求解費氏數列這種二階遞迴的通式

時，就會出現類似於除式的特徵解方程組𝜆2 − 𝜆 − 1 = 0出現在求解過程中。 

  讓我們感到興趣的，是除了定理 1 中的𝑥2 − 𝑥 − 1 = 0外，還有沒有其他二次方程式，

其高次方後的𝑥𝑛，若利用餘式定理中，令除式為零的技巧降次方至一次方與常數項後，其係

數也能是與費氏數列有關的係數。 

  一開始，我們先假設方程式形式為：𝑥2 = 𝑎𝑥 + 𝑏。我們透過前面的計算方式，分別以

𝑎、𝑏來表示𝑥在高次方之後的一次項與常數項係數。我們將結果記錄於下頁〈表一〉： 

 一次項係數 常數項係數 

𝑥2 𝑎 𝑏 

𝑥3 𝑎2 + 𝑏 𝑎𝑏 

𝑥4 𝑎3 + 2𝑎𝑏 𝑎2𝑏 + 𝑏2 

𝑥5 𝑎4 + 3𝑎2𝑏 + 𝑏2 𝑎3𝑏 + 2𝑎𝑏2 

𝑥6 𝑎5 + 4𝑎3𝑏 + 3𝑎𝑏2 𝑎4𝑏 + 3𝑎2𝑏2 + 𝑏3 

𝑥7 𝑎6 + 5𝑎4𝑏 + 6𝑎2𝑏2 + 𝑏3 𝑎5𝑏 + 4𝑎3𝑏2 + 3𝑎𝑏3 

〈表一〉𝑥2 = 𝑎𝑥 + 𝑏時，𝑥高次方降階後的一次項係數與常數項係數 
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  從〈表一〉計算與整理的過程中，我們可以對每一次方之間的係數轉換得心應手，但卻

仍無法確切說出當𝑎、𝑏為多少的時候，其係數才能與費氏數列有關。但我們對於〈表一〉也

不是全然沒有收穫。我們經由觀察後發現，不管是哪一個次方的一次項係數與常數項係數，

其 𝑎 的次方都是全為奇數或全為偶數。例如：𝑥3的一次項係數為（𝑎2 + 𝑏），雖然是由兩式

相加得來，但兩式中 𝑎 的次方為 2 與 0，皆為偶數。因此 𝑎 值的正負性，對於求出來的係

數影響，只會影響其正負與否，並不會影響到不計正負時數字的變化。因此，我們知道不用

再另外去討論 𝑎 值取負數時的變化。 

 

    而接下來我們利用窮舉法討論在𝑏 = ±1時，𝑎的不同取值，降階後係數變化： 

〈表二〉𝑏 = 1時的係數表現 

 

〈表三〉𝑏 = −1時的係數表現 
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  由上面〈表二〉及〈表三〉中，我們看到了只有當(𝑎, 𝑏) = (3,−1)時，其係數結果皆為費

氏數列中的數字（不計正負號）。這個結果讓我們非常開心，但我們認為應該還會有更多的

(𝑎, 𝑏)係數存在著類似的規律。然而就在我們看著「𝑏 = 2時的係數表現」、「𝑏 = −2時的係數

表現」等的表格時，卻總是徒呼負負，毫無收穫。 

  於是，我們便開始進行資料蒐集，開始查找那些整除類型求某項係數的數學競賽試題。

然而在查找了許多網站之後，找到的多是除式係數為(𝑎, 𝑏) = (1, 1)與(𝑎, 𝑏) = (−1, 1)的題目。

皇天不負苦心人，我們在中山大學雙週解題中找到一題，題目如下：「假如 𝑎 與 𝑏 為整數使

得𝑥2 − 3𝑥 + 1為𝑎𝑥12 + 𝑏𝑥11 − 1的因式，試求(𝑎, 𝑏)的值？」找到這個競賽題，無疑是證實了

我們這樣的觀察是沒有錯的。而接下來，就是查找更多與費氏數列有關的係數了。 

  在查找的過程中，我們一直沒有辦法找到直接性的係數關係。然而就在一次偶然之間，

我們其中一位成員有了以下發現： 

當𝑥2 − 𝑥 − 1 = 0時，𝑥 =
1 ± √5

2
；當𝑥2 − 3𝑥 + 1 = 0時，𝑥 =

3 ± √5

2
 

而(
1 ± √5

2
)

2

=
3 ± √5

2
。因此，我們猜測當𝑥 = (

1 ± √5

2
)

3

=
4 ± 2√5

2
，亦有其規律。 

於是，我們將𝑥 = (
1 ± √5

2
)

3

=
4 ± 2√5

2
，還原後的方程式為：𝑥2 − 4𝑥 − 1 = 0 

而𝑥2 = 4𝑥 + 1時，高次方降階後的係數表現如下： 

 𝑥2 𝑥3 𝑥4 𝑥5 𝑥6 𝑥7 𝑥8 𝑥9 

一次方係數 4 17 72 305 1292 5473 23184 98209 

常數項係數 1 4 17 72 305 1292 5473 23184 

〈表四〉(𝑎, 𝑏) = (4, 1)時的係數 

  然而，乍看之下的〈表四〉似乎並沒有什麼費氏數列的數字藏在其中。正當我們認為找

錯方向之時，該位同學發現，只要將一次方係數與常數項係數相加，便可以得到費氏數列中

的一連串數字。詳細情形如下〈表五〉。 

〈表五〉(𝑎, 𝑏) = (4, 1)時的係數與總和 

 𝑥2 𝑥3 𝑥4 𝑥5 𝑥6 𝑥7 𝑥8 𝑥9 

一次方係數 4 17 72 305 1292 5473 23184 98209 

常數項係數 1 4 17 72 305 1292 5473 23184 

係數總和 5 21 89 377 1597 6765 28657 121393 
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  我們從〈表五〉中發現，總和竟然都是費氏數列中的數。除此之外，我們還發現了一個

有趣的小定理： 

定理𝟐：當𝑥2 − 𝑥 − 1 = 0時，得到𝑥 =
1 ± √5

2
，則可得到𝑥𝑛 =

𝐿𝑛 ± 𝐹𝑛√5

2
。 

       其中𝐿𝑛為 Lucas 數列，且𝐿𝑛 = 𝐹𝑛−1 + 𝐹𝑛+1。 

〈證明〉：我們利用定理𝟏來證明原式對所有正整數 𝑛 皆成立。 

當𝑥2 − 𝑥 − 1 = 0時，𝑥2 = 𝑥 + 1，則𝑥𝑛 = 𝐹𝑛𝑥 + 𝐹𝑛−1(定理𝟏) 

到𝑥 =
1±√5

2
代入，𝑥𝑛 = 𝐹𝑛 ×

1±√5

2
+ 𝐹𝑛−1 =

𝐹𝑛±𝐹𝑛√5+2𝐹𝑛−1

2
=

𝐹𝑛+1±𝐹𝑛√5+𝐹𝑛−1

2
=

𝐿𝑛±𝐹𝑛√5

2
得證。 

  研究至此，我們從前面發現的規律，猜測當𝑥 = (
1 ± √5

2
)

𝑛

=
𝐿𝑛 ± 𝐹𝑛√5

2
，將方程式還 

原回一元二次方程式後，其高次方降次後，其係數表現若經過適當的線性函數轉換，都可以

變成費氏數列中的數字。 

  接下來，由一元二次方程式𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 0的公式解中，我們可以得到： 

𝑥 =
−𝑏 ± √𝑏2 − 4𝑎𝑐

2𝑎
。當我們將𝑥 = (

1 ± √5

2
)

𝑛

=
𝐿𝑛 ± 𝐹𝑛√5

2
，還原回方程式時， 

根據引理 3：𝐿𝑛
2 − 4(−1)𝑛 = 5𝐹𝑛

2 => 𝑥2 − 𝐿𝑛𝑥 + (−1)
𝑛 = 0 

                             => 𝑥2 = 𝐿𝑛𝑥 − (−1)
𝑛  => 𝑥2 = 𝐿𝑛𝑥 + (−1)

𝑛+1 

    即當(𝑎, 𝑏) = (𝐿𝑛, (−1)
𝑛+1)時，我們猜測其高次方降次後，一次方係數與常數項，可經由

線性函數的轉換，將其轉變成費氏數列中的數字。 

  為了驗證猜測是正確的，我們先將(𝑎, 𝑏) = (𝐿𝑛, (−1)
𝑛+1)，1 ≤ 𝑛 ≤ 6時的情形列出。再以

簡單的線性係數積之和，去尋找分別需要如何相乘再相加，才能使之得到費氏數列的結果。 

 

〈表六〉(𝑎, 𝑏) = (𝐿𝑛, (−1)
𝑛+1)時，降階後的係數 
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〈表七〉(𝑎, 𝑏) = (𝐿𝑛, (−1)
𝑛+1)時，係數積之和可為費氏數列的倍數情形 

    例如：我們從〈表六〉中取(𝑎, 𝑏) = (4,1)時，𝑥7 = 5473𝑥 + 1292。則取〈表七〉中的

(8, 2)作為倍數。則8 × 5473 + 2 × 1292 = 46368 = 𝐹24。 

  而從〈表七〉之中，我們可以發現，當係數積存在某些「廣義」費氏數列的規律時，其係

數積之和皆可為費氏數列的倍數。因此，這不僅僅是只有單一係數積的可能，而是存在著無

窮多種係數積之和的情形。 

    為了證明我們發現的規律，我們在完整證明我們猜想之前，我們先找到了關於費氏數列

的恆等式（引理 4）、費氏數列與盧卡斯數列的關係式（引理 5），進而再來證明我們發現

的規律，並非只是空穴來風，而是經得起驗證的真材實料。 

  我們先由自己證明過，確認這些恆等式的計算細節後，接下來便要利用這些關係式，證

明我們前面猜想的一些特定有規律的係數積之和會與費氏數列的數字有關。 

定理 3：若𝑥2 = 𝐿𝑛𝑥 + (−1)
𝑛+1，且令𝑥𝑚 = 𝑎𝑚𝑥 + 𝑏𝑚， 

        可得𝑎𝑚+1 = 𝑎𝑚𝐿𝑛 + 𝑏𝑚，𝑏𝑚 = 𝑎𝑚 × (−1)
𝑛+1，則有以下結論： 

        (1) 𝑎𝑚𝐹𝑛 = 𝐹𝑚𝑛 

        (2) 𝐹𝑛−1 × 𝑎𝑚 + 𝑏𝑚 = 𝐹𝑚𝑛−1 

        (3) 𝐹𝑛+𝑘 × 𝑎𝑚 + 𝐹𝑘 × 𝑏𝑚 = 𝐹𝑚𝑛+𝑘 

〈證明〉：(1) 𝑎𝑚𝐹𝑛 = 𝐹𝑚𝑛 我們利用引理 2、引理 4 及引理 5，並利用數學歸納法證明。 

1°. 當𝑚 = 2時： 

  𝑎2 × 𝐹𝑛 = 𝐿𝑛 × 𝐹𝑛 = (𝐹𝑛+1 + 𝐹𝑛−1) × 𝐹𝑛 = 𝐹𝑛−1𝐹𝑛 + 𝐹𝑛+1𝐹𝑛 = 𝐹2𝑛 … 成立 

（根據引理 4，𝐹𝑛−1𝐹𝑛 + 𝐹𝑛+1𝐹𝑛 = 𝐹2𝑛−𝑛+1𝐹𝑛 + 𝐹2𝑛−𝑛𝐹𝑛−1 = 𝐹2𝑛） 
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    當𝑚 = 3時： 

  𝑎3 × 𝐹𝑛 = (𝑎2𝐿𝑛 + 𝑏2) × 𝐹𝑛 = (𝐿𝑛𝐿𝑛 + 𝑏2) × 𝐹𝑛 = (𝐿𝑛𝐿𝑛 + (−1)
𝑛+1) × 𝐹𝑛 

= (𝐿𝑛
2 + (−1)𝑛+1) × 𝐹𝑛 = 𝐿𝑛

2 × 𝐹𝑛 + (−1)
𝑛+1 × 𝐹𝑛 

（根據引理 2，(−1)𝑛+1 = (𝐹𝑛
2 − 𝐹𝑛+1𝐹𝑛−1)） 

= 𝐿𝑛
2 × 𝐹𝑛 + (𝐹𝑛

2 − 𝐹𝑛+1𝐹𝑛−1) × 𝐹𝑛 = −(𝐹𝑛−1 + 𝐹𝑛+1)
2 × (𝐹𝑛

2 − 𝐹𝑛+1𝐹𝑛−1) × 𝐹𝑛 

= (𝐹𝑛−1 + 𝐹𝑛+1)
2 × 𝐹𝑛 + 𝐹𝑛

3 − 𝐹𝑛−1𝐹𝑛𝐹𝑛+1 = 𝐹𝑛−1
2 𝐹𝑛 + 𝐹𝑛+1

2 𝐹𝑛 + 𝐹𝑛−1𝐹𝑛𝐹𝑛+1 + 𝐹𝑛
3 

= (𝐹𝑛−1
2 𝐹𝑛 + 𝐹𝑛

3) + (𝐹𝑛−1𝐹𝑛𝐹𝑛+1 + 𝐹𝑛+1
2 𝐹𝑛) = 𝐹𝑛(𝐹𝑛−1

2 + 𝐹𝑛
2) + (𝐹𝑛−1𝐹𝑛𝐹𝑛+1 + 𝐹𝑛+1

2 𝐹𝑛) 

= 𝐹𝑛(𝐹𝑛−1
2 + 𝐹𝑛

2) + 𝐹𝑛+1(𝐹𝑛−1𝐹𝑛 + 𝐹𝑛+1𝐹𝑛) 

（根據引理 4，𝐹𝑛−1
2 + 𝐹𝑛

2 = 𝐹𝑛−1𝐹𝑛−1 + 𝐹𝑛𝐹𝑛 = 𝐹(2𝑛−1)−𝑛+1𝐹𝑛 + 𝐹(2𝑛−1)−𝑛𝐹𝑛−1 = 𝐹2𝑛−1） 

= 𝐹𝑛 × 𝐹2𝑛−1 + 𝐹𝑛+1(𝐹𝑛−1𝐹𝑛 + 𝐹𝑛+1𝐹𝑛) = 𝐹𝑛 × 𝐹2𝑛−1 + 𝐹𝑛+1𝐹2𝑛 = 𝐹3𝑛…成立 

（根據引理 4，𝐹𝑛−1𝐹𝑛 + 𝐹𝑛+1𝐹𝑛 = 𝐹2𝑛−𝑛+1𝐹𝑛 + 𝐹2𝑛−𝑛𝐹𝑛−1 = 𝐹2𝑛） 

（根據引理 4，𝐹𝑛𝐹2𝑛−1 + 𝐹𝑛+1𝐹2𝑛 = 𝐹3𝑛−2𝑛+1𝐹2𝑛 + 𝐹3𝑛−2𝑛𝐹2𝑛−1 = 𝐹3𝑛） 

 

2°. 設𝑚 = 𝑝 − 1及𝑚 = 𝑝時成立，即𝑎𝑝−1𝐹𝑛 = 𝐹(𝑝−1)𝑛、𝑎𝑝𝐹𝑛 = 𝐹𝑝𝑛 

則𝑎𝑝+1𝐹𝑛 = (𝑎𝑝𝐿𝑛 + 𝑏𝑝)𝐹𝑛 = 𝑎𝑝𝐹𝑛𝐿𝑛 + 𝑏𝑝𝐹𝑛 = 𝑎𝑝𝐹𝑛𝐿𝑛 + 𝑎𝑝−1 × (−1)
𝑛+1𝐹𝑛 

= 𝐹𝑝𝑛𝐿𝑛 + 𝑎𝑝−1 × 𝐹𝑛(−1)
𝑛+1 = 𝐹𝑝𝑛𝐿𝑛 + 𝐹(𝑝−1)𝑛(−1)

𝑛+1 = 𝐹𝑝𝑛(𝐹𝑛−1 + 𝐹𝑛+1) + 𝐹(𝑝−1)𝑛(−1)
𝑛+1 

（根據引理 2，(−1)𝑛+1 = (𝐹𝑛
2 − 𝐹𝑛+1𝐹𝑛−1)） 

= 𝐹𝑝𝑛(𝐹𝑛−1 + 𝐹𝑛+1) +(𝐹𝑛
2 − 𝐹𝑛+1𝐹𝑛−1) × 𝐹𝑝𝑛−𝑛 

= 𝐹𝑝𝑛𝐹𝑛−1 + 𝐹𝑝𝑛𝐹𝑛+1 +(𝐹𝑛
2 − 𝐹𝑛+1𝐹𝑛−1) × 𝐹𝑝𝑛−𝑛 

= 𝐹𝑝𝑛𝐹𝑛−1 + 𝐹𝑝𝑛𝐹𝑛+1 + 𝐹𝑛
2𝐹𝑝𝑛−𝑛 − 𝐹𝑛+1𝐹𝑛−1𝐹𝑝𝑛−𝑛 

= 𝐹𝑝𝑛𝐹𝑛−1 + 𝐹𝑝𝑛𝐹𝑛+1 + 𝐹𝑛
2𝐹𝑝𝑛−𝑛 − (𝐹𝑛+1 − 𝐹𝑛)𝐹𝑛+1𝐹𝑝𝑛−𝑛 

= 𝐹𝑝𝑛𝐹𝑛−1 + 𝐹𝑝𝑛𝐹𝑛+1 + 𝐹𝑛
2𝐹𝑝𝑛−𝑛 − (𝐹𝑛+1

2 𝐹𝑝𝑛−𝑛 − 𝐹𝑛𝐹𝑛+1𝐹𝑝𝑛−𝑛) 

= 𝐹𝑝𝑛𝐹𝑛−1 + 𝐹𝑝𝑛𝐹𝑛+1 + 𝐹𝑛
2𝐹𝑝𝑛−𝑛 − 𝐹𝑛+1

2 𝐹𝑝𝑛−𝑛 + 𝐹𝑛𝐹𝑛+1𝐹𝑝𝑛−𝑛 

= 𝐹𝑝𝑛𝐹𝑛−1 + 𝐹𝑝𝑛𝐹𝑛+1 + 𝐹𝑛(𝐹𝑛𝐹𝑝𝑛−𝑛 + 𝐹𝑛+1𝐹𝑝𝑛−𝑛) − 𝐹𝑛+1
2 𝐹𝑝𝑛−𝑛 

= 𝐹𝑝𝑛𝐹𝑛−1 + 𝐹𝑛[𝐹𝑛𝐹𝑝𝑛−𝑛 + 𝐹𝑛+1 × (𝐹𝑝𝑛−𝑛+1 − 𝐹𝑝𝑛−𝑛−1)] + 𝐹𝑝𝑛𝐹𝑛+1 − 𝐹𝑛+1
2 𝐹𝑝𝑛−𝑛 

= 𝐹𝑝𝑛𝐹𝑛−1 + 𝐹𝑛(𝐹𝑛𝐹𝑝𝑛−𝑛 + 𝐹𝑛+1𝐹𝑝𝑛−𝑛+1 − 𝐹𝑛+1𝐹𝑝𝑛−𝑛−1) + 𝐹𝑝𝑛𝐹𝑛+1 − 𝐹𝑛+1
2 𝐹𝑝𝑛−𝑛 
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= 𝐹𝑝𝑛𝐹𝑛−1 + 𝐹𝑛(𝐹𝑛𝐹𝑝𝑛−𝑛 + 𝐹𝑛+1𝐹𝑝𝑛−𝑛+1) − 𝐹𝑛𝐹𝑛+1𝐹𝑝𝑛−𝑛−1 + 𝐹𝑝𝑛𝐹𝑛+1 − 𝐹𝑛+1
2 𝐹𝑝𝑛−𝑛 

= 𝐹𝑝𝑛𝐹𝑛−1 + 𝐹𝑛(𝐹𝑛𝐹𝑝𝑛−𝑛 + 𝐹𝑛+1𝐹𝑝𝑛−𝑛+1) + 𝐹𝑝𝑛𝐹𝑛+1 − (𝐹𝑛+1
2 𝐹𝑝𝑛−𝑛 + 𝐹𝑛𝐹𝑛+1𝐹𝑝𝑛−𝑛−1) 

（根據引理 4，𝐹𝑛𝐹𝑝𝑛−𝑛 + 𝐹𝑛+1𝐹𝑝𝑛−𝑛+1 = 𝐹𝑝𝑛+1−(𝑛+1)+1𝐹𝑛+1 + 𝐹𝑝𝑛+1−(𝑛+1)𝐹𝑛+1−1 = 𝐹𝑝𝑛+1） 

= 𝐹𝑝𝑛𝐹𝑛−1 + 𝐹𝑝𝑛+1𝐹𝑛 + 𝐹𝑝𝑛𝐹𝑛+1 − (𝐹𝑛+1
2 𝐹𝑝𝑛−𝑛 + 𝐹𝑛𝐹𝑛+1𝐹𝑝𝑛−𝑛−1) 

= 𝐹𝑝𝑛𝐹𝑛−1 + 𝐹𝑝𝑛+1𝐹𝑛 + 𝐹𝑝𝑛𝐹𝑛+1 − 𝐹𝑛+1(𝐹𝑛+1𝐹𝑝𝑛−𝑛 + 𝐹𝑛𝐹𝑝𝑛−𝑛−1) 

（根據引理 4，𝐹𝑛+1𝐹𝑝𝑛−𝑛 + 𝐹𝑛𝐹𝑝𝑛−𝑛−1 = 𝐹𝑝𝑛−(𝑛+1)+1𝐹𝑛+1 + 𝐹𝑝𝑛−(𝑛+1)𝐹𝑛+1−1 = 𝐹𝑝𝑛） 

= 𝐹𝑝𝑛𝐹𝑛−1 + 𝐹𝑝𝑛+1𝐹𝑛 + 𝐹𝑝𝑛𝐹𝑛+1 − 𝐹𝑝𝑛𝐹𝑛+1 

（根據引理 4，𝐹𝑝𝑛+1𝐹𝑛 + 𝐹𝑝𝑛𝐹𝑛−1 = 𝐹𝑝𝑛+𝑛−𝑛+1𝐹𝑛 + 𝐹𝑝𝑛+𝑛−𝑛𝐹𝑛−1 = 𝐹𝑝𝑛+𝑛） 

= 𝐹𝑝𝑛+𝑛 + 𝐹𝑝𝑛𝐹𝑛+1 − 𝐹𝑝𝑛𝐹𝑛+1 = 𝐹(𝑝+1)𝑛 

3°. 根據1°.，2°. 及數學歸納法 

   當𝑥2 = 𝐿𝑛𝑥 + (−1)
𝑛+1時，令𝑥𝑚 = 𝑎𝑚𝑥 + 𝑏𝑚       

   且𝑎𝑚+1 = 𝑎𝑚𝐿𝑛 + 𝑏𝑚，𝑏𝑚 = 𝑎𝑚 × (−1)
𝑛+1時，𝑎𝑚𝐹𝑛 = 𝐹𝑚𝑛成立 

 

〈證明〉：(2) 𝐹𝑛−1 × 𝑎𝑚 + 𝑏𝑚 = 𝐹𝑚𝑛−1 

1°. 當𝑚 = 2時，𝐹𝑛−1 × 𝑎2 + 𝑏2 

             = 𝐹𝑛−1 × 𝐿𝑛 + (−1)
𝑛+1 = 𝐹𝑛−1 × 𝐿𝑛 + (𝐹𝑛

2 − 𝐹𝑛+1𝐹𝑛−1) 

             = 𝐹𝑛−1(𝐹𝑛−1 + 𝐹𝑛+1) + 𝐹𝑛
2 − 𝐹𝑛+1𝐹𝑛−1 = 𝐹𝑛−1

2 + 𝐹𝑛
2 = 𝐹2𝑛−1……成立 

2°. 設𝑚 = 𝑝時成立，即𝐹𝑛−1 × 𝑎𝑝 + 𝑏𝑝 = 𝐹𝑝𝑛−1 

   則當𝑚 = 𝑝 + 1時 

   𝑥𝑝+1 = 𝑎𝑝+1𝑥 + 𝑏𝑝+1 = (𝑎𝑝𝐿𝑛 + 𝑏𝑝)𝑥 + 𝑎𝑝(𝐹𝑛
2 − 𝐹𝑛+1𝐹𝑛−1) 

     𝐹𝑛−1 × 𝑎𝑝+1 + 𝑏𝑝+1 

   = 𝐹𝑛−1(𝑎𝑝𝐿𝑛 + 𝑏𝑝) + 𝑎𝑝(𝐹𝑛
2 − 𝐹𝑛+1𝐹𝑛−1) = 𝐹𝑛−1𝑎𝑝𝐿𝑛 + 𝐹𝑛−1𝑏𝑝 + 𝑎𝑝𝐹𝑛

2 − 𝑎𝑝𝐹𝑛+1𝐹𝑛−1 

   = 𝐹𝑛−1𝑎𝑝(𝐹𝑛−1 + 𝐹𝑛+1) + 𝐹𝑛−1𝑏𝑝 + 𝑎𝑝𝐹𝑛
2 − 𝑎𝑚𝐹𝑛+1𝐹𝑛−1 

   = 𝐹𝑛−1
2 𝑎𝑝 + 𝐹𝑛−1𝑎𝑝𝐹𝑛+1 + 𝐹𝑛−1𝑏𝑝 + 𝑎𝑝𝐹𝑛

2 − 𝑎𝑝𝐹𝑛+1𝐹𝑛−1 

   = 𝐹𝑛−1
2 𝑎𝑝 + 𝐹𝑛−1𝑏𝑝 + 𝑎𝑝𝐹𝑛

2 = 𝐹𝑛−1(𝐹𝑛−1𝑎𝑝 + 𝑏𝑝) + 𝑎𝑝𝐹𝑛
2 

   = 𝐹𝑛−1𝐹𝑝𝑛−1 + 𝐹𝑛𝐹𝑝𝑛 = 𝐹𝑝𝑛+𝑛−1 = 𝐹(𝑝+1)𝑛−1…成立 
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3°. 根據1°.、2°.及數學歸納法得 

   若𝑥2 = 𝐿𝑛𝑥 + (−1)
𝑛+1，令𝑥𝑚 = 𝑎𝑚𝑥 + 𝑏𝑚， 

   且𝑎𝑚+1 = 𝑎𝑚𝐿𝑛 + 𝑏𝑚，𝑏𝑚+1 = 𝑎𝑚 × (−1)
𝑛+1 

   則𝐹𝑛−1 × 𝑎𝑚 + 𝑏𝑚 = 𝐹𝑚𝑛−1       

    好不容易地證明完了兩個定理，但對於〈表七〉中所提及的係數積，也只有證明兩種係

數積的結果而已。然而，我們所觀察得到的結果卻遠比這兩個證明要來得多。 

〈表七〉(𝑎, 𝑏) = (𝐿𝑛, (−1)
𝑛+1)時，係數積之和可為費氏數列的倍數情形（灰底顯影提醒） 

  因此，接下來要來證明所有〈表七〉中的其他情況。我們將利用到(1) 𝑎𝑚𝐹𝑛 = 𝐹𝑚𝑛與

(2) 𝐹𝑛−1 × 𝑎𝑚 + 𝑏𝑚 = 𝐹𝑚𝑛−1的基礎，去做延伸，將〈表七〉的所有情形作完整的證明。 

〈證明〉(3) 𝐹𝑛+𝑘 × 𝑎𝑚 + 𝐹𝑘 × 𝑏𝑚 = 𝐹𝑚𝑛+𝑘 

  同樣地，我們利用數學歸納法來進行證明： 

  此外，我們希望推廣至廣義的費氏數列，即{

𝐹1 = 1                
𝐹2 = 1                

𝐹𝑛+2 = 𝐹𝑛+1 + 𝐹𝑛，𝑛 ∈ ℤ
，我們利用𝐹1、

𝐹2之值去回推𝐹0 = 𝐹2 − 𝐹1 = 0，𝐹−1 = 𝐹1 − 𝐹0 = 1，𝐹−2 = 𝐹0 − 𝐹−1 = −1等。 

(1) 𝑎𝑚𝐹𝑛 = 𝐹𝑚𝑛：此結論亦可表示為𝐹𝑛𝑎𝑚 + 𝐹0 × 𝑏𝑚 = 𝐹𝑚𝑛 

(2) 𝐹𝑛−1 × 𝑎𝑚 + 𝑏𝑚 = 𝐹𝑚𝑛−1：此結論亦可表示為𝐹𝑛−1𝑎𝑚 + 𝐹−1 × 𝑏𝑚 = 𝐹𝑚𝑛−1 

1°. 當𝑘 = −1時，𝐹𝑛−1 × 𝑎𝑚 + 𝐹−1𝑏𝑚 = 𝐹𝑚𝑛−1（(2) 𝐹𝑛−1 × 𝑎𝑚 + 𝑏𝑚 = 𝐹𝑚𝑛−1）成立 

  當𝑘 = 0時，𝐹𝑛 × 𝑎𝑚 + 𝐹0𝑏𝑚 = 𝐹𝑚𝑛+0（(1) 𝑎𝑚𝐹𝑛 = 𝐹𝑚𝑛）成立 

2°. 設𝑘 = 𝑝 − 1時成立，即𝐹𝑛+(𝑝−1) × 𝑎𝑚 + 𝐹𝑝−1𝑏𝑚 = 𝐹𝑚𝑛+(𝑝−1) 

  及𝑘 = 𝑝時成立，即𝐹𝑛+𝑝 × 𝑎𝑚 + 𝐹𝑝𝑏𝑚 = 𝐹𝑚𝑛+𝑝 
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  則𝑘 = 𝑝 + 1時 

  𝐹𝑛+(𝑝+1) × 𝑎𝑚 + 𝐹(𝑝+1)𝑏𝑚 

 = (𝐹𝑛+(𝑝−1) + 𝐹𝑛+𝑝) × 𝑎𝑚 + (𝐹(𝑝−1) + 𝐹𝑝) × 𝑏𝑚 

 = (𝐹𝑛+(𝑝−1) × 𝑎𝑚 + 𝐹𝑛+𝑝 × 𝑎𝑚) + (𝐹(𝑝−1) × 𝑏𝑚 + 𝐹𝑝 × 𝑏𝑚) 

 = (𝐹𝑛+(𝑝−1) × 𝑎𝑚 + 𝐹(𝑝−1) × 𝑏𝑚) + (𝐹𝑛+𝑝 × 𝑎𝑚 + 𝐹𝑝 × 𝑏𝑚) 

 = 𝐹𝑚𝑛+(𝑝−1) + 𝐹𝑚𝑛+𝑝（根據(1) 𝑎𝑚𝐹𝑛 = 𝐹𝑚𝑛及(2) 𝐹𝑛−1 × 𝑎𝑚 + 𝑏𝑚 = 𝐹𝑚𝑛−1） 

 = 𝐹𝑚𝑛+(𝑝+1)……成立 

至此，我們完成往數字大的數學歸納法推論。 

3°. 接著要完成往數字小的數學歸納法推論： 

  根據費氏數列的性質：𝐹𝑚𝑛+(𝑝−2) = 𝐹𝑚𝑛+𝑝 − 𝐹𝑚𝑛+(𝑝−1) 

  則𝑘 = 𝑝 − 2時 

  𝐹𝑛+(𝑝−2) × 𝑎𝑚 + 𝐹(𝑝−2)𝑏𝑚 

 = (𝐹𝑛+𝑝 − 𝐹𝑛+(𝑝−1)) × 𝑎𝑚 + (𝐹𝑛+𝑝 − 𝐹𝑛+(𝑝−1)) × 𝑏𝑚 

 = (𝐹𝑛+𝑝 × 𝑎𝑚 − 𝐹𝑛+(𝑝−1) × 𝑎𝑚) + (𝐹𝑛+𝑝 × 𝑏𝑚 − 𝐹𝑛+(𝑝−1) × 𝑏𝑚) 

 = (𝐹𝑛+𝑝 × 𝑎𝑚 + 𝐹𝑛+𝑝 × 𝑏𝑚) − (𝐹𝑛+(𝑝−1) × 𝑎𝑚 + 𝐹𝑛+(𝑝−1) × 𝑏𝑚) 

 = 𝐹𝑚𝑛+𝑝 − 𝐹𝑚𝑛+(𝑝−1)（根據(1) 𝑎𝑚𝐹𝑛 = 𝐹𝑚𝑛及(2) 𝐹𝑛−1 × 𝑎𝑚 + 𝑏𝑚 = 𝐹𝑚𝑛−1） 

 = 𝐹𝑚𝑛+(𝑝−2)……成立 

4°. 根據1°.、2°.、3°.及數學歸納法得 

   若𝑥2 = 𝐿𝑛𝑥 + (−1)
𝑛+1，令𝑥𝑚 = 𝑎𝑚𝑥 + 𝑏𝑚， 

   且𝑎𝑚+1 = 𝑎𝑚𝐿𝑛 + 𝑏𝑚，𝑏𝑚+1 = 𝑎𝑚 × (−1)
𝑛+1 

   則𝐹𝑛+𝑘 × 𝑎𝑚 + 𝐹𝑘 × 𝑏𝑚 = 𝐹𝑚𝑛+𝑘，∀𝑘 ∈ 𝑍       

  研究至此，我們完成了我們猜想的證明，成功地找到一些規律。當我們的關係式中，一

次方係數為盧卡斯數列、常數項為(−1)𝑛+1時，利用餘式定理（小貝祖定理）來將高次方降

次方後的係數，藉由適當的費氏數列數字當倍數，係數積之後的結果，會變成費氏數列的其

中一項。 
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  以上的研究，主要討論一次方係數為盧卡斯數列的情形，我們知道𝐿𝑛 = 𝐹𝑛+1 + 𝐹𝑛−1。

於是我們猜測，若有其他數列與費氏數列的關係跟𝐹𝑛+2、𝐹𝑛−2、𝐹𝑛+3、𝐹𝑛−3…有關時，將之

當作一次方係數，應也可配合相對應的常數項，使之利用餘式定理降次後，係數積為某一項

費氏數列。 

    我們原先從𝐹𝑛+2、𝐹𝑛−2來看，發現若一數列與費氏數列的關係為𝐹𝑛+2 − 𝐹𝑛−2，則形成的

前幾項為：3，4，7，11，18…為盧卡斯數列往前一項且第一項為𝐹4 − 𝐹0，當然也跟費氏數

列有相對應的關係。接下來我們看到𝐹𝑛+3 + 𝐹𝑛−3，形成數列為：8，14，22，36…第一項為

𝐹6 + 𝐹0。不難發現，此數列為原盧卡斯數列往前 2 項，再乘以 2 倍。而除此之外，我們也大

膽推測，擁有類似性質的一次方係數，所形成的數列規律應為𝐹𝑛+𝑘 + 𝐹𝑛−𝑘 × (−1)
𝑘+1，而盧

卡斯數列就是成立於𝑘 = 1時。 

    而若將以𝐹𝑛+3 + 𝐹𝑛−3形成的數列，作為原二次方程式中的一次方係數，由〈表八〉、

〈表九〉可知，當常數項為4、 − 4時，若將特定規律的費氏數列作為倍數，分別乘上係數

得出的積，為某一項之費氏數列，乘上2的冪次，且冪次隨著次方遞增。 

 

〈表八〉一次方係數為𝐹𝑛+3 + 𝐹𝑛−3，降階後係數情形 

 

〈表九〉𝐹𝑛+3 + 𝐹𝑛−3形成之數列的相關倍數情形 
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    例如：取〈表八〉中(𝑎, 𝑏) = (22,4)時，𝑥4 = 10824𝑥 + 1952 、〈表九〉中的倍數組合

(89,4)來看，89 × 10824 + 4 × 1952 = 971144 = 8 × 121393 = 8𝐹26。 

  而在𝐹𝑛+1 + 𝐹𝑛−1、𝐹𝑛+2 − 𝐹𝑛−2、𝐹𝑛+3 + 𝐹𝑛−3的研究中，我們在討論時都遵守一個規

則，就是第一項必為𝐹0 + 𝐹2𝑘。例如在𝑘 = 3時，第一項為𝐹0 + 𝐹6 = 8。 

  而當𝐹𝑛+𝑘 + 𝐹𝑛−𝑘 × (−1)
𝑘+1，若以𝐹𝑛−1為基準討論，等價於𝐹𝑛+2𝑘−1 + 𝐹𝑛−1 × (−1)

𝑘+1。

這樣可以在後面的過程中，形成數列的第一項，可直接以𝑛 = 1代入關係式，不會像𝐹𝑛+2 −

𝐹𝑛−2、𝐹𝑛+3 + 𝐹𝑛−3的研究中，𝑛代入仍有變數𝑘。例如在𝐹𝑛+2 − 𝐹𝑛−2中，第一項為𝑛 = 2代入

後的𝐹4 − 𝐹0。但以𝐹𝑛+3 + 𝐹𝑛−3形成的數列的第一項卻為𝑛 = 3代入後的𝐹0 + 𝐹6。而若以

𝐹𝑛+2𝑘−1 + 𝐹𝑛−1 × (−1)
𝑘+1改寫，𝑛 = 1，𝑘 = 2代入後，即可直接生成𝐹4 − 𝐹0、𝐹0 + 𝐹6。 

  於是在接續的研究中，我們以𝐹𝑛+2𝑘−1 + 𝐹𝑛−1 × (−1)
𝑘+1來改寫𝐹𝑛+𝑘 + 𝐹𝑛−𝑘 × (−1)

𝑘+1，

使𝑛 = 1代入後可直接生成數列的第一項，以便之後的研究。 

接下來，我們同樣利用窮舉法，去驗證我們的猜測。發現當𝑘 = 4、5時，也符合其規

律。而係數積得出的結果，還需要乘上某費氏數列的冪次，才可得到其預期的結果，而將以

𝑘值決定乘上哪一項費氏數列之冪次。有趣的是，常數項的倍數，為兩費氏數列相除，且倍

數的值與一次項為盧卡斯時，高次方降次後的一次項係數相同。 

    首先，我們需要原本費氏數列恆等式(引理 4)的延伸，將其右式的𝐹𝑛足碼差無限制。 

引理 6(已知)：若𝐹𝑛代表費氏數列第 𝑛 項，則𝐹𝑘𝐹𝑛 = 𝐹𝑚𝐹𝑛−𝑚+𝑘 + 𝐹𝑚−𝑘𝐹𝑛−𝑚 × (−1)
𝑘+1 

〈證明〉：利用數學歸納法證明，在此不再贅述。定理證明整理於：https：//reurl.cc/1x7lQ8 

  除此之外，我們還發現另一個小性質： 

引理 7(已知)：若𝐹𝑛代表費氏數列第 𝑛 項，且𝐿𝑛代表盧卡斯數列第 𝑛 項， 

    則𝐹𝑛−1 × (−1)
𝑘+1 + 𝐹𝑛+2k−1 = 𝐹𝑘𝐿𝑛+𝑘−1 

〈證明〉利用數學歸納法證明，在此不再贅述。定理證明整理於：https：//reurl.cc/1x7lQ8 

  到此，我們猜測，可能以𝐹𝑛+2𝑘−1 + 𝐹𝑛−1 × (−1)
𝑘+1形成的數列都可當作係數，使係數積

也成為其數列的其中一項。而此時的常數項，將不僅限於(−1)𝑛+1。 

定理 4：設𝐴𝑛 = 𝐹𝑛−1 × (−1)
𝑘+1 + 𝐹𝑛+2k−1 = 𝐹𝑘𝐿𝑛+𝑘−1，若𝑥2 = 𝐴𝑛𝑥 + 𝐹𝑘

2 × (−1)𝑛+𝑘 

       令𝑥𝑚 = 𝑎𝑚𝑥 + 𝑏𝑚，可得𝑎𝑚+1 = 𝑎𝑚𝐴𝑛 + 𝑏𝑚，𝑏𝑚+1 = 𝑎𝑚 × 𝐹𝑘
2 × (−1)𝑛+𝑘，則 

       (1) 𝑎𝑚𝐹𝑛+𝑘−1 = 𝐹𝑚(𝑛+𝑘−1) × 𝐹𝑘
𝑚−1 

       (2) 𝑎𝑚𝐹𝑛−1 + 𝑏𝑚 × (−1)
𝑘+1 = 𝐹𝑚(𝑛−1)+(𝑚−1)𝑘 × 𝐹𝑘

𝑚−1 

       (3) 𝑎𝑚𝐹𝑛−1+(𝑡+1)𝑘 + 𝑏𝑚 ×
𝐹𝑡𝑘
𝐹𝑘

= 𝐹𝑚(𝑛−1)+(𝑡+𝑚)𝑘 × 𝐹𝑘
𝑚−1 
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〈證明〉：利用數學歸納法證明，在此不再贅述。定理證明整理於：https：//reurl.cc/1x7lQ8 

    至此，我們發現，常數項的倍數，跟在定理 3 中的𝑎𝑚的形式相同。這表示，若我們放

大一次項的係數，則常數項的倍數形成的數列特徵方程式為：𝑥2 = 𝐿𝑘𝑥 + (−1)
𝑘+1。與最一

開始的研究規律相同。 

    到此，我們完成了對於係數上的推廣。接下來我們以倍數出發，我們猜測，倍數不只僅

限於狹義費氏數列，可能對於廣義費氏數列，皆有相似規律。 

    而在此，我們先將廣義費氏數列定義，後續的研究中，皆以此定義來討論。 

定義：數列〈𝐻𝑛〉滿足：{

𝐻1 = ℎ1                
𝐻2 = ℎ2                

𝐻𝑛+2 = 𝐻𝑛+1 + 𝐻𝑛，𝑛 ∈ 𝑁
，則稱〈𝐻𝑛〉為廣義費氏數列。 

    為了驗證猜測，我們隨意固定𝐻0 = 1、𝐻1 = 4，進行試算。而根據前述中的〈表六〉及

下述的〈表十〉，可以發現廣義費氏數列也跟狹義費氏數列一樣，若一次項為盧卡斯數列，

常數項為(−1)𝑛+1時，利用餘式定理將高次方降次後的係數，分別將之乘上廣義費氏數列，

則會得出一廣義費氏數列。 

 
〈表十〉(𝑎, 𝑏) = (𝐿𝑛, (−1)

𝑛+1)時，係數積之和可為廣義費氏數列的倍數情形 

例如：取〈表六〉中(𝑎, 𝑏) = (11,1)時，𝑥5 = 15005𝑥 + 1353。然後取〈表十〉中(𝑎, 𝑏) =

(11,1)時的倍數組合(14, 3)，則14 × 15005 + 3 × 1353 = 346468 = 𝐻25 

    而同樣的，我們需要引理 6 的延伸，來輔助我們證明： 

引理 8(已知)：若𝐻𝑛代表一廣義費氏數列第 𝑛 項，且𝐹𝑛代表費氏數列第 𝑛 項， 

則𝐹𝑘𝐻𝑛 = 𝐹𝑚𝐻𝑛−𝑚+𝑘 + 𝐹𝑚−𝑘𝐻𝑛−𝑚 × (−1)
𝑘+1 

〈證明〉：利用數學歸納法證明，在此不再贅述。定理證明整理於：https：//reurl.cc/1x7lQ8 

接下來是我們在廣義費氏數列的研究： 

定理 5：若𝑥2 = 𝐿𝑛𝑥 + (−1)
𝑛+1，且令𝑥𝑚 = 𝑎𝑚𝑥 + 𝑏𝑚， 

        可得𝑎𝑚+1 = 𝑎𝑚𝐿𝑛 + 𝑏𝑚，𝑏𝑚+1 = 𝑎𝑚 × (−1)
𝑛+1，則： 

        (1) 𝑎𝑚𝐻𝑛 + 𝑏𝑚𝐻0 = 𝐻𝑚𝑛 

        (2) 𝑎𝑚𝐻𝑛−1 + 𝑏𝑚𝐻−1 = 𝐻𝑚𝑛−1 

        (3) 𝑎𝑚𝐻𝑛+𝑘 + 𝑏𝑚𝐻𝑘 = 𝐻𝑚𝑛+𝑘，∀𝑘 ∈ 𝑍 
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〈證明〉：利用數學歸納法證明，在此不再贅述。定理證明整理於：https：//reurl.cc/1x7lQ8 

    證明完定理 5 之後，我們嘗試對比前面的研究，將係數推廣至𝐹𝑛+𝑘 + 𝐹𝑛−𝑘 × (−1)
𝑘+1。

但當我們以𝐹𝑛+2 − 𝐹𝑛−2、𝐹𝑛+3 + 𝐹𝑛−3當作係數時，卻找不到與前提研究相符的規律。 

    於是，我們將前面的研究重新檢閱一遍，發現〈表一〉中方程式形式：𝑥2 = 𝑎𝑥 + 𝑏，

其也滿足𝐵𝑛 = 𝑎𝐵𝑛−1 + 𝑏𝐵𝑛−2之遞迴關係的𝐵𝑛的特徵方程式。於是，我們靈機一動，想要將

前述有關費氏數列的研究推廣至一個跟費氏數列有相似之處的二階遞迴數列。 

    費氏數列的充要條件除了有𝐹𝑛 = 𝐹𝑛−1 + 𝐹𝑛−2之外，還有𝐹0 = 0、𝐹1 = 1，由於要推廣至

任意遞迴關係式，我們將重點放在初始項的設定。我們猜測，當初始兩項為固定值或者是符

合一特定規律時，也能找到一對應的數列與此特殊的二項遞迴數列有相似的關係。 

    因此我們開始蒐集資料，希望能夠找到相關的數列。在尋找了許多網站後，終於找到：

盧卡斯序列(Lucas sequence)。與前面的盧卡斯數列(Lucas number)不同。但為了不跟前提的盧

卡斯數列搞混，我們以「廣義二階遞迴」代替盧卡斯序列，以下是廣義二階遞迴的定義： 

定義：數列〈𝐵𝑛〉滿足：{

𝐵0 = 0                
𝐵1 = 1                

𝐵𝑛+2 = 𝑎 × 𝐵𝑛+1 + 𝑏 × 𝐵𝑛，𝑎、𝑏 ∈ 𝑍、𝑛 ∈ 𝑁
， 

   則稱〈𝐵𝑛〉為廣義二階遞迴。 

  接下來，若以𝐵𝑛+1 + 𝑏 × 𝐵𝑛−1形成之數列作為係數，也可對應到另一數列當作倍數，使

係數積為其對應的二階遞迴數列的其中一項。如同前提的研究，先證明引理 7 的延伸 

引理 9(已知)：𝐶𝑛為一二階遞迴數列第𝑛項，且𝐶𝑛+2 = 𝑎 × 𝐶𝑛+1 + 𝑏 × 𝐶𝑛，𝑎、𝑏、𝑛 ∈ 𝑁， 

𝐵𝑛為一廣義二階遞迴數列第𝑛項，且𝐵𝑛+2 = 𝑎 × 𝐵𝑛+1 + 𝑏 × 𝐵𝑛，𝑎、𝑏、𝑛 ∈ 𝑁 

則𝐵𝑘𝐶𝑛 = 𝐵𝑚𝐶𝑛−𝑚+𝑘 + 𝐵𝑚−𝑘𝐶𝑛−𝑚 × (−1)
𝑘+1 × 𝑏𝑘 

〈證明〉：利用數學歸納法證明，在此不再贅述。定理證明整理於：https：//reurl.cc/1x7lQ8 

  在證明完廣義二階遞迴的相關性質後，我們將〈𝐵𝑛〉類比為前述研究的費氏數列；將

〈𝐶𝑛〉類比為前述研究中相乘的廣義費氏數列至於前述研究中一次方係數的盧卡斯數列，則

以〈𝐷𝑛〉（後面定理中會做〈𝐷𝑛〉的定義敘述）來類比。因此，我們得到了以下的定理： 

定理 6：若𝐶𝑛為一二階遞迴數列第𝑛項，且𝐶𝑛+2 = 𝑎 × 𝐶𝑛+1 + 𝑏 × 𝐶𝑛，𝑎、𝑏、𝑛 ∈ 𝑁 

𝐵𝑛為一廣義二階遞迴數列第𝑛項，且𝐵𝑛+2 = 𝑎 × 𝐵𝑛+1 + 𝑏 × 𝐵𝑛，𝑎、𝑏、𝑛 ∈ 𝑁 

且𝐷𝑛 = 𝐵𝑛+1 + 𝑏 × 𝐵𝑛−1，若𝑥2 = 𝐷𝑛𝑥 + (−1)
𝑛+1 × 𝑏𝑛，且令𝑥𝑚 = 𝑎𝑚𝑥 + 𝑏𝑚， 

        則：(1) 𝑎𝑚𝐶𝑛 + 𝑏𝑚𝐶0 = 𝐶𝑚𝑛 

          (2) 𝑎𝑚𝐶𝑛+1 + 𝑏𝑚𝐶1 = 𝐶𝑚𝑛+1 

          (3) 𝑎𝑚𝐶𝑛+𝑘 + 𝑏𝑚𝐶𝑘 = 𝐶𝑚𝑛+𝑘 

〈證明〉：利用數學歸納法證明，在此不再贅述。定理證明整理於：https：//reurl.cc/1x7lQ8 

    而我們也將廣義二階遞迴數列的規律對比定理 4。這裡先寫出需要的係數規律(同引理 7) 

引理 10(已知)：𝐵𝑛為廣義二階遞迴的第𝑛項，且𝐵𝑛+2 = 𝑎 × 𝐵𝑛+1 + 𝑏 × 𝐵𝑛，𝑎、𝑏、𝑛 ∈ 𝑁 

且𝐷𝑛 = 𝐵𝑛+1 + 𝑏 × 𝐵𝑛−1，則𝐵𝑛−1 × (−1)
𝑘+1 × 𝑏𝑘 + 𝐵𝑛+2𝑘−1 = 𝐵𝑘𝐷𝑛+𝑘−1 

〈證明〉：利用數學歸納法證明，在此不再贅述。定理證明整理於：https：//reurl.cc/1x7lQ8 
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  最後，我們將原題目的係數關係，做所有廣義二階遞迴的延伸推廣。 

定理 7：𝐵𝑛代表一廣義二階遞迴的第𝑛項，且𝐵𝑛+2 = 𝑎 × 𝐵𝑛+1 + 𝑏 × 𝐵𝑛，𝑎、𝑏、𝑛 ∈ 𝑁 

且𝐷𝑛 = 𝐵𝑛+1 + 𝑏 × 𝐵𝑛−1，𝐺𝑛 = 𝐵𝑛−1 × (−1)
𝑘+1 × 𝑏𝑘 + 𝐵𝑛+2𝑘∗1 = 𝐵𝑘𝐷𝑛+𝑘−1 

        若𝑥2 = 𝐺𝑛𝑥 + 𝐵𝑘
2 × (−1)𝑛+𝑘 × 𝑏𝑛+𝑘−1，且令𝑥𝑚 = 𝑎𝑚𝑥 + 𝑏𝑚，則： 

        (1) 𝐵𝑛+𝑘−1𝑎𝑚 = 𝐵𝑚(𝑛+𝑘−1) × 𝐵𝑘
𝑚−1 

        (2) 𝐵𝑛−1𝑎𝑚 +
1

𝑏𝑘
× (−1)𝑘+1 × 𝑏𝑚 = 𝐵𝑚(𝑛−1)+(𝑚−1)𝑘 × 𝐵𝑘

𝑚−1 

        (3) 𝐵𝑛−1+(𝑡+1)𝑘𝑎𝑚 +
𝐵𝑡𝑘
𝐵𝑘

× 𝑏𝑚 = 𝐵𝑚(𝑛−1)+(𝑚+𝑡)𝑘 × 𝐵𝑘
𝑚−1 

〈證明〉：利用數學歸納法證明，在此不再贅述。定理證明整理於：https：//reurl.cc/1x7lQ8 

  至此，我們完成了對於二次方全部的推論。而令我們好奇的是，若將次方數推至三次、

四次甚至更高次，是否會有其他數列能夠當作係數和倍數，使之產生規律。於是，我們開始

進行三次方的研究。由於費氏數列的性質，我們試著寫出三階遞迴的費氏數列，即類似於

𝑇𝑛+3 = 𝑇𝑛+2 + 𝑇𝑛+1 + 𝑇𝑛形式的數列，來當作是二次方的係數。至於一次方係數與常數項，

則是利用窮舉法的方式尋找規律。皇天不負苦心人，在多次嘗試失敗之後，我們終於慢慢找

出前幾項有規律的係數，詳見下表〈表十一〉。也發現：1，1，2，4，7，13，⋯，此一符

合三階遞迴的數列。 

2 1 1 24 4 1

次方 x̂ 2係數 x係數 常數 係數積和 x̂ 2係數 x係數 常數 係數積和

3 1 1 1 4 7 -5 1 149

4 2 2 1 7 44 -34 7 927

5 4 3 2 13 274 -213 44 5768

6 7 6 4 24 1705 -1326 274 35890

7 13 11 7 44 10609 -8251 1705 223317

8 24 20 13 81 66012 -51340 10609 1389537

9 44 37 24 149 410744 -319451 66012 8646064

10 81 68 44 274 2555757 -1987708 410744 53798080

11 149 125 81 504 15902591 -1.2E+07 2555757 3.35E+08

7 2 1 81 7 1

次方 x̂ 2係數 x係數 常數 係數積和 x̂ 2係數 x係數 常數 係數積和

3 3 1 1 24 11 5 1 927

4 10 4 3 81 126 56 11 10609

5 34 13 10 274 1442 641 126 121415

6 115 44 34 927 16503 7336 1442 1389537

7 389 149 115 3136 188869 83957 16503 15902591

8 1316 504 389 10609 2161516 960848 188869 1.82E+08

9 4452 1705 1316 35890 24737524 10996449 2161516 2.08E+09

10 15061 5768 4452 121415 2.83E+08 1.26E+08 24737524 2.38E+10

11 50951 19513 15061 410744 3.24E+09 1.44E+09 2.83E+08 2.73E+11  
〈表十一〉三次方降次後的係數觀察 

  經過查找資料後，發現1，1，2，4，7，13，⋯是名為 Tribonacci 的三階費氏數列。 

定義：數列〈𝑇𝑛〉滿足：

{
 

 
𝑇0 = 0                
𝑇1 = 1                
𝑇2 = 1                

𝑇𝑛+3 = 𝑇𝑛+2 + 𝑇𝑛+1 + 𝑇𝑛，𝑛 ∈ 𝑁

，則稱〈𝑇𝑛〉為 Tribonacci sequence 
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  例如： 〈表十一〉的右上角中，以 4 次方降階後的結果為例，24 × 44 + 4 × (−34) +

1 × 1 = 927 = 𝑇13 

   〈表十一〉中，我們發現𝑥2的係數有著跟 Tribonacci 數列一樣的遞迴關係，即11 = 7 +

3 + 1；各項係數所對應的倍數分別為𝑇2𝑛+1、𝑇𝑛+1、𝑇1。此外，二次方係數亦可表示為𝑇𝑛 +

2𝑇𝑛−1 + 3𝑇𝑛−2（舉例來說：右下角表格中的 11 為第四個𝑥2項係數，即𝑇4 + 2𝑇3 + 3𝑇2 = 4 +

2 × 2 + 3 × 1 = 11），這與二次方時𝐿𝑛 = 𝐹𝑛+1 + 𝐹𝑛−1 = 𝐹𝑛 + 2𝐹𝑛−1的規律相似。 

    而我們也嘗試寫出一次項係數與 Tribonacci 數列的關係，而在多次嘗試過後毫無結果。

於是在我們探討文獻過後，找到了𝑇𝑛
2 − 2𝑇𝑛−1

2 − 3𝑇𝑛−2
2 + 2𝑇𝑛𝑇𝑛−1 − 2𝑇𝑛𝑇𝑛−2 − 4𝑇𝑛−1𝑇𝑛−2

此關係式。但由於過於冗長。我們決定探討更高次方，嘗試找到之間的關係。 

 

  以下是我們在三次方到六次方，找到符合降階後的特定係數積和為特定高階費氏數列的

係數： 

  

 
〈表十二〉三次方、四次方符合降次後係數積和為特定高階費氏數列的係數 

 

〈表十三〉五次方、六次方符合降次後係數積和為特定高階費氏數列的係數 
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  例如：在五次方時，我們找到的第二組為 (3,3,1,1,1)。而由二次方和三次方的規則，我

們推測五次方時要的倍數所形成的數列為一個類似於費氏數列的五階遞迴數列：1，1，2，

4，8，16，31，61，120，236，464，……。 

即：{
𝑎1 = 1，𝑎2 = 1，𝑎3 = 2，𝑎4 = 4，𝑎5 = 8

𝑎𝑛 = 𝑎𝑛−1 + 𝑎𝑛−2 + 𝑎𝑛−3 + 𝑎𝑛−4 + 𝑎𝑛−5，𝑛 ≥ 6，∀𝑛 ∈ ℕ
 

  我們可以得到：3 × 𝑎9 + 3 × 𝑎7 + 1 × 𝑎5 + 1 × 𝑎3 + 1 × 𝑎1 

= 3 × 120 + 3 × 31 + 1 × 8 + 1 × 2 + 1 × 1 = 464。 

其中，464為數列中的其中一項。除此之外，乘上的倍數在數列中的項數差 2，如120、

31、8、2、1分別為數列中的第 9、7、5、3、1 項。甚至，只要是項數數字是公差為 𝑛 的

數列項，都可以是五次方表格中，第 𝑛 組數字的乘積倍，其乘積和也會成為該五階遞迴數

列的其中一項。於是，我們在還沒完整證明之前，猜測在任意高次方的規律中，隨著係數的

不同，所乘倍數之間在高階費氏數列的項數差也會隨之改變。 

    而在尋找這些係數時，我們無法只利用窮舉法找出所有數字。於是，我們利用𝐸𝑥𝑐𝑒𝑙中

的功能，將用窮舉法找出來的係數，構造聯立方程式並跑線性規劃，嘗試找出這些係數的遞

迴關係，並在這些遞迴關係中找到規律。 

 

  此後，為了方便說明，我們先定義一些符號： 

定義：數列〈𝑃𝑎,𝑏,𝑐〉為𝑎次方關係式中，符合係數積和為特定高階費氏數列之𝑏次方項的

第𝑐組數字。 

    例如：在〈表十三〉，六次方表格的五次方項，在第 13 組為 7359，那即可表示為 

𝑃6,5,13 = 7359，而第 13 組中其他次方的係數皆可寫成𝑃6,4,13 = 4447、𝑃6,3,13 = 1535、 

𝑃6,2,13 = 27、𝑃6,1,13 = 1。而藉由𝐸𝑥𝑐𝑒𝑙的功能，並利用這個符號，寫出了各項係數的遞迴關

係，如下〈表十四〉： 

三次方二次項：𝑃3,2,𝑛 = 𝑃3,2,𝑛−1 + 𝑃3,2,𝑛−2 + 𝑃3,2,𝑛−3 

三次方一次項：𝑃3,1,𝑛 = −𝑃3,1,𝑛−1 − 𝑃3,1,𝑛−2 + 𝑃3,1,𝑛−3 
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四次方三次項：𝑃4,3,𝑛 = 𝑃4,3,𝑛−1 + 𝑃4,3,𝑛−2 + 𝑃4,3,𝑛−3 + 𝑃4,3,𝑛−4 

四次方二次項：𝑃4,2,𝑛 = −𝑃4,2,𝑛−1 − 2𝑃4,2,𝑛−2 − 2𝑃4,2,𝑛−3 + 2𝑃4,2,𝑛−4 − 𝑃4,2,𝑛−5 + 𝑃4,2,𝑛−6 

四次方一次項：𝑃4,1,𝑛 = 𝑃4,1,𝑛−1 − 𝑃4,1,𝑛−2 + 𝑃4,1,𝑛−3 + 𝑃4,1,𝑛−4 

五次方四次項：𝑃5,4,𝑛 = 𝑃5,4,𝑛−1 + 𝑃5,4,𝑛−2 + 𝑃5,4,𝑛−3 + 𝑃5,4,𝑛−4 + 𝑃5,4,𝑛−5 

五次方三次項：𝑃5,3,𝑛 = −𝑃5,3,𝑛−1 − 2𝑃5,3,𝑛−2 − 3𝑃5,3,𝑛−3 − 3𝑃5,3,𝑛−4 + 6𝑃5,3,𝑛−5 − 𝑃5,3,𝑛−6 

 +𝑃5,3,𝑛−7 + 0𝑃5,3,𝑛−8 + 𝑃5,3,𝑛−9 − 𝑃5,3,𝑛−10 

五次方二次項：𝑃5,2,𝑛 = 𝑃5,2,𝑛−1 + 0𝑃5,2,𝑛−2 + 𝑃5,2,𝑛−3 − 𝑃5,2,𝑛−4 + 6𝑃5,2,𝑛−5 − 3𝑃5,2,𝑛−6 

−3𝑃5,2,𝑛−7 − 2𝑃5,2,𝑛−8 − 𝑃5,2,𝑛−9 − 𝑃5,2,𝑛−10 

五次方一次項：𝑃5,1,𝑛 = −𝑃5,1,𝑛−1 − 𝑃5,1,𝑛−2 − 𝑃5,1,𝑛−3 − 𝑃5,1,𝑛−4 + 𝑃5,1,𝑛−5 

六次方五次項：𝑃6,5,𝑛 = 𝑃6,5,𝑛−1 + 𝑃6,5,𝑛−2 + 𝑃6,5,𝑛−3 + 𝑃6,5,𝑛−4 + 𝑃6,5,𝑛−5 + 𝑃6,5,𝑛−6 

六次方四次項：𝑃6,4,𝑛 = −𝑃6,4,𝑛−1 − 2𝑃6,4,𝑛−2 − 4𝑃6,4,𝑛−3 − 6𝑃6,4,𝑛−4 − 6𝑃6,4,𝑛−5 +

12𝑃6,4,𝑛−6 − 4𝑃6,4,𝑛−7 − 2𝑃6,4,𝑛−8 + 6𝑃6,4,𝑛−9 + 0𝑃6,4,𝑛−10 + 2𝑃6,4,𝑛−11 − 2𝑃6,4,𝑛−12 +

0𝑃6,4,𝑛−13 + 𝑃6,4,𝑛−14 − 𝑃6,4,𝑛−15 

六次方三次項：𝑃6,3,𝑛 = 𝑃6,3,𝑛−1 + 𝑃6,3,𝑛−2 − 3𝑃6,3,𝑛−3 + 3𝑃6,3,𝑛−4 + 𝑃6,3,𝑛−5  + 13𝑃6,3,𝑛−6 −

4𝑃6,3,𝑛−7 − 24𝑃6,3,𝑛−8 + 36𝑃6,3,𝑛−9 − 16𝑃6,3,𝑛−10 − 36𝑃6,3,𝑛−11 − 24𝑃6,3,𝑛−12 + 4𝑃6,3,𝑛−13 +

13𝑃6,3,𝑛−14 − 𝑃6,3,𝑛−15 + 3𝑃6,3,𝑛−16 + 3𝑃6,3,𝑛−17 + 𝑃6,3,𝑛−18 − 𝑃6,3,𝑛−19 − 𝑃6,3,𝑛−20 

六次方二次項：𝑃6,2,𝑛 = −𝑃6,2,𝑛−1 + 0𝑃6,2,𝑛−2 + 2𝑃6,2,𝑛−3 + 2𝑃6,2,𝑛−4 + 0𝑃6,2,𝑛−5 +

6𝑃6,2,𝑛−6 + 2𝑃6,2,𝑛−7 − 4𝑃6,2,𝑛−8 − 12𝑃6,2,𝑛−9 − 6𝑃6,2,𝑛−10  + 6𝑃6,2,𝑛−11 − 4𝑃6,2,𝑛−12 +

2𝑃6,2,𝑛−13 − 𝑃6,2,𝑛−14 + 𝑃6,2,𝑛−15 

六次方一次項：𝑃6,1,𝑛 = 𝑃6,1,𝑛−1 − 𝑃6,1,𝑛−2 + 𝑃6,1,𝑛−3 − 𝑃6,1,𝑛−4 + 𝑃6,1,𝑛−5 + 𝑃6,1,𝑛−6 

〈表十四〉高次方符合降次後係數積和為特定高階費氏數列的係數遞迴關係 

  從上表的遞迴關係中，我們雖然能用硬算的方式去求出各自的遞迴關係，但是卻無法從

表格中得到係數之間的關係。但我們在表格中也不是全然沒有收穫，我們由他們遞迴關係的

項數來看，發現在三次方中，由三次方到常數項中的遞迴關係項數分別是：(1,3,3,1)。而四

次方中則為(1,4,6,4,1)。不難發現，這些數為巴斯卡三角形中，對應層數的數字。藉由這個

結果，我們可以推測出高次方時，各次方係數遞迴關係的項數，以便於我們尋找規律。 

    而我們也嘗試以項數對於巴斯三角形的規律求出更高次方的各項係數遞迴關係，但由於

七次方後的巴斯卡三角形數有 35，計算的數字太大，光是六次項係數的第 35 項，就已經達

到 11 位數，298 億之多的數字。於是我們不得不停下來，去思考其係數之間的關係。 
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  而後，我們終於在「數列大全」的網站中，找到高次方後的係數算法。例如：三次方的

𝑃3,2,𝑛、𝑃3,1,𝑛、𝑃3,0,𝑛為三階矩陣[
1 1 1
1 0 0
0 1 0

]

𝑛

特徵方程式之對應次方項係數。同理，四次方、

五次方的係數則分別為[

1 1 1 1
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0

]

𝑛

、

[
 
 
 
 
1 1 1 1 1
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0]

 
 
 
 
𝑛

特徵方程式之對應次方項係數。

如〈表十五〉。 

  而以下研究，我們以𝑝𝑜𝑙𝑦(𝐴)代表矩陣𝐴之特徵方程式  

 

若𝐴 = [

1 1 1 1
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0

]，則： 若𝐴 =

[
 
 
 
 
1 1 1 1 1
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0]

 
 
 
 

，則： 

𝑝𝑜𝑙𝑦(𝐴) 𝑥4 − 𝑥3 − 𝑥2 − 𝑥 − 1 −𝑥5 + 𝑥4 + 𝑥3 + 𝑥2 + 𝑥 + 1 

𝑝𝑜𝑙𝑦(𝐴2) 𝑥4 − 3𝑥3 − 3𝑥2 + 𝑥 + 1 −𝑥5 + 3𝑥4 + 3𝑥3 + 𝑥2 + 𝑥 + 1 

𝑝𝑜𝑙𝑦(𝐴3) 𝑥4 − 7𝑥3 − 𝑥2 − 𝑥 − 1 −𝑥5 + 7𝑥4 + 4𝑥3 + 4𝑥2 + 𝑥 + 1 

𝑝𝑜𝑙𝑦(𝐴4) 𝑥4 − 15𝑥3 + 17𝑥2 − 7𝑥 + 1 −𝑥5 + 15𝑥4 − 𝑥3 + 𝑥2 + 𝑥 + 1 

𝑝𝑜𝑙𝑦(𝐴5) 𝑥4 − 26𝑥3 − 16𝑥2 − 6𝑥 − 1 −𝑥5 + 31𝑥4 − 49𝑥3 + 31𝑥2 − 9𝑥 + 1  

𝑝𝑜𝑙𝑦(𝐴6) 𝑥4 − 51𝑥3 − 15𝑥2 + 𝑥 + 1 −𝑥5 + 57𝑥4 + 42𝑥3 + 22𝑥2 + 7𝑥 + 1  

𝑝𝑜𝑙𝑦(𝐴7) 𝑥4 − 99𝑥3 + 13𝑥2 − 𝑥 − 1 −𝑥5 + 113𝑥4 + 57𝑥3 + 𝑥2 + 𝑥 + 1  

〈表十五〉四階及五階矩陣高次方後的特徵方程式 

  例如取〈表十二〉中四次方表格的第 7 組，(𝑃4,3,7, 𝑃4,2,7, 𝑃4,1,7, 𝑃4,0,7) = (99,−13,1,1)。-

而在〈表十五〉中，四階矩陣的𝑝𝑜𝑙𝑦(𝐴7) = 𝑥4 − 99𝑥3 + 13𝑥2 − 𝑥 − 1。若令𝑝𝑜𝑙𝑦(𝐴7) = 0，

則𝑥4 = 99𝑥3 − 13𝑥2 + 𝑥 + 1，與〈表十二〉得到的結果相同。 

  而為了推廣至高次方，我們在這定義高階費氏數列： 

定義：數列〈𝐹𝑛𝑘〉：

{
 
 
 

 
 
 

𝐹0𝑘 = 0         

𝐹1𝑘 = 1         

𝐹2𝑘 = 1         

𝐹𝑘−1𝑘 = 2
𝑘−3        

𝐹𝑛+𝑘𝑘 = 𝐹𝑛+𝑘−1𝑘 + 𝐹𝑛+𝑘−2𝑘 +⋯𝐹𝑛𝑘，𝑛 ∈ 𝑁

此時𝑘 > 2          

，則稱〈𝐹𝑛𝑘〉為𝑘階費氏數列 

  首先，在〈表十二〉、〈表十三〉中，我們將上述𝑃3,2,𝑛 = 𝑇𝑛 + 2𝑇𝑛−1 + 3𝑇𝑛−2的結果延伸

得到𝑃𝑘,𝑛−1,𝑛與𝐹𝑛𝑘之間的關係如下：𝑃𝑘,𝑘−1,𝑛 = 𝐹𝑛𝑘 + 2𝐹𝑛−1𝑘 + 3𝐹𝑛−2𝑘 +⋯⋯+ 𝑛𝐹𝑛−𝑘+1𝑘。此

關係式可從〈表十四〉與高階費氏數列的定義中，輕鬆證明得到。 
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  接著，我們推測在高次方時，利用餘式定理，當係數為對應階數矩陣特徵方程式，倍數

為特定之高階費氏數列時，得出的係數積和為一高階費氏數列，如推測 1。而定理 3 即為推

測 1 成立於在二階矩陣的情況。  

    我們利用一些自訂的數字去推演，得到了類似推測 1 的高次方推廣，雖然我們因為對於

矩陣的認知不足，導致我們無法完美寫出相關的證明，但以下兩推論，我們都已做過許多數

字的推演及驗證。而在推測中，我們需要的方程式為𝑝𝑜𝑙𝑦(𝐴)移項後的結果。但由於𝑝𝑜𝑙𝑦(𝐴)

的最高次方係數會因為矩陣的階數而正負改變，如〈表十五〉。故我們以𝑥𝑘 = −𝑝𝑜𝑙𝑦(𝐴) +

(−𝑥)𝑘表示其方程式，使生成的方程式不用再去討論正負的關係。 

推測 1：若𝐴 =

[
 
 
 
 
1 1 ⋯ 1 1
1 0 ⋯ 0 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ 0
0 0 ⋯ 0 0
0 0 ⋯ 1 0]

 
 
 
 
𝑞

之𝑘 × 𝑘矩陣 

且從第二列開始，第𝑛列的第𝑛 − 1個數為 1，其餘為 0。 

令𝑝𝑜𝑙𝑦(𝐴) = 0 其中𝑝𝑜𝑙𝑦(𝐴)代表矩陣𝐴之特徵方程式 

𝑥𝑘 = −𝑝𝑜𝑙𝑦(𝐴) + (−𝑥)𝑘 且𝑥𝑚 = 𝑎𝑚𝑘
𝑥𝑘−1 + 𝑎𝑚𝑘−1

𝑥𝑘−2+ . . . …+ 𝑎𝑚2
𝑥 + 𝑎𝑚1

 

則𝐹𝑛+𝑞(𝑘−1)𝑘𝑎𝑚𝑘
+ 𝐹𝑛+𝑞(𝑘−2)𝑘𝑎𝑚𝑘−1

+⋯𝐹𝑛𝑘𝑎𝑚1
= 𝐹𝑛+𝑞𝑚𝑘

，∀𝑘 ∈ 𝑍 

  我們猜測在高次方中，應也可對應一個廣義高階費氏數列 

    我們以下先定義出高階的廣義費氏數列 

定義：〈𝐻𝑛𝑘〉滿足：{

𝐻1 = ℎ1，𝐻2 = ℎ2，𝐻3 = ℎ3…𝐻𝑘 = ℎ𝑘

𝐻𝑛+𝑘𝑘 = 𝐻𝑛+𝑘−1𝑘 + 𝐻𝑛+𝑘−2𝑘 +⋯𝐻𝑛𝑘，𝑛 ∈ 𝑁

此時𝑘 > 2          

，稱之𝑘階廣義費氏數列 

    而高階的廣義費氏數列的猜測： 

推測 2：若𝐴 =

[
 
 
 
 
1 1 ⋯ 1 1
1 0 ⋯ 0 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ 0
0 0 ⋯ 0 0
0 0 ⋯ 1 0]

 
 
 
 
𝑞

之𝑘 × 𝑘矩陣， 

且從第二列開始，第𝑛列的第𝑛 − 1個數為 1，其餘為 0 

令𝑝𝑜𝑙𝑦(𝐴) = 0 其中𝑝𝑜𝑙𝑦(𝐴)代表矩陣𝐴之特徵方程式 

𝑥𝑘 = −𝑝𝑜𝑙𝑦(𝐴) + (−𝑥)𝑘 且𝑥𝑚 = 𝑎𝑚𝑘
𝑥𝑘−1 + 𝑎𝑚𝑘−1

𝑥𝑘−2+ . . . …+ 𝑎𝑚2
𝑥 + 𝑎𝑚1

 

則𝐻𝑛+𝑞(𝑘−1)𝑘𝑎𝑚𝑘
+ 𝐻𝑛+𝑞(𝑘−2)𝑘𝑎𝑚𝑘−1

+⋯𝐻𝑛𝑘𝑎𝑚1
= 𝐻𝑛+𝑞𝑚𝑘

，∀𝑘 ∈ 𝑍 

伍、研究結果 

一、若𝑥2 = 𝑥 + 1時，其高次方若降次方至一次方與常數項，其表示式有以下性質。 

定理 1：若𝑥2 = 𝑥 + 1，則𝑥𝑛 = 𝐹𝑛𝑥 + 𝐹𝑛−1，對所有正整數 𝑛 ≥ 2 皆成立。 
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二、觀察當𝑥2 = 𝑎𝑥 + 𝑏時，其任意高次方降次後，一次方係數與常數項係數，其 𝑎 的次方

都是全為奇數或全為偶數，如〈表一〉。因此 𝑎 值的正負性，對於求出來的係數影響，

只會影響其正負與否，並不會影響到不計正負時數字的變化。 

三、當𝑥2 = 𝑥 + 1時，將根值高次方計算後，可以得到與費氏數列即盧卡斯數列的關係。 

定理𝟐：當𝑥2 − 𝑥 − 1 = 0時，得到𝑥 =
1 ± √5

2
，則可得到𝑥𝑛 =

𝐿𝑛 ± 𝐹𝑛√5

2
。 

       其中𝐿𝑛為 Lucas 數列，且𝐿𝑛 = 𝐹𝑛−1 + 𝐹𝑛+1。 

  此外，當我們將𝑥 = (
1 ± √5

2
)

𝑛

=
𝐿𝑛 ± 𝐹𝑛√5

2
，還原回方程式時，可以得到下列式子： 

  => 𝑥2 − 𝐿𝑛𝑥 + (−1)
𝑛 = 0 => 𝑥2 = 𝐿𝑛𝑥 − (−1)

𝑛  => 𝑥2 = 𝐿𝑛𝑥 + (−1)
𝑛+1 

四、在以下條件中「若𝑥2 = 𝐿𝑛𝑥 + (−1)
𝑛+1，令𝑥𝑚 = 𝑎𝑚𝑥 + 𝑏𝑚， 

  且𝑎𝑚+1 = 𝑎𝑚𝐿𝑛 + 𝑏𝑚，𝑏𝑚+1 = 𝑎𝑚 × (−1)
𝑛+1」我們可以得到： 

定理 3：若𝑥2 = 𝐿𝑛𝑥 + (−1)
𝑛+1，且令𝑥𝑚 = 𝑎𝑚𝑥 + 𝑏𝑚， 

        可得𝑎𝑚+1 = 𝑎𝑚𝐿𝑛 + 𝑏𝑚，𝑏𝑚 = 𝑎𝑚 × (−1)
𝑛+1，則有以下結論： 

        (1) 𝑎𝑚𝐹𝑛 = 𝐹𝑚𝑛 

        (2) 𝐹𝑛−1 × 𝑎𝑚 + 𝑏𝑚 = 𝐹𝑚𝑛−1 

        (3) 𝐹𝑛+𝑘 × 𝑎𝑚 + 𝐹𝑘 × 𝑏𝑚 = 𝐹𝑚𝑛+𝑘 

五、將定理 3 延伸至常數項不為正負 1 的情形： 

定理 4：設𝐴𝑛 = 𝐹𝑛−1 × (−1)
𝑘+1 + 𝐹𝑛+2k−1 = 𝐹𝑘𝐿𝑛+𝑘−1，若𝑥2 = 𝐴𝑛𝑥 + 𝐹𝑘

2 × (−1)𝑛+𝑘 

       令𝑥𝑚 = 𝑎𝑚𝑥 + 𝑏𝑚，可得𝑎𝑚+1 = 𝑎𝑚𝐴𝑛 + 𝑏𝑚，𝑏𝑚+1 = 𝑎𝑚 × 𝐹𝑘
2 × (−1)𝑛+𝑘，則 

       (1) 𝑎𝑚𝐹𝑛+𝑘−1 = 𝐹𝑚(𝑛+𝑘−1) × 𝐹𝑘
𝑚−1 

       (2) 𝑎𝑚𝐹𝑛−1 + 𝑏𝑚 × (−1)
𝑘+1 = 𝐹𝑚(𝑛−1)+(𝑚−1)𝑘 × 𝐹𝑘

𝑚−1 

       (3) 𝑎𝑚𝐹𝑛−1+(𝑡+1)𝑘 + 𝑏𝑚 ×
𝐹𝑡𝑘
𝐹𝑘

= 𝐹𝑚(𝑛−1)+(𝑡+𝑚)𝑘 × 𝐹𝑘
𝑚−1 

五、將定理 3 推廣至廣義費氏數列： 

定理 5：若𝑥2 = 𝐿𝑛𝑥 + (−1)
𝑛+1，且令𝑥𝑚 = 𝑎𝑚𝑥 + 𝑏𝑚， 

        可得𝑎𝑚+1 = 𝑎𝑚𝐿𝑛 + 𝑏𝑚，𝑏𝑚+1 = 𝑎𝑚 × (−1)
𝑛+1，則： 

 一次項係數 常數項係數 

𝑥2 𝑎 𝑏 

𝑥3 𝑎2 + 𝑏 𝑎𝑏 

𝑥4 𝑎3 + 2𝑎𝑏 𝑎2𝑏 + 𝑏2 

𝑥5 𝑎4 + 3𝑎2𝑏 + 𝑏2 𝑎3𝑏 + 2𝑎𝑏2 

𝑥6 𝑎5 + 4𝑎3𝑏 + 3𝑎𝑏2 𝑎4𝑏 + 3𝑎2𝑏2 + 𝑏3 

𝑥7 𝑎6 + 5𝑎4𝑏 + 6𝑎2𝑏2 + 𝑏3 𝑎5𝑏 + 4𝑎3𝑏2 + 3𝑎𝑏3 
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        (1) 𝑎𝑚𝐻𝑛 + 𝑏𝑚𝐻0 = 𝐻𝑚𝑛 

        (2) 𝑎𝑚𝐻𝑛−1 + 𝑏𝑚𝐻−1 = 𝐻𝑚𝑛−1 

        (3) 𝑎𝑚𝐻𝑛+𝑘 + 𝑏𝑚𝐻𝑘 = 𝐻𝑚𝑛+𝑘，∀𝑘 ∈ 𝑍 

七、推廣至廣義二階遞迴： 

定理 6：若𝐶𝑛為一二階遞迴數列第𝑛項，且𝐶𝑛+2 = 𝑎 × 𝐶𝑛+1 + 𝑏 × 𝐶𝑛，𝑎、𝑏、𝑛 ∈ 𝑁 

𝐵𝑛為一廣義二階遞迴數列第𝑛項，且𝐵𝑛+2 = 𝑎 × 𝐵𝑛+1 + 𝑏 × 𝐵𝑛，𝑎、𝑏、𝑛 ∈ 𝑁 

且𝐷𝑛 = 𝐵𝑛+1 + 𝑏 × 𝐵𝑛−1，若𝑥2 = 𝐷𝑛𝑥 + (−1)
𝑛+1 × 𝑏𝑛，且令𝑥𝑚 = 𝑎𝑚𝑥 + 𝑏𝑚， 

        則：(1) 𝑎𝑚𝐶𝑛 + 𝑏𝑚𝐶0 = 𝐶𝑚𝑛 

          (2) 𝑎𝑚𝐶𝑛+1 + 𝑏𝑚𝐶1 = 𝐶𝑚𝑛+1 

          (3) 𝑎𝑚𝐶𝑛+𝑘 + 𝑏𝑚𝐶𝑘 = 𝐶𝑚𝑛+𝑘 

八、最後，我們將原題目的係數關係，做所有廣義二階遞迴的延伸推廣： 

定理 7：𝐵𝑛代表一廣義二階遞迴的第𝑛項，且𝐵𝑛+2 = 𝑎 × 𝐵𝑛+1 + 𝑏 × 𝐵𝑛，𝑎、𝑏、𝑛 ∈ 𝑁 

且𝐷𝑛 = 𝐵𝑛+1 + 𝑏 × 𝐵𝑛−1，𝐺𝑛 = 𝐵𝑛−1 × (−1)
𝑘+1 × 𝑏𝑘 + 𝐵𝑛+2𝑘∗1 = 𝐵𝑘𝐷𝑛+𝑘−1 

        若𝑥2 = 𝐺𝑛𝑥 + 𝐵𝑘
2 × (−1)𝑛+𝑘 × 𝑏𝑛+𝑘−1，且令𝑥𝑚 = 𝑎𝑚𝑥 + 𝑏𝑚，則： 

        (1) 𝐵𝑛+𝑘−1𝑎𝑚 = 𝐵𝑚(𝑛+𝑘−1) × 𝐵𝑘
𝑚−1 

        (2) 𝐵𝑛−1𝑎𝑚 +
1

𝑏𝑘
× (−1)𝑘+1 × 𝑏𝑚 = 𝐵𝑚(𝑛−1)+(𝑚−1)𝑘 × 𝐵𝑘

𝑚−1 

        (3) 𝐵𝑛−1+(𝑡+1)𝑘𝑎𝑚 +
𝐵𝑡(𝑘+1)

𝐵𝑘+1
× 𝑏𝑚 = 𝐵𝑚(𝑛−1)+(𝑚+𝑡)𝑘 × 𝐵𝑘

𝑚−1 

九、利用觀察法，得到高次方的各低次項的遞迴關係，如第 24 頁〈表十四〉。且經由窮舉與

查找資料，得高次方的各項係數為對應階數矩陣特徵方程式之對應次方項係數。如 22

頁〈表十五〉： 

 

若𝐴 = [

1 1 1 1
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0

]，則： 
若𝐴 =

[
 
 
 
 
1 1 1 1 1
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0]

 
 
 
 

，則： 

𝑝𝑜𝑙𝑦(𝐴) 𝑥4 − 𝑥3 − 𝑥2 − 𝑥 − 1 −𝑥5 + 𝑥4 + 𝑥3 + 𝑥2 + 𝑥 + 1 

𝑝𝑜𝑙𝑦(𝐴2) 𝑥4 − 3𝑥3 − 3𝑥2 + 𝑥 + 1 −𝑥5 + 3𝑥4 + 3𝑥3 + 𝑥2 + 𝑥 + 1 

𝑝𝑜𝑙𝑦(𝐴3) 𝑥4 − 7𝑥3 − 𝑥2 − 𝑥 − 1 −𝑥5 + 7𝑥4 + 4𝑥3 + 4𝑥2 + 𝑥 + 1 

𝑝𝑜𝑙𝑦(𝐴4) 𝑥4 − 15𝑥3 + 17𝑥2 − 7𝑥 + 1 −𝑥5 + 15𝑥4 − 𝑥3 + 𝑥2 + 𝑥 + 1 

𝑝𝑜𝑙𝑦(𝐴5) 𝑥4 − 26𝑥3 − 16𝑥2 − 6𝑥 − 1 −𝑥5 + 31𝑥4 − 49𝑥3 + 31𝑥2 − 9𝑥 + 1  

𝑝𝑜𝑙𝑦(𝐴6) 𝑥4 − 51𝑥3 − 15𝑥2 + 𝑥 + 1 −𝑥5 + 57𝑥4 + 42𝑥3 + 22𝑥2 + 7𝑥 + 1  

𝑝𝑜𝑙𝑦(𝐴7) 𝑥4 − 99𝑥3 + 13𝑥2 − 𝑥 − 1 −𝑥5 + 113𝑥4 + 57𝑥3 + 𝑥2 + 𝑥 + 1  

〈表十五〉四階及五階矩陣高次方後的特徵方程式 

十、符合係數積和為費氏數列之高次方的各次方項係數，與矩陣的特徵方程式係數。 
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推測 1：若 A=

[
 
 
 
 
1 1 ⋯ 1 1
1 0 ⋯ 0 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ 0
0 0 ⋯ 0 0
0 0 ⋯ 1 0]

 
 
 
 
𝑞

之𝑘 × 𝑘矩陣 

且從第二列開始，第𝑛列的第𝑛 − 1個數為 1，其餘為 0。 

令𝑝𝑜𝑙𝑦(𝐴) = 0 其中𝑝𝑜𝑙𝑦(𝐴)代表矩陣𝐴之特徵方程式 

𝑥𝑘 = −𝑝𝑜𝑙𝑦(𝐴) + (−𝑥)𝑘 且𝑥𝑚 = 𝑎𝑚𝑘
𝑥𝑘−1 + 𝑎𝑚𝑘−1

𝑥𝑘−2+ . . . …+ 𝑎𝑚2
𝑥 + 𝑎𝑚1

 

則𝐹𝑛+𝑞(𝑘−1)𝑘𝑎𝑚𝑘
+ 𝐹𝑛+𝑞(𝑘−2)𝑘𝑎𝑚𝑘−1

+⋯𝐹𝑛𝑘𝑎𝑚1
= 𝐹𝑛+𝑞𝑚𝑘

，∀𝑘 ∈ 𝑍 

十一、高階的廣義費氏數列的猜測： 

推測 2：若 A= 𝑘

[
 
 
 
 
1 1 ⋯ 1 1
1 0 ⋯ 0 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ 0
0 0 ⋯ 0 0
0 0 ⋯ 1 0]

 
 
 
 
𝑞

之𝑘 × 𝑘矩陣， 

且從第二列開始，第𝑛列的第𝑛 − 1個數為 1，其餘為 0 

令𝑝𝑜𝑙𝑦(𝐴) = 0 其中𝑝𝑜𝑙𝑦(𝐴)代表矩陣𝐴之特徵方程式 

𝑥𝑘 = −𝑝𝑜𝑙𝑦(𝐴) + (−𝑥)𝑘 且𝑥𝑚 = 𝑎𝑚𝑘
𝑥𝑘−1 + 𝑎𝑚𝑘−1

𝑥𝑘−2+ . . . …+ 𝑎𝑚2
𝑥 + 𝑎𝑚1

 

則𝐻𝑛+𝑞(𝑘−1)𝑘𝑎𝑚𝑘
+ 𝐻𝑛+𝑞(𝑘−2)𝑘𝑎𝑚𝑘−1

+⋯𝐻𝑛𝑘𝑎𝑚1
= 𝐻𝑛+𝑞𝑚𝑘

，∀𝑘 ∈ 𝑍 

陸、結論與未來展望 

一、結論： 

（一）、原題目解題，並推廣： 

    1. 利用費氏數列的性質，解出原題答案。{
𝑎 = 987  
𝑏 = −1597

 

    2. 𝑥2 = 𝑎𝑥 + 𝑏在高次方降階後的係數，𝑎的正負不影響降階後數值（不計正負）。 

    3. 推廣至常數項不為(−1)𝑛+1時： 

定理 4：設𝐴𝑛 = 𝐹𝑛−1 × (−1)
𝑘+1 + 𝐹𝑛+2k−1 = 𝐹𝑘𝐿𝑛+𝑘−1，若𝑥2 = 𝐴𝑛𝑥 + 𝐹𝑘

2 × (−1)𝑛+𝑘 

       令𝑥𝑚 = 𝑎𝑚𝑥 + 𝑏𝑚，可得𝑎𝑚+1 = 𝑎𝑚𝐴𝑛 + 𝑏𝑚，𝑏𝑚+1 = 𝑎𝑚 × 𝐹𝑘
2 × (−1)𝑛+𝑘，則 

       (1) 𝑎𝑚𝐹𝑛+𝑘−1 = 𝐹𝑚(𝑛+𝑘−1) × 𝐹𝑘
𝑚−1 

       (2) 𝑎𝑚𝐹𝑛−1 + 𝑏𝑚 × (−1)
𝑘+1 = 𝐹𝑚(𝑛−1)+(𝑚−1)𝑘 × 𝐹𝑘

𝑚−1 

       (3) 𝑎𝑚𝐹𝑛−1+(𝑡+1)𝑘 + 𝑏𝑚 ×
𝐹𝑡𝑘
𝐹𝑘

= 𝐹𝑚(𝑛−1)+(𝑡+𝑚)𝑘 × 𝐹𝑘
𝑚−1 

      4. 當 Lucas 數列為係數時，降階後係數經線性組合可得廣義費氏數列： 

定理 5：若𝑥2 = 𝐿𝑛𝑥 + (−1)
𝑛+1，且令𝑥𝑚 = 𝑎𝑚𝑥 + 𝑏𝑚， 

        可得𝑎𝑚+1 = 𝑎𝑚𝐿𝑛 + 𝑏𝑚，𝑏𝑚+1 = 𝑎𝑚 × (−1)
𝑛+1，則： 

        (1) 𝑎𝑚𝐻𝑛 + 𝑏𝑚𝐻0 = 𝐻𝑚𝑛 

        (2) 𝑎𝑚𝐻𝑛−1 + 𝑏𝑚𝐻−1 = 𝐻𝑚𝑛−1 

        (3) 𝑎𝑚𝐻𝑛+𝑘 + 𝑏𝑚𝐻𝑘 = 𝐻𝑚𝑛+𝑘，∀𝑘 ∈ 𝑍 
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    5. 推廣至廣義二階遞迴為線性組合係數時： 

定義：數列〈𝐵𝑛〉滿足：{

𝐵0 = 0                
𝐵1 = 1                

𝐵𝑛+2 = 𝑎 × 𝐵𝑛+1 + 𝑏 × 𝐵𝑛，𝑎、𝑏 ∈ 𝑍、𝑛 ∈ 𝑁
， 

   則稱〈𝐵𝑛〉為廣義二階遞迴。 

    我們得到一些特定有規律的係數積之和會與廣義二階遞迴有關。 

定理 6：若𝐶𝑛為一廣義二階遞迴數列第𝑛項，且𝐶𝑛+2 = 𝑎 × 𝐶𝑛+1 + 𝑏 × 𝐶𝑛，𝑎、𝑏、𝑛 ∈ 𝑁 

𝐵𝑛為一廣義二階遞迴數列第𝑛項，且𝐵𝑛+2 = 𝑎 × 𝐵𝑛+1 + 𝑏 × 𝐵𝑛，𝑎、𝑏、𝑛 ∈ 𝑁 

且𝐷𝑛 = 𝐵𝑛+1 + 𝑏 × 𝐵𝑛−1，若𝑥2 = 𝐷𝑛𝑥 + (−1)
𝑛+1 × 𝑏𝑛，且令𝑥𝑚 = 𝑎𝑚𝑥 + 𝑏𝑚， 

        則：(1) 𝑎𝑚𝐶𝑛 + 𝑏𝑚𝐶0 = 𝐶𝑚𝑛 

          (2) 𝑎𝑚𝐶𝑛+1 + 𝑏𝑚𝐶1 = 𝐶𝑚𝑛+1 

          (3) 𝑎𝑚𝐶𝑛+𝑘 + 𝑏𝑚𝐶𝑘 = 𝐶𝑚𝑛+𝑘 

    我們將原題目的係數關係，做所有廣義二階遞迴的延伸推廣。 

定理 7：𝐵𝑛代表一廣義二階遞迴的第𝑛項，且𝐵𝑛+2 = 𝑎 × 𝐵𝑛+1 + 𝑏 × 𝐵𝑛，𝑎、𝑏、𝑛 ∈ 𝑁 

且𝐷𝑛 = 𝐵𝑛+1 + 𝑏 × 𝐵𝑛−1，𝐺𝑛 = 𝐵𝑛−1 × (−1)
𝑘+1 × 𝑏𝑘 + 𝐵𝑛+2𝑘∗1 = 𝐵𝑘𝐷𝑛+𝑘−1 

        若𝑥2 = 𝐺𝑛𝑥 + 𝐵𝑘
2 × (−1)𝑛+𝑘 × 𝑏𝑛+𝑘−1，且令𝑥𝑚 = 𝑎𝑚𝑥 + 𝑏𝑚，則： 

        (1) 𝐵𝑛+𝑘−1𝑎𝑚 = 𝐵𝑚(𝑛+𝑘−1) × 𝐵𝑘
𝑚−1 

        (2) 𝐵𝑛−1𝑎𝑚 +
1

𝑏𝑘
× (−1)𝑘+1 × 𝑏𝑚 = 𝐵𝑚(𝑛−1)+(𝑚−1)𝑘 × 𝐵𝑘

𝑚−1 

        (3) 𝐵𝑛−1+(𝑡−1)𝑘𝑎𝑚 +
𝐵𝑡(𝑘+1)

𝐵𝑘+1
× 𝑏𝑚 = 𝐵𝑚(𝑛−1)+(𝑚−𝑡)𝑘 × 𝐵𝑘

𝑚−1 

〈表十五〉四階及五階矩陣高次方後的特徵方程式 

（二）、找到六次方以內的係數規律： 

  1. 觀察得到三、四、五、六次方的係數、遞迴關係：〈表十二〉、〈表十三〉、〈表十四〉 
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三次方二次項：𝑃3,2,𝑛 = 𝑃3,2,𝑛−1 + 𝑃3,2,𝑛−2 + 𝑃3,2,𝑛−3 

三次方一次項：𝑃3,1,𝑛 = −𝑃3,1,𝑛−1 − 𝑃3,1,𝑛−2 + 𝑃3,1,𝑛−3 

四次方三次項：𝑃4,3,𝑛 = 𝑃4,3,𝑛−1 + 𝑃4,3,𝑛−2 + 𝑃4,3,𝑛−3 + 𝑃4,3,𝑛−4 

四次方二次項：𝑃4,2,𝑛 = −𝑃4,2,𝑛−1 − 2𝑃4,2,𝑛−2 − 2𝑃4,2,𝑛−3 + 2𝑃4,2,𝑛−4 − 𝑃4,2,𝑛−5 + 𝑃4,2,𝑛−6 

四次方一次項：𝑃4,1,𝑛 = 𝑃4,1,𝑛−1 − 𝑃4,1,𝑛−2 + 𝑃4,1,𝑛−3 + 𝑃4,1,𝑛−4 

五次方四次項：𝑃5,4,𝑛 = 𝑃5,4,𝑛−1 + 𝑃5,4,𝑛−2 + 𝑃5,4,𝑛−3 + 𝑃5,4,𝑛−4 + 𝑃5,4,𝑛−5 

五次方三次項：𝑃5,3,𝑛 = −𝑃5,3,𝑛−1 − 2𝑃5,3,𝑛−2 − 3𝑃5,3,𝑛−3 − 3𝑃5,3,𝑛−4 + 6𝑃5,3,𝑛−5 − 𝑃5,3,𝑛−6 

 +𝑃5,3,𝑛−7 + 0𝑃5,3,𝑛−8 + 𝑃5,3,𝑛−9 − 𝑃5,3,𝑛−10 

五次方二次項：𝑃5,2,𝑛 = 𝑃5,2,𝑛−1 + 0𝑃5,2,𝑛−2 + 𝑃5,2,𝑛−3 − 𝑃5,2,𝑛−4 + 6𝑃5,2,𝑛−5 − 3𝑃5,2,𝑛−6 

−3𝑃5,2,𝑛−7 − 2𝑃5,2,𝑛−8 − 𝑃5,2,𝑛−9 − 𝑃5,2,𝑛−10 

五次方一次項：𝑃5,1,𝑛 = −𝑃5,1,𝑛−1 − 𝑃5,1,𝑛−2 − 𝑃5,1,𝑛−3 − 𝑃5,1,𝑛−4 + 𝑃5,1,𝑛−5 

六次方五次項：𝑃6,5,𝑛 = 𝑃6,5,𝑛−1 + 𝑃6,5,𝑛−2 + 𝑃6,5,𝑛−3 + 𝑃6,5,𝑛−4 + 𝑃6,5,𝑛−5 + 𝑃6,5,𝑛−6 

六次方四次項：𝑃6,4,𝑛 = −𝑃6,4,𝑛−1 − 2𝑃6,4,𝑛−2 − 4𝑃6,4,𝑛−3 − 6𝑃6,4,𝑛−4 − 6𝑃6,4,𝑛−5 +

12𝑃6,4,𝑛−6 − 4𝑃6,4,𝑛−7 − 2𝑃6,4,𝑛−8 + 6𝑃6,4,𝑛−9 + 0𝑃6,4,𝑛−10 + 2𝑃6,4,𝑛−11 − 2𝑃6,4,𝑛−12 +

0𝑃6,4,𝑛−13 + 𝑃6,4,𝑛−14 − 𝑃6,4,𝑛−15  

六次方三次項：𝑃6,3,𝑛 = 𝑃6,3,𝑛−1 + 𝑃6,3,𝑛−2 − 3𝑃6,3,𝑛−3 + 3𝑃6,3,𝑛−4 + 𝑃6,3,𝑛−5  + 13𝑃6,3,𝑛−6 −

4𝑃6,3,𝑛−7 − 24𝑃6,3,𝑛−8 + 36𝑃6,3,𝑛−9 − 16𝑃6,3,𝑛−10 − 36𝑃6,3,𝑛−11 − 24𝑃6,3,𝑛−12 + 4𝑃6,3,𝑛−13 +

13𝑃6,3,𝑛−14 − 𝑃6,3,𝑛−15 + 3𝑃6,3,𝑛−16 + 3𝑃6,3,𝑛−17 + 𝑃6,3,𝑛−18 − 𝑃6,3,𝑛−19 − 𝑃6,3,𝑛−20 

六次方二次項：𝑃6,2,𝑛 = −𝑃6,2,𝑛−1 + 0𝑃6,2,𝑛−2 + 2𝑃6,2,𝑛−3 + 2𝑃6,2,𝑛−4 + 0𝑃6,2,𝑛−5 +

6𝑃6,2,𝑛−6 + 2𝑃6,2,𝑛−7 − 4𝑃6,2,𝑛−8 − 12𝑃6,2,𝑛−9 − 6𝑃6,2,𝑛−10  + 6𝑃6,2,𝑛−11 − 4𝑃6,2,𝑛−12 +

2𝑃6,2,𝑛−13 − 𝑃6,2,𝑛−14 + 𝑃6,2,𝑛−15 

六次方一次項：𝑃6,1,𝑛 = 𝑃6,1,𝑛−1 − 𝑃6,1,𝑛−2 + 𝑃6,1,𝑛−3 − 𝑃6,1,𝑛−4 + 𝑃6,1,𝑛−5 + 𝑃6,1,𝑛−6 

（三）利用矩陣特徵方程式求得關係式規律： 

 

若𝐴 = [

1 1 1 1
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0

]，則： 若𝐴 =

[
 
 
 
 
1 1 1 1 1
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0]

 
 
 
 

，則： 

𝑝𝑜𝑙𝑦(𝐴) 𝑥4 − 𝑥3 − 𝑥2 − 𝑥 − 1 −𝑥5 + 𝑥4 + 𝑥3 + 𝑥2 + 𝑥 + 1 

𝑝𝑜𝑙𝑦(𝐴2) 𝑥4 − 3𝑥3 − 3𝑥2 + 𝑥 + 1 −𝑥5 + 3𝑥4 + 3𝑥3 + 𝑥2 + 𝑥 + 1 

𝑝𝑜𝑙𝑦(𝐴3) 𝑥4 − 7𝑥3 − 𝑥2 − 𝑥 − 1 −𝑥5 + 7𝑥4 + 4𝑥3 + 4𝑥2 + 𝑥 + 1 

𝑝𝑜𝑙𝑦(𝐴4) 𝑥4 − 15𝑥3 + 17𝑥2 − 7𝑥 + 1 −𝑥5 + 15𝑥4 − 𝑥3 + 𝑥2 + 𝑥 + 1 

𝑝𝑜𝑙𝑦(𝐴5) 𝑥4 − 26𝑥3 − 16𝑥2 − 6𝑥 − 1 −𝑥5 + 31𝑥4 − 49𝑥3 + 31𝑥2 − 9𝑥 + 1  

𝑝𝑜𝑙𝑦(𝐴6) 𝑥4 − 51𝑥3 − 15𝑥2 + 𝑥 + 1 −𝑥5 + 57𝑥4 + 42𝑥3 + 22𝑥2 + 7𝑥 + 1  

𝑝𝑜𝑙𝑦(𝐴7) 𝑥4 − 99𝑥3 + 13𝑥2 − 𝑥 − 1 −𝑥5 + 113𝑥4 + 57𝑥3 + 𝑥2 + 𝑥 + 1  
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二、未來展望： 

（一）、推廣至高階狹義費氏數列： 

定義：數列〈𝐹𝑛𝑘〉：

{
  
 

  
 

𝐹0 = 0         
𝐹1 = 1         
𝐹2 = 1         

𝐹𝑘−1 = 2𝑘−3        

𝐹𝑛+𝑘𝑘 = 𝐹𝑛+𝑘−1𝑘 + 𝐹𝑛+𝑘−2𝑘 +⋯𝐹𝑛𝑘，𝑛 ∈ 𝑁

此時𝑘 > 2          

，則稱〈𝐹𝑛𝑘〉為𝑘階費氏數列 

    符合降次後係數積和為高階費氏數列的係數關係： 

推測 1：若𝐴 =

[
 
 
 
 
1 1 ⋯ 1 1
1 0 ⋯ 0 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ 0
0 0 ⋯ 0 0
0 0 ⋯ 1 0]

 
 
 
 
𝑞

之𝑘 × 𝑘矩陣 

且從第二列開始，第𝑛列的第𝑛 − 1個數為 1，其餘為 0。 

令𝑝𝑜𝑙𝑦(𝐴) = 0 其中𝑝𝑜𝑙𝑦(𝐴)代表矩陣𝐴之特徵方程式 

𝑥𝑘 = −𝑝𝑜𝑙𝑦(𝐴) + (−𝑥)𝑘 且𝑥𝑚 = 𝑎𝑚𝑘
𝑥𝑘−1 + 𝑎𝑚𝑘−1

𝑥𝑘−2+ . . . …+ 𝑎𝑚2
𝑥 + 𝑎𝑚1

 

則𝐹𝑛+𝑞(𝑘−1)𝑘𝑎𝑚𝑘
+ 𝐹𝑛+𝑞(𝑘−2)𝑘𝑎𝑚𝑘−1

+⋯𝐹𝑛𝑘𝑎𝑚1
= 𝐹𝑛+𝑞𝑚𝑘

，∀𝑘 ∈ 𝑍 

（二）、推廣至高階廣義費氏數列： 

  定義：數列〈𝐻𝑛𝑘〉滿足：{

𝐻1 = ℎ1，𝐻2 = ℎ2，𝐻3 = ℎ3…𝐻𝑘 = ℎ𝑘

𝐻𝑛+𝑘𝑘 = 𝐻𝑛+𝑘−1𝑘 + 𝐻𝑛+𝑘−2𝑘 +⋯𝐻，𝑛 ∈ 𝑁

此時𝑘 > 2          

，則稱〈𝐻𝑛𝑘〉為𝑘階

廣義費氏數列。 

    符合降次後係數積和為高階廣義費氏數列的係數關係： 

推測 2：若𝐴 =

[
 
 
 
 
1 1 ⋯ 1 1
1 0 ⋯ 0 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ 0
0 0 ⋯ 0 0
0 0 ⋯ 1 0]

 
 
 
 
𝑞

之𝑘 × 𝑘矩陣， 

且從第二列開始，第𝑛列的第𝑛 − 1個數為 1，其餘為 0 

令𝑝𝑜𝑙𝑦(𝐴) = 0 其中𝑝𝑜𝑙𝑦(𝐴)代表矩陣𝐴之特徵方程式 

𝑥𝑘 = −𝑝𝑜𝑙𝑦(𝐴) + (−𝑥)𝑘 且𝑥𝑚 = 𝑎𝑚𝑘
𝑥𝑘−1 + 𝑎𝑚𝑘−1

𝑥𝑘−2+ . . . …+ 𝑎𝑚2
𝑥 + 𝑎𝑚1

 

則𝐻𝑛+𝑞(𝑘−1)𝑘𝑎𝑚𝑘
+ 𝐻𝑛+𝑞(𝑘−2)𝑘𝑎𝑚𝑘−1

+⋯𝐻𝑛𝑘𝑎𝑚1
= 𝐻𝑛+𝑞𝑚𝑘

，∀𝑘 ∈ 𝑍 

（三）、將矩陣改寫，使高次方的數列能夠更一般化。 

    在定理 6 及定理 7 中，可以看到在二階矩陣的情況中，我們能將遞迴關係推廣至廣義高

階遞迴。但是當我們推廣至了高次方，隨著未知數的增加、矩陣的複雜運算，我們無法將高

階費氏數列的遞迴關係延伸討論。但我們在定理 6 發現，其係數為[
𝑎 𝑏
1 0

]
𝑛

的特徵方程式。 
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    於是我們猜測，若要將高次方的係數關係推廣： 

定義：〈𝐵𝑛𝑘〉：

{
  
 

  
 

𝐵0 = 0         
𝐵1 = 1         
𝐵2 = 1         

𝐵𝑘−1 = 2
𝑘−3        

𝐵𝑛+𝑘𝑘 = 𝑎1𝐵𝑛+𝑘−1𝑘 + 𝑎2𝐵𝑛+𝑘−2𝑘 +⋯𝑎𝑘𝐵𝑛𝑘，𝑛 ∈ 𝑁

此時𝑘 > 2          

，稱之為廣義𝑘階遞迴 

 

    則應也會有以下規律： 

推測 3：若𝐵𝑛𝑘表一廣義𝑘階遞迴數列、 

                 𝐶𝑛𝑘為一高階遞迴數列，且𝐶𝑛+𝑘𝑘 = 𝑎1𝐶𝑛+𝑘−1𝑘 + 𝑎2𝐶𝑛+𝑘−2𝑘 +⋯𝑎𝑘𝐶𝑛𝑘 

       若𝐴 =

[
 
 
 
 
𝑎1 𝑎2 ⋯ 𝑎𝑘−1 𝑎𝑘
1 0 ⋯ 0 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ 0
0 0 ⋯ 0 0
0 0 ⋯ 1 0 ]

 
 
 
 
𝑞

之𝑘 × 𝑘矩陣， 

且從第二列開始，第𝑛列的第𝑛 − 1個數為 1，其餘為 0 

令𝑝𝑜𝑙𝑦(𝐴) = 0 其中𝑝𝑜𝑙𝑦(𝐴)代表矩陣𝐴之特徵方程式 

𝑥𝑘 = −𝑝𝑜𝑙𝑦(𝐴) + (−𝑥)𝑘 且𝑥𝑚 = 𝑎𝑚𝑘
𝑥𝑘−1 + 𝑎𝑚𝑘−1

𝑥𝑘−2+ . . . …+ 𝑎𝑚2
𝑥 + 𝑎𝑚1

 

則𝐶𝑛+𝑞(𝑘−1)𝑘𝑎𝑚𝑘
+ 𝐶𝑛+𝑞(𝑘−2)𝑘𝑎𝑚𝑘−1

+⋯𝐶𝑛𝑘𝑎𝑚1
= 𝐶𝑛+𝑞𝑚𝑘

，∀𝑘 ∈ 𝑍 

 

（四）、探討在高次方後，是否有更多的係數關係(如同定理𝟒和定理𝟕)。 

    在定理 4 和定理 7 中，我們可以藉由費氏數列和盧卡斯數列的關係式，讓係數更一般

化，甚至能推廣到廣義二階遞迴。但是在高次方的推測中，我們無法一一求出矩陣特徵方程

各項係數之間的關係。於是我們想要探討，能否改寫矩陣，或者是利用引理 7 和引理 10 的

變化，使高次方後的係數能夠更多變。 

柒、參考資料及其他 

1. 游森棚 (2013)。高中數學第一、二冊。翰林出版社，108 年 4 月、9 月初版。 

2. Piotr Rudnicki（2004）。Little Bezout Theorem, Formalized Mathematics. 12, 1。 

3. Kenneth Hoffman（1971）。Linear Algebra, 2nd Edition. Prentice Hall. 1971 年 4 月二版。 

4. Robert C Johnson（2009）。Fibonacci numbers and matrices, Durham City, DH1 3LE, UK 

5. 中山大學應用數學系雙週一題有獎徵答。http：//www.math.nsysu.edu.tw/~problem/ 

http://www.math.nsysu.edu.tw/~problem/


作品海報 

【評語】050407  

本作品探討費氏數列與盧卡斯數列之間的關係。利用

x2=ax+b 對多項方程式高次式降階，從中觀察到降階後係數產生

費式數列子序列，這一部分相當有趣，可惜並沒有朝著求出完整

解集合的方向論述，而是去觀察某些線性組合可以轉換成費式數

列的子序列。但是要得到這些觀察與定理並非易事，作者並沒有

交代這些觀察與定理的動機，而是「猜」到這個關係後直接用數

學歸納法證明。 

作品的後段則對高階的遞迴有一些嘗試，不過結果還停留在

比較原始的階段。 

另外，文獻探討時需交代內容引用自那些文獻，說明參考資

料與本研究之相關性。 
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摘要 
    我們從課堂中挑戰題出發，從高中數學的

「餘式定理」、「數學歸納法」與「遞迴關係

式」來對「費氏數列」進行討論。在簡單的多

項式除法問題中，找到關於費氏數列的規律，

並延伸找到與之密切相關的「盧卡斯數列」。

此外，我們將研究中的費氏數列推廣至廣義費

氏數列，以及遞迴關係更一般的廣義二階遞迴

數列。我們將觀察得到對於二階遞迴數列的結

果，用「數學歸納法」的方式證明。更將二次

方的研究，延伸至三階遞迴、四階遞迴等高階

遞迴的規律。並且找到當高次方時，符合前述

關係的係數為對應階數特定矩陣特徵方程式的

性質。我們也找出高次方中，特徵方程式各項

係數的遞迴規律與巴斯卡三角形的特定關係。 

壹、研究動機 
    多項式乘除中，課堂上額外的挑戰題，題

目如下：「𝑎、𝑏為整數且𝑥2 − 𝑥 − 1是𝑎𝑥17 +

𝑏𝑥16 + 1的因式，求𝑎。」這題目次方過大使得

我們的計算量也隨之變大，衍伸而來的便是正

確性的問題。因此，上網查了這個題目後，發

現這個題目最早出現於1988年的AIME考題之中

，並在這三十年間，類似的考題已經出現在國

內各高中段考試題或大小數學競賽的試題中。

這不禁讓我們油然升起一股挑戰高中競賽題目

之心，我們希望除了最基本的求解之外，能發

展出規律的算式，讓大家一窺此類型題目的各

種「巧合」。 

貳、研究目的 
一、 在原題目中，利用高中餘式定理，觀察係

數跟費氏數列各項之關係。 

二、 利用窮舉方式，觀察其他係數的除式，是

否與原題之係數一樣，與費氏數列有關。 

三、 尋找其他與費氏數列有關的係數，並觀察

研究該係數之間是否存在著其他關係，進

而希望去找到所有符合關係的係數。 

四、 將觀察到的結果，利用高中數學中的數學

歸納法，來證明存在於所有整數的情形。 

五、 將費氏數列的規律，推廣至不同初始項的

二階遞迴數列。 

六、 將二次方結果推廣至高次方及類費氏數列

的高階遞迴關係式。 

參、研究設備及器材 
紙、筆、電腦、Excel 2007 

肆、研究過程方法與結果 
一、文獻探討與前置作業 
（一）小貝祖定理 

引理1：多項式𝑓(𝑥)除以(𝑥 − 𝑟)後，餘數為

𝑓(𝑟)，即𝑥 = 𝑟代入原多項式𝑓(𝑥)的值。且當

(𝑥 − 𝑟)為𝑓(𝑥)的因式時，則有𝑓(𝑟) = 0 

（二）費氏數列 

（三）盧卡斯數列 

定義：數列〈𝐿𝑛〉滿足：𝐿1 = 1，𝐿2 = 3，

𝐿𝑛+2 = 𝐿𝑛+1 + 𝐿𝑛，𝑛 ∈ 𝑁，稱〈𝐿𝑛〉為盧卡斯

數列。 

從通式的關係式中得到費氏數列與盧卡斯數列

之間的關係：𝐿𝑛 = 𝐹𝑛−1 + 𝐹𝑛+1 

二、研究流程架構 
（一）原題目解題，並推廣： 

 

 

 

 

 

 

 
 

（二）推廣至其他廣義二階遞迴的係數狀況： 

 

 

 
（三）其他高次方在廣義高階遞迴係數狀況： 

 

 

 
 

三、研究過程與結論 
  從「𝑎、𝑏為整數且𝑥2 − 𝑥 − 1是𝑎𝑥17 +

𝑏𝑥16 + 1的因式，求𝑎。」出發。利用餘式定理

令𝑥2 − 𝑥 − 1 = 0，將𝑥17、𝑥16降階。 

根據定理1和餘式定理，=> 𝑎𝑥17 + 𝑏𝑥16 + 1 =

(1597𝑎 + 987𝑏)𝑥 + 987𝑎 + 610𝑏 + 1 = 0： 

{
1597𝑎 + 987𝑏 = 0
987𝑎 + 610𝑏 = −1

=> {
𝐹17𝑎 + 𝐹16𝑏 = 0  
𝐹16𝑎 + 𝐹15𝑏 = −1

接

著利用引理2：𝐹𝑛
2 − 𝐹𝑛−1𝐹𝑛+1 = (−1)𝑛+1。 

解得𝑎 = 987、𝑏 = −1597。 

  以下假設方程式：𝑥2 = 𝑎𝑥 + 𝑏。將𝑥𝑛降次

方後的情形。 

𝑥2 𝑎 𝑏 

𝑥3 𝑎2 + 𝑏 𝑎𝑏 

𝑥4 𝑎3 + 2𝑎𝑏 𝑎2𝑏 + 𝑏2 

𝑥5 𝑎4 + 3𝑎2𝑏 + 𝑏2 𝑎3𝑏 + 2𝑎𝑏2 

𝑥6 𝑎5 + 4𝑎3𝑏 + 3𝑎𝑏2 𝑎4𝑏 + 3𝑎2𝑏2 + 𝑏3 

𝑥7 𝑎6 + 5𝑎4𝑏 + 6𝑎2𝑏2 + 𝑏3 𝑎5𝑏 + 4𝑎3𝑏2 + 3𝑎𝑏3 

由上表得，不用另外討論𝑎取負數時的變化。 

令𝒙𝒎 = 𝒂𝒎𝒙 + 𝒃𝒎則𝒂𝒎+𝟏 = 𝒂 × 𝒂𝒎 + 𝒃𝒎，

𝒃𝒎 = 𝒂𝒎 × 𝒃。利用窮舉法尋找相關係數，找

到(𝑎, 𝑏) = (3, −1)時符合。 

將𝑥 =
𝐿𝑛±𝐹𝑛√5

2
還原方程式，並利用引理3：𝐿𝑛

2 −

4(−1)𝑛 = 5𝐹𝑛
2，得到𝑥2 = 𝐿𝑛𝑥 + (−1)

𝑛+1。 

  接著，探討若一次項係數與費氏數列的關

係跟𝐹𝑛+𝑘、𝐹𝑛−𝑘有關的情況： 

  我們發現𝐹𝑛+2 − 𝐹𝑛−2、𝐹𝑛+3 + 𝐹𝑛−3形成的

數列分別為盧卡斯數列往前1、2項再乘以1、2

倍。得此規律為𝐹𝑛+𝑘 + 𝐹𝑛−𝑘 × (−1)
𝑘+1。 

  使𝑛 = 1代入後，可直接生成第一項， 

以𝐹𝑛+2𝑘−1 + 𝐹𝑛−1 × (−1)
𝑘+1來改寫 

𝐹𝑛+𝑘 + 𝐹𝑛−𝑘 × (−1)
𝑘+1。 

  下左表為(𝑎, 𝑏) = (𝐿𝑛, (−1)
𝑛+1)，係數積和

為廣義費氏數列的倍數情形，以及下右表以

𝐹𝑛+3 + 𝐹𝑛−3作為一次項係數係數積為某費氏數

列乘上2的冪次。 

定義：數列〈𝐹𝑛〉滿足：𝐹1 = 1，𝐹2 = 1，

𝐹𝑛+2 = 𝐹𝑛+1 + 𝐹𝑛，𝑛 ∈ 𝑁，稱〈𝐹𝑛〉為費氏數列 

定理1：若𝑥2 = 𝑥 + 1，則𝑥𝑛 = 𝐹𝑛𝑥 + 𝐹𝑛−1，

對所有正整數 𝑛 ≥ 2 皆成立。 

定理𝟐： (
1±√5

2
)
𝑛

=
𝐿𝑛±𝐹𝑛√5

2
 其中𝐿𝑛

為Lucas數列，且𝐿𝑛 = 𝐹𝑛−1 + 𝐹𝑛+1。  

一、利用費氏數列性質，解出原題答案。 

二、尋找其他降階後有費氏數列的係數。 

三、觀察得𝑥2 = 𝑎𝑥 + 𝑏在高次方降階後的

係數，𝑎的正負不影響降階後數值。 

四、觀察得𝑥2 = 3𝑥 − 1，降階後的係數亦

有費氏數列的規律。 

五、當 Lucas 數列為係數時，降階後係數

經線性組合可得費氏數列。 

一、廣義費氏數列為線性組合係數時。 

二、推廣至常數項不為正負 1 的情況。 

三、推廣至廣義二階遞迴的情況。 

一、觀察得三、四、五、六、七次方係數。 

二、找到相關係數規律。 

三、利用矩陣特徵方程式求得關係式規律。 



 

 

  研究推廣至廣義二階遞迴：以下𝐶𝑛表與𝐵𝑛有相同遞迴關係的數列，而𝐷𝑛 = 𝐵𝑛+1 + 𝑏 × 𝐵𝑛−1 

  做所有廣義二階遞迴的延伸推廣： 

  接著，討論更高次方是否有相似規律：以遞迴關係為𝑇𝑛+3 = 𝑇𝑛+2 + 𝑇𝑛+1 + 𝑇𝑛形成的數列當作二次方的係數。 

  從左邊表格發現倍數的1、1、2、4、7、13……是名為

Tribonacci的三階費氏數列。且發現𝑥2係數有相同遞迴關係。 

定義Tribonacci sequence： 

定義：數列〈𝑇𝑛〉滿足：{
𝑇0 = 0，𝑇1 = 1，𝑇2 = 1

𝑇𝑛+3 = 𝑇𝑛+2 + 𝑇𝑛+1 + 𝑇𝑛，𝑛 ∈ 𝑁
，

則稱〈𝑇𝑛〉為Tribonacci sequence 

  為了方便說明，先定義一些符號： 

定義：數列〈𝑃𝑎,𝑏,𝑐〉為𝑎次方關係式中，符合係數積和為特

定高階費氏數列之𝑏次方項的第𝑐個數字。 

定義高階費氏數列: 

定義：〈𝐹𝑛𝑘〉：{

𝐹0𝑘 = 0，𝐹1𝑘 = 1，𝐹2𝑘 = 1，𝐹𝑘−1𝑘 = 2
𝑘−3

𝐹𝑛+𝑘𝑘 = 𝐹𝑛+𝑘−1𝑘 + 𝐹𝑛+𝑘−2𝑘 +⋯+ 𝐹𝑛𝑘

𝑛 ∈ 𝑁，𝑘 > 2

 

則稱〈𝐹𝑛𝑘〉為𝑘階費氏數列 

  下兩表列出三次方到六次方符合降次後係數積和為特定高階費氏數列的係數 

 

  從上兩表中，我們有得到高次方符合降次後係數積和為特定高階費氏數列的係數遞迴關係，但光是六次項係數

的第35項，就達到11位數，298億多的數字。我們不得不停下來，去思考其係數之間的關係。在「數列大全」的網

站中，找到高次方後的係數算法。三、四、五次方的係數分別為[
1 1 1
1 0 0
0 1 0

]

𝑛

、[

1 1 1 1
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0

]

𝑛

、

[
 
 
 
 
1 1 1 1 1
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0]

 
 
 
 
𝑛

特徵方程式之對應次方項係數。以下以𝑝𝑜𝑙𝑦(𝐴)表示矩陣𝐴之特徵方程式並得到高次方的推廣： 

推測1：若𝐴 = 𝑘

{
 
 

 
 

[
 
 
 
 
1 1 ⋯ 1 1
1 0 ⋯ 0 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ 0
0 0 ⋯ 0 0
0 0 ⋯ 1 0]

 
 
 
 

}
 
 

 
 
𝑞

之𝑘 × 𝑘矩陣，且從第二列開始，第𝑛列的第𝑛 − 1個數為1，其餘為0。 

令𝑝𝑜𝑙𝑦(𝐴) = 0，𝑥𝑘 = −𝑝𝑜𝑙𝑦(𝐴) + (−𝑥)𝑘 且𝑥𝑚 = 𝑎𝑚𝑘
𝑥𝑘−1 + 𝑎𝑚𝑘−1

𝑥𝑘−2+ . . . …+ 𝑎𝑚2
𝑥 + 𝑎𝑚1

 

則𝐹𝑛+𝑞(𝑘−1)𝑘𝑎𝑚𝑘
+ 𝐹𝑛+𝑞(𝑘−2)𝑘𝑎𝑚𝑘−1

+⋯𝐹𝑛𝑘𝑎𝑚1
= 𝐹𝑛+𝑞𝑚𝑘

，∀𝑘 ∈ 𝑍 

   以下先定義高階的廣義費氏數列：

定理6：若𝑥2 = 𝐷𝑛𝑥 + (−1)
𝑛+1 × 𝑏𝑛，令𝑥𝑚 = 𝑎𝑚𝑥 + 𝑏𝑚， 

(1) 𝑎𝑚𝐶𝑛 + 𝑏𝑚𝐶0 = 𝐶𝑚𝑛  (2) 𝑎𝑚𝐶𝑛+1 + 𝑏𝑚𝐶1 = 𝐶𝑚𝑛+1  (3) 𝑎𝑚𝐶𝑛+𝑘 + 𝑏𝑚𝐶𝑘 = 𝐶𝑚𝑛+𝑘 

定理7:若𝑥2 = 𝐺𝑛𝑥 + 𝐵𝑘+1
2 × (−1)𝑛+𝑘+1 × 𝑏𝑛+𝑘，令𝑥𝑚 = 𝑎𝑚𝑥 + 𝑏𝑚  

(1) 𝐵𝑛+𝑘𝑎𝑚 = 𝐵𝑚(𝑛+𝑘) × 𝐵𝑘+1
𝑚−1  (2) 𝐵𝑛−1𝑎𝑚 +

1

𝑏𝑘+1
× (−1)𝑘 × 𝑏𝑚 = 𝐵𝑚(𝑛+𝑘)−(𝑘+1) × 𝐵𝑘+1

𝑚−1 

(3) 𝐵𝑛+𝑘−𝑡(𝑘+1)𝑎𝑚 +
𝐵𝑡(𝑘+1)

𝐵𝑘+1
× 𝑏𝑚 = 𝐵𝑚(𝑛+𝑘)−𝑡(𝑘+1) × 𝐵𝑘+1

𝑚−1  

定義：數列〈𝐻𝑛𝑘〉：{
𝐻1𝑘 = ℎ1，𝐻2𝑘 = ℎ2，𝐻3𝑘 = ℎ3，⋯，𝐻𝑘𝑘 = ℎ𝑘，

𝐻𝑛+𝑘𝑘 = 𝐻𝑛+𝑘−1𝑘 + 𝐻𝑛+𝑘−2𝑘 +⋯𝐻𝑛𝑘，𝑛 ∈ 𝑁，𝑘 > 2
，則〈𝐻𝑛𝑘〉為𝑘階廣義費氏數列。 



而高階的廣義費氏數列的推廣： 

推測2：若𝐴 = 𝑘

{
 
 

 
 

[
 
 
 
 
1 1 ⋯ 1 1
1 0 ⋯ 0 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ 0
0 0 ⋯ 0 0
0 0 ⋯ 1 0]

 
 
 
 

}
 
 

 
 
𝑞

之𝑘 ×

𝑘矩陣，且從第二列開始，第𝑛列的第𝑛 −

1個數為1，其餘為0。令𝑝𝑜𝑙𝑦(𝐴) = 0  

𝑥𝑘 = −𝑝𝑜𝑙𝑦(𝐴) + 𝑥𝑘 且𝑥𝑚 = 𝑎𝑚𝑘
𝑥𝑘−1 +

𝑎𝑚𝑘−1
𝑥𝑘−2+ . . . …+ 𝑎𝑚2

𝑥 + 𝑎𝑚1
 

則𝐻𝑛+𝑞(𝑘−1)𝑘𝑎𝑚𝑘
+ 𝐻𝑛+𝑞(𝑘−2)𝑘𝑎𝑚𝑘−1

+

⋯𝐻𝑛𝑘𝑎𝑚1
= 𝐻𝑛+𝑞𝑚𝑘

，∀𝑘 ∈ 𝑍 

伍、結論與未來展望 
（一）原題目解題，並推廣： 

1. 利用費氏數列的性質，解出原題答案 

2. 𝑥2 = 𝑎𝑥 + 𝑏在高次方降階後的係數，𝑎的正

負不影響降階後數值（不計正負）。 

3. 推廣至常數項不為(−1)𝑛+1時： 

定理5：𝐴𝑛 = 𝐹𝑛−1 × (−1)
𝑘 + 𝐹𝑛+2k+1 =

𝐹𝑘+1𝐿𝑛+𝑘，若𝑥2 = 𝐴𝑛𝑥 + 𝐹𝑘+1
2 × (−1)𝑛+𝑘+1 

令𝑥𝑚 = 𝑎𝑚𝑥 + 𝑏𝑚，則： 

(1) 𝑎𝑚𝐹𝑛+𝑘 = 𝐹𝑚(𝑛+𝑘) × 𝐹𝑘+1
𝑚−1 

(2) 𝑎𝑚𝐹𝑛−1 + 𝑏𝑚 × (−1)
𝑘 

  = 𝐹𝑚(𝑛+𝑘)−(𝑘+1) × 𝐹𝑘+1
𝑚−1 

(3) 𝑎𝑚𝐹𝑛+𝑘+𝑡(𝑘+1) + 𝑏𝑚 ×
𝐹𝑡(𝑘+1)

𝐹𝑘+1
 

  = 𝐹𝑚(𝑛+𝑘)+𝑡(𝑘+1) × 𝐹𝑘+1
𝑚−1 

4. 當Lucas數列為係數時，降階後係數經線性

組合可得廣義費氏數列： 

5. 推廣至廣義二階遞迴為線性組合係數時： 

定理6：若𝑥2 = 𝐷𝑛𝑥 + (−1)
𝑛+1 × 𝑏𝑛，令𝑥𝑚 =

𝑎𝑚𝑥 + 𝑏𝑚， 

(1) 𝑎𝑚𝐶𝑛 + 𝑏𝑚𝐶0 = 𝐶𝑚𝑛 
(2) 𝑎𝑚𝐶𝑛+1 + 𝑏𝑚𝐶1 = 𝐶𝑚𝑛+1 
(3) 𝑎𝑚𝐶𝑛+𝑘 + 𝑏𝑚𝐶𝑘 = 𝐶𝑚𝑛+𝑘 

做所有廣義二階遞迴的延伸推廣: 

定理7：𝑥2 = 𝐺𝑛𝑥 + 𝐵𝑘+1
2 × (−1)𝑛+𝑘+1 × 𝑏𝑛+𝑘

令𝑥𝑚 = 𝑎𝑚𝑥 + 𝑏𝑚  

(1) 𝐵𝑛+𝑘𝑎𝑚 = 𝐵𝑚(𝑛+𝑘) × 𝐵𝑘+1
𝑚−1 

(2) 𝐵𝑛−1𝑎𝑚 +
1

𝑏𝑘+1
× (−1)𝑘 × 𝑏𝑚 

= 𝐵𝑚(𝑛+𝑘)−(𝑘+1) × 𝐵𝑘+1
𝑚−1 

(3) 𝐵𝑛+𝑘−𝑡(𝑘+1)𝑎𝑚 +
𝐵𝑡(𝑘+1)

𝐵𝑘+1
× 𝑏𝑚 =

𝐵𝑚(𝑛+𝑘)−𝑡(𝑘+1) × 𝐵𝑘+1
𝑚−1  

（二）、找到六次方以內的係數規律： 

（三）利用矩陣特徵方程式求得關係式規律： 

二、未來展望： 

（一）、推廣至高階狹義費氏數列： 

定義：數列〈𝐹𝑛𝑘〉：

{

𝐹0𝑘 = 0，𝐹1𝑘 = 1，𝐹2𝑘 = 1，𝐹𝑘−1𝑘 = 2𝑘−3

𝐹𝑛+𝑘𝑘 = 𝐹𝑛+𝑘−1𝑘 + 𝐹𝑛+𝑘−2𝑘 +⋯+ 𝐹𝑛𝑘    

𝑛 ∈ 𝑁，𝑘 > 2

 

則稱〈𝐹𝑛𝑘〉為𝑘階費氏數列 

以𝒑𝒐𝒍𝒚(𝑨)表示矩陣𝑨之特徵方程式，並以

令𝒑𝒐𝒍𝒚(𝑨) = 𝟎，得到：𝒙𝒌 = −𝒑𝒐𝒍𝒚(𝑨) + 𝒙𝒌

來進行高次方的推廣。 

  而𝑨矩陣中的元素為：從第二列開始，第𝒏

列的第𝒏 − 𝟏行為1，其餘為0。 

  以下進行高次方的推廣： 

推測1：若𝐴 = 𝑘

{
 
 

 
 

[
 
 
 
 
1 1 ⋯ 1 1
1 0 ⋯ 0 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ 0
0 0 ⋯ 0 0
0 0 ⋯ 1 0]

 
 
 
 

}
 
 

 
 
𝑞

之𝑘 ×

𝑘矩陣 

 且𝑥𝑚 = 𝑎𝑚𝑘
𝑥𝑘−1 + 𝑎𝑚𝑘−1

𝑥𝑘−2+ . . . …+

 𝑎𝑚2
𝑥 + 𝑎𝑚1

 

則𝐹𝑛+𝑞(𝑘−1)𝑘𝑎𝑚𝑘
+ 𝐹𝑛+𝑞(𝑘−2)𝑘𝑎𝑚𝑘−1

+

⋯𝐹𝑛𝑘𝑎𝑚1
= 𝐹𝑛+𝑞𝑚𝑘

，∀𝑘 ∈ 𝑍 

（二）、推廣至高階廣義費氏數列： 

定義高階的廣義費氏數列： 

定義：數列〈𝐻𝑛𝑘〉：

{
𝐻1𝑘 = ℎ1，𝐻2𝑘 = ℎ2，𝐻3𝑘 = ℎ3⋯，𝐻𝑘𝑘 = ℎ𝑘

𝐻𝑛+𝑘𝑘 = 𝐻𝑛+𝑘−1𝑘 + 𝐻𝑛+𝑘−2𝑛𝑘 +⋯𝐻𝑛𝑘
，則〈𝐻𝑛𝑘〉為𝑘階廣義費氏數列。 

降次後係數積和為高階廣義費氏數列的推測： 

推測2：若𝐴 = 𝑘

{
 
 

 
 

[
 
 
 
 
1 1 ⋯ 1 1
1 0 ⋯ 0 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ 0
0 0 ⋯ 0 0
0 0 ⋯ 1 0]

 
 
 
 

}
 
 

 
 
𝑞

 

之𝑘 × 𝑘矩陣， 

且𝑥𝑚 = 𝑎𝑚𝑘
𝑥𝑘−1 + 𝑎𝑚𝑘−1

𝑥𝑘−2+ . . . …+

 𝑎𝑚2
𝑥 + 𝑎𝑚1

 

則𝐻𝑛+𝑞(𝑘−1)𝑘𝑎𝑚𝑘
+ 𝐻𝑛+𝑞(𝑘−2)𝑘𝑎𝑚𝑘−1

+

⋯𝐻𝑛𝑘𝑎𝑚1
= 𝐻𝑛+𝑞𝑚𝑘

，∀𝑘 ∈ 𝑍 

（三）改寫矩陣，使高階的規律能更一般化。 

1. 發現定理6中的係數為[
𝑎 𝑏
1 0

]
𝑛

的特徵方程式 

2. 定義廣義高階遞迴： 

定義：數列〈𝐵𝑛𝑘〉：

{

𝐵0𝑘 = 0，𝐵1𝑘 = 1，𝐵2𝑘 = 1，𝐵𝑘−1𝑘 = 2
𝑘−3

𝐵𝑛+𝑘𝑘 = 𝑎1𝐵𝑛+𝑘−1𝑘 + 𝑎2𝐵𝑛+𝑘−2𝑘

+⋯𝑎𝑘𝐵𝑛𝑘、𝑛 ∈ 𝑁，𝑘 > 2

 

則稱〈𝐵𝑛𝑘〉為廣義𝑘階數列 

3. 猜測廣義高階遞迴的規律： 

推測3：𝐶𝑛𝑘為一高階遞迴數列，且𝐶𝑛+𝑘𝑘 =

𝑎1𝐶𝑛+𝑘−1𝑘 + 𝑎2𝐶𝑛+𝑘−2𝑘 +⋯𝑎𝑘𝐶𝑛𝑘  

若𝐴 =

[
 
 
 
 
𝑎1 𝑎2 ⋯ 𝑎𝑘−1 𝑎𝑘
1 0 ⋯ 0 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ 0
0 0 ⋯ 0 0
0 0 ⋯ 1 0 ]

 
 
 
 
𝑞

 

且𝑥𝑚 = 𝑎𝑚𝑘
𝑥𝑘−1 + 𝑎𝑚𝑘−1

𝑥𝑘−2+ . . . …+

 𝑎𝑚2
𝑥 + 𝑎𝑚1

 

則𝐶𝑛+𝑞(𝑘−1)𝑘𝑎𝑚𝑘
+ 𝐶𝑛+𝑞(𝑘−2)𝑘𝑎𝑚𝑘−1

+

⋯𝐶𝑛𝑘𝑎𝑚1
= 𝐶𝑛+𝑞𝑚𝑘

，∀𝑘 ∈ 𝑍 
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5. 中山大學應用數學系雙週一題有獎徵答。

http://www.math.nsysu.edu.tw/~problem/ 
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