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摘 要 

    本篇作品旨在探討一個正三角形公園，內有一個邊長為公園邊長
1
3
的小正三角形綠地，

公園和綠地兩者方向相同，而且中心重合。一位民眾從公園邊上的某一點出發，每次都朝著 

綠地的頂點跑「切線」，跑到公園的另一邊上某一點。然後再從這個點出發，反覆一直跑下

去。觀察這樣的規則模式，最後會有什麼結果？其次，如果公園和綠地都是一般的三角形，

其結果與正三角形的情況是否相同？最後，再將公園和綠地的形狀推廣為正 n邊形，其結果

又會是如何？ 

壹、研究動機 

    在科學研習月刊中第57-7期(2018年10月份)的「森棚教官數學教室」題目：「如圖(一)，

正三角形的公園中有一個邊長為公園邊長
1
3
的小正三角形綠地，公園和綠地兩者方向相同， 

而且中心重合。兩三角形之間為開放空間，民眾可自由活動。小志從公園邊上的A點出發，每

次都朝著綠地的頂點跑「切線」，跑到公園的另一邊的一點。然後再從這個點出發，反覆一

直跑下去。圖(一)是跑了五趟之後的結果。觀察這個結構並做一些實驗。請問聰明的讀者，

你能得到什麼結論？」 

    這是一道有趣的題目，將數學與生活情境作聯結，這正好是第二冊的數列與遞迴關係式

的觀念，經網路查詢之後，無相關的文獻資料，於是，我們就以這題目開始我們的研究。 

貳、研究目的 

一、探討綠地邊長為公園邊長的
1
3
倍、

1
4
倍的情況。                           

二、探討綠地邊長為公園邊長的λ倍的情況，0 1λ< < 。 

三、探討公園與綠地是相似的任意三角形，綠地邊長為公園邊長的λ倍的情況，0 1λ< < 。 

四、探討公園與綠地是相似的正 n 邊形， 4n ≥ ，綠地邊長為公園邊長的λ倍的情況，0 1λ< < 。 

參、研究設備及器材 

電腦、word、Geogebra 繪圖軟體、紙、筆。 
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肆、研究過程及方法 

設綠地邊長為公園邊長的λ倍，0 1λ< < 。 
 

研究地圖 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

研究一：
1
3

λ = 、
1
4
。 

設正三角形公園邊長為 1，正三角形綠地邊長為
1
3

λ = 、
1
4
。 

一、
1
3

λ = ：如圖(二)。 

設小志從OK 上與 K 點距離 1s 的 1A 出發，由 1A 跑經 P 到HK


上與 K 點距離 t 的 1B ，由 

1 1KA B∆ 面積 = 1KA P∆ 面積 + 1KPB∆ 面積，得 1 1
1 1 2 3 1 2 3sin 60 sin 30 sin 30
2 2 9 2 9

s t s t⋅ ° = ⋅ ⋅ ° + ⋅ ⋅ °  

⇒ 1 19 2 2s t s t= + ⇒ 1

1

2
9 2

st
s

=
−

⇒ 1
1 2

1

7 21
9 2

sHB s t
s
−

= = − =
−

，再由 1B 跑經 Q 到OH


上與 O 距離

1
3

1

31 10
45 14

ss
s
−

=
−

的 1C ，再由 1C 跑經 R 到OK


上與 K 距離 1
4

1

127 42
189 62

ss
s
−

=
−

的 2A ，如此重複。因 

直線 PQ 和OK 的交點與 K 點距離為
2
9
，所以在過程中，若

7
9nOA ≥ ，則小志因無法跑切線而

停在 nA ；若
7
9nKB ≥ ，則停在 nB ；若

7
9nHC ≥ ，則停在 nC 。 
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設以符號 ( )nA x ， ( )nB y ， ( )nC z 分別代表點 nA ， nB ， nC 與點 K，H，O 的距離為 x，y，z， 

則小志跑步的動線為 1 1( )A s → 1
1

1

7 2( )
9 2

sB
s
−
−

→ 1
1

1

31 10( )
45 14

sC
s
−
−

→ 1
2

1

127 42( )
189 62

sA
s
−
−

→ …。若 3 2( )n nA s − ，

3 1( )n nB s − ， 3( )n nC s ，則數列 ns 滿足 1
7 2
9 2

n
n

n

ss
s+

−
=

−
，令

7 2
9 2

xx
x
−

=
−

⇒ 29 9 2 0x x− + = ⇒ x = 1
3
或

2
3
。  

 
定理 1.1.1 :  

當
1
3

λ = ，且 1
1 1
3

s≤ ≤ 時，數列 ns 收斂。(1)當 1
1
3

s = 時，
1lim
3nn

s
→∞

= 。 

(2)當 1
1 1
3

s< ≤ 時，
2lim
3nn

s
→∞

= 。 

證明:  

(1)當 1
1
3

s = 時，
1
3ns = ， n N∀ ∈ ，故

1lim
3nn

s
→∞

= 。 

(2)當 1
2
3

s = 時，
2
3ns = ， n N∀ ∈ ，故

2lim
3nn

s
→∞

= 。 

當 1
1 2
3 3

s< < 或 1
2 1
3

s< ≤ 時， 1

14( )7 21 1 3
3 9 2 3 9 2

n
n

n
n n

sss
s s+

−−
− = − =

− −
， 1

2
7 22 2 3

3 9 2 3 9 2

n
n

n
n n

sss
s s+

−−
− = − =

− −
。

兩式相除得
1

1

1 1
3 342 2
3 3

n n

n n

s s

s s

+

+

− −
= ⋅

− −
，即

1
3
2
3

n

n

s

s

−

−
形成一個公比為 4r = 的等比數列， 

1
1

1

1 1
3 3 42 2
3 3

n
n

n

s s

s s

−
− −

= ⋅
− −

⇒
1

1 11

1
1 31 1 1 23 ( )

3 4 3

n

n

s
s

s s−

 − 
= × + 

 − − −
 

，此時
1 2lim (1 1)
3 3nn

s
→∞

= + = 。◆  

註：當數列 ns 收斂到
2
3

(或
1
3

)時，其三個子數列 3 2ns − 、 3 1ns − 、 3ns 也收斂到
2
3

(或
1
3

)，若

A′ (或 A′′ )、B′ (或 B′′ )、C′ (或C′′ ) 分別為線段OK 、KH 、HO 上分別與 K、H、O 距離為

2
3

(或
1
3

)的點，則我們稱 A′ (或 A′′ )、B′ (或 B′′ )、C′ (或C′′ )分別為線段OK 、 KH 、HO 上

的一個收斂點。 
 

接下來我們要證明：當小志(往後改稱「跑者」)出發的位置與頂點 K 的距離小於
1
3
時，

他會在某個邊上因為無法跑切線而停住。考慮 1
1 10
3 3

s p≤ = − < ，
10
3

p< ≤ ，則小志的動線為 
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1
1( )
3

A p− → 1
1 4( )
3 1 9

pB
p

−
−

→ 1
1 16( )
3 1 45

pC
p

−
−

→ 2
1 64( )
3 1 189

pA
p

−
−

→ …。  

 
引理 1.1.2 :  

設 3 2
1( )
3n nA z −− ， 3 1

1( )
3n nB z −− ， 3

1( )
3n nC z− ， 1n ≥ ，則

6 6

3 2 6 6

2
1 3(2 1)

n

n n

pz
p

−

− −=
− −

，

6 4

3 1 6 4

2
1 3(2 1)

n

n n

pz
p

−

− −=
− −

，
6 2

3 6 2

2
1 3(2 1)

n

n n

pz
p

−

−=
− −

。 

證明:  

當 n = 1 時，
6 6

16 6

2
1 3(2 1)

p p z
p

−

− = =
− −

，
6 4

26 4

2 4
1 3(2 1) 1 9

p p z
p p

−

− = =
− − −

，
6 2

36 2

2 16
1 3(2 1) 1 45

p p z
p p

−

− = =
− − −

， 

所以 n = 1 時成立。 

設 n = k 時成立，即
6 6

3 2 6 6

2
1 3(2 1)

k

k k

pz
p

−

− −=
− −

，
6 4

3 1 6 4

2
1 3(2 1)

k

k k

pz
p

−

− −=
− −

，
6 2

3 6 2

2
1 3(2 1)

k

k k

pz
p

−

−=
− −

。 

 

當 n = k + 1 時，

6 2

66 2
3

3( 1)-2 3 1 6 2 6
3

6 2

24
4 21 3(2 1)

21 9 1 3(2 1)1 9
1 3(2 1)

k

kk
k

k k k k
k

k

p
z ppz z

pz p
p

−

−

+ + −

−

⋅
− −= = = =

− − −− ⋅
− −

， 

6

6 26
3 1

3( 1)-1 3 2 6 6 2
3 1

6

24
4 21 3(2 1)

21 9 1 3(2 1)1 9
1 3(2 1)

k

kk
k

k k k k
k

k

p
z ppz z

pz p
p

+
+

+ + +
+

⋅
− −= = = =

− − −− ⋅
− −

， 

 
6 2

6 46 2
3 2

3( 1) 3 3 6 2 6 4
3 2

6 2

24
4 21 3(2 1)

21 9 1 3(2 1)1 9
1 3(2 1)

k

kk
k

k k k k
k

k

p
z ppz z

pz p
p

+

++
+

+ + + +
+

+

⋅
− −= = = =

− − −− ⋅
− −

。所以 n = k + 1 時亦成立， 

故由數學歸納法得證。 ◆ 

從規則模式得: 若 3 2
1
9nz − ≥ ，則停在 nA ；若 3 1

1
9nz − ≥ ，則停在 nB ；若 3

1
9nz ≥ ，則停在 nC 。 

 
定理 1.1.3 :  

當
1
3

λ = ，且 1
10
3

s≤ < 時，跑者會在某一個邊停住。定義數列 na ： 0
1
3

a = ， 2

1
3(2 1)n na =

−
， 

1n ≥ ，則 0
1
3

p a= = 時，停在 1A ； 3( 1) 1 3( 1)n na p a− + −≤ < 時，停在 nA ； 3( 1) 2 3( 1) 1n na p a− + − +≤ < 時， 

停在 nB ； 3( 1) 3 3( 1) 2n na p a− + − +≤ < 時，停在 nC 。 
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證明:  

當 0
1
3

p a= = 時，停在 1A K= ；當 1 0
1 1
9 3

a p a= ≤ < = 時，停在 1A ；當 2 1
1 1
45 9

a p a= ≤ < = 時，

停在 1B ；當 3 2
1 1

189 45
a p a= ≤ < = 時，停在 1C ； 

若 2n ≥ ，當 3( 1) 1 3( 1)n na p a− + −≤ < 時， 6 4 6 6

1 1
3(2 1) 3(2 1)n np− −≤ <

− −
⇒

6 6
6 6

6 4

2 1 3(2 1) 1
2 1

n
n

n p
−

−
−

−
≤ − <

−
 

 

⇒
6 6

6 6
6 4

3 2 1 3(2 1) 0
2 1

n
n

n p
−

−
−

⋅
≥ − − >

−
⇒

6 4 6 6
6 6

3 26 6 6 6

2 1 22
3 2 1 3(2 1)

n n
n

nn n

pp z
p

− −
−

−− −

−
⋅ ⋅ ≤ =

⋅ − −
  

 

⇒
6 4

3 2 6 4

2 1 1 1
3 3(2 1) 9

n

n nz
−

− −

−
≥ ⋅ =

−
，故停在 nA ；  

 

當 3( 1) 2 3( 1) 1n na p a− + − +≤ < 時， 6 2 6 4

1 1
3(2 1) 3(2 1)n np− −≤ <

− −
⇒

6 4
6 4

6 2
2 1 3(2 1) 1
2 1

n
n

n p
−

−
−

−
≤ − <

−
 

 

⇒
6 4

6 4
6 2

3 2 1 3(2 1) 0
2 1

n
n

n p
−

−
−

⋅
≥ − − >

−
⇒

6 2 6 4
6 4

3 16 4 6 4
2 1 22
3 2 1 3(2 1)

n n
n

nn n
pp z

p

− −
−

−− −

−
⋅ ≤ =

⋅ − −
 

 

⇒
6 2

3 1 6 2
2 1 1 1

3 3(2 1) 9

n

n nz
−

− −

−
≥ ⋅ =

−
，故停在 nB 。      

 

當 3( 1) 3 3( 1) 2n na p a− + − +≤ < 時， 6 6 2

1 1
3(2 1) 3(2 1)n np −≤ <

− −
⇒

6 2
6 2

6
2 1 3(2 1) 1
2 1

n
n

n p
−

−−
≤ − <

−
 

 

⇒
6 2

6 2
6

3 2 1 3(2 1) 0
2 1

n
n

n p
−

−⋅
≥ − − >

−
⇒

6 6 2
6 2

36 2 6 2
2 1 22
3 2 1 3(2 1)

n n
n

nn n
pp z

p

−
−

− −

−
⋅ ≤ =

⋅ − −
 

 

⇒
6

3 6
2 1 1 1

3 3(2 1) 9

n

n nz −
≥ ⋅ =

−
，故停在 nC 。 ◆ 

 

二、
1
4

λ = ：如圖(三)。 

設跑者從OK 上與 K 點距離 1s 的 1A 出發，由 1A 跑經 P 到HK


上 

與 K 點距離 t 的 1B ，由 1 1KA B∆ 面積 = 1KA P∆ 面積 + 1KPB∆ 面積，得 

1 1
1 1 3 1 3sin 60 sin 30 sin 30
2 2 4 2 4

s t s t⋅ ° = ⋅ ⋅ ° + ⋅ ⋅ ° ⇒ 1

14 1
st

s
=

−
⇒ 1

1 2
1

3 11
4 1
sHB s t
s
−

= = − =
−

，進而推

得 1
1 3

1

5 2
8 3
sOC s
s
−

= =
−

， 1
2 4

1

7 3
12 5

sKA s
s
−

= =
−

，如此重複。因直線 PQ 和OK 的交點與 K 點距離為
1
4
，

所以在過程中，若
3
4nOA ≥ ，則跑者因無法跑切線而停在 nA ；若

3
4nKB ≥ ，則停在 nB ；若

3
4nHC ≥ ，則停在 nC 。 
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設以符號 ( )nA x ， ( )nB y ， ( )nC z 分別代表點 nA ， nB ， nC 與點 K，H，O 的距離為 x，y，z，

則跑者的動線為 1 1( )A s → 1
1

1

3 1( )
4 1
sB
s
−
−

→ 1
1

1

5 2( )
8 3
sC
s
−
−

→ 1
2

1

7 3( )
12 5

sA
s
−
−

→ …。若 3 2( )n nA s − ， 3 1( )n nB s − ，

3( )n nC s ，則數列 ns 滿足 1
3 1
4 1

n
n

n

ss
s+

−
=

−
，令

3 1
4 1

xx
x
−

=
−

⇒ 24 4 1 0x x− + = ⇒ x = 1
2

(重根)。  

 
定理 1.2.1 :  

當
1
4

λ = ，且 1
1 1
2

s≤ ≤ 時，數列 ns 收斂，
1lim
2nn

s
→∞

= 。 

證明:  

(1)當 1
1
2

s = 時，
1
2ns = ， n N∀ ∈ ，故

1lim
2nn

s
→∞

= 。 

(2)當 1
1 1
2

s< ≤ 時， 1

1
3 11 1 2

2 4 1 2 4 1

n
n

n
n n

sss
s s+

−−
− = − =

− −
，取倒數得

1

4 11 141 1 1
2 2 2

n

n n n

s

s s s+

−
= = +

− − −
， 令

1
1
2

n

n

b
s

=
−

，則 1 4n nb b+ = + ，即 nb 形成一個首項為 1

1

1
1
2

b
s

=
−

，公差為 d = 4 的等差數列，

1 4( 1)nb b n= + − ⇒
1

1 1

11 4( 1)( )1 1 24( 1)1 1 1
2 2 2n

n s
n

s s s

+ − −
= + − =

− − −
，取倒數得

1

1

1
1 2

12 1 4( 1)( )
2

n

s
s

n s

−
− =

+ − −
⇒

1

1

1
1 2

12 1 4( 1)( )
2

n

s
s

n s

−
= +

+ − −
，此時

1lim
2nn

s
→∞

= 。 ◆  

註：當數列 ns 收斂到
1
2
時，其三個子數列 3 2ns − 、 3 1ns − 、 3ns 也收斂到

1
2
，若 A′、B′、C′  

分別為線段OK 、KH 、HO 上分別與 K、H、O 距離為
1
2
的點，則我們稱 A′、 B′、C′  

分別為線段OK 、KH 、HO 上的一個收斂點。 

接下來我們要證明：當跑者出發的位置與頂點 K 的距離小於
1
2
時，他會在某個邊上因為

無法跑切線而停住。考慮 1
1 10
2 2

s p≤ = − < ，
10
2

p< ≤ ，則跑者的動線為 

1
1( )
2

A p− → 1
1( )
2 1 4

pB
p

−
−

→ 1
1( )
2 1 8

pC
p

−
−

→ 2
1( )
2 1 12

pA
p

−
−

。  
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引理 1.2.2 :  

設 3 2
1( )
2n nA z −− ， 3 1

1( )
2n nB z −− ， 3

1( )
2n nC z− ， 1n ≥ ，則 3 2 1 4(3 3)n

pz
n p− =

− −
，

3 1 1 4(3 2)n
pz
n p− =

− −
， 3 1 4(3 1)n

pz
n p

=
− −

。 

證明:  

當 n = 1 時， 11 4(3 3)
p p z

p
= =

− −
， 21 4(3 2) 1 4

p p z
p p
= =

− − −
， 31 4(3 1) 1 8

p p z
p p
= =

− − −
， 

所以 n = 1 時成立。 

設 n = k 時成立，即 3 2 1 4(3 3)k
pz
k p− =

− −
， 3 1 1 4(3 2)k

pz
k p− =

− −
， 3 1 4(3 1)k

pz
k p

=
− −

。          

當 n = k + 1 時， 3
3( 1)-2 3 1

3

1 4(3 1)
1 4 1 4 31 4

1 4(3 1)

k
k k

k

p
z pk pz z pz kp

k p

+ +
− −= = = =

− − ⋅− ⋅
− −

， 

3 1
3( 1)-1 3 2

3 1

1 4 3
1 4 1 4(3 1)1 4

1 4 3

k
k k

k

p
z pkpz z pz k p

kp

+
+ +

+

− ⋅= = = =
− − +−

− ⋅

， 

3 2
3( 1) 3 3

3 2

1 4(3 1)
1 4 1 4(3 2)1 4

1 4(3 1)

k
k k

k

p
z pk pz z pz k p

k p

+
+ +

+

− += = = =
− − +−

− +

。所以 n = k + 1 時亦成立，故由 

數學歸納法得證。 ◆ 

從規則模式得: 若 3 2
1
4nz − ≥ ，則停在 nA ；若 3 1

1
4nz − ≥ ，則停在 nB ；若 3

1
4nz ≥ ，則停在 nC 。 

 
定理 1.2.3 :  

當
1
4

λ = ，且 1
10
2

s≤ < 時，跑者會在某一個邊停住。定義數列 na ： 0
1
2

a = ，
1
4na

n
= ， 1n ≥ ， 

則 0
1
2

p a= = 時，停在 1A ； 3( 1) 1 3( 1)n na p a− + −≤ < 時，停在 nA ； 3( 1) 2 3( 1) 1n na p a− + − +≤ < 時，停在 nB ；  

3( 1) 3 3( 1) 2n na p a− + − +≤ < 時，停在 nC 。 

證明:  

當 0
1
2

p a= = 時，停在 1A K= ；當 n = 1 時，若 1 0
1 1
4 2

a p a= ≤ < = ，停在 1A ； 
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若 2 1
1 1
8 4

a p a= ≤ < = ，則
1 4 1
2

p≤ < ⇒
1 1 4 0
2

p≥ − > ⇒ 2
1 2
4 1 4

pp z
p

≤ ≤ =
−

，停在 1B ；  

 

若 3 2
1 1

12 8
a p a= ≤ < = ，則

2 8 1
3

p≤ < ⇒ 3
1 3
4 1 8

pp z
p

≤ ≤ =
−

，停在 1C ；  

 

當 2n ≥ 時，若 3( 1) 1 3( 1)n na p a− + −≤ < ，則
1 1

4(3 2) 4(3 3)
p

n n
≤ <

− −
⇒

3 3 4(3 3) 1
3 2

n n p
n
−

≤ − <
−

 

 

⇒
1 1 4(3 3) 0

3 2
n p

n
≥ − − >

−
⇒ 3 2

1 (3 2)
4 1 4(3 3) n

pn p z
n p −≤ − ≤ =

− −
，停在 nA ； 

 

若 3( 1) 2 3( 1) 1n na p a− + − +≤ < ，則
1 1

4(3 1) 4(3 2)
p

n n
≤ <

− −
⇒

3 2 4(3 2) 1
3 1
n n p
n
−

≤ − <
−

  

 

⇒
1 1 4(3 2) 0

3 1
n p

n
≥ − − >

−
⇒ 3 1

1 (3 1)
4 1 4(3 2) n

pn p z
n p −≤ − ≤ =

− −
，停在 nB ； 

 

若 3( 1) 3 3( 1) 2n na p a− + − +≤ < ，則
1 1

4 3 4(3 1)
p

n n
≤ <

⋅ −
⇒

3 1 4(3 1) 1
3
n n p

n
−

≤ − <     

 

⇒
1 1 4(3 1) 0
3

n p
n
≥ − − > ⇒ 3

1 3
4 1 4(3 1) n

pnp z
n p

≤ ≤ =
− −

，停在 nC 。 ◆ 

 

研究二：0 1λ< < 。 

   設正三角形公園邊長為 1，正三角形綠地邊長為λ， 

0 1λ< < 。跑者從OK 上與 K 距離 1s 的 1A 出發，由 1A 跑經 

P 到HK


上與 K 點距離 t 的 1B ，如圖(四)。由 

1 1KA B∆ 面積 = 1KA P∆ 面積 + 1KPB∆ 面積，得 1 1(3 1 ) (1 )s t sλ λ− + = − ⇒ 1

1

(1 )
3 1

st
s

λ
λ

−
=

− +
 

⇒ 1
1 2

1

(2 ) 11
3 1

sHB s t
s
λ λ

λ
+ − +

= = − =
− +

，再由 1B 跑經 Q 到OH


上與 O 距離

2 2
1

3 2
1

( 7 1) (2 1)
(6 3) ( 2)

ss
s

λ λ λ λ
λ λ λ
+ + + − −

=
+ + + −

的 1C ，再由 1C 跑經 R 到OK


上與 K 距離 

 
3 2 3 2

1
4 3 2

1

( 15 12 1) (3 3 6 )
9 ( 2) ( 6 6 1)

ss
s

λ λ λ λ λ λ
λ λ λ λ λ

+ + − + + −
=

+ + + − −
的 2A ，如此重複。因直線 PQ 和OK 的交點與 K 點

距離為
1

3
λ−
，所以在過程中，若

2
3nOA λ+

≥ ，則跑者因無法跑切線而停在 nA ；若
2

3nKB λ+
≥ ，

則停在 nB ；若
2

3nHC λ+
≥ ，則停在 nC 。  
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設以 ( )nA x ， ( )nB y ， ( )nC z 分別代表點 nA ， nB ， nC 與點 K，H，O 的距離分別為 x，y，z， 

則跑者的動線為 1 1( )A s → 1
1

1

(2 ) 1( )
3 1

sB
s
λ λ

λ
+ − +

− +
→

2 2
1

1 2
1

( 7 1) (2 1)( )
(6 3) ( 2)

sC
s

λ λ λ λ
λ λ λ
+ + + − −

+ + + −
 

 

→
3 2 3 2

1
2 3 2

1

( 15 12 1) (3 3 6 )( )
9 ( 2) ( 6 6 1)

sA
s

λ λ λ λ λ λ
λ λ λ λ λ

+ + − + + −
+ + + − −

→ … 。若 3 2( )n nA s − ， 3 1( )n nB s − ， 3( )n nC s ，則數 
 

列 ns 滿足 1
(2 ) 1

3 1
n

n
n

ss
s
λ λ

λ+

+ − +
=

− +
，令

(2 ) 1
3 1

xx
x
λ λ

λ
+ − +

=
− +

⇒ 23 3 1 0x x λ− + − = 。若
1 1
4

λ≤ < ，

則判別式 9 12(1 ) 0D λ= − − ≥ ，此時方程式 23 3 1 0x x λ− + − = 有兩實根
3 12 3

6
λα − −

= 、

3 12 3
6
λβ + −

= ，令 v β
α

= ，則 1α β+ = ，
1

3
λαβ −

= ，
1 1v
α
= + 。 

 
定理 2.1 : 

當
1 1
4

λ≤ < ，且 1 1sα ≤ ≤ 時，數列 ns 收斂。(1)當 1s α= 時， lim nn
s α

→∞
= 。 

(2)當 1 1sα < ≤ 時， lim nn
s β

→∞
= 。 

證明： 

當
1
4

λ = 時，即是定理 1.2.1。往證
1
4

λ > 的一般性情況。 

(1)當 1s α= 時， ns α= ， n N∀ ∈ ，故 lim nn
s α

→∞
= 。 

(2)當 1s β= 時， ns β= ， n N∀ ∈ ，故 lim nn
s β

→∞
= 。 

當 1sα β< < 或 1 1sβ < ≤ 時， 1
(2 ) 1 (2 3 ) ( 1)(1 )

3 1 3 1
n n

n
n n

s ss
s s
λ λ λ α λ αα α

λ λ+

+ − + + − + − −
− = − =

− + − +
， 

以 ns α= 代入分子得 22 3 (1 ) 1 0α λα α λ α α+ − + − − + = ，分子分解為 

2 2( )(2 3 ) 3( 1) ( ) 3 ( )n n ns s sα λ α α α β α− + − = − − = − ，故
2

1
3 ( )
3 1

n
n

n

ss
s
β αα

λ+

−
− =

− +
，同理，

2

1
3 ( )
3 1

n
n

n

ss
s
α ββ

λ+

−
− =

− +
，兩式相除得 21

1

n n

n n

s sv
s s

α α
β β

+

+

− −
= ⋅

− −
，即 n

n

s
s

α
β

−
−

形成一個公比為

2 1r v= > 的等比數列。 

由 11

1

nn

n

s s r
s s

α α
β β

−− −
= ⋅

− −
⇒ 1

1
1 1

( )( )
( ) ( )n n

ss
s r s

β β αβ
α β−

− −
= +

− − −
。此時 lim nn

s β
→∞

= 。 ◆ 

 



10 

註：當數列 ns 收斂到 β (或α )時，其三個子數列 3 2ns − 、 3 1ns − 、 3ns 也收斂到 β (或α )，

若 A′ (或 A′′ )、B′ (或 B′′ )、C′ (或C′′ ) 分別為線段OK 、KH 、HO 上分別與 K、H、O 距離

為 β (或α )的點，則我們稱 A′ (或 A′′ )、B′ (或 B′′ )、C′ (或C′′ )分別為線段OK、KH、HO 上

的一個收斂點。 
 

接下來我們要證明：當跑者出發的位置與頂點 K 的距離小於α 時，他會在某個邊上因為

無法跑切線而停住。考慮 10 s pα α≤ = − < ，0 p α< ≤ ，則我們描述跑者的動線如下：首先 

1( )A pα − → 1
( 2 3 )( )

3( ) 1
pB

p
λ αα
α λ
+ −

−
− − +

，其中 1B 中的分數為 

2

2
( 2 3 ) (3 3 3 3 )

3( ) 1 3 3 3 3
p p

p p
λ α α α α
α λ α α α
+ − − + −

=
− − + − + −

2 2 2

2 2
( 1)

1 11

p p v p
p p p

α β
α α

α α

−
= = =

− − − ⋅
 

2

21 ( 1)
v p
v p

=
− +

， 

當 1v ≠ 時，上式可表為
2

2 11 ( 1)
1

v p
vv p
v
−

− + ⋅
−

。 

故由 1( )A pα − →
2

1 2( )
1 ( 1)

v pB
v p

α −
− +

→

2
2

2

1 2
2

2

1 ( 1)( )
1 ( 1)

1 ( 1)

v pv
v pC

v pv
v p

α
⋅
− +−

− + ⋅
− +

， 

1C 中的分數

2
2

42

2 2 2
2

2

1 ( 1)
1 ( 1) ( 1)1 ( 1)

1 ( 1)

v pv
v pv p

v p v v pv
v p

⋅
− + =

− + +− + ⋅
− +

，當 1v ≠ 時，表為
4

4 11 ( 1)
1

v p
vv p
v
−

− + ⋅
−

。 

再推得 2A 中的分數為
6

5 4 3 21 ( 1)( 1)
v p

v v v v v v p− + + + + + +
，當 1v ≠ 時，表為

6

6 11 ( 1)
1

v p
vv p
v
−

− + ⋅
−

。 

因此，當 1v ≠ 時，動線銜接為 1( )A pα − →
2

1 2( )
11 ( 1)
1

v pB
vv p
v

α −
−

− + ⋅
−

→
4

1 4( )
11 ( 1)
1

v pC
vv p
v

α −
−

− + ⋅
−

 

→
6

2 6( )
11 ( 1)
1

v pA
vv p
v

α −
−

− + ⋅
−

→ …。 
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引理 2.2 : 

設 3 2( )n nA zα −− ， 3 1( )n nB zα −− ， 3( )n nC zα − ， 1n ≥ ， 1v ≠ ，則
6 6

3 2 6 6 11 ( 1)
1

n

n n
v pz

vv p
v

−

− −=
−

− + ⋅
−

， 

6 4

3 1 6 4 11 ( 1)
1

n

n n
v pz

vv p
v

−

− −=
−

− + ⋅
−

，
6 2

3 6 2 11 ( 1)
1

n

n n
v pz

vv p
v

−

−=
−

− + ⋅
−

。 

證明： 

當 n = 1 時，
6 6

16 6 11 ( 1)
1

v p p z
vv p

v

−

− = =
−

− + ⋅
−

，
6 4 2

26 4 21 11 ( 1) 1 ( 1)
1 1

v p v p z
v vv p v p

v v

−

− = =
− −

− + ⋅ − + ⋅
− −

， 

 
6 2 4

36 2 41 11 ( 1) 1 ( 1)
1 1

v p v p z
v vv p v p

v v

−

− = =
− −

− + ⋅ − + ⋅
− −

，所以 n = 1 時成立。 

 

設 n = k 時成立，即
6 6

3 2 6 6 11 ( 1)
1

k

k k
v pz

vv p
v

−

− −=
−

− + ⋅
−

，
6 4

3 1 6 4 11 ( 1)
1

k

k k
v pz

vv p
v

−

− −=
−

− + ⋅
−

， 

6 2

3 6 2 11 ( 1)
1

k

k k
v pz

vv p
v

−

−=
−

− + ⋅
−

。 

當 n = k + 1 時，

6 2
2

6 2

2
3

3( 1)-2 3 1 2 2 6 2

3 6 2

11 ( 1)
1

1 11 ( 1) 1 ( 1)
11 1 1 ( 1)

1

k

k

k
k k k

k k

v pv
vv pv z vz z

v v v pv z v
vv v v p

v

−

−

+ + −

−

−
− + ⋅

−= = =
− −

− + ⋅ − + ⋅ ⋅
−− − − + ⋅

−

 

6 6

6 2 2 6 2 2 6 2
6 21 1 ( 1)( 1) ( 1)( 1)1 ( 1) ( 1) 1

1 1 1

k k

k k k
k

v p v p
v v v v v v vv p v v p p

v v v

− − −
−

= =
− − + − + + −

− + ⋅ − + ⋅ −
− − −

 

6

6 11 ( 1)
1

k

k
v p

vv p
v

=
−

− + ⋅
−

， 

6
2

6

2
3 1

3( 1)-1 3 2 2 2 6

3 1 6

11 ( 1)
1

1 11 ( 1) 1 ( 1)
11 1 1 ( 1)

1

k

k

k
k k k

k k

v pv
vv pv z vz z

v v v pv z v
vv v v p
v

+
+ +

+

−
− + ⋅

−= = =
− −

− + ⋅ − + ⋅ ⋅
−− − − + ⋅
−
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6 2 6 2

6 2 6 2 6
61 1 ( 1)( 1) ( 1)( 1)1 ( 1) ( 1) 1

1 1 1

k k

k k k
k

v p v p
v v v v v v vv p v v p p
v v v

+ +

= =
− − + − + + −

− + ⋅ − + ⋅ −
− − −

 

6 2

6 2 11 ( 1)
1

k

k
v p

vv p
v

+

+=
−

− + ⋅
−

， 

6 2
2

6 2

2
3 2

3( 1) 3 3 2 2 6 2

3 2 6 2

11 ( 1)
1

1 11 ( 1) 1 ( 1)
11 1 1 ( 1)

1

k

k

k
k k k

k k

v pv
vv pv z vz z

v v v pv z v
vv v v p

v

+

+

+
+ + +

+ +

−
− + ⋅

−= = =
− −

− + ⋅ − + ⋅ ⋅
−− − − + ⋅

−

   

 
6 4 6 4

6 2 2 6 2 2 6 2
6 21 1 ( 1)( 1) ( 1)( 1)1 ( 1) ( 1) 1

1 1 1

k k

k k k
k

v p v p
v v v v v v vv p v v p p

v v v

+ +

+ + +
+

= =
− − + − + + −

− + ⋅ − + ⋅ −
− − −

 

 
6 4

6 4 11 ( 1)
1

k

k
v p

vv p
v

+

+=
−

− + ⋅
−

。所以 n = k + 1 時亦成立，故由數學歸納法得證。 ◆ 

從規則模式得: 若 3 2
1

3nz λα −

−
− ≤ ，即 2

3 2 2

1 1
3 ( 1)nz

v
λα α−

−
≥ − = =

+
，則停在 nA ； 

若 2
3 1 2

1
( 1)nz
v

α− ≥ =
+

，則停在 nB ；若 2
3 2

1
( 1)nz
v

α≥ =
+

，則停在 nC 。 

 
定理 2.3 :  

當
1 1
4

λ≤ < ，且 1
10

1
s

v
α≤ < =

+
時，跑者會在某一個邊停住。當 1v ≠ 時，定義數列 na ： 

0
1

1
a

v
α= =

+
， 2

1
( 1)( 1)n n

va
v v

−
=

+ −
， 1n ≥ ，則 0

1
1

p a
v

α= = =
+

時，停在 1A； 3( 1) 1 3( 1)n na p a− + −≤ <  

時，停在 nA ； 3( 1) 2 3( 1) 1n na p a− + − +≤ < 時，停在 nB ； 3( 1) 3 3( 1) 2n na p a− + − +≤ < 時，停在 nC 。 

證明:  

當
1
4

λ = 時， 23 3 1 0x x λ− + − = 有重根
1
2
，v = 1，即是定理 1.2.3。往證

1
4

λ > 的一般性情況。 

若 0
1

1
p a

v
α= = =

+
時，停在 1A K= ；當 n = 1 時，若 1 0a p a≤ < ⇒ 2

1 1
( 1) 1

p
v v

≤ <
+ +

，停在 1A ； 

 

若 2 1a p a≤ < ⇒ 4 2

1 1
( 1)( 1) ( 1)( 1)

v vp
v v v v

− −
≤ <

+ − + −
⇒

2 2

4

1 1( 1) 1
1 1

v vv p
v v
− −

≤ + ⋅ <
− −
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⇒
2 2

4

1 11 1 ( 1) 0
1 1

v vv p
v v
− −

− ≥ − + ⋅ >
− −

⇒
4

24 2

1 1
11 ( 1)
1

v
vv v v p
v

−
≤

−− − + ⋅
−

 

 

⇒
4 4 2

2
222 4 2

1 1
11 1 ( 1)
1

v v v pp v p z
vv v v v p
v

− −
= ⋅ ≤ =

−− − − + ⋅
−

⇒
4

2 2 4 2

1 1 1
1 ( 1)( 1) ( 1)

v vz
v v v v
− −

≥ ⋅ =
− + − +

，停在 1B ； 

 

若 3 2a p a≤ < ⇒ 6 4

1 1
( 1)( 1) ( 1)( 1)

v vp
v v v v

− −
≤ <

+ − + −
⇒

4 4

6

1 1( 1) 1
1 1

v vv p
v v
− −

≤ + <
− −

 
 

⇒
4 4

6

1 11 1 ( 1) 0
1 1

v vv p
v v
− −

− ≥ − + >
− −

⇒
4 6

4
3 2 6 4 2

1 1
1 ( 1)1 ( 1)
1

v p vz v p
v v v vv p
v

−
= ≥ ⋅ =

− − +− + ⋅
−

，停在 1C ； 

 

當 2n ≥ 且 3( 1) 1 3( 1)n na p a− + −≤ < 時， 6 4 6 6

1 1
( 1)( 1) ( 1)( 1)n n

v vp
v v v v− −

− −
≤ <

+ − + −
 

 

⇒
6 6 6 6

6 4

1 1( 1) 1
1 1

n n

n

v vv p
v v

− −

−

− −
≤ + <

− −
⇒

6 6 6 6

6 4

1 11 1 ( 1) 0
1 1

n n

n

v vv p
v v

− −

−

− −
− ≥ − + >

− −
 

 

⇒
6 4 6 6

3 26 62

1
11 1 ( 1)

1

n n

nn
v v pp z

vv v p
v

− −

−−

−
≤ =

−− − +
−

⇒ 3 2 2

1
( 1)nz
v− ≥
+

，故停在 nA ； 

 

3( 1) 2 3( 1) 1n na p a− + − +≤ < 時， 6 2 6 4

1 1
( 1)( 1) ( 1)( 1)n n

v vp
v v v v− −

− −
≤ <

+ − + −
 

 

⇒ 1
1

1)1(
1
1 46

26

46

<
−
−

+≤
−
− −

−

−

p
v

vv
v
v n

n

n

⇒
6 4 6 4

6 2

1 11 1 ( 1) 0
1 1

n n

n

v vv p
v v

− −

−

− −
− ≥ − + >

− −
 

 

⇒
6 2 6 4

3 16 42

1
11 1 ( 1)

1

n n

nn
v v pp z

vv v p
v

− −

−−

−
≤ =

−− − +
−

⇒ 3 1 2

1
( 1)nz
v− ≥
+

，故停在 nB ； 

 

3( 1) 3 3( 1) 2n na p a− + − +≤ < 時， 6 6 2

1 1
( 1)( 1) ( 1)( 1)n n

v vp
v v v v −

− −
≤ <

+ − + −
⇒

6 2 6 2

6

1 1( 1) 1
1 1

n n

n

v vv p
v v

− −− −
≤ + <

− −
 

 

⇒
6 2 6 2

6

1 11 1 ( 1) 0
1 1

n n

n

v vv p
v v

− −− −
− ≥ − + >

− −
⇒

6 6 2

36 22

1
11 1 ( 1)

1

n n

nn
v v pp z

vv v p
v

−

−

−
≤ =

−− − +
−

⇒ 3 2

1
( 1)nz
v

≥
+

， 

故停在 nC 。 ◆ 

 
定理 2.4 :  

當
10
4

λ< < 時，沒有收斂點。即跑者不論從哪一點起跑，都會在某一個邊停住。 
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證明:  

由
10
4

λ< < ⇒
1 0
4

λ − < 。 1
(2 ) 1 3 (1 ) 1

3 1 3 1
n n n

n n n
n n

s s ss s s
s s
λ λ λ

λ λ+

+ − + − − +
− = − =

− + − +
，由算幾不等式得

1(1 )
4n ns s− ≤ ，故分子

3 13 (1 ) 1 1 0
4 4n ns s λ λ λ− − + ≤ − + = − < 。由

1
3ns λ−

> 得3 1 0ns λ− + > ，故

1 0n ns s+ − < ，即 ns 為遞減數列。若 ns 有下界，則由實數的完備性知： ns 收斂，令

1lim limn nn n
s s s R+→∞ →∞
= = ∈ ，得

(2 ) 1
3 1

ss
s
λ λ

λ
+ − +

=
− +

⇒ 23 3 1 0s s λ− + − = ，但此方程式無實根，矛盾。

因此， ns 無下界，故存在足夠大的 n 使
1

3ns λ−
≤ ，此時即停住無法再跑切線。 ◆ 

 

研究三：一般的三角形。 

設 1 1( , )A x y ， 2 2( , )B x y 為坐標平面上相異兩點，二階方陣
p q

M
r s
 

=  
 

，det( ) 0M ≠ 。若

P(x, y)為 AB 上任一點，則


OP=


OA+ t


AB 1 2 1 1 2 1( ( ), ( ))x t x x y t y y= + − + − ，0 1t≤ ≤ 。今以 M 將

1 1( , )A x y ， 2 2( , )B x y ，P(x, y)分別變換到 3 3( , )C x y ， 4 4( , )D x y ， ( , )Q x y′ ′ ，則 3 1

3 1

x x
M

y y
   

=   
  

，

4 2

4 2

x x
M

y y
   

=   
   

，且 1 2 1 1 2 1

1 2 1 1 2 1

( )
( )

x x x t x x xx
M M tM

y y y t y y yy
′ + − −      
= = +      ′ + − −       

，即


OQ= 


OC+ t


CD，故 P

點也變換到CD上一點 Q，且
CQ AP t
CD AB

= = 。因此，線性變換將線段變換到線段，且線段上的

點保持原來的相對順序與比例。 

    現在將邊長為 1 的正三角形公園 KOH 置於坐標平面上，使 O(0, 0)，H(1, 0)， 1 3( , )
2 2

K 。

設
p q

M
r s
 

=  
 

將 H(1, 0)變換到 H(1, 0)，將
1 3( , )
2 2

K 變換到 ( , )K a b′ ，則

2 11
3

20
3

a

M
b

− 
 
 =
 
  

。 

邊長為λ的正三角形綠地三頂點為
1 (1 2 ) 3( , )
2 6

P λ+
，

1 (1 ) 3( , )
2 6

Q λ λ+ −
，

1 (1 ) 3( , )
2 6

R λ λ− −
，0 1λ< < ，M 將 P、Q、R 分別變換到

2 1 (1 2 )( , )
3 3

a a bP λ λ λ+ − + +′ ，

2 1 (1 )( , )
3 3

a a bQ λ λ λ− + + + −′ ，
1 (1 )( , )

3 3
a a bR λ λ λ− + − + −′ ，M 將OK 上的收斂點 
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1
1 (1 ) 3( , )

2 2
T α α− −

、 2
1 (1 ) 3( , )

2 2
T β β− −

分別變換到 1 ( (1 ), (1 ))T a bα α′ − − ，

2 ( (1 ), (1 ))T a bβ β′ − − ，其中
3 12 3

6
λα − −

= 、
3 12 3

6
λβ + −

= 為研究二中方程式

23 3 1 0x x λ− + − = 的兩根；此時 OHK ′∆ 的重心為
1( , )

3 3
a b+

， P Q R′ ′ ′∆ 的重心為
1( , )

3 3
a b+

，故

公園和綠地經 M 變換後，重心仍為同一點，如下圖(五)。 
 

 

 

 

 

 
 

 
 

 

    在變換後的三角形K OH′ 中，跑者從OK ′上一點 1A 出發，由 1A 跑經 P′到K H′ 上一點 1B ，

再由 1B 跑經Q′到HO 上一點 1C ，再由 1C 跑經 R′到OK ′上一點 2A ，如此重複，如圖(六)。 

若
1 1
4

λ< < ，跑者從 KO ′上距離K ′為 OKα ′的 1A 出發，跑經P′到K H′ 上距離 H 為 K Hα ′

的 1B ，再跑經Q′到HO 上距離 O 為 HOα 的 1C ，再跑經 R′到 KO ′上距離K ′為 OKα ′的 2A ，此

時 2 1A A A′′= = 為一個收斂點。同理，若從 KO ′上距離K ′為 OKβ ′的 1A 出發，跑經 P′到K H′ 上

距離 H 為 K Hβ ′ 的 1B ，再跑經Q′到HO 上距離 O 為 HOβ 的 1C ，再跑經 R′到 KO ′上距離K ′為

OKβ ′的 2A ，此時 2 1A A A′= = 為另一個收斂點。定義數列 ns ： 3 2
n

n
A Ks
OK−

′
=

′
， 3 1

n
n

B Hs
K H− =
′

，

3
n

n
C Os
HO

= ，若 1sα β< < 或 1 1sβ < ≤ 時，則由定理 2.1 的討論可得 ns 的三個子數列 3 2ns − 、

3 1ns − 、 3ns 都會收斂到 β ，即 KO ′上距離K ′為 OKβ ′的 A′，K H′ 上距離 H 為 K Hβ ′ 的 B′，

HO 上距離 O 為 HOβ 的C′，此三點都是其邊上的收斂點。若 10 s α≤ < ，則跑者必定會在某

一邊因無法跑切線而停住。 
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若
1
4

λ = ，且 1
1 1
2

s≤ ≤ 時，由定理 1.2.1 的討論可得 ns 的三個子數列 3 2ns − 、 3 1ns − 、 3ns

都會收斂到
1
2
，即 KO ′上距離K ′為

1
2

OK ′的 A′，K H′ 上距離 H 為
1
2

K H′ 的B′，HO 上距離 O

為
1
2

HO的C′，此三點都是其邊上唯一的收斂點。若 1
10
2

s≤ < ，則跑者必定會在某一邊因無

法跑切線而停住。   

若
10
4

λ< < ，由定理 2.4 的討論可得：跑者不論從哪一點起跑，都會在某一個邊停住。 

因此在研究二之中的相對收斂位置及其性質，在此研究三之中也都會成立。 

 

研究四：正 n 邊形， 4n ≥ ，0 1λ< < 。 
 
設正 n 邊形公園 1 2 3 nA A A A 邊長為 1，每個內角 2θ，正 n 邊形綠地 1 2 3 nPP P P 邊長為λ， 

0 1λ< < ，中心點均在 O，如圖(七)。跑者從 1 2A A 上與 2A 距離 1s 的 1B 出發，由 1B 跑經 2P 到 2 3



A A

上與 2A 距離 t 的 2B 。設 2OA k= ，則
1

2cos
k

θ
= ， 2 2

1
2cos

A P k k λλ
θ

−
= − = ，由 

1 2 2B A B∆ 面積 = 1 2 2B A P∆ 面積 + 2 2 2P A B∆ 面積，得

1 1
1 1 1 1 1sin 2 sin sin
2 2 2cos 2 2cos

s t s tλ λθ θ θ
θ θ

− −
= ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅  

⇒ 2
1 1(4cos 1 ) (1 )s t sθ λ λ⋅ − + = − ⇒ 1

2
1

(1 )
4cos 1

st
s
λ

θ λ
−

=
⋅ − +

 

⇒
2

1
3 2 2

1

(4cos 1 ) 11
(4cos ) 1

sA B t
s

θ λ λ
θ λ
− + − +

= − =
− +

，再由 2B 跑經 3P 到 

 

3 4



A A 上與 4A 距離 3s 的 3B ，如此重複。因直線
(1 ) 1 (1 ) 2q qq q

n n

P P   − + − +      

和
(1 ) (1 ) 1q qq q

n n

A A   − − +      

的交點與

(1 ) 1qq
n

A  − +  

的距離均為 2
1

4cos
λ
θ

−
，其中 q = 1，2，3，…，n，符號 0A 代表點 nA ，符號 1nP + 代表點

1P，所以在過程中，若
2

2
4cos 1

4cosmmm n
n

A B θ λ
θ −  

− +
≥ ，則跑者會因為無法跑切線而停在 mB 。若 m

為 n 的整數倍時，符號 0A 代表點 nA 。 

設 ( )m mB s 代表點 mB 與點
1mm n

n

A  − +  

的距離為 ms ，則
2

1 2

(4cos 1 ) 1
(4cos ) 1

m
m

m

ss
s

θ λ λ
θ λ+

− + − +
=

− +
，令 

 
 



17 

2

2

(4cos 1 ) 1
(4cos ) 1

xx
x

θ λ λ
θ λ
− + − +

=
− +

⇒ 2 2 2(4cos ) (4cos ) 1 0x xθ θ λ− + − = ，若 2 21 1 cos sinλ θ θ> ≥ − = ， 

 
則判別式 2 216cos (cos 1 ) 0D θ θ λ= − + ≥ ，此時方程式有兩實根。 
 

一、當 2sinλ θ= 時， 24 4 1 0x x− + = ⇒
1
2

x = (重根)。 

 
定理 4.1.1 : 

當 2sinλ θ= ，且 1
1 1
2

s≤ ≤ 時，數列 ms 收斂，
1lim
2mm

s
→∞

= 。 

證明： 

(1)當 1
1
2

s = 時，
1
2ms = ， m N∀ ∈ ，故

1lim
2mm

s
→∞

= 。 

(2)當 1
1 1
2

s< ≤ 時，
2

1 2

(4cos 1 ) 1 3 1
(4cos ) 1 4 1

m m
m

m m

s ss
s s

θ λ λ
θ λ+

− + − + −
= =

− + −
， 1

1
3 11 1 2

2 4 1 2 4 1

m
m

m
m m

sss
s s+

−−
− = − =

− −
， 

取倒數得

1

4 11 141 1 1
2 2 2

m

m m m

s

s s s+

−
= = +

− − −
，令

1
1
2

m

m

b
s

=
−

，則 1 4m mb b+ = + ，即 mb 形成一個 

首項為 1

1

1
1
2

b
s

=
−

，公差為 4 的等差數列， 1 4( 1)mb b m= + −  

⇒
1

1 1

11 4( 1)( )1 1 24( 1)1 1 1
2 2 2m

m s
m

s s s

+ − −
= + − =

− − −
，取倒數得

1

1

1
1 2

12 1 4( 1)( )
2

m

s
s

m s

−
− =

+ − −
 

⇒
1

1

1
1 2

12 1 4( 1)( )
2

m

s
s

m s

−
= +

+ − −
。 此時

1lim
2mm

s
→∞

= 。 ◆ 

接下來我們要證明：當跑者出發的位置與頂點 2A 的距離小於
1
2
時，他會在某個邊上因為

無法跑切線而停住。考慮 1
1 10
2 2

s p≤ = − < ，
10
2

p< ≤ 。則跑者的動線為 

1 1( )B s → 1
2

1

3 1( )
4 1

sB
s
−
−

→ 1
3

1

5 2( )
8 3
sB
s
−
−

→ 1
4

1

7 3( )
12 5

sB
s
−
−

→ …，得到 

1
1( )
2

B p− → 2
1( )
2 1 4

pB
p

−
−

→ 3
1( )
2 1 8

pB
p

−
−

→ 4
1( )
2 1 12

pB
p

−
−

→ …。  
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引理 4.1.2 :  

設
1( )
2m mB z− ， 1m ≥ ，則

1 4( 1)m
pz
m p

=
− −

。 

證明:  

當 m = 1 時， 11 4(1 1)
p p z

p
= =

− −
，所以 m = 1 時成立。設 m = k 時成立， 即

1 4( 1)k
pz
k p

=
− −

。        

當 m = k + 1 時，
[ ]1

11 4( 1)
1 4 1 4 1 4 ( 1) 11 4

1 4( 1)

k
k

k

p
z pk pz pz kp k p

k p

+
− −= = = =

− − − + −− ⋅
− −

。所以 m = k + 1

時亦成立，故由數學歸納法得證。 ◆ 

從規則模式得: 若
1
4mz ≥ ，則停在 mB 。定理 4.1.3 告訴我們：對於

10
2

p< ≤ ，跑者都會因

為無法跑切線而停在 mB 中的某一點，而 mB 落在線段
1m mm n m n

n n

A A   − − +      

上。 

 
定理 4.1.3 : 

定義數列 ma ： 0
1
2

a = ，
1

4ma
m

= ， 1m ≥ ，則 0
1
2

p a= = 時，停在 1B ； 1m ma p a −≤ < 時， 

停在 mB 。 

證明:  

m = 1 時， 1 0a p a≤ < ，停在 1B ； 2m ≥ 時，若 1m ma p a −≤ < ，則

1 1
4 4( 1)

p
m m
≤ <

−
⇒

1 4( 1) 1m m p
m
−

≤ − < ⇒
11 1 4( 1) 0m m p

m
−

− ≥ − − >  

⇒
1 4( 1) m

pmp z
m p

≤ =
− −

⇒
1 1

4 4mz m
m

≥ ⋅ = ，停在 mB 。 ◆ 

 

二、當 2sin 1θ λ< < 時，設 2 2 2(4cos ) (4cos ) 1 0x xθ θ λ− + − = 的兩根為
2cos sin

2cos
θ λ θα

θ
− −

= ，

2cos sin
2cos

θ λ θβ
θ

+ −
= ，令 v β

α
= ，則 1α β+ = ， 2

1
4cos

λαβ
θ

−
= ， 1v > ，

1 1v
α
= + 。 

 
定理 4.2.1 : 

當 2sin 1θ λ< < ，且 1 1sα ≤ ≤ 時，數列 ms 收斂。(1)當 1s α= 時， lim mm
s α

→∞
= 。 

(2)當 1 1sα < ≤ 時， lim mm
s β

→∞
= 。 

證明： 

(1)當 1s α= 時， ms α= ， m N∀ ∈ ，故 lim mm
s α

→∞
= 。 
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(2)當 1s β= 時， ms β= ， m N∀ ∈ ，故 lim mm
s β

→∞
= 。 

當 1sα β< < 或 1 1sβ < ≤ 時， 

2 2 2

1 2 2

(4cos 1 ) 1 (4cos 1 4cos )( )
(4cos ) 1 (4cos ) 1

m m
m

m m

s ss
s s

θ λ λ θ λ θ α αα α
θ λ θ λ+

− + − + − + − ⋅ −
− = − =

− + − +
  

 
2 2 2 2

2 2

4cos ( 1) ( ) 4cos ( )
(4cos ) 1 (4cos ) 1

m m

m m

s s
s s

θ α α θ β α
θ λ θ λ

⋅ − − ⋅ −
= =

− + − +
， 

同理，
2 2

1 2

4cos ( )
(4cos ) 1

m
m

m

ss
s

θ α ββ
θ λ+

⋅ −
− =

− +
，兩式相除得 21

1

m m

m m

s sv
s s

α α
β β

+

+

− −
= ⋅

− −
，即 m

m

s
s

α
β

−
−

形成一

個公比為 2 1r v= > 的等比數列。 

由 11

1

mm

m

s s r
s s

α α
β β

−− −
= ⋅

− −
⇒ 1

1
1 1

( )( )
( ) ( )m m

ss
s r s

β β αβ
α β−

− −
= +

− − −
。此時 lim mm

s β
→∞

= 。 ◆ 

 

註：由研究一和研究二，此時每個邊上都有兩個收斂點 qB ′與 qB ′′分別和
(1 ) 1qq

n

A  − +  

距離 β 與α ，

其中 q = 1，2，3，…，n。 

 
接下來我們要證明：當跑者出發的位置與頂點 2A 的距離小於α 時，他會在某個邊上因為

無法跑切線而停住。考慮 10 s pα α≤ = − < ，0 p α< ≤ ，則跑者的動線為  

1( )B pα − →
2

2 2( )
11 ( 1)
1

v pB
vv p
v

α −
−

− + ⋅
−

→
4

3 4( )
11 ( 1)
1

v pB
vv p
v

α −
−

− + ⋅
−

→ …。 

 
引理 4.2.2 : 

設 ( )m mB zα − ， 1m ≥ ，則
2( 1)

2( 1) 11 ( 1)
1

m

m m
v pz

vv p
v

−

−=
−

− + ⋅
−

。 

證明： 

當 m = 1 時，
2(1 1)

12(1 1) 11 ( 1)
1

v p p z
vv p

v

−

− = =
−

− + ⋅
−

，所以 m = 1 時成立。 

設 m = k 時成立， 即
2( 1)

2( 1) 11 ( 1)
1

k

k k
v pz

vv p
v

−

−=
−

− + ⋅
−

， 
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當 m = k + 1 時，

2( 1)
2

2( 1)

2

1 2 2 2( 1)

2( 1)

11 ( 1)
1

1 11 ( 1) 1 ( 1)
11 1 1 ( 1)

1

k

k

k
k k

k k

v pv
vv pv z vz

v v v pv z v
vv v v p

v

−

−

+ −

−

−
− + ⋅

−= =
− −

− + ⋅ − + ⋅ ⋅
−− − − + ⋅

−

 

2( 1 1)

2( 1 1) 11 ( 1)
1

k

k
v p

vv p
v

+ −

+ −=
−

− + ⋅
−

，所以 n = k + 1 時亦成立，故由數學歸納法得證。 ◆ 

 

從規則模式得: 若 2
2

1
4cosmz λα α α

θ
−

− ≤ = − ，即 2
2

1
( 1)mz
v

α≥ =
+

時，則停在 mB 。定理 4.2.3

告訴我們 : 對於
10

1
p

v
α< ≤ =

+
，跑者都會因為無法跑切線而停在 mB 中的某一點。 

 
定理 4.2.3 : 

定義數列 ma ： 0
1

1
a

v
α= =

+
， 2

1
( 1)( 1)m m

va
v v

−
=

+ −
， 1m ≥ ，則 0

1
1

p a
v

α= = =
+

時，停在 1B ；

1m ma p a −≤ < 時，停在 mB 。 

證明:  

當 m = 1 時，若 1 0a p a≤ < ⇒ 2

1 1
( 1) 1

p
v v

≤ <
+ +

，停在 1B ； 

當 2m ≥ 時，若 1m ma p a −≤ < ⇒ 2 2 2

1 1
( 1)( 1) ( 1)( 1)m m

v vp
v v v v −

− −
≤ <

+ − + −
 

 

⇒
2 2 2 2

2

1 11 1 ( 1) 0
1 1

m m

m

v vv p
v v

− −− −
− ≥ − + >

− −
⇒

2 2 2
2 2

2( 1)2 2 2

1
1( 1) 1 ( 1)

1

m m
m

mmm

v v pv p z
vv v v

v

−
−

−−

−
⋅ ≤ =

−− − + ⋅
−

 

⇒ 2

1
( 1)mz
v

≥
+

，故停在 mB 。 ◆ 

 

三、當 20 sinλ θ< < 時。   
 
定理 4.3 :  
當 20 sinλ θ< < 時，沒有收斂點。即跑者不論從哪一點起跑，都會在某一個邊停住。 

證明:  

由 20 sinλ θ< < 得 2 2cos 1 sin 0θ λ λ θ− + = − < 。 

2 2

1 2 2

(4cos 1 ) 1 4cos (1 ) 1
(4cos ) 1 4cos 1

m m m
m m m

m m

s s ss s s
s s

θ λ λ θ λ
θ λ θ λ+

− + − + ⋅ − − +
− = − =

− + ⋅ − +
，由算幾不等式得 
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1(1 )
4m ms s− ≤ ，故分子為 2 24cos (1 ) 1 cos 1 0m ms sθ λ θ λ⋅ − − + ≤ − + < 。由 2

1
4cosms λ

θ
−

> 得分母

24cos 1 0msθ λ⋅ − + > ，所以 1 0m ms s+ − < ，即 ms 為遞減數列。若 ms 有下界，則由實數的完

備性知： ms 收斂，令 1lim limm mm m
s s s R+→∞ →∞

= = ∈ ，得到
2

2

(4cos 1 ) 1
4cos 1

ss
s

θ λ λ
θ λ
− + − +

=
⋅ − +

 

⇒ 2 2 2(4cos ) 4cos 1 0s sθ θ λ− ⋅ + − = ，但此方程式無實根，矛盾。因此 ms 無下界，存在足夠

大的 m 使 2

1
4cosms λ

θ
−

≤ ，此時即停住無法再跑切線。 ◆ 

 

伍、研究結果 

一、公園與綠地為相似的正三角形，公園邊長為 1，綠地邊長為λ，0 1λ< < 。 
 

3 12 3
6
λα − −

= ，
3 12 3

6
λβ + −

= 。 

 
    其他分類 

形狀 λ的範圍 
每個邊上的

收斂點個數 

每個邊上的收斂點與頂點 K、 

H、O 距離 x 所滿足的方程式 

會停住的起跑 

位置範圍 

正三角形 

1 1
4

λ< <  2 23 3 1 0x x λ− + − =  10 s α≤ <  

1
4

λ =  1 24 4 1 0x x− + =  1
10
2

s≤ <  

10
4

λ< <  0 無 10 1s≤ ≤  

二、公園與綠地為相似的任意三角形，公園三邊長分別為 KO ′、K H′ 、 1HO = ，綠地邊長 

為公園邊長的λ倍，0 1λ< < 。
3 12 3

6
λα − −

= ，
3 12 3

6
λβ + −

= ， 1
1

A Ks
OK

′
=

′
。 

 
     其他分類 
形狀 

λ的範圍 每個邊上的收斂點個數 會停住的起跑位置範圍 

任意三角形 

1 1
4

λ< <  2 10 s α≤ <  

1
4

λ =  1 1
10
2

s≤ <  

10
4

λ< <  0 10 1s≤ ≤  

 
三、公園與綠地為相似的正 n 邊形， 4n ≥ 。公園邊長為 1，綠地邊長為λ，0 1λ< < 。 



22 

每個內角為 2θ ，
18090

n
θ °
= °− 。

2cos sin
2cos

θ λ θα
θ

− −
= ，

2cos sin
2cos

θ λ θβ
θ

+ −
= 。 

 
  其他分類 
形狀 λ的範圍 

每個邊上的

收斂點個數 
每個邊上的收斂點與頂點 kA 距離 x
所滿足的方程式，k =1，2，…，n。  

會停住的起跑 
位置範圍 

正 n 邊形 

2sin 1θ λ< <  2 2 2 2(4cos ) (4cos ) 1 0x xθ θ λ− + − =  10 s α≤ <  

2sinλ θ=  1 24 4 1 0x x− + =  1
10
2

s≤ <  

20 sinλ θ< <  0 無 10 1s≤ ≤  

 

陸、 討論與應用 

一、討論： 

如果我們將這篇研究的條件更改如下：在正 n 邊形的公園與綠地中，跑者從線段 1 2A A 上

任一點 1B 出發，若對某個 1m ≥ ，直線
1

m mm n
n

B P  − +  

不平行直線
1 2m mm n m n

n n

A A   − + − +      

，則跑向
1mm n

n

P  − +  

或反方向到直線
1 2m mm n m n

n n

A A   − + − +      

上一點 1mB + ；若直線
1

m mm n
n

B P  − +  

平行直線
1 2m mm n m n

n n

A A   − + − +      

，

則視作跑到射線
2 1m mm n m n

n n

A A   − + − +      



上無限遠的地方 1mB + ，再由 1mB + 跑經
2mm n

n

P  − +  

到直線

2 3m mm n m n
n n

A A   − + − +      

上一點 2mB + 。重複此步驟，經過多次移動後，結果會如何？ 

 

(一)在研究二中，數列 ns 滿足 1
(2 ) 1

3 1
n

n
n

ss
s
λ λ

λ+

+ − +
=

− +
， 

   
2

1
(2 ) 1 3 3 1

3 1 3 1
n n n

n n n
n n

s s ss s s
s s
λ λ λ

λ λ+

+ − + − + −
− = − = −

− + − +
，分子判別式 9 12(1 ) 3(4 1)D λ λ= − − = − 。 

1.當 1 1
4

λ< < 時，設方程式 23 3 1 0n ns s λ− + − = 的兩根為
3 12 3

6
λα − −

= ，
3 12 3

6
λβ + −

= ， 

則 1
3( )( )

3 1
n n

n n
n

s ss s
s
α β

λ+

− −
− = −

− +
， 1

1 1
3

sλ−
< ≤ 。 

 (1)當 1s α= 時， ns α= ， n N∀ ∈ 。 

(2)當 1s β= 時， ns β= ， n N∀ ∈ 。 

(3)當 nsα β< < 時， 1n ns s+ > ， ns 遞增收斂到 β；當 ns β> 時， 1n ns s+ < ， ns 遞減收斂到 β 。 

(4)當 ns α< 時， 1n ns s+ < ， ns 遞減不收斂。 
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2.當 1
4

λ = 時，方程式 23 3 1 0n ns s λ− + − = 的兩根為重根
1
2
，

2

1

14( )
2

4 1

n

n n
n

s
s s

s+

−
− = −

−
， 1

1 1
4

s< ≤ 。 

(1)當 1
1
2

s = 時，
1
2ns = ， n N∀ ∈ 。 

(2)當 1
2ns > 時， 1n ns s+ < ， ns 遞減收斂到

1
2
。 

(3)當 1
2ns < 時， 1n ns s+ < ， ns 遞減不收斂。 

 

(二)在研究二中，設直線 QP 交OK 於 0Q ，則 0
1

3
Q K λ−

= ，跑者從線段 0Q K 上一點 1A 出發。 

1.若 1 1
4

λ< < ： 

(1) 1 1
10

3
A K s λ−

< = < 時，則反方向跑到KH 外一點 1B ， 1KB t= ， 

如圖(八)，由 1B KP∆ 面積 = 1 1B KA∆ 面積 + 1A KP∆ 面積，得 
 

1 1
1 (1 ) 3 1 1 (1 ) 3sin150 sin120 sin 30
2 3 2 2 3

t t s sλ λ− −
× × × ° = × × × °+ × × × °  

 

⇒ 1

1

(1 )
1 3

st
s

λ
λ
−

=
− −

， 1 1
1 2

1 1

1 (2 ) (2 ) 11
1 3 3 1

s sHB s t
s s

λ λ λ λ
λ λ

− − + + − +
= = + = =

− − − +
，再由 1B 跑經 Q 到 

 

OH


上與 O 距離
2 2

1
3 2

1

( 7 1) (2 1)
(6 3) ( 2)

ss
s

λ λ λ λ
λ λ λ
+ + + − −

=
+ + + −

的 1C ，此時 1
1
2

C O > ，由定理 2.1 得：

lim nn
s β

→∞
= 。 

(2) 1A K= 時， 1 1A B= ，直線 1B Q交HO 於 1C ，此時 1 0s = ， 2 1s = ，由定理 2.1 得：lim nn
s β

→∞
= 。 

(3) 1 0A Q= 時， 1B 視作在HK


無限遠的地方，直線 1B Q交HO 於 1C ，此時數列的 3
2

3
s λ+
= ，

考慮數列
3n n

s ∞

=
，由定理 2.1 得： lim nn

s β
→∞

= 。 

(4) 1 1
1

3
A K sλ α−

< = < 時，由定理 2.3 得：存在 0n N∈ 使得 0n n≥ 時，
1

3ns λ−
≤ ，此時由上 

(1)、(2)或(3)也可得： lim nn
s β

→∞
= 。 

2.若 1
4

λ = ：令
1
2

α β= = 代入 1.中，亦可得相同的結果。 

3.若 10
4

λ< < ：由定理 2.4 的證明，方程式 23 3 1 0s s λ− + − = 沒有實根，所以不收斂。 
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(三)在研究四中，設直線 2 3P P 交 1 2A A 於 0Q ，則 0 2 2
1

4cos
Q A λ

θ
−

= ，跑者從 0 2Q A 上一點 1B  出發。 

1.若 2sin 1θ λ< < ： 

(1) 1 2 1 2
10

4cos
B A s λ

θ
−

< = < 時，則反方向跑到 3 2A A 外一點 2B ， 

2 2A B t= ，如圖(九)。由 2 2 2B A P∆ 面積 = 2 2 1B A B∆ 面積 + 1 2 2B A P∆ 面積， 

得 1 1
1 1 1 1 1sin(180 ) sin(180 2 ) sin
2 2cos 2 2 2cos

t t s sλ λθ θ θ
θ θ

− −
× × × °− = × × × °− + × × ×  

 

⇒ 1
2

1

(1 )
1 4cos

st
s

λ
λ θ

−
=

− − ⋅
，

2
1

3 2 2 2
1

(4cos 1 ) 11
4cos 1

sA B s t
s

θ λ λ
θ λ
− + − +

= = + =
⋅ − +

， 

再由 2B 跑經 3P 到 3 4



A A 上與 4A 距離 3s 的 3B ，由定理 4.2.1 得： lim mm
s β

→∞
= 。 

(2) 1 2B A= 時， 2 2B A= ，直線 2 3B P 交 3 4A A 於 3B，此時 1 0s = ， 2 1s = ，由定理 4.2.1 得：lim mm
s β

→∞
= 。 

(3) 1 0B Q= 時， 2B 視作在 3 2A A


無限遠的地方，直線 2 3B P 交 3 4A A 於 3B ，此時數列的

2

3 2

4cos 1
4cos

s θ λ
θ
− +

= ，考慮數列
3m m

s ∞

=
，由定理 4.2.1 得： lim mm

s β
→∞

= 。 

(4) 1 2 12
1

4cos
B A sλ α

θ
−

< = < 時，由定理 4.2.3 得：存在 0m N∈ 使得 0m m≥ 時， 2
1

4cosms λ
θ

−
≤ ，此

時由上(1)、(2)或(3)也可得： lim mm
s β

→∞
= 。 

2.若 2sinλ θ= ：令
1
2

α β= = 代入 1.中，亦可得相同的結果。 

3.若 20 sinλ θ< < ：由定理 4.3 的證明，方程式 2 2 2(4cos ) 4cos 1 0s sθ θ λ− ⋅ + − = 沒有實根， 

  所以不收斂。 
 

綜上討論：在廣義的規則中，大部分的情況都可得到收斂的結果。 
 
二、應用： 

     如果有一個物體在公園和綠地這樣的環境結構中移動，每隔一段固定的時間就遵循這種

跑切線(或反方向)的規則模式時，我們就可以用這篇研究的結果去預測此物體的移動位置及

其收斂情況。 
 

柒、未來展望 

    如果將綠地的圖形對中心點逆(或順)時針方向旋轉δ 角度，其結果會如何？如果公園與 

綠地是相似的凸 n 邊形，其結果又會如何？這些都是我們未來可以繼續研究探討的部分。 
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作品海報 

【評語】050403  

這是一個關於動態系統的題目。作者考慮正三角形(原題)、任

意三角形、正 n邊形總共三種情形。每種情形皆有一個較小的

「平行擺放的相似形，且中心重合」。根據相似形與原型之間的倍

率不同，作者導出依著起始點位置的不同，此動態系統可能的收

斂點，或者會「停住」的位置。作品本身內容相當完整。作者可

以試著計算「停住的時間點」為何？或是內部三角形作適當角度

的旋轉。 

D:\NSF\中小科展_60 屆\排版\050403-評語 



 

壹壹壹壹、、、、研究動機研究動機研究動機研究動機 

在科學研習月刊中第57-7期(2018年10月份)的「森棚教官數學教室」題目：「如圖(一)，正三角形的公園中有

一個邊長為公園邊長
1

3
的小正三角形綠地，公園和綠地兩者方向相同，而且中心重合。兩三角形之間為開放空間，

民眾可自由活動。小志從公園邊上的A點出發，每次都朝著綠地的頂點跑「切線」，跑到公園的另一邊的一點。

然後再從這個點出發，反覆一直跑下去。圖(一)是跑了五趟之後的結果。觀察這個結構並做一些實驗。請問聰明

的讀者，你能得到什麼結論？」這是一道有趣的題目，將數學與生活情境作聯結，這正好是第二冊的數列與遞迴

關係式的觀念，經網路查詢之後，無相關的文獻資料，於是，我們就以這題目開始我們的研究。 

貳貳貳貳、、、、研究目的研究目的研究目的研究目的 

一、探討綠地邊長為公園邊長的
1

3
倍、

1

4
倍的情況。 

二、探討綠地邊長為公園邊長的 λ 倍的情況， 0 1λ< < 。 

三、探討公園與綠地是相似的任意三角形，綠地邊長為公園邊長的 λ 倍的情況， 0 1λ< < 。 

四、探討公園與綠地是相似的正 n 邊形， 4n ≥ ，綠地邊長為公園邊長的 λ 倍的情況， 0 1λ< < 。 

參參參參、、、、研究設備及器材研究設備及器材研究設備及器材研究設備及器材 

電腦、Word、Geogebra 數學繪圖軟體、紙、筆。 

肆肆肆肆、、、、研究過程或方法研究過程或方法研究過程或方法研究過程或方法 
研究地圖研究地圖研究地圖研究地圖 

 

研究一研究一研究一研究一：：：：
1

3
λ = 、、、、

1

4
。。。。 

1. 
1

3
λ = ：：：：如圖(二)。  

設小志從OK 上與 K 點距離 1s 的 1A 出發，跑經 P 到 HK
����

上與 K 點 

距離 t 的 1B ，由 1 1KA B∆ 面積 = 1KA P∆ 面積 + 1KPB∆ 面積， 

得 1 1

1 1 2 3 1 2 3
sin 60 sin 30 sin 30

2 2 9 2 9
s t s t⋅ ° = ⋅ ⋅ ° + ⋅ ⋅ ° ⇒ 1 19 2 2s t s t= + ⇒

1

1

2

9 2

s
t

s
=

−
⇒

1
1 2

1

7 2
1

9 2

s
HB s t

s

−
= = − =

−
，再跑

經 Q 到OH
����

上與 O 距離 1
3

1

31 10

45 14

s
s

s

−
=

−
的 1C ，再跑經 R 到OK

����

上與 K 距離 1
4

1

127 42

189 62

s
s

s

−
=

−
的 2A ，如此重複。因直線

PQ 和OK 的交點與 K 點距離為
2

9
，若

7

9
n

OA ≥ ，則小志(跑者)因無法跑切線而停在
n

A ；若
7

9
n

KB ≥ ，則停在
n

B ；

若
7

9
n

HC ≥ ，則停在
n

C 。設符號 ( )
n

A x ， ( )
n

B y ， ( )
n

C z 分別代表點
n

A ，
n

B ，
n

C 與點 K，H，O 的距離為 x，y，z。 

定理定理定理定理 1.1.1 : 當
1

3
λ = ，且

1

1
1

3
s≤ ≤ 時，數列 n

s 收斂。(1)當
1

1

3
s = 時，

1
lim

3
n

n
s

→∞

= 。(2)當
1

1
1

3
s< ≤ 時，

2
lim

3
n

n
s

→∞

= 。 

 

引理引理引理引理 1.1.2 :令
3 2

1
( )
3

n n
A z

−
− ，

3 1

1
( )
3

n n
B z

−
− ，

3

1
( )
3

n n
C z− ， 1n ≥ ，則

6 6

3 2 6 6

2

1 3(2 1)

n

n n

p
z

p

−

− −
=

− −
，

6 4

3 1 6 4

2

1 3(2 1)

n

n n

p
z

p

−

− −
=

− −
，

6 2

3 6 2

2

1 3(2 1)

n

n n

p
z

p

−

−
=

− −
。 

 

定理定理定理定理 1.1.3 : 當
1

3
λ = ，且

1

1
0

3
s≤ < 時，跑者會在某一個邊停住。定義數列 n

a ：
0

1

3
a = ，

2

1

3(2 1)
n n

a =
−

， 1n ≥ ，

則
0

1

3
p a= = 時，停在

1
A ；

3( 1) 1 3( 1)n n
a p a

− + −
≤ < 時，停在 nA ；

3( 1) 2 3( 1) 1n n
a p a

− + − +
≤ < 時，停在 nB ； 

3( 1) 3 3( 1) 2n n
a p a

− + − +
≤ < 時，停在 nC 。 

2. 
1

4
λ = ：：：：如圖(三)。 

定理定理定理定理 1.2.1 : 當
1

4
λ = ，且 1

1
1

2
s≤ ≤ 時，數列 ns 收斂，

1
lim

2
n

n
s

→∞

= 。 

 

引理引理引理引理 1.2.2 : 令 3 2

1
( )
2

n n
A z

−
− ， 3 1

1
( )
2

n n
B z

−
− ， 3

1
( )
2

n n
C z− ， 1n ≥ ，則 3 2

1 4(3 3)
n

p
z

n p
−

=
− −

， 

3 1
1 4(3 2)

n

p
z

n p
−

=
− −

， 3
1 4(3 1)

n

p
z

n p
=

− −
。 

 

定理定理定理定理 1.2.3 : 當
1

4
λ = ，且 1

1
0

2
s≤ < 時，跑者會在某一個邊停住。定義數列 n

a ： 0

1

2
a = ，

1

4
n

a
n

= ， 1n ≥ ，則 0

1

2
p a= =

時，停在 1A ； 3( 1) 1 3( 1)n n
a p a

− + −
≤ < 時，停在 nA ； 3( 1) 2 3( 1) 1n n

a p a
− + − +

≤ < 時，停在 nB ； 3( 1) 3 3( 1) 2n n
a p a

− + − +
≤ <

時，停在 nC 。 
 



 
 

研究二研究二研究二研究二：：：：0 1λ< < 。。。。 

 設跑者從OK 上與 K 距離
1

s 的
1

A 出發，跑經 P 到 HK
����

上與 H 點距離為 1

2

1

(2 ) 1

3 1

s
s

s

λ λ

λ

+ − +
=

− +
的

1
B ，如圖(四)，設 2

3 3 1 0x x λ− + − = 的 

兩根為
3 12 3

6

λ
α

− −
= 、

3 12 3

6

λ
β

+ −
= ，令 v

β

α
= ，則 1α β+ = ，

1
1v

α
= + 。 

 

定理定理定理定理 2.1 :當
1

1
4

λ≤ < ，且
1

1sα ≤ ≤ 時，數列 ns 收斂。(1)若
1

s α= ，則 lim
n

n
s α

→∞

= 。(2)若
1

1sα < ≤ ，則 lim
n

n
s β

→∞

= 。 

 

引理引理引理引理 2.2 :設
3 2

( )
n n

A zα
−

− ，
3 1

( )
n n

B zα
−

− ，
3

( )
n n

C zα − ， 1n ≥ ， 1v ≠ ，則

6 6

3 2 6 6
1

1 ( 1)
1

n

n n

v p
z

v
v p

v

−

− −
=

−
− + ⋅

−

，
6 4

3 1 6 4
1

1 ( 1)
1

n

n n

v p
z

v
v p

v

−

− −
=

−
− + ⋅

−

，
6 2

3 6 2
1

1 ( 1)
1

n

n n

v p
z

v
v p

v

−

−
=

−
− + ⋅

−

。 

 

定理定理定理定理 2.3 :當
1

1
4

λ≤ < ，且
1

1
0

1
s

v
α≤ < =

+
時，跑者會在某一個邊停住。當 1v ≠ 時，定義數列 n

a ：

0

1

1
a

v
α= =

+
，

2

1

( 1)( 1)
n n

v
a

v v

−
=

+ −
， 1n ≥ ，則

0

1

1
p a

v
α= = =

+
時，停在

1
A ；

3( 1) 1 3( 1)n n
a p a

− + −
≤ <

時，停在 nA ；
3( 1) 2 3( 1) 1n n

a p a
− + − +

≤ < 時，停在 nB ；
3( 1) 3 3( 1) 2n n

a p a
− + − +

≤ < 時，停在 nC 。 

 

定理定理定理定理 2.4 : 當
1

0
4

λ< < 時，沒有收斂點。即跑者不論從哪一點起跑，都會在某一個邊停住。 

 

研究三研究三研究三研究三：：：：一般的三角形一般的三角形一般的三角形一般的三角形。。。。 

設
1 1

( , )A x y ，
2 2

( , )B x y 為坐標平面上相異兩點，二階方陣
p q

M
r s

 
=  
 

， det( ) 0M ≠ 。若 P(x, y)為 AB 上任一點，則
⇀

OP=
⇀

OA+ t
⇀

AB

1 2 1 1 2 1
( ( ), ( ))x t x x y t y y= + − + − ，0 1t≤ ≤ 。今以 M 將

1 1
( , )A x y ，

2 2
( , )B x y ，P(x, y)分別變換到

3 3
( , )C x y ，

4 4
( , )D x y ， ( , )Q x y′ ′ ，則

3 1

3 1

x x
M

y y

   
=   

  
，

4 2

4 2

x x
M

y y

   
=   

   
，且

1 2 1 1 2 1

1 2 1 1 2 1

( )

( )

x x x t x x xx
M M tM

y y y t y y yy

′ + − −      
= = +      

′ + − −       
，即
⇀

OQ= 
⇀

OC+ t
⇀

CD，故 P 點也變換到CD 上一點 Q，且
CQ AP

t
CD AB

= = 。

因此，線性變換將線段變換到線段，且線段上的點保持原來的相對順序與比例。 

今將邊長為 1 的正三角形公園 KOH 置於坐標平面上，使 O(0, 0)，H(1, 0)，
1 3

( , )
2 2

K 。 

設
p q

M
r s

 
=  
 

將 H(1, 0)變換到 H(1, 0)，將
1 3

( , )
2 2

K 變換到 ( , )K a b′ ，則

2 1
1

3

2
0

3

a

M
b

− 
 
 =
 
 
 

。 

邊長為 λ 的正三角形綠地三頂點為
1 (1 2 ) 3

( , )
2 6

P
λ+

，
1 (1 ) 3

( , )
2 6

Q
λ λ+ −

，
1 (1 ) 3

( , )
2 6

R
λ λ− −

， 

0 1λ< < ，M 將 P、Q、R 分別變換到
2 1 (1 2 )

( , )
3 3

a a b
P

λ λ λ+ − + +
′ ，

2 1 (1 )
( , )

3 3

a a b
Q

λ λ λ− + + + −
′ ， 

1 (1 )
( , )

3 3

a a b
R

λ λ λ− + − + −
′ ，M 將OK 上的收斂點

1

1 (1 ) 3
( , )

2 2
T

α α− −
、

2

1 (1 ) 3
( , )

2 2
T

β β− −
分別變換 

到
1

( (1 ), (1 ))T a bα α′ − − ，
2

( (1 ), (1 ))T a bβ β′ − − ，其中
3 12 3

6

λ
α

− −
= 、

3 12 3

6

λ
β

+ −
= 為研究二中方程式 2

3 3 1 0x x λ− + − = 的兩根；此

時 OHK ′∆ 的重心為
1

( , )
3 3

a b+
， P Q R′ ′ ′∆ 的重心為

1
( , )

3 3

a b+
，故公園和綠地經 M 變換後，重心仍為同一點，如下圖(五)。在變換後的三

角形 K OH′ 中，跑者從OK ′ 上一點
1

A 出發，跑經 P′到 K H′ 上一點
1

B ，再跑經Q′ 到 HO 上一點
1

C ，再跑經 R′到OK ′ 上一點
2

A ，如此重

複，如圖(六)。在研究二之中的相對收斂位置及其性質，在此研究三之中也都會成立。 
  

研究研究研究研究四四四四：：：：正正正正 n 邊形邊形邊形邊形，，，， 4n ≥ ，，，，0 1λ< < 。。。。    

設正 n 邊形公園
1 2 3

⋯
n

A A A A 邊長為 1，每個內角 2θ ，正 n 邊形綠地
1 2 3 n

PP P P⋯ 邊長為 λ ， 

0 1λ< < ，如圖(七)。跑者從
1 2

A A 上與
2

A 距離
1

s 的
1

B 出發，跑經
2

P 到
2 3

�����

A A 上與
2

A 距離 t 的
2

B 。 

設
2

OA k= ，則
1

2cos
k

θ
= ，

2 2

1

2cos
A P k k

λ
λ

θ

−
= − = ，再跑經

3
P 到

3 4

�����

A A 上與
4

A 距離
3

s 的
3

B ，如此重複。 

在過程中，若
2

2

4cos 1

4cos
mm

m n
n

A B
θ λ

θ
 

− 
 

− +
≥ ，則停在

m
B 。若 m 為 n 的整數倍時，符號

0
A 代表點

n
A 。 



 

設 ( )
m m

B s 代表點
m

B 與點
1

m
m n

n

A
 

− + 
 

的距離為
m

s ，則
2

1 2

(4cos 1 ) 1

(4cos ) 1

m

m

m

s
s

s

θ λ λ

θ λ
+

− + − +
=

− +
，令

2

2

(4cos 1 ) 1

(4cos ) 1

x
x

x

θ λ λ

θ λ

− + − +
=

− +
 

⇒ 2 2 2
(4cos ) (4cos ) 1 0x xθ θ λ− + − = 。判別式 2 2

16cos (cos 1 )D θ θ λ= − + 。 

1.當 2
sinλ θ= 時，方程式 2

4 4 1 0x x− + = ⇒
1

2
x = (重根)。 

定理定理定理定理 4.1.1 :當 2
sinλ θ= ，且

1

1
1

2
s≤ ≤ 時，數列 ms 收斂，

1
lim

2
m

m
s

→∞

= 。 

 

引理引理引理引理 4.1.2 : 設
1

( )
2

m m
B z− ， 1m ≥ ，則

1 4( 1)
m

p
z

m p
=

− −
。 

 

定理定理定理定理 4.1.3 :定義數列 ma ：
0

1

2
a = ，

1

4
m

a
m

= ， 1m ≥ ，則
0

1

2
p a= = 時，停在

1
B ；

1m m
a p a

−
≤ < 時，停在

m
B 。 

2.當 2
sin 1θ λ< < 時，若 2 2 2

(4cos ) (4cos ) 1 0x xθ θ λ− + − = 的兩根 0β α> > ，令 1v
β

α
= > ，則 1α β+ = ，

1
1v

α
= + 。 

定理定理定理定理 4.2.1 :當 2
sin 1θ λ< < ，且

1
1sα ≤ ≤ 時。(1)若

1
s α= ，則 lim

m
m

s α
→∞

= 。(2)若
1

1sα < ≤ ，則 lim
m

m
s β

→∞

= 。 

 

引理引理引理引理 4.2.2 :設 ( )
m m

B zα − ， 1m ≥ ，則
2( 1)

2( 1)
1

1 ( 1)
1

m

m m

v p
z

v
v p

v

−

−
=

−
− + ⋅

−

。 

 

定理定理定理定理 4.2.3 :定義數列 ma ：
0

1

1
a

v
=

+
，

2

1

( 1)( 1)
m m

v
a

v v

−
=

+ −
， 1m ≥ ，則

0
p a= 時，停在

1
B ；

1m m
a p a

−
≤ < 時，停在

m
B 。 

3.當 2
0 sinλ θ< < 時。   

定理定理定理定理 4.3 : 當 2
0 sinλ θ< < 時，沒有收斂點。即跑者不論從哪一點起跑，都會在某一個邊停住。 

伍伍伍伍、、、、研究結果研究結果研究結果研究結果 

公園與綠地為相似的正 n 邊形， 3n ≥ 。公園邊長為 1，綠地邊長為公園邊長的 λ 倍， 0 1λ< < 。每個內角為 2θ ， 
 

180
90

n
θ

°
= ° − 。

2
cos sin

2cos

θ λ θ
α

θ

− −
= ，

2
cos sin

2cos

θ λ θ
β

θ

+ −
= 。 

 
       其他分類 
形狀 

λ 的範圍 每邊收斂點個數 每邊收斂點與頂點距離 x 滿足的方程式 會停住的起跑位置範圍 

2
sin 1θ λ< <  2 

2 2 2
(4cos ) (4cos ) 1 0x xθ θ λ− + − =  1

0 s α≤ <  

2
sinλ θ=  1 2

4 4 1 0x x− + =  1

1
0

2
s≤ <  正 n 邊形 

2
0 sinλ θ< <  0 無 1

0 1s≤ ≤  

陸陸陸陸、、、、討論與應用討論與應用討論與應用討論與應用 
一、討論： 

若將這篇研究的條件更改如下：在正 n 邊形的公園與綠地中，跑者從
1 2

A A 上任一點
1

B 出發，若對某個 1m ≥ ，

直線
1

m m
m n

n

B P
 

− + 
 

不平行直線
1 2

m m
m n m n

n n

A A
   

− + − +   
   

，則跑向
1

m
m n

n

P
 

− + 
 

或反方向到直線
1 2

m m
m n m n

n n

A A
   

− + − +   
   

上一點
1m

B
+

；若直

線
1

m m
m n

n

B P
 

− + 
 

平行直線
1 2

m m
m n m n

n n

A A
   

− + − +   
   

，則視作跑到射線
2 1

m m
m n m n

n n

A A
   

− + − +   
   

�������������������

上無限遠的地方
1m

B
+

，再由
1m

B
+

跑經

2
m

m n
n

P
 

− + 
 

到直線
2 3

m m
m n m n

n n

A A
   

− + − +   
   

上一點
2m

B
+

。重複此步驟，經過多次移動後，結果會如何？ 

二、應用： 

如果有一個物體在公園和綠地這樣的環境結構中移動，每隔一段固定的時間就遵循這種跑切線(或反方向)的

規則模式時，我們就可以用這篇研究的結果去預測此物體的移動位置及其收斂情況。 

柒柒柒柒、、、、未來展望未來展望未來展望未來展望    

    如果將綠地的圖形對中心點逆(或順)時針方向旋轉δ 角度，其結果會如何？如果公園與綠地是相似的凸 n 邊

形，其結果又會如何？這些都是我們未來可以繼續研究探討的部分。 
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