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摘要 

本文以不等邊的銳角三角形出發，運用中學時代已論及的三角形外心、重心、內心、 

垂心為基礎，進而探討其他銳角三角形內的特殊點:九點圓圓心  intNinepo ，布洛卡兒點

( Brocard )，費馬點( Femat )，熱爾崗點(Gergonne)，奈格爾點( Nagel )，斯俾克點( kerSpie )，

等連接三頂點分割三角形的面積比。 

壹、 研究動機

一天數學老師在上三角函數中的正弦定理: R
C

c

B

b

A

a
2

sinsinsin
 (外接圓直徑)時，有

XYZ XYZ ABC

重新複習三角形的外心性質，進而考我們一題 2020 年亞太數學奧林匹亞競賽初選考試試題第

二部分的非選擇題二: 將三角形 的面積記為[ ]，已知三角形 的三邊長分別為 

BC  6
______

， CA  7
______

， AB  8
______

，試回答下列問題: 

OBC OCA OAB

ABC H HBC HCA HAB

OABC(1)(3 分)設 的外心 ，試求面積比[ ]:[ ]:[ ] 

(2)(4 分)設 的垂心 ，試求面積比[ ]:[ ]:[ ] 

我們從未想過這類的問題，因此我們開始著手進行這一系列的研究。 

貳、 研究目的

我們針對銳角三角形的三角形外心、重心、內心、垂心，還有其他六個特殊點:九點圓圓

 intNinepo Brocard Femat Gergonne

Nagel kerSpie

心 ，布洛卡兒點( )，費馬點( )，熱爾崗點( )，奈格爾點

( )，斯俾克點( )，等連接三頂點分割三角形的面積比作統整與歸納。 

参、  研究設備及器材 

一、筆記型電腦 

二、印表機 

肆、  研究過程或方法

G GBC GCA GAB 1:1:1一、重心 :三角形三條中線的交點，面積比[ ]:[ ]:[ ]= 。 
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[證明]:過G 、 A分別作
______

BC 邊上的高
______

/GH ，
______

AH 根據重心性質知
__________

3

1
ADGD 

可知
__________

/

3

1
AHGH  ， ABCaAHBCGHBCGBCa 

3

1

3

1

2

1

2

1 ________________
/

_____

同理可證 

ABCaGCAa 
3

1
， ABCaGABa 

3

1
，因此面積比[GBC ]:[GCA]:[GAB ]= 1:1:1 。 

二、內心 I :三角形三個內角平分線的交點，也是三角形內切圓的圓心， 

面積比[ IBC ]:[ ICA ]:[ IAB ]= cba ::

[證明]: rIFIEID 
_________________

(內切圓半徑)， 

cbacrbrarIABaICAaIBCa ::
2

1
:

2

1
:

2

1
:: 

因此面積比[ IBC ]:[ ICA ]:[ IAB ]= cba ::

三、外心O :三角形三邊中垂線的交點，也是三角形外接圓的圓心， 

面積比[OBC ]:[OCA]:[OAB ]
     222222222222 ::

cos:cos:cos

cbacbacbacba

CcBbAa





r

r
r

B
C

A

I

D

E

F

G

B
C

A

D

EF

H' H
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[證明]: ABOC  2 ， BCOA  2 ， CAOB  2

CRBRAR

OABaOCAaOBCa

2sin
2

1
:2sin

2

1
:2sin

2

1

::

222



CCBBAA

CBA

cossin2:cossin2:cossin2

2sin:2sin:2sin





CcBbAa

C
R

c
B

R

b
A

R

a

cos:cos:cos

cos
2

:cos
2

:cos
2





ab

cba
c

ca

bac
b

bc

acb
a

2
:

2
:

2

222222222 








abc

cba
c

abc

bac
b

abc

acb
a

2
:

2
:

2

222
2

222
2

222
2 









     222222222222 :: cbacbacbacba 

因此面積比 [OBC ]:[OCA]:[OAB ] 
     222222222222 ::

cos:cos:cos

cbacbacbacba

CcBbAa





四、垂心 H :三角形三條高的交點， 

面積比 [ HBC ]:[ HCA ]:[ HAB ] 
222222222

1
:

1
:

1

sec:sec:sec

cbabacacb

CcBbAa






R

RR

B
C

A

O
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[證明]:
____________

:: CDBDHCAaHABa  ，
____________

:: ECAEHBCaHABa  ， 

CbCD cos
______

 ， BcBD cos
______

 ， CaEC cos
______

 ， AcAE cos
_____

 ，

得 CbBcHCAaHABa cos:cos:  ， CaAcHBCaHABa cos:cos: 

222222222

222222222

222222222

1
:

1
:

1

2
:

2
:

2

2
:

2
:

2

sec:sec:sec

cos
:

cos
:

cos

coscoscos

coscos
:

coscoscos

coscos
:

coscoscos

coscos

coscos:coscos:coscos

::

cbabacacb

cba

abc

bac

abc

acb

abc

cba

ab
c

bac

ca
b

acb

bc
a

CcBbAa

C

c

B

b

A

a

CBA

BAc

CBA

ACb

CBA

CBa

BAcACbCBa

HABaHCAaHBCa


























因此面積比[ HBC ]:[ HCA ]:[ HAB ]
222222222

1
:

1
:

1

sec:sec:sec

cbabacacb

CcBbAa






五、九點圓圓心 N :通過三角形三邊中點 FED ,, ，三高的垂足 111 ,, CBA ，頂點到垂心的三條線

段的中點 222 ,, CBA ，此九點的圓圓心 N 。 

面積比[ NBC ]:[ NCA ]:[ NAB ]=[OBC ]+[ HBC ]:[OCA]+[ HCA ]:[OAB ]+[ HBC ] 

    性質:(1)三角形的外接圓半徑是九點圓半徑的 2 倍 

(2)三角形的九點圓圓心在外心和垂心連線段的中點

H

B
C

A

D

F

E
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[證明]:

 HBCaOBCa

HABCOEBCHAOE
BCNABCNBCa


























































2

1

22

1

22

1

22

1

2

1
______

1

_______________________

1

______

___________

3

_____

同理  HCAaOCAaNCAa 
2

1
，  HABaOABaNABa 

2

1
 

因此面積比[ NBC ]:[ NCA ]:[ NAB ]=[OBC ]+[ HBC ]:[OCA]+[ HCA ]:[OAB ]+[ HBC ] 

六ˋ布洛卡兒點( Brocard ) P : 三角形內部一點 P 具有  PABPCAPBC  

面積比[ PBC ]:[ PCA ]:[ PAB ]=
222

1
:

1
:

1

acb

性質: CBA cotcotcotcot    

a

c

b

P

B
C

A

C2

B2 H

F
D

B1

C1

B
C

A

O

A1

N

E

A2

A3
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  [證明]:令 aBC 
_____

， bCA 
_____

， cAB 
_____

， ACPA   ， BBPA   ， CCPB    

A

b
PA

A

bPA

sin

sin

)sin(sin

_____
_____









B

c
PB

B

cPB

sin

sin

)sin(sin

_____
_____









C

a
PC

C

aPC

sin

sin

)sin(sin

_____
_____









BPBPAAPAPCCPCPBPABaPCAaPBCa sin
2

1
:sin

2

1
:sin

2

1
::

____________________________



222

222

1
:

1
:

1

::

::

2

:

2

:

2

sin
:

sin
:

sin

sin
sin

sin

sin

sin
:sin

sin

sin

sin

sin
:sin

sin

sin

sin

sin

acb

a

abc

c

abc

b

abc

a

bc

c

ab

b

ca

R

a

bc

R

c

ab

R

b

ca

A

bc

C

ab

B

ca

B
B

c

A

b
A

A

b

C

a
C

C

a

B

c












因此面積比[ PBC ]:[ PCA ]:[ PAB ] =
222

1
:

1
:

1

acb

七、費馬點( Femat ) Q : 三角形內部一點Q到三角形三頂點的距離和最小 

面積比[QBC ]:[QCA]:[QAB ]     :
3

4

3

4 222222


















 cbabac

    :
3

4

3

4 222222


















 acbcba

   
















































3
c s c:

3
c s c:

3
c s c

3

4

3

4 222222


CcBbAa

bacacb
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性質:(1) 0120 AQBCQABQC

(2)
______________________________

CSBTARQCQBQA  最小 

[證明]:令 lQA 
_____

， mQB 
_____

， nQC 
_____ ____________________

BTnmlQCQBQA 

   















32
2

sin
2

1
32

2

sin3cos

sin60sincos60cos2)60cos(2

222

222
22

22

00220222

cba

Abc
bc

acb
bccb

AbcAbccb

AAbccbAbccbnml

其中 ABCa ，得 


 32
2

222 cba
nml …(1) 

在 QAB 中， 2222022 120cos2 clmmlclmml  …(2)

在 QBC 中， 2222022 120cos2 amnnmamnnm  …(3)

在 QCA 中， 2222022 120cos2 bnllnbnlln  …(4)

(2)-(3)  

    

   )5...(
22

22

222222

nml

ac
nlacnmlnl

acnlmmlnlacmnlmnl








l

m n

Q

B
C

A

R

T

S
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(3)-(4)

       

   )6...(
222222

22

222222

nml

bc
n

nml

ba
lm

nml

ba
lmbanmllm

balnmlmlmnlmlmbanlmnlm


















將 )6()5( n

   
 

   

 

 

 

 

 nml

cba

nml

cba

nml

baccba

nml

bacnml
n

nml

bac
nnml




























2

3

4

3

32
2

3

3

232
2

1

3

22
3

222

222222222

2222222

 

 nml

acb

l





2

3

4222

，

 

 nml

bac

m





2

3

4222

，

 

 nml

cba

n





2

3

4222

000 120sin
2

1
:120sin

2

1
:120sin

2

1
:: lmnlmnQABaQCAaQBCa 

    :
3

4

3

4

::

222222






















cbabac

lmnlmn

    :
3

4

3

4 222222


















 acbcba

   

Ca b
a b

cba
a b

Bca
ca

bac
caAbc

bc

acb
bc

cbabacacb

bacacb

sin
2

1

3

4

2
2

1

:

sin
2

1

3

4

2
2

1
:

sin
2

1

3

4

2
2

1

3

4

1
:

3

4

1
:

3

4

1

3

4

3

4

222

222222

222222222

222222
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CCabc

c

BBabc

b

AAabc

a

CCabBBcaAAbc

sin
2

1
cos

2

3

3

4
:

sin
2

1
cos

2

3

3

4
:

sin
2

1
cos

2

3

3

4

sin
3

1
cos2

1
:

cos
3

1
cos2

1
:

sin
3

1
cos2

1



























































3
csc:

3
csc:

3
csc

3
sin

:

3
sin

:

3
sin





CcBbAa

C

c

B

b

A

a

因此面積比[QBC ]:[QCA]:[QAB ]     :
3

4

3

4 222222


















 cbabac

    :
3

4

3

4 222222


















 acbcba

   
















































3
c s c:

3
c s c:

3
c s c

3

4

3

4 222222


CcBbAa

bacacb

八ˋ熱爾崗點(Gergonne)Ge : ABC 的內切圓與三邊 
_____

AB ，
_____

BC ，
_____

CA 切於 ZYX ,, 三直線 



AY ，


BZ ，


CX 交於一點Ge，因為 1
___

_____

____

____

_____

____

















as

cs

cs

bs

bs

as

ZA

CZ

YC

BY

XB

AX
，由塞瓦定理知 



AY ，


BZ ，


CX 必交於一點Ge。 

面積比[GeBC ]:[GeCA]:[GeAB ]
csbsas 


1

:
1

:
1

，
2

cba
s


 (半周長) 
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[證明]:由切線段性質: asAZAX 
___________

， bsBYBX 
___________

， csCZCY 
___________

 

    利用孟氏定理:
 

  csas

bsb

GeZ

BGe

b

cs

GeZ

BGe

bs

as

CA

ZC

GeZ

BGe

XB

AX














_______

______

________

_______

______

______

________

______

_____

_____

11

    得
 

    bsbcsas

bsb

BZ

BGe






______

______

， ABCa

AC

AZ

BZ

BGe
GeABa 

_____

_____

______

_______

 
    

  
    

ABCa
bsbcsas

bsas
ABCa

b

as

bsbcsas

bsb
GeABa 














同理
  

    
ABCa

bsbcsas

csbs
GeBCa 






  
    

ABCa
asacsbs

ascs
GeCAa 






而
                
        002

][ 22





abcbasabbascsab

ababsabcsasacsbsbsbcsas

即          asacsbsbsbcsas   

        

csbsas

bsasascscsbsGeABaGeCAaGeBCa






1
:

1
:

1

::::

因此面積比[GeBC ]:[GeCA]:[GeAB ]
csbsas 


1

:
1

:
1

，
2

cba
s


 (半周長) 

九ˋ奈格爾點( Nagel ) Na : ABC 的三個傍切圓與三邊 
_____

AB ，
_____

BC ，
_____

CA 切於 NML ,, 三直線 



AM ，


BN ，


CL交於一點 Na ，因為 1
___

_____

____

____

_____

____

















cs

as

bs

cs

as

bs

NA

CN

MC

BM

LB

AL
，由塞瓦定理

s-a

s-c

s-a

s-b

s-b s-c

Ge

B
C

A

Y

Z

X

10



知


AM  ，


BN ，


CL必交於一點 Na 。 

面積比[ NaBC ]:[ NaCA ]:[ NaAB ]      csbsas  :: ，
2

cba
s


 (半周長) 

[證明]:由傍切圓切線段性質，我們有 asCNBL 
___________

， bsCMAL 
___________

， 

csBMAN 
___________

，利用孟氏定理:

bs

b

NaN

BNa

b

as

NaN

BNa

as

bs

CA

NC

NaN

BNa

LB

AL












_______

______

________

_______

______

______

________

______

_____

_____
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得
s

b

BN

BNa


______

______

， ABCa

NC

AN

BN

BNa
NaABa 

_____

_____

______

_______

ABCa
s

cs
ABCa

b

cs

s

b
NaABa 







同理 ABCa
s

as
NaBCa 


 ， ABCa

s

bs
NaCAa 




     csbsas
s

cs

s

bs

s

as
NaABaNaCAaNaBCa 


 ::::::

因此面積比[ NaBC ]:[ NaCA ]:[ NaAB ]      csbsas  :: ，
2

cba
s


 (半周長) 

十ˋ斯俾克點( kerSpie ) S :三角形三邊中點所連成的中點三角形 DEF 的內切圓圓心 S ， 

面積比[ SBC ]:[ SCA ]:[ SAB ]      baaccb  ::  

性質: 斯俾克點( kerSpie )是三角形的內心 I 與奈格爾點( Nagel ) Na 的中點 

s-c

s-a

s-bs-c

s-b

s-a

Na

B

A

CM

N

L

11



[證明]:利用性質可知:

     
ABCa

csbsas

as

cba

aNaBCaIBCa
SBCa 




















2

1

2

ABCa
s

cb
ABCa

s

as
ABCa

s

as

s

a














 


44

2

22

1

同理 ABCa
s

ac
SCAa 




4
， ABCa

s

ba
SABa 




4

     baaccb
s

ba

s

ac

s

cb
SABaSCAaSBCa 


 ::

4
:

4
:

4
::

因此面積比[ SBC ]:[ SCA ]:[ SAB ]      baaccb  ::  

伍、  研究結果 

  我們將這十個銳角三角形內的特殊點分割三角形的面積比作個總表以方便我們運用 

Z ZABaZCAaZBCa  ::

重心G 1:1:1

內心 I cba ::

外心O  CcBbAa cos:cos:cos

垂心 H CcBbAa sec:sec:sec

九點圓圓心 N 外心+垂心 

布洛卡兒點 P
222

1
:

1
:

1

acb

費馬點Q 



























3
csc:

3
csc:

3
csc


CcBbAa

B

A

S

CF

D E
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熱爾崗點Ge  
csbsas 

1
:

1
:

1

奈格爾點 Na      csbsas  ::

斯俾克點 S      baaccb  ::

我們回到 2020年亞太數學奧林匹亞競賽初選考試試題第二部分的非選擇題二: 將三角形 XYZ

的面積記為[ XYZ ]，已知三角形 ABC 的三邊長分別為 6
______

BC ， 7
______

CA ， 8
______

AB ， 

試回答下列問題: 

(1)(3 分)設 ABC 的外心O，試求面積比[OBC ]:[OCA]:[OAB ] 

(2)(4 分)設 ABC 的垂心 H ，試求面積比[ HBC ]:[ HCA ]:[ HAB ] 

解: 6
______

 BCa ， 7
______

 CAb ， 8
______

 ABc ，
16

11

112

366449

2
cos

222








bc

acb
A

32

17

96

493664

2
cos

222








ca

bac
B ，

4

1

84

644936

2
cos

222








ab

cba
C

4sec,
17

32
sec,

11

16
sec  CBA

面積比[OBC ]:[OCA]:[OAB ] 64:119:132
4

1
8:

32

17
7:

16

11
6cos:cos:cos  CcBbAa

面積比[ HBC ]:[ HCA]:[ HAB ] 187:77:51  

同理我們也可以求出其他的面積比。 

九點圓圓心 N : 

面積比[OBC ]:[OCA]:[OAB ] 64:119:132  

面積比[ HBC ]:[ HCA]:[ HAB ] 187:77:51  

315187775164119132   

面積比[ NBC ]:[ NCA ]:[ NAB ]=[OBC ]+[ HBC ]:[OCA]+[ HCA ]:[OAB ]+[ HBC ] 

=(132+51):(119+77):(64+187)=183:196:251 

布洛卡兒點 P : 

面積比[ PBC ]:[ PCA ]:[ PAB ]= 784:441:5763136:1764:2304
36

1
:

64

1
:

49

11
:

1
:

1
222


acb

費馬點Q : 

13



4

1521
 ， 21222  cba ， 77222  acb ， 51222  bac

面積比[QBC ]:[QCA]:[QAB ]     :
3

4

3

4 222222


















 cbabac

    :
3

4

3

4 222222


















 acbcba

    


















3

4

3

4 222222 bacacb

        5215152177:5217752121:5212152151 

     564146:54991:53678 

熱爾崗點Ge : 

2

21

2

876

2








cba
s

面積比[GeBC ]:[GeCA]:[GeAB ] 63:45:35

2

5

1
:

2

7

1
:

2

9

11
:

1
:

1





csbsas

奈格爾點 Na : 

2

21

2

876

2








cba
s

面積比[ NaBC ]:[ NaCA ]:[ NaAB ]       5:7:9
2

5
:

2

7
:

2

9
::  csbsas  

斯俾克點 S : 

面積比[ SBC ]:[ SCA ]:[ SAB ]       13:14:15::  baaccb  

所有銳角三角形內部的十個特殊點連接三頂點分割三角形的面積比如下表: 

Z ZABaZCAaZBCa  ::

重心G 1:1:1

內心 I 8:7:6

外心O  64:119:132
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垂心 H 187:77:51

九點圓圓心 N 251:196:183

布洛卡兒點 P 784:441:576

費馬點Q      564146:54991:53678 

熱爾崗點Ge  63:45:35

奈格爾點 Na 5:7:9

斯俾克點 S 13:14:15

陸、  討論

我們在前面的研究過程中有用到許多幾何性質我們要一一予以證明: 

一、孟氏定理:一直線與 ABC 的三邊
_____

AB ，
_____

BC ，
_____

CA 或它們的延長線分別交於 ZYX ,, ，則 

1
______

_____

_____

____

______

____



ZA

CZ

YC

BY

XB

AX

Z

Y
B

C

A

X

Q

S

P
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證明:如圖所示，過 CBA ,, 分別作直線 XYZ 的垂線，設垂足分別為 SPQ ,, 由三角形相似

有關知識有:
____

_____

______

____

_____

____

_____

_____

_____

_____

_____

____

,,

AQ

CS

ZA

CZ

CS

BP

YC

BY

BP

AQ

XB

AX
 ，三式相乘即得。 

二、塞瓦定理: FED ,, 分別是 ABC 的三邊
_____

BC ，
_____

CA ，
_____

AB 上的點，且
_____

AD ，
_____

BE ，
_____

CF 交於 

點 P ，則 1
_____

_____

______

_____

_____

_____



FB

AF

EA

CE

DC

BD

證明:
ACPa

ABPa

ACDa

ABDa

CPDa

BPDa

DC

BD
















_____

_____

(用到分比定理) 

同理
BPCa

ACPa

FB

AF

ABPa

BPCa

EA

CE











_____

____

_____

____

, ，三式相乘即得。 

三、(一)尤拉線:三角形的外心O、重心G 、垂心 H 三點共線且
___________

2 GOGH 

(二)三角形的九點圓圓心在外心和垂心連線段的中點

P

B
C

A

D

E
F

16



證明:設是 ABC 的外心O，G 是重心，
_____

AL 是中線，由重心性質得: 1:2:
__________

GLAG ， 

延長
_____

OG 至 H ，使
___________

2 GOGH  ，則有
____________________

:: GLAGGOGH  ，
__________

// AHOL ，
__________

BCOL  ， 

___________

BCAH  ，延長
______

AH 交
_______

BC 於 D，則
__________

BCAD  ，同理
__________

ABCH  ，故 H 為 ABC 的 

垂心，所以 HGO ,, 三點共線。 

設九點圓的圓心為M ，因為 LDP ,, 在圓M 上且 090PDL ，
____

PL 為圓M 的直徑，M

為
____

PL 的中點。
_________

// ADOL ， 1:2::
____________________

 GLAGLOAH ，又
___________

2 PHAH  ，

__________

PHOL  ， 

_________

// PHOL ，四邊形 POLH 為平行四邊形，如圖所示， M 為
_____

OH 的中點， M 點在
_____

OH

上，故 HMGO ,,, 四點共線。 

四 、(一)奈格爾線:三角形的奈格爾點 N 、重心G 、內心 I 三點共線且
___________

2 GING 

(二) 斯俾克點( kerSpie )是三角形的內心 I 與奈格爾點 N ( Nagel )的中點

G

R
Q

H

E
F

M

N

B
C

A

O

D

M

L

P
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    證明:設在 ABC 中 IGN ,, 分別為奈格爾點、重心、內心，分別過 CBA ,, 三點作其對邊的

平行線，兩兩相交於 TPS ,, 三點，連接
_____________________

,,,, AIIGNGNPNS 延長
_____

AD 交
_____

PS 於M ，

SPTABC  且相似比為 1:2 ，由於G 既是 ABC 的重心又是 SPT 的重心 AGS ,, 三

點共線， MNCANF   ， ______

_____

_____

_____

_____

____

_____

____

PM

PA

MC

CD

MC

AF

NM

NA
 由角平分線性質之逆定理知 

_____

NP 平分 SPT ，同理可證
_____

NS 平分 PST ，
_____

NT 平分 STP ， N 為 SPT 的內心。 

   又 I 是 ABC 的內心，G 既是 ABC 的重心又是 SPT 的重心， AS, 分別是兩個相似三角

形 ABC , SPT 的對應頂點，故它們對應線段構成的三角形相似，從而 SGNAGI 

    且相似比為 2:1， SGNAGIGING  ,2
__________

，而 AGS ,, 三點共線，故 IGN ,, 三點共線。 

   九點圓是中點三角形的外接圓，那麼類似的，我們想到了中點三角形的內切圓，由位似關

係可知， ABC 的內心 I 成為 DEF 的奈格爾點，中點三角形 DEF 的內心 S 在奈格爾線

N

C

A

I

BD

F

E

TP

S

G

M

B

A

S

I

Na

CF

D E
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上，且
___________

2 GSIG  ，
__________

2 GING  ，

__________________________________________________________

23,63 ISINGSGSIGISGSGINGIGIN 

因此 S 是
____

IN 的中點， 我們把這個點稱為斯俾克點。 

五、布洛卡兒點( Brocard ) P 的存在性及性質 CBA cotcotcotcot    

(一)作圖:1.過 A作
_____

AB 之垂線交
_____

AC 之中垂線於 1O ，以 1O 為圓心，
______

1AO 為半徑作圓 1C

2. 過 B 作
_____

BC 之垂線交
_____

AB 之中垂線於 2O ，以 2O 為圓心，
______

2 BO 為半徑作圓 2C

3. 圓 1C 與圓 2C 之交點 P ，即為布洛卡兒點( Brocard )。 

(二)證明:
_____

AB 為圓 1C 之切線，:
_____

BC 為圓 2C 之切線  PABPCAPBC  

令 aBC 
_____

， bCA 
_____

， cAB 
_____

， ACPA   ， BBPA   ， CCPB    

A

b
PA

A

bPA

sin

sin

)sin(sin

_____
_____









B

c
PB

B

cPB

sin

sin

)sin(sin

_____
_____









C

a
PC

C

aPC

sin

sin

)sin(sin

_____
_____









a

c

b

P

B
C

A

O1
O2

19



AbcAPAPCCPCPBBPBPA

ABCaPCAaPBCaPABa

sin
2

1
sin

2

1
sin

2

1
sin

2

1 ____________________________





ACBR
C

BAR

B

ACR

A

CBR

AbcA
A

b

C

a
C

C

a

B

c
B

B

c

A

b

sinsinsin4
sin

sinsinsin4

sin

sinsinsin4

sin

sinsinsin4

sinsin
sin

sin

sin

sin
sin

sin

sin

sin

sin
sin

sin

sin

sin

sin

2
222222









CBACBA

BAACCB
222222

222222

2 sin

1

sin

1

sin

1

sinsinsin

sinsinsinsinsinsin

sin

1







即 CBA 2222 csccsccsccsc 

CBA 2222 cot1cot1cot1cot1  

 

 2

2222222

cotcotcot

cotcotcotcotcotcot2cotcotcot2cotcotcotcot

CBA

ACCBBACBACBA





故 CBA cotcotcotcot   

ABC 中，  CBA ，

  
 
 

  0tantan
tantan1

tantan
tantan0 




 CBA

CBA

CBA
CBA

CBACBA

CBACBA

CB

CBACBA

CB

CB
A

cot

1

cot

1

cot

1

cot

1

cot

1

cot

1

tantantantantantan

0
tantan1

tantantantantantan

tantan1

tantan
tan
















1cotcotcotcotcotcot  ACCBBA

六、費馬點( Femat )O的存在性與性質(1) 0120 AOBCOABOC

(2)
______________

OCOBOA  最小 
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證明:(1)以 ABC 之三邊
_____

BC，
_____

CA，
_____

AB 為邊向外作正 BCP ， 正 CAQ ， 正 ABR

則


AP ，


BQ ，


CR 交於一點 O 設
_____

BQ 與
_____

CR 交於 O，連
__________

, OPAO ， ARCABQ 

OCQACRBQARCABQACRAQB ,,,,,
_________

 四點共圓， OBRA ,,, 四點共

圓，
00000

000

12012012036060

,60,60,60





COBABRAOR

BARBORQCAQOACAQCOQ

又 060BPC ， PCOB ,,, 四點共圓， 060 AORPBCPOC

POA ,, 共線， 


AP ，


BQ ，


CR 交於一點O。且 0120 AOBCOABOC

O

B
C

A

P

Q

R

x
y

O

B
C

A

P

Q

R
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(2)當
0120BAC 時如圖

將 x 點繞 A轉
060 到 y ，則 Axy 為正且 AxBAyR  ，

__________

xByR 

_____________________________________

CRxCyRyxCxBxAx  ，
_______________

CxBxAx  之最小值
_____

CR

且此時 Ox  點，又當 0120BAC 時， AO 
_______________

CxBxAx  之最小值
__________

ACAB

此時 AOx  點。 

柒、  結論

我們對這十個銳角三角形的特殊點描繪至三角形中發現一個很奇特的圖形，如圖所示:

其中外心O、重心G 、垂心 H 的尤拉線，內心 I 、重心G 、奈格爾點 Na 的奈格爾線與九

點圓圓心 N、斯俾克點 S，它們剛好組成一個梯形 IONaH， 1:2::
_______________________

 GINaGGOHG

____________

// HNaIO ， 底邊
_______

NaH 是頂邊
____

IO 的兩倍，兩對角線的交點是重心G ，兩對角線的中點

是九點圓圓心 N 及斯俾克點 S ，這是我們研究面積比之外的另一個收穫。 

G

H

B
C

A

O

I

Na

N

S

捌、  參考資料及其他

一 、范瑞喜．數學標準教程．北京出版社

  二、 黃呈明．高中數學精粹．博凱出版社 

  三、蘇柏奇＊游淑媛．三角形五心相關比例的探討．科學月刊．第 356 期 
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作品海報 

【評語】050402  

1. 本研究主題主要從 2020 年 APMO一題考題解三角形之外

心、垂心求連接三頂點分割三角形的面積比，推廣至重

心、內心、為基礎，進而探討其他銳角三角形內的特殊點

如：九點圓圓心、費馬點等，用意良好，但須做文獻探

討。 

2. 本研究分別探討傳統三角形的心如重心、垂心、內心、外

心外，再探討其他 6 個特殊心，但作品內容絕大公式與證

明皆為已知結果，因此本作品所獲得成果相對有限。 

3. 研究過程雖完整，但結果缺乏統整。 

4. 本研究過程與參考資料有何相關性？須說明參考那些部

分。 

5. 關於直角三角形及鈍角三角形的情形尚可加以說明。 

6. 討論的部份為已知，建議避免放在正文中。 

D:\NSF\中小科展_60 屆\排版\050402-評語 



 研究動機 

一天數學老師在上三角函數中的正弦定理: R
C

c
B

b
A

a 2
sinsinsin

=== (外接圓直徑)時，有

重新複習三角形的外心性質，進而考我們一題 2020 年亞太數學奧林匹亞競賽初選考試試題

第二部分的非選擇題二: 將三角形 XYZ 的面積記為[ XYZ ]，已知三角形 ABC 的三邊長分別為 

6
______

=BC ， 7
______

=CA ， 8
______

=AB ，試回答下列問題: 

(1)(3 分)設 ABC∆ 的外心O ，試求面積比[OBC ]:[OCA]:[ OAB ] 

(2)(4 分)設 ABC∆ 的垂心 H ，試求面積比[ HBC ]:[ HCA ]:[ HAB ] 

我們從未想過這類的問題，因此我們開始著手進行這一系列的研究。 

 研究目的 

我們針對銳角三角形的三角形外心、重心、內心、垂心，還有其他六個特殊點:九點圓圓

心 ( )intNinepo ，布洛卡兒點( Brocard )，費馬點( Femat )，熱爾崗點( Gergonne )，奈格爾點

( Nagel )，斯俾克點( kerSpie )，等連接三頂點分割三角形的面積比作統整與歸納。 

  研究設備及器材 

一、筆記型電腦 

二、印表機 

參考資料及其他 

  一 、范瑞喜．數學標準教程．北京出版社 

  二、 黃呈明．高中數學精粹．博凱出版社 

  三、蘇柏奇＊游淑媛．三角形五心相關比例的探討．科學月刊．第 356 期 



  研究過程或方法 

 

六ˋ布洛卡兒點( Brocard ) P : 三角形內部一點 P 具有 α=∠=∠=∠ PABPCAPBC  

面積比[ PBC ]:[ PCA ]:[ PAB ]= 222

1:1:1
acb

 

性質: CBA cotcotcotcot ++=α    

 

 [證明]:令 aBC =
_____

， bCA =
_____

， cAB =
_____

， ACPA −=∠ π ， BBPA −=∠ π ， CCPB −=∠ π   

  A
bPA

A
bPA

sin
sin

)sin(sin

_____
_____

α
πα

=⇒
−

=  

  B
cPB

B
cPB

sin
sin

)sin(sin

_____
_____

α
πα

=⇒
−

=  

  C
aPC

C
aPC

sin
sin

)sin(sin

_____
_____

α
πα

=⇒
−

=  

   

BPBPAAPAPCCPCPBPABaPCAaPBCa sin
2
1:sin

2
1:sin

2
1::

____________________________

⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅=∆∆∆  

   

222

222

1:1:1

::

::

2

:

2

:

2
sin

:
sin

:
sin

sin
sin
sin

sin
sin:sin

sin
sin

sin
sin:sin

sin
sin

sin
sin

acb

a
abc

c
abc

b
abc

a
bc

c
ab

b
ca

R
a
bc

R
c

ab

R
b
ca

A
bc

C
ab

B
ca

B
B

c
A

bA
A

b
C

aC
C

a
B

c

=

=

=

==

⋅⋅⋅⋅⋅⋅=
αααααα

  

   因此面積比[ PBC ]:[ PCA ]:[ PAB ] = 222

1:1:1
acb

 

七、費馬點( Femat ) Q : 三角形內部一點Q 到三角形三頂點的距離和最小 

面積比[QBC ]:[QCA]:[ QAB ] ( ) ( ) :
3

4
3

4 222222








∆+−+⋅








∆+−+= cbabac  

                             ( ) ( ) :
3

4
3

4 222222








∆+−+⋅








∆+−+ acbcba  

                         

( ) ( )







 +






 +






 +=









∆+−+⋅








∆+−+

3
csc:

3
csc:

3
csc

3
4

3
4 222222

πππ CcBbAa

bacacb
 

 

  性質:(1) 0120=∠=∠=∠ AQBCQABQC  

            (2)
______________________________

CSBTARQCQBQA ===++ 最小 

    [證明]:令 lQA =
_____

， mQB =
_____

， nQC =
_____

 
____________________

BTnmlQCQBQA =++=++   

A

T
I

Q
m n

C

R

B

S

( ) ( )

∆+
++

=

⋅+
−+

⋅−+=

+−+=

−−+=+−+=++

32
2

sin
2
132

2

sin3cos

sin60sincos60cos2)60cos(2

222

222
22

22

00220222

cba

Abc
bc

acbbccb

AbcAbccb

AAbccbAbccbnml

 

其中 ABCa∆=∆ ，得 ∆+
++

=++ 32
2

222 cbanml …(1) 

在 QAB∆ 中， 2222022 120cos2 clmmlclmml =++⇒=−+ …(2) 

在 QBC∆ 中， 2222022 120cos2 amnnmamnnm =++⇒=−+ …(3) 

在 QCA∆ 中， 2222022 120cos2 bnllnbnlln =++⇒=−+ …(4) 

(2)-(3)  
( )( ) ( )

( )( ) )5...(
22

22

222222

nml
acnlacnmlnl

acnlmmlnlacmnlmnl

++
−

=−⇒−=++−⇒

−=++−+⇒−=−+−
 

(3)-(4)

( )( ) ( ) ( )( )

( )( ) )6...(
222222

22

222222

nml
bcn

nml
balm

nml
balmbanmllm

balnmlmlmnlmlmbanlmnlm

++
−

+=
++

−
+=⇒

++
−

=−⇒−=++−⇒
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將 )6()5( ++n
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( )
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( )
( )nml
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nml

cba

nml

baccba

nml
bacnmln

nml
bacnnml

++

∆+−+
=

++

∆+−+
=

++

−−−∆+++
=

++
−−−++

=⇒
++
−−

+=++

2
3

4
3

32
2
3

3

232
2
1

3
223

222

222222222

2222222

 

     

( )
( )nml

acb
l

++
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=∴

2
3

4222

，
( )

( )nml

bac
m

++

∆+−+
=

2
3

4222

，
( )

( )nml

cba
n

++

∆+−+
=

2
3
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000 120sin

2
1:120sin

2
1:120sin

2
1:: lmnlmnQABaQCAaQBCa ⋅⋅⋅⋅⋅=∆∆∆
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Bca
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2
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2
3
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因此面積比[QBC ]:[QCA]:[ QAB ] ( ) ( ) :
3

4
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4 222222
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研究結果   

  我們將這十個銳角三角形內的特殊點分割三角形的面積比作個總表以方便我們運用 

Z  ZABaZCAaZBCa ∆∆∆ ::  

重心G  1:1:1  

內心 I  cba ::  

外心O  CcBbAa cos:cos:cos  

垂心 H  CcBbAa sec:sec:sec  

九點圓圓心 N  外心+垂心 

布洛卡兒點 P  222

1:1:1
acb

 

費馬點Q  





 +






 +






 +

3
csc:

3
csc:

3
csc πππ CcBbAa  

熱爾崗點 Ge  
csbsas −−−

1:1:1  

奈格爾點 Na  ( ) ( ) ( )csbsas −−− ::  

斯俾克點 S  ( ) ( ) ( )baaccb +++ ::  

 

   

  我們對這十個銳角三角形的特殊點描繪至三角形中發現一個很奇特的圖形，如圖所示: 

   其中外心O 、重心G 、垂心 H 的尤拉線，內心 I 、重心G 、奈格爾點 Na 的奈格爾線與

九點圓圓心 N 、斯俾克點 S ，它們剛好組成一個梯形 IONaH ，

1:2::
_______________________

== GINaGGOHG
____________

// HNaIO∴ ， 底邊
_______

NaH 是頂邊
____

IO 的兩倍，兩對角線的

交點是重心G ，兩對角線的中點是九點圓圓心 N 及斯俾克點 S ，這是我們研究面積比之

外的另一個收穫。 

 

 

 

 

 

A

O Na

N

H

CB

I

G
S

九ˋ奈格爾點( Nagel ) Na : ABC∆ 的三個傍切圓與三邊 
_____

AB ，
_____

BC ，
_____

CA  切於 NML ,, 三直線  

    
↔

AM  ，
↔

BN ，
↔

CL 交於一點 Na ，因為 1___

_____

____

____

_____

____

=
−
−

⋅
−
−

⋅
−
−

=⋅⋅
cs
as

bs
cs

as
bs

NA

CN

MC

BM

LB

AL ，由塞瓦定理

知
↔

AM  ，
↔

BN ，
↔

CL 必交於一點 Na 。 

面積比[ NaBC ]:[ NaCA ]:[ NaAB ] ( ) ( ) ( )csbsas −−−= :: ，
2

cbas ++
= (半周長) 

 

[證明]: 

由傍切圓切線段性質，我們有 asCNBL −==
___________

， bsCMAL −==
___________

， 

csBMAN −==
___________

，利用孟氏定理:

bs
b

NaN

BNa
b

as

NaN

BNa
as
bs

CA

NC

NaN

BNa

LB

AL
−

=⇒=
−

⋅⋅
−
−

⇒=⋅⋅ _______

______

________

_______

______

______

________

______

_____

_____

11  

得 s
b

BN

BNa
=______

______

， ABCa
NC

AN

BN

BNaNaABa ∆⋅⋅=∆ _____

_____

______

_______

 

ABCa
s

csABCa
b

cs
s
bNaABa ∆⋅

−
=∆

−
⋅=∆  

同理 ABCa
s

asNaBCa ∆⋅
−

==∆ ， ABCa
s

bsNaCAa ∆⋅
−

==∆  

( ) ( ) ( )csbsas
s

cs
s

bs
s

asNaABaNaCAaNaBCa −−−=
−−−

=∆∆∆ ::::::
 

因此面積比[ NaBC ]:[ NaCA ]:[ NaAB ] ( ) ( ) ( )csbsas −−−= :: ，
2

cbas ++
= (半周長) 
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