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摘要 

本研究旨在探討科學研習月刊 57-8 期中「用三湊三」的問題。意即以 3 的次方數 

(30,31,32,33,34…)用加法湊出 3 的倍數的方法數，第一步先以直接劃記的方法解題，算出其方

法數，接著利用高斯符號、組合的方式直接計算其方法數。爾後將湊出 3n 的方法數藉由觀察

數型規律進行分析探討，推論出符合數列的遞迴關係式，並以數學歸納法驗證它。我們亦進

一步延伸探討其方法數之同餘關係。  

秉著同樣的解題方向，研究以 2 的次方數(20,21,22,23,24…)用加法湊出 2 的倍數的方法數、 

4 的次方數(40,41,42,43,44…)用加法湊出 4 的倍數的方法數，然後加以驗證，最後進一步推廣到

以 m 的次方數( ...3210 mmmm 、、、 )用加法湊出 m 的倍數之方法數的解題策略、數學關係式和同

餘關係。 

  

壹、 研究動機 

     本研究源自於科學研習月刊 57-8 期中「用三湊三」的問題。說明如下：小定想要用 3 的

次方數(1,3,9,27,81…)用加法湊出 3 的倍數。比如湊成 6 有下列三種方法： 

                                        3+3 

                                     3+1+1+1  

                                  1+1+1+1+1+1 

     注意到:只要湊出來，選數字的順序不用管，即 3+1+1+1 和 1+3+1+1 是同一個方法。 

期刊中提及(1)湊出 9有五種方法，你能寫出來嗎?(2)湊出 12有七種方法，你能寫出來嗎?(3)

如果你一直試，可以算出湊出 3n(n=1,2,3,4,…)的方法數分別有 2,3,5,7,9,12,15,18,23,…。你可

以找到這個數列的規律嗎? 

     我們初始先列出 3n 的所有方法數，在研究這個問題的過程中，我們發現可以運用高中的

高斯符號性質、以及組合的概念來協助我們更快找到 3n 的方法數，我們亦透過數列的規律推

論出遞迴關係式；進一步將問題延伸挑戰，探討方法數之同餘的關係；成功推論以 m 的次方

數( ...3210 mmmm 、、、 )用加法湊出 m 的倍數之方法數的解題策略、數學關係式和同餘關係。 
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貳、 研究目的 

我們想深入探討每一個 3n 的所有方法數，並找出這個問題的一般性解法;以及延伸其方 

法數之同餘關係，進而推論到 2n、4n…的所有方法數，故我們的研究目的如下： 

一、 探討並計算以 3 的次方數(30,31,32,33,34…)用加法湊出 3 的倍數的方法數。意即計算 3n 的

所有組合方法數。 

二、 推論 3n(n=1,2,3,4,…)的所有組合方法數排成數列 2,3,5,7,9,12,15,18,23,…的規律。 

三、 數列規律性之數學遞迴關係式的驗證。 

四、 探討 3n(n=1,2,3,4,…)的所有組合方法數之同餘關係。 

五、 推論以 m 的次方數( ...3210 mmmm 、、、 )用加法湊出 m 的倍數之方法數的解題策略、數學關

係式和同餘關係。 

 

參、 研究設備及器材 

紀錄單、計算機、紙、筆、電腦、數學課本、Microsoft  Office  Word。 

 

肆、 研究過程或方法 

【研究架構】 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 4-1 研究架構 

以 3 的次方數

(30,31,32,33,34…)用加

法湊出 3 的倍數。計算

3n 的所有組合方法數 

以 m 的次方數(m0,m1,m2,m3,m4…)用加法湊出 m 的倍

數。計算每一個 mn 的所有組合方法數 

 

數學遞迴關係式 數學歸納法證明 

以 2 的次方數

(20,21,22,23,24…)用加

法湊出 2 的倍數。計算

2n 的所有組合方法數 

以 4 的次方數

(40,41,42,43,44…)用加

法湊出 4 的倍數。計算

4n 的所有組合方法數 

高斯符號 數型規律 

 

組合概念 

同餘關係 
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【數學概念和名詞定義】 

(一) )(mnfm ：定義為以 m 的次方數(m0,m1,m2,m3,…)用加法湊出 m 的 n 倍數之組合方法數。 

(二) 數列：將一些數字依序排成一列，我們稱之為數列。並以 na 表示數列中的第 n 項。 

(三) 等差數列：一個數列中，從第二項起，每一項減去前一項的差都相同，那麼這個數列   

          則稱為「等差數列」，而這個差稱為此數列的「公差」。 

(四) 遞迴關係：若一個數列的後項可由前面的項，根據某個規則(稱為遞迴關係)而推得，這 

          樣的數列稱為遞迴數列，一開始給定的項則稱為初始值。 

(五) 高斯符號：是一個數學符號，形式為方括號  x ，表示不大於（等於或小於）數 x 的最 

          大整數，即   xxx 1 。 

(六) 數學歸納法：如果一個與正整數 n 有關的敘述滿足下列兩個條件： 

(1)當 n=1 時敘述成立。 

(2)設 n=k 時敘述成立，由此可以推得 n=k+1 時敘述也成立，則此敘述對於所有正整數 

  n 都成立。 

(七) 同餘(mod)：數論中的一種等價關係，當兩個整數除以同一個正整數，若得相同餘數， 

則二整數同餘。 

 

一、 探討以 3 的次方數(1,3,9,27,81…)用加法湊出 3 的倍數 

(一) 列出 3n 的所有組合方法數 

定義 )3(3 nf 為以 3 的次方數用加法湊出 3 的 n 倍之方法數。 

1. 示例: 實際劃記如表 4-1.1 

表 4-1.1 

n 3xn 組合方法數 )3(3 nf  

1 3 1+1+1 2 

3 

2 6 1+1+1+1+1+1 3 

3+1+1+1 

3+3 

3 9 1+1+1+1+1+1+1+1+1 5 

https://zh.wikipedia.org/wiki/%E6%95%B0
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E6%95%B4%E6%95%B8
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3+1+1+1+1+1+1 

3+3+1+1+1 

3+3+3 

9 

4 12 1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1 7 

3+1+1+1+1+1+1+1+1+1 

3+3+1+1+1+1+1+1 

3+3+3+1+1+1 

3+3+3+3 

9+1+1+1 

9+3 

5 15 1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1 9 

3+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1 

3+3+1+1+1+1+1+1+1+1+1 

3+3+3+1+1+1+1+1+1 

3+3+3+3+1+1+1 

3+3+3+3+3 

9+1+1+1+1+1+1 

9+3+1+1+1 

9+3+3 

6 18 1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1 12 

3+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1 

3+3+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1 

3+3+3+1+1+1+1+1+1+1+1+1 

3+3+3+3+1+1+1+1+1+1 

3+3+3+3+3+1+1+1 

3+3+3+3+3+3 

9+1+1+1+1+1+1+1+1+1 

9+3+1+1+1+1+1+1 

9+3+3+1+1+1 

9+3+3+3 

9+9 

7 21 1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1 15 

3+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1 

3+3+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1 
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3+3+3+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1 

3+3+3+3+1+1+1+1+1+1+1+1+1 

3+3+3+3+3+1+1+1+1+1+1 

3+3+3+3+3+3+1+1+1 

3+3+3+3+3+3+3 

9+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1 

9+3+1+1+1+1+1+1+1+1+1 

9+3+3+1+1+1+1+1+1 

9+3+3+3+1+1+1 

9+3+3+3+3 

9+9+1+1+1 

9+9+3 

8 24 1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1 18 

3+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1 

3+3+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1 

3+3+3+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1 

3+3+3+3+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1 

3+3+3+3+3+1+1+1+1+1+1+1+1+1 

3+3+3+3+3+3+1+1+1+1+1+1 

3+3+3+3+3+3+3+1+1+1 

3+3+3+3+3+3+3+3 

9+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1 

9+3+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1 

9+3+3+1+1+1+1+1+1+1+1+1 

9+3+3+3+1+1+1+1+1+1 

9+3+3+3+3+1+1+1 

9+3+3+3+3+3 

9+9+1+1+1+1+1+1 

9+9+3+1+1+1 

9+9+3+3 

9 27 1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1 23 

3+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1 

3+3+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1 

3+3+3+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1 

3+3+3+3+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1 
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3+3+3+3+3+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1 

3+3+3+3+3+3+1+1+1+1+1+1+1+1+1 

3+3+3+3+3+3+3+1+1+1+1+1+1 

3+3+3+3+3+3+3+3+1+1+1 

3+3+3+3+3+3+3+3+3 

9+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1 

9+3+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1 

9+3+3+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1 

9+3+3+3+1+1+1+1+1+1+1+1+1 

9+3+3+3+3+1+1+1+1+1+1 

9+3+3+3+3+3+1+1+1 

9+3+3+3+3+3+3 

9+9+1+1+1+1+1+1+1+1+1 

9+9+3+1+1+1+1+1+1 

9+9+3+3+1+1+1 

9+9+3+3+3 

9+9+9 

27 

10 30 1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1 

+1+1+1 

28 

3+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1 

3+3+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1 

3+3+3+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1 

3+3+3+3+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1 

3+3+3+3+3+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1 

3+3+3+3+3+3+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1 

3+3+3+3+3+3+3+1+1+1+1+1+1+1+1+1 

3+3+3+3+3+3+3+3+1+1+1+1+1+1 

3+3+3+3+3+3+3+3+3+1+1+1 

3+3+3+3+3+3+3+3+3+3 

9+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1 

9+3+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1 

9+3+3+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1 

9+3+3+3+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1 

9+3+3+3+3+1+1+1+1+1+1+1+1+1 

9+3+3+3+3+3+1+1+1+1+1+1 
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9+3+3+3+3+3+3+1+1+1 

9+3+3+3+3+3+3+3 

9+9+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1 

9+9+3+1+1+1+1+1+1+1+1+1 

9+9+3+3+1+1+1+1+1+1 

9+9+3+3+3+1+1+1 

9+9+3+3+3+3 

9+9+9+1+1+1 

9+9+9+3 

27+1+1+1 

27+3 

另外 n=11~20 的部分，依實際劃記結果，如下表 4-1.2: 

表 4-1.2 

n 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

方法數 )3(3 nf  33 40 47 54 63 72 81 93 105 117 

 

(二) 利用高斯符號[ ]計算 3n 的所有組合方法數 

    由一個個實際排列中，發現若先固定某一個 n3 數，即可以利用高斯符號算出其方法數。 

1.  示例如表 4-2 

表 4-2 

n 3xn 先固定某一個 n3 數目 利用高斯符號計算 )3(3 nf  

1 3 全部都是 130   1 2 

至少一個 331  和 130   1
3

3
1









 

2 6 全部都是 130    3 

至少一個 331  和 130   2
3

6
1









 

3 9 全部都是 130   1 5 

至少一個 331  和 130   3
3

9
1









 

至少一個 932   1
3

9
2









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4 12 全部都是 130   1 7 

至少一個 331  和 130   4
3

12
1









 

至少一個 932  和 130   1
3

12
2









 

固定一個 932  和 331   1
3

912
1








 
 

5 15 全部都是 130   1 9 

至少一個 331  和 130   5
3

15
1









 

至少一個 932  和 130   1
3

15
2









 

固定一個 932  和 331   2
3

915
1








 
 

6 18 全部都是 130   1 12 

至少一個 331  和 130   6
3

18
1









 

至少一個 932  和 130   2
3

18
2









 

固定一個 932  和 331   3
3

918
1








 
 

7 21 全部都是 130   1 15 

至少一個 331  和 130   7
3

21
1









 

至少一個 932  和 130   2
3

21
2









 

固定一個 932  和 331   4
3

921
1








 
 

固定二個 932  和 331   1
3

1821
1








 
 

8 24 全部都是 130   1 18 

至少一個 331  和 130   8
3

24
1









 

至少一個 932  和 130   2
3

24
2









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固定一個 932  和 331   5
3

924
1








 
 

固定二個 932  和 331   2
3

1824
1








 
 

9 27 全部都是 130   1 23 

至少一個 331  和 130   9
3

27
1









 

至少一個 932  和 130   3
3

27
2









 

固定一個 932  和 331   6
3

927
1








 
 

固定二個 932  和 331   3
3

1827
1








 
 

至少一個 2733  和 130   1
3

27
3









 

10 30 全部都是 130   1 28 

至少一個 331  和 130   10
3

30
1









 

至少一個 932  和 130   3
3

30
2









 

固定一個 932  和 331   7
3

930
1








 
 

固定二個 932  和 331   4
3

1830
1








 
 

  固定三個 932  和 331   1
3

2730
1








 
  

至少一個 2733  和 130   1
3

30
3









 

固定一個 2733  和 331   1
3

2730
1








 
 

2. 藉由高斯符號的引入，我們可以馬上算出以 3 的次方數(1,3,9,27,81…)用加法湊出 3 的倍 

數的方法，而無須再一一的劃記。例如當 n=18 時，3xn=54，以 3 的次方數(1,3,9,27,81…)

用加法湊出 3xn=54 的方法數 )3(3 nf = )54(3f =93。高斯符號計算如下: 

1+ 







13

54
+ 








23

54
+ 







 
13

954
+ 







 
13

1854
+ 







 
13

2754
+ 







 
13

3654
+ 







 
13

4554
+ 








33

54
+ 







 
13

2754
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+ 






 
23

2754
+ 







 
13

92754
+ 







 
13

182754
 

=1+18+6+15+12+9+6+3+2+9+3+6+3=93。 

(三) 利用組合的概念 

由上述第一種和第二種方法，我們結合兩種的解題策略，發展出更快速的方法，如下

表 4-4 所示。 

表 4-4 

n 3xn 組合方法數  )3(3 nf  

5 15 1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1 1 9 

3+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1 5 

(n) 
3+3+1+1+1+1+1+1+1+1+1 

3+3+3+1+1+1+1+1+1 

3+3+3+3+1+1+1 

3+3+3+3+3 

9+1+1+1+1+1+1 1 

9+3+1+1+1 5-3 

(n-3) 
9+3+3 

7 21 1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1 1 15 

3+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1 7 

(n) 
3+3+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1 

3+3+3+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1 

3+3+3+3+1+1+1+1+1+1+1+1+1 

3+3+3+3+3+1+1+1+1+1+1 

3+3+3+3+3+3+1+1+1 

3+3+3+3+3+3+3 

9+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1 1 

9+3+1+1+1+1+1+1+1+1+1 7-3 

(n-3) 
9+3+3+1+1+1+1+1+1 

9+3+3+3+1+1+1 

9+3+3+3+3 

9+9+1+1+1 1 

9+9+3 7-2x3 

(n-2x3) 
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以此類推，歸納可得到之小結論如下: 

   小結論 

          

         

         
         ......33313321331               

..............33132131               

..............33132131               

.......33132(1311)3(

323232

333

222

3









nnn

nnn

nnn

nnnnnf

 

(四) 利用數型規律計算 3n 的所有組合方法數 

我們將湊出的方法數列成一數列，觀察數列是否存在符合的數學關係式。 

1. 我們將湊出 3n 的方法數的結果製成表格 4-5。 

表 4-5 

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

湊出 3n

的方法

數

na

 

2 3 5 7 9 12 15 18 23 28 33 40 47 54 63 72 81 93 105 117 

na

- 1na   1 2 2 2 3 3 3 5 5 5 7 7 7 9 9 9 12 12 12 

2. 由表 4-5 我們發現將

na

- 1na 中不重複數字的項可視為一個新的數列{An}，而

An:2,3,5,7,9,12…，和原數列

na

:2,3,5,7,9,12 數字是相同，如表 4-5 所示。 

3. 由表 4-5 的

na

-
1na 我們亦發現某些項存在相同的公差 d;如： 

 (1) 2a =3、 3a =5、 4a =7、 5a =9，此四數為一個公差 1d 為 2 的等差數列， 

122123 2 aaadaa   

12133134 22 aaaaadaa   

12144145 32 aaaaadaa   

(2) 5a =9、

6a

=12、 7a =15、 8a =18，此四數為一個公差 2d 為 3 的等差數列， 

    255256 3 aaadaa   

    256267 23 aaadaa   

    257278 33 aaadaa   
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(3) 8a =18、 9a =23、 10a =28、 11a =33，此四數為一個公差 3d 為 5 的等差數列， 

    388389 5 aaadaa   

    389391 0 25 aaadaa   

    381031011 35 aaadaa   

   以此類推，從第二項開始，每四項會形成一個等差數列。進一步歸納可得到~ 

   小結論 

     當

1k

時， 13  kn ，會以 na 為首項，依序四項形成一個公差 d=

ka

的等差數列。 

4. 上述 3.將方法數分割成一段段四項的等差數列，我們想再進一步推論是否存在其他數

學關係，所以我們將湊出 3n 的方法數

na

整理成下表 4-6: 

表 4-6 

1223 2 aaaa   
4111112 7 aaaa   

1334 2 aaaa   4121213 7 aaaa   

1445 2 aaaa   4131314 7 aaaa   

2556 3 aaaa   5141415 9 aaaa   

2667 3 aaaa   5151516 9 aaaa   

2778 3 aaaa   5161617 9 aaaa   

3889 5 aaaa   6171718 12 aaaa   

39910 5 aaaa   6181819 12 aaaa   

3101011 5 aaaa   6191920 12 aaaa   

  我們以等差數列為基礎，發現每一項都可以看成前一項再加上一個公差，但若改以每

三項為一組，即推論得到下列遞迴關係式: 


















 3

32

3

1

21

naaa

aa

nnn ，

、
 ，其中[ ]為高斯符號。 

(五) 數學歸納法證明 

從(四)的 4.我們推論得到一個遞迴關係式可以完整表示以 3 的次方數(1,3,9,27,81…)用

加法湊出 3 的倍數的方法數所形成的數列關係。 
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因為當 231331  knknknk 、、， 時， k
n










3
，所以我們將項數再細分為 n3 、

13 n 、 23 n ，利用遞迴關係式: 


















 3

32

3

1

21

naaa

aa

nnn ，

、
，分別推論為以下三種: 

1. 當項數為 n3 時，







 
3

3133 nnn aaa ，亦即 nnn aaa  133  

證明: 

  當 1n 時， 123 aaa  ，   5 = 3 + 2  成立 ; 

  當 2n 時， 256 aaa  ， 12 = 9 + 3  成立 ; 

  設當 kn  時， kkk aaa  133  成立， 

  則當 1 kn 時，







  
3

332333)1(3 kkkk aaaa  

                                   







  

3

)1(31)1(3 kk aa      ( 1 km ) 

                                 mm aa  13                        

                           故 mmm aaa  133   得證。  

2. 當項數為 13 n 時，







  

3

13313 nnn aaa ，亦即 nnnnn aaaaa 213313    

                                             ( nnn aaa  133 ) 

證明: 

  當 1n 時， 124 2aaa  ，   7 = 3 + 2x2  成立 ; 

  當 2n 時， 257 2aaa  ， 15 = 9 + 2x3  成立 ; 

  設當 kn  時， kkk aaa 21313    成立， 

  則當 1 kn 時，







  

3

4333431)1(3 kkkk aaaa  

                                   







 


3

133 mm aa      ( 1 km )        

mmm aaa  13  

mm aa 213    

故 mmm aaa 21313     得證。 
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3. 當項數為 23 n 時，







  

3

231323 nnn aaa ，亦即 nnnnn aaaaa 3131323    

( nnn aaa 21313   ) 

證明: 

  當 1n 時， 125 3aaa  ，   9 = 3 + 3x2  成立 ; 

  當 2n 時， 258 3aaa  ， 18 = 9 + 3x3  成立 ; 

  設當 kn  時， kkk aaa 31323    成立， 

  則當 1 kn 時， 







  
3

5343532)1(3 kkkk aaaa  

                                    







  

3

2313 mm aa     ( 1 km )         

 mmm aaa   213  

 mm aa 313         

故 mmm aaa 31323     得證。 

 

二、 探討 3n 的方法數之同餘關係 

(一) 再進一步探討倍數 n 和 3 的次方、以及 3n 的方法數的關係，所以我們整理如下表 4-7: 

 表 4-7 

n 以 3 的次方表示 n )3(3 nf  (mod3) )3(3 nf  

1 1x3
0
 2 2 

2 2x3
0
 3 0 

3 0x3
0
+1x3

1
 5 2 

4 1x30+1x31
 7 1 

5 2x3
0
+1x3

1
 9 0 

6 0x30+2x31
 12 0 

7 1x30+2x31
 15 0 

8 2x30+2x31
 18 0 

9 0x3
0
+0x3

1
+1x3

2
 23 2 

10 1x3
0
+0x3

1
+1x3

2
 28 1 

(二) 從上表發現，當 n=2、 (mod3) 0)23(3 f ，n=5、 (mod3) 0)53(3 f ， 
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n=6、 (mod3) 0)63(3 f ，n=7、 (mod3) 0)73(3 f ，n=8、 (mod3) 0)83(3 f ， 

我們選其中 n=2、5、8 討論，當 n=3t-1， (mod3) 0)1(33(3  tf 。 

我們歸納得到~ 

小結論 

)3mod(  0))13(3(3 nf  

(三) 從上表中發現，若將 j

jcccccn 3......3333 3

3

2

2

1

1

0

0  表示， i3 的係數 ic 數字

為 0、1、2。 

(四) (mod3) )3(3 nf 和 n 以 3 的次方表示時，和其係數存在一個關係。 

例如當 n=3 時， 5)9()33( 33  ff ， )3(mod2)9(3 f  

            n=3=0x30+1x31，設 c0=0、c1=1，(c0+1)( c1+1)=1x2=22(mod 3) 。 

例如當 n=8 時， 18)24()83( 33  ff ， )3(mod0)24(3 f  。 

            n=8=2x30+2x31，設 c0=2、c1=2，(c0+1)( c1+1)=3x3=90(mod 3)， 

以此類推，我們歸納得到~ 

小結論 

當 j

jcccccn 3......3333 3

3

2

2

1

1

0

0  ，則   )3mod(  1)3(
0

3 



j

i

icnf  

 

三、 探討以 2 的次方數(1,2,4,8,16…)用加法湊出 2 的倍數 

由上述探討以 3 的次方數用加法湊出 3 的倍數之經驗歷程，讓我們在研究 2n 時更加順手，

以下方法如同 3n，也藉此加以比較異同之處。 

(一) 列出 2n 的所有組合方法數 

定義 )(22 nf 為以 2 的次方數用加法湊出 2 的 n 倍之方法數。 

1. 示例: 劃記如表 4-8 

表 4-8 
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n 2xn 組合方法數 )(22 nf  

1 2 1+1 2 

2 

2 4 1+1+1+1 4 

2+1+1 

2+2 

4 

3 6 1+1+1+1+1+1 6 

2+1+1+1+1 

2+2+1+1 

2+2+2 

4+1+1 

4+2 

4 8 1+1+1+1+1+1+1+1 10 

2+1+1+1+1+1+1 

2+2+1+1+1+1 

2+2+2+1+1 

2+2+2+2 

4+1+1+1+1 

4+2+1+1 

4+2+2 

4+4 

8 

5 10 1+1+1+1+1+1+1+1+1+1 14 

2+1+1+1+1+1+1+1+1 

2+2+1+1+1+1+1+1 

2+2+2+1+1+1+1 

2+2+2+2+1+1 

2+2+2+2+2 

4+1+1+1+1+1+1 

4+4+1+1 

4+2+1+1+1+1 

4+2+2+1+1 

4+2+2+2 

4+4+2 
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8+1+1 

8+2 

另外 n=6~10 的部分，依實際劃記結果，如下表 4-8.2: 

表 4-8.2 

n 6 7 8 9 10 

方法數 20 26 36 46 60 

(二) 利用高斯符號[ ]計算 2n 的所有組合方法數 

    我們由 3n 的經驗，同樣的先固定某一個 n2 數，利用高斯符號算出另外設定的 n2 數，

推論總方法數。 

1. 示例如表 4-9 

表 4-9 

n 2xn 先固定某一個 n2 數目 利用高斯符號計算 )(22 nf  

1 2 全部都是 120   1 2 

至少一個 221  和 120   1
2

2
1









 

2 4 全部都是 120   1 4 

至少一個 221  和 120   2
2

4
1









 

至少一個 422   1
2

4
2









 

3 6 全部都是 120   1 6 

至少一個 221  和 120   3
2

6
1









 

至少一個 422  和 120   1
2

6
2









 

固定一個 422  和 221   1
2

46
1








 
 

4 8 全部都是 120   1 10 

至少一個 221  和 120   4
2

8
1









 

至少一個 422  和 120   2
2

8
2









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固定一個 422  和 221   2
2

48
1








 
 

至少一個 823   1
2

8
3









 

5 10 全部都是 120   1 14 

至少一個 221  和 120   5
2

10
1









 

至少一個 422  和 120   2
2

10
2









 

固定一個 422  和 221   3
2

410
1








 
 

固定二個 422  和 221   1
2

810
1








 
 

至少一個 823  和 120   1
2

10
3









 

固定一個 823  和 221   1
2

810
1








 
 

2. 我們發現利用高斯符號的方法，概念的運用和之前計算以 3 的次方數(1,3,9,27,81…)用

加法湊出 3 的倍數的方法是一樣的。 

  例如當 n=9 時，2xn=18，以 2 的次方數(1,2,4,8,16…)用加法湊出 2xn=18 的方法數 

)2(2 nf = )(182f =46。高斯符號計算如下: 

1+ 







12

18
+ 








22

18
+ 







 
12

418
+ 







 
12

818
+ 







 
12

1618
+ 







 
12

4218
+ 







 
12

4318
+ 







 
12

4418
+








 
12

8218
+ 








32

18
+ 








42

18
+ 







 
22

818
+ 







 

2

4818
+ 







 
22

24818
 

=1+9+4+7+5+1+5+3+1+1+2+1+2+3+1=46。 

(三) 利用組合的概念 

由 3n 的小結論，應用在 2n，結果如下表 4-10 所示。 

表 4-10 

n 2xn 組合方法數  )(22 nf  

5 10 1+1+1+1+1+1+1+1+1+1 1 14 

2+1+1+1+1+1+1+1+1 5 

(n) 
2+2+1+1+1+1+1+1 

2+2+2+1+1+1+1 
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2+2+2+2+1+1 

2+2+2+2+2 

4+1+1+1+1+1+1 1 

4+2+1+1+1+1 5-2 

(n-2) 
4+2+2+1+1 

4+2+2+2 

4+4+1+1 1 

4+4+2 5-2x2 

(n-2x2) 

8+1+1 1 

8+2 5-22 

(n-22) 

歸納可得到之小結論如下: 

 小結論 

          

         

         
         ......22312221221               

..............23122121               

..............23122121               

.......23122(1211)2(

323232

333

222

2









nnn

nnn

nnn

nnnnnf

 

(四) 利用數型規律計算 2n 的所有組合方法數 

1. 我們將由(一)或(二)所得到的結果製成表格 4-11。 

表 4-11 

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 

湊出 2n 的方法數

na

 2 4 6 10 14 20 26 36 46 60 74 94 114 140 166 

na

- 1na   2 2 4 4 6 6 10 10 14 14 20 20 26 26 

2. 由表 4-11 我們發現和 3n 一樣，將

na

- 1na 中不重複數字的項視為一個新的數列{An}， 

An:2,4,6,10,14,20,26…，和原數列

na

:2,4,6,10,14,20,26 的數字是相同。 

3. 由表 4-11 我們同樣也發現某些項存在相同的公差 d; 3n 是四數形成一等差數列，而 2n 

  則是三數形成一等差數列，如: 

 (1)

1a

=2、 2a =4、 3a =6 此三數為一個公差 1d 為 2 的等差數列， 

111112 2 aaadaa   
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122123 2 aaadaa   

 (2) 3a =6、 4a =10、 5a =14 此三數為一個公差 2d 為 4 的等差數列， 

    233234 4 aaadaa   

    234245 24 aaadaa   

   以此類推，從第一項開始，每三項會形成一個等差數列。進一步歸納可以得到~ 

   小結論 

     當

1k

、 12  kn 時，會以

na

為首項，依序三項形成一個公差 d=

ka

的等差數列。 

4. 因為上述 3.只能將方法數分割成一段段只有三項的等差數列，同樣的我們想再推論出其 

他數學關係，所以我們將湊出 2n 的方法數

na

整理成下表 4-12 : 

表 4-12 

1112 2 aaaa   59910 14 aaaa   

1223 2 aaaa   5101011 14 aaaa   

2334 4 aaaa   6111112 20 aaaa   

2445 4 aaaa   6121213 20 aaaa   

3556 6 aaaa   7131314 26 aaaa   

3667 6 aaaa   7141415 26 aaaa   

4778 10 aaaa    

4889 10 aaaa   

 我們以等差數列為基礎，同理可推論得到下列的遞迴關係式:  



















 2

2

2

1

1

naaa

a

nnn ，  ，其中[ ]為高斯符號。 

(四) 數學歸納法證明 

從 3n 的經驗，我們直接將項數再細分為 n2 、 12 n ，利用遞迴關係式: 



















 2

2

2

1

1

naaa

a

nnn ， ，分別推論為以下二種: 
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1. 當項數為 n2 時，







 

2

2122 nnn aaa ，亦即 nnn aaa  122  

證明: 

  當 1n 時， 112 aaa  ，   4 = 2 + 2  成立 ; 

  當 2n 時， 234 aaa  ， 10 = 6 + 4  成立 ; 

  設當 kn  時， kkk aaa  122  成立， 

  則當 1 kn 時，







  
2

221222)1(2 kkkk aaaa  

                             







  

2

)1(21)1(2 kk aa        ( 1 km ) 

                             mm aa  12     

故 mmm aaa  122   得證。   

2. 當項數為 12 n 時，







  

2

12212 nnn aaa ，亦即 nnnnn aaaaa 212212    

                                       ( nnn aaa  122 ) 

證明: 

  當 1n 時， 113 2aaa  ，    6 = 2 + 2x2  成立 ; 

  當 2n 時， 235 2aaa  ，  14 = 6 + 2x4  成立 ; 

  設當 kn  時， kkk aaa 21212    成立， 

  則當 1 kn 時，







  

2

3222321)1(2 kkkk aaaa  

                            







 


2

122 mm aa      ( 1 km ) 

mmm aaa  12  

mm aa 212    

故 mmm aaa 21212     得證。 

四、 探討 2n 的方法數之同餘關係 

(一) 再進一步探討倍數 n 和 2 的次方、以及 2n 的方法數的關係，整理如下表 4-13: 

 表 4-13 

1 以 2 的次方表示 n )(22 nf  (mod2) )(22 nf  
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1 1x2
0
 2 0 

2 0x20+1x21 4 0 

3 1x2
0
+1x2

1
 6 0 

4 0x2
0
+0x2

1
+1x2

2
 10 0 

5 1x20+0x21+1x22
 14 0 

6 0x20+1x21+1x22
 20 0 

7 1x20+1x21+1x22
 26 0 

8 0x2
0
+0x2

1
+0x2

2
+1x2

3
 36 0 

9 1x20+0x21+0x22+1x23
 46 0 

10 0x2
0
+1x2

1
+0x2

2
+1x2

3
 60 0 

(二) 從上表中發現， (mod2)  0 )2(2 nf ，其結果和 (mod3)   0) )13(3(3 nf 是成立的。歸

納可得到~ 

小結論 

)2mod(  0))12(2(2 nf  

(三) 從上表中發現，若將 j

jcccccn 2......2222 3

3

2

2

1

1

0

0  表示， i2 的係數 ic 數字

為 0、1。 

(四) 由 (mod3) )3(3 nf 的小結論，在此亦可成立。 

     例如當 n=3 時， 6)6()32( 22  ff ， )2(mod0)6(2 f  

  n=3=1x2
0
+1x2

1
，設 c0=1、c1=1，(c0+1)( c1+1)=2x2=40 (mod 2) 。 

小結論 

當 j

jcccccn 2......2222 3

3

2

2

1

1

0

0  ，則   )2mod(  1)(2
0

2 



j

i

icnf  

五、 探討以 4 的次方數(1,4,16,64,…)用加法湊出 4 的倍數 

    因為藉由上述 3n 和 2n 兩個問題的研究探討，我們列出 4n 的幾組組合方法數，並比較驗 

     證其結果，如表 4-14 所示。 

(一) 列出 4n 的所有組合方法數 

1. 示例: 劃記如表 4-14 
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定義 )4(4 nf 為以 4 的次方數用加法湊出 4 的 n 倍之方法數。 

表 4-14 

n 4xn 組合方法數 )4(4 nf  

1 4 1+1+1+1 2 

4 

2 8 1+1+1+1+1+1+1+1 3 

4+1+1+1+1 

4+4 

3 12 1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1 4 

4+1+1+1+1+1+1+1+1 

4+4+1+1+1+1 

4+4+4 

4 16 1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1 6 

4+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1 

4+4+1+1+1+1+1+1+1+1 

4+4+4+1+1+1+1 

4+4+4+4 

16 

5 20 1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1 8 

4+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1 

4+4+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1 

4+4+4+1+1+1+1+1+1+1+1 

4+4+4+4+1+1+1+1 

4+4+4+4+4 

16+1+1+1+1 

16+4 

(二) 利用高斯符號[ ]計算 4n 的所有組合方法數 

由上述二次經驗，這次我們決定直接利用高斯符號算出總方法數。例如當 n=5 時，

4xn=20，以 4 的次方數(1,4,16…)用加法湊出 4xn=20 的方法數 8)20()4( 44  fnf 。高

斯符號計算如下:1+ 







14

20
+ 








24

20
+ 







 
14

1620
=1+5+1+1=8。結果符合。 

(三) 利用組合的概念 

由 3n 的解題策略，應用在 4n 結果亦成立。 
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       當 n=5，     8)45(151)20()4( 44  fnf  

小結論 

          

         

         
         ......44314421441               

..............43142141               

..............43142141               

.......43142(1411)(4

323232

333

222

4









nnn

nnn

nnn

nnnnnf

 

(四) 利用數型規律計算 4n 的所有組合方法數 

1. 同理，我們製成表 4-15。 

表 4-15 

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 

湊出 4n 的方法數

na

 2 3 4 6 8 10 12 15 18 21 24 28 32 36 40 

na

- 1na   1 1 2 2 2 2 3 3 3 3 4 4 4 4 

2. 由表 4-15 我們發現和 3n、2n 一樣，將

na

- 1na 中不重複數字的項視為一個新的數列

{An}，An:2,3,4,…，和原數列

na

:2,3,4,…的數字是相同。 

3. 由表 4-15 某些項存在相同的公差 d;但是 4n 是五數形成一等差數列，如: 

   (1) 3a =4、 4a =6、 5a =8、

6a

=10、 7a =12 此五數為一個公差 1d =

1a

為 2 的等差數列， 

    (2) 8a =4、 9a =6、 10a =8、 11a =10、 12a =12 此五數為一個公差 2d = 2a 為 3 的等差數列， 

   以此類推，從第一項開始，每項會形成一個等差數列。進一步歸納可以得到~ 

  小結論 

     當

1k

，n= 14 k ，會以

na

為首，依序五項形成一個公差 d=

ka

的等差數列。 

4. 同理我們也將湊出 4n 的方法數

na

整理成下表 4-16: 

表 4-16 

1334 2 aaaa   2778 3 aaaa   

1445 2 aaaa   2889 3 aaaa   

1556 2 aaaa   29910 3 aaaa   

1667 2 aaaa   2101011 3 aaaa   

我們以等差數列為基礎，推論得到下列的遞迴關係式:  
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

















 4

432

4

1

321

naaa

aaa

nnn ，

、、
 ，其中[ ]為高斯符號。 

(四) 數學歸納法證明 

我們將項數再細分為 n4 、 14 n 、 24 n 、 34 n ，利用遞迴關係式: 



















 4

432

4

1

321

naaa

aaa

nnn ，

、、
，分別推論為以下四種: 

1. 當項數為 n4 時，







 

4

4144 nnn aaa ，亦即 nnn aaa  144  

證明: 

  當 1n 時， 134 aaa  ，   6 = 4 + 2  成立 ; 

  當 2n 時， 278 aaa  ， 15 = 12 + 3  成立 ; 

  設當 kn  時， kkk aaa  144  成立， 

  則當 1 kn 時，







  

4

443444)1(4 kkkk aaaa  

                              







  

4

)1(41)1(4 kk aa      ( 1 km ) 

                                mm aa  14        

                         故 mmm aaa  144   得證。 

2. 當項數為 14 n 時，







  

4

14414 nnn aaa ，亦即 nnnnn aaaaa 214414    

                                                    ( nnn aaa  144 ) 

證明: 

  當 1n 時， 135 2aaa  ，     8 = 4 + 2x2  成立 ; 

  當 2n 時， 279 2aaa  ，    18 = 12 + 2x3  成立 ; 

  設當 kn  時， kkk aaa 21414    成立， 

  則當 1 kn 時，







  

4

5444541)1(4 kkkk aaaa     

                           







 


4

144 mm aa       ( 1 km ) 

                                  mmm aaa  14   
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                            mm aa 214    

故 mmm aaa 21414     得證。 

3. 當項數為 24 n 時，







  

4

241424 nnn aaa ，亦即 nnnnn aaaaa 3141424    

                                                    ( nnn aaa 21414   ) 

證明: 

  當 1n 時， 136 3aaa  ，     10 = 4 + 3x2  成立 ; 

  當 2n 時， 2710 3aaa  ，   21= 12 + 3x3  成立 ; 

  設當 kn  時， kkk aaa 31424    成立， 

  則當 1 kn 時， 







  

4

6454642)1(4 kkkk aaaa  

                              







  

4

2414 mm aa     ( 1 km ) 

mmm aaa   214  

mm aa 314    

故 mmm aaa 31424     得證。 

4. 當項數為 34 n 時，







  

4

342434 nnn aaa ，亦即 nnnnn aaaaa 4142434    

                                                       ( nnn aaa 31424   ) 

證明: 

  當 1n 時， 137 4aaa  ，   12 = 4 + 4x2  成立 ; 

  當 2n 時， 2711 4aaa  ，  24= 12 + 4x3  成立 ; 

  設當 kn  時， kkk aaa 41434    成立， 

  則當 1 kn 時， 







  

4

7464743)1(4 kkkk aaaa  

                              







  

4

)3424 mm aa     ( 1 km ) 

  mmm aaa   314  

  mm aa 414    

故 mmm aaa 41434     得證。 
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六、 探討 4n 的方法數之同餘關係 

(一) 再進一步探討倍數 n 和 4 的次方、以及 4n 的方法數的關係，整理如下表 4-17:

表 4-17 

n 以 4 的次方表示 n )4(4 nf (mod4) )4(4 nf

1 1x40 2 2 

2 2x40 3 3 

3 3x4
0
 4 0 

4 0x4
0
+1x4

1
 6 2 

5 1x4
0
+1x4

1
 8 0 

6 2x40+1x41

10 2 

7 3x40+1x41

12 0 

8 0x40+2x41

15 3 

9 1x40+2x41

18 2 

10 2x40+2x41 21 1 

(二) 從上表發現，當 n=3、 (mod4) 0)3(44 f ，n=7、 (mod4) 0)7(44 f 。歸納可得到~ 

小結論 

)4mod(  0))14((44 nf

(三) 從上表中發現，若將 j

jcccccn 4......4444 3

3

2

2

1

1

0

0  表示， i4 的係數 ic 數字

為 0、1、2、3。 

(四) (mod3) )3(3 nf 的小結論，在此亦可成立。 

例如當 n=3 時， 28)12()3(4 44  ff ， )4(mod0)12(4 f

n=3=3x40，設 c0=3，(c0+1)=40 (mod 4) 。 

小結論 

當 j

jcccccn 4......4444 3

3

2

2

1

1

0

0  ，則   )4mod(  1)(4
0

4 



j

i

icnf
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一、 利用高斯符號，得到以 m 的次方數( 3210 mmmm 、、、 …)用加法湊出 m 的 n 倍數的方法數。 

計算 mxn 的方法數 )(mnfm ，其數學式子為： 

)(mnfm =
1p

pm

mn
+ 

 












 

1 1a p

p

m

ammn
+ 

 















 

1 1

1

a p

pp

m

ammmn
+…… 

例如：用 7 的次方湊成 7x10=70 的方法數為： 

)70(7f 1+ 







17

70
+ 








27

70
+ 







 
27

770
+ 







 
27

7270
+ 





 
27

7370
=1+10+1+1+1+1=15。 

二、 利用組合數的概念，得到以 m 的次方數( 3210 mmmm 、、、 …)用加法湊出 m 的 n 倍數的方

法數。 

計算 mxn 的方法數 )(mnfm ，其數學式子為： 

          

         

         
         ......31211 

..............31211 

..............31211 

.......312(111)(m

323232

333

222









mmnmmnmmn

mnmnmn

mnmnmn

mnmnmnnnfm

例如：用 7 的次方湊成 7x10=70 的方法數為：     15)710(1101)70(7 f  

三、 利用數型規律，其關係為： 

若以 na 代表湊出 mn 的方法數，我們發現數列< na >， 

1. 從 m-1 項開始，依序每(m+1)項一組會形成一個等差數列。

2. 當 1k 時，n=mk-1，會以 na 為首，依序 m+1 項形成一個公差 d= ka 的等差數列。 

例如：m=7，數列< na >代表湊出 7n 的方法數，則從 6a 為首項，依序八項形成一個公差

d= 1a 的等差數列。 

四、 遞迴關係式： 

以 na 代表湊出 mn 的方法數，我們發現數列< na >可以推論出一個遞迴關係式，如下: 























mnaaa

uazayaxa

m

nnn

m

，

、、

1

1321 ......

其中[ ]為高斯符號 

例如： na 代表湊出 7n 的方法數， 

伍、 研究結果 
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

















 7

765.432

7

1

654321

naaa

aaaaaa

nnn ，

、、、、、
其中[ ]為高斯符號 

五、 利用數學歸納法證明遞迴式的過程中，必須再將數列<

na

>中的項數細分，意即在以

na

代

表湊出 mn 的方法數中，將數列<

na

>中的每一項再分成 )1(321 ......  mmnmnmnmn aaaa 、、、、

等，然後推論得到以下關係式: 

nmnmn aaa  1  

nmnmn aaa 211    

nmnmn aaa 312    

nmnmn aaa 413    

            . 

            . 

nmnmn maaa   11)-(m  

以

na

代表湊出 mn 的方法數中 

故 nmnpmn apaa )1(1   ，其中 mp 1 、 p 為正整數。 

例如：數列<

na

>代表湊出 7n 的方法數， 

數列<

na

>中的每一項再分成 67372717 ......  nnnn aaaa 、、、、 ， 

167 aaa  、 168 2aaa  、 169 3aaa  …… 

六、 同餘關係，以 m 的次方數(
3210 mmmm 、、、

…)用加法湊出 m 的 n 倍數的方法數

)(mnfm

。 

其同餘關係如下 

1. )mod(  0))1((m mmnfm  。 

2. 當 j

jmcmcmcmcmcn ......3

3

2

2

1

1

0

0  ， im 的係數 ic 數字為 0、1、2…(m-1)。 

3. 當 j

jmcmcmcmcmcn ......3

3

2

2

1

1

0

0  ，則   )mod(  1)(m
0

mcnf
j

i

im 


  
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陸、 討論省思與未來展望 

一、 討論省思 

(一) 開始著手思考科學研習月刊 57-8 期中「用三湊三」的問題時，因為月刊上有先提及

湊出 9 有五種方法，湊出 12 有七種方法，所以先用最基本的解題策略-畫圖，然後

成功地分別找到五種方法和七種方法，然後逐次的成功劃記所有的方法數。 

(二) 在過程中，我們發現好像和「整除、因數」有相關，意即若 3n=3x5=15，我們思考

到底可以放幾個 3?幾個 9 ? 這就可以用 5
3

15
 ，可以放 5 個 3 ; 6...1

9

15
 ，可以放 1

個 9，因此利用高斯符號[ ]，和組合數的概念進行解題。 

(三) 月刊中提到湊出 3n(n=1,2,3,4,…)的方法數分別有 2,3,5,7,9,12,15,18,23,…。這個數列

的規律為何?所以我們從觀察數列著手，從聚焦在兩項之間的差和原數列相同，接著

發現數列中某幾項的差相同，找到了等差數列，觀察公差是數列中的某一項，但整

個數列並非是同一公差的等差數列，進而發現了遞迴數列，收穫如排山倒海而來呀! 

(四) 為了證明找到的遞迴關係式是正確的，因此利用數學歸納法予以證明，證實並推論

用遞迴關係式表示以 m 的次方數(
3210 mmmm 、、、

…)用加法湊出 m 的 n 方法數。 

(五) 最後將期刊中的問題進一步做延伸挑戰，藉由觀察 m 的次方數(
3210 mmmm 、、、

…)用

加法湊出 m 的 n 方法數中，討論其同餘的關係，也成功找到了關係式。 

二、 未來展望 

這一次的研究，藉由高斯符號、組合概念、以及數列規律推論得到遞迴關係式，成功計

算並推論出以 m 的次方數(
3210 mmmm 、、、

…)用加法湊出 m 的 n 倍方法數的方法，也延伸探討

了同餘的關係，但我們尚未藉由遞迴關係式成功推論出一般式，以及未將推導而獲得的同餘

關係予以證明，這將是我們後續研究的方向。 

 

柒、 參考資料 

一、 左台益(2014)。國中數學課本第四冊第一章：等差數列與等差級數。南一版。 

二、 游森棚(2018)。森棚教官的數學題。科學研習月刊，57-8，52。 

三、 游森棚(2019)。高中數學課本第二冊第一章：數列與級數。翰林版。 



作品海報 

【評語】030411  
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摘要
本研究旨在探討科學研習月刊57-8期中「用三湊三」的問題。意即以3的次

方數(30,31,32,33,34…)用加法湊出3的倍數的方法數。先以直接劃記的方法解題，
算出其方法數，接著利用高斯符號、組合的方式直接計算其方法數。爾後將湊
出3n的方法數藉由數型規律進行分析探討，推論出遞迴關係式，並以數學歸納
法驗證。亦進一步延伸探討其方法數之同餘關係。也研究以2的次方數
(20,21,22,23,24…)用加法湊出2的倍數的方法數、4的次方數(40,41,42,43,44…)用加法
湊出4的倍數的方法數，然後加以驗證，最後推廣到以m的次方數用加法湊出m
的倍數之方法數的解題策略、數學關係式和同餘關係。

壹、研究動機:
本研究源自於科學研習月刊57-8期中「用三湊三」的問題。說明如下：小定

想要用3的次方數(1,3,9,27,81…)用加法湊出3的倍數。比如湊成6有下列三種方法：
3+3、3+1+1+1 、1+1+1+1+1+1。
注意到:只要湊出來，選數字的順序不用管，即3+1+1+1和1+3+1+1是同一個方法。

貳、研究目的:
一、探討並計算以3的次方數(30,31,32,33,34…)用加法湊出3的倍數的方法數。
二、推論3n(n=1,2,3,4,…)的所有組合方法數排成數列2,3,5,7,9,12,15,18,…的規律。
三、數列規律性之數學遞迴關係式的驗證。
四、探討3n(n=1,2,3,4,…)的所有組合方法數之同餘關係。
五、推論以m的次方數( )用加法湊出m的倍數之方法數的解題策

略、數學關係式和同餘關係。

參、研究設備及器材:
紀錄單、計算機、紙、筆、電腦、數學課本、Microsoft  Office Word。

肆、研究過程及方法:
【研究架構】

 

 

 

 

 

 

 

以 3 的次方數

(30,31,32,33,34…)用加

法湊出 3 的倍數。計算

3n 的所有組合方法數 

以 m 的次方數(m0,m1,m2,m3,m4…)用加法湊出 m 的倍

數。計算每一個 mn 的所有組合方法數 

 

數學遞迴關係式 數學歸納法證明 

以 2 的次方數

(20,21,22,23,24…)用加

法湊出 2 的倍數。計算

2n 的所有組合方法數 

以 4 的次方數

(40,41,42,43,44…)用加

法湊出 4 的倍數。計算

4n 的所有組合方法數 

高斯符號 數型規律 

 

組合概念 

同餘關係 

【數學概念和名詞定義】
(一) (二)數列 (三)等差數列 (四)遞迴關係
(五)高斯符號 (六)數學歸納法 (七)同餘(mod)

一、探討以3的次方數(1,3,9,27,81…)用加法湊出3的倍數:
(一)列出3n的所有組合方法數

下表4-1.1為以直接劃記的方法計算3的倍數的所有組合方法數。
表4-1.1

我們將組合方法數的統計圖表整理如下表4-1.2
表4-1.2

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

方法數 2 3 5 7 9 12 15 18 23 28)3(3 nf   

(二)利用高斯符號[ ]計算3n的所有組合方法數
1.由一個個實際排列中，發現若先固定某一個數，即可以利用高斯符號算
出其方法數。示例如表4-2
表4-2

n 3xn 組合方法數

1 3 1+1+1 2

3

2 6 1+1+1+1+1+1 3

3+1+1+1

3+3

5 15 1+1+1+1+1+1+1
+1+1+1+1+1+1+
1+1

9

3+1+1+1+1+1+1
+1+1+1+1+1+1

3+3+1+1+1+1+1
+1+1+1+1

3+3+3+1+1+1+1
+1+1

3+3+3+3+1+1+1

3+3+3+3+3

9+1+1+1+1+1+1

9+3+1+1+1

9+3+3

n 3xn 組合方法數

5 15 1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1 1 9

3+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1 5
(n)

3+3+1+1+1+1+1+1+1+1+1

3+3+3+1+1+1+1+1+1

3+3+3+3+1+1+1

3+3+3+3+3

9+1+1+1+1+1+1 1

9+3+1+1+1 5-3
(n-3)

9+3+3

7 21 1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1 1 15

3+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1 7
(n)

3+3+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1

3+3+3+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1

3+3+3+3+1+1+1+1+1+1+1+1+1

3+3+3+3+3+1+1+1+1+1+1

3+3+3+3+3+3+1+1+1

3+3+3+3+3+3+3

9+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1 1

9+3+1+1+1+1+1+1+1+1+1 7-3
(n-3)

9+3+3+1+1+1+1+1+1

9+3+3+3+1+1+1

9+3+3+3+3

9+9+1+1+1 1

9+9+3 7-2x3
(n-2x3)

(三)由上述第一種和第二種方法，我們結合兩種的解題策略，發展出更快
速的方法。如下表4-4

表4-4

  ...3210 mmmm 、、、    

  )(mnfm    

11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

33 40 47 54 63 72 81 93 105 117

n 3xn 先固定某一個3n 數目 利用高斯符號計算

1 3 全部都是 1 2

至少一個 和

2 6 全部都是 1 3

至少一個 和

3 9 全部都是 1 5

至少一個 和

至少一個

4 12 全部都是 1 7

至少一個 和

至少一個 和

固定一個 和

130    

 331   130    

130    

 331   130    

130    

130     331   

932    

1
3

3
1









  

2
3

6
1









  

3
3

9
1









  

1
3

9
2









  

130    

)3(3 nf

)3(3 nf

2.利用高斯符號計算。例如當n=18時，3xn=54，用加法湊出3xn=54的
方法數 =93。 )3(3 nf = )54(3f   

1+ 







13

54
+ 








23

54
+ 







 
13

954
+ 







 
13

1854
+ 







 
13

2754
+ 







 
13

3654
+ 







 
13

4554
+ 








33

54
+ 







 
13

2754

+ 






 
23

2754
+ 







 
13

92754
+ 







 
13

182754
 

=1+18+6+15+12+9+6+3+2+9+3+6+3=93。 

 331     130   

 932     130   

 932     331   

4
3

12
1









  

1
3

12
2









  

1
3

912
1








 
  

以此類推，得到的小結論如下:

(四)利用數型規律計算3n的所有組合方法數
我們將湊出的方法數列成一數列，觀察數列是否存在符合的數學關係式。

3 9 1+1+1+1+1+1+1
+1+1

5

3+1+1+1+1+1+1

3+3+1+1+1

3+3+3

9

4 12 1+1+1+1+1+1+1
+1+1+1+1+1

7

3+1+1+1+1+1+1
+1+1+1

3+3+1+1+1+1+1
+1

3+3+3+1+1+1

3+3+3+3

9+1+1+1

9+3

n 3xn 組合方法數

          

         

         
         ......33313321331               

..............33132131               
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nnn
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1.我們將湊出3n的方法數的結果製成表格4-5。
表4-5

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

湊出 3n

的方法

數 na  

2 3 5 7 9 12 15 18 23 28 33 40 47 54 63 72 81 93 105 117 

na - 1na   1 2 2 2 3 3 3 5 5 5 7 7 7 9 9 9 12 12 12 

 2.由表4-5我們發現將 中不重複數字的項可視為一個新的數列{An}，而

An:2,3,5,7,9,12…，和原數列 :2,3,5,7,9,12數字是相同，如表4-5所示。

3.由表4-5的 我們亦發現某些項存在相同的公差d;如：

(1)

 na - 1na   

 na   

 na -
1na   

  2a =3、 3a =5、 4a =7、 5a =9，此四數為一個公差 1d 為 2 的等差數列， 

(2) 5a =9、 6a =12、 7a =15、 8a =18，此四數為一個公差 2d 為 3 的等差數列， 

  255256 3 aaadaa   

(3) 8a =18、 9a =23、 10a =28、 11a =33，此四數為一個公差 3d 為 5 的等差數列， 

 388389 5 aaadaa   

以此類推，從第二項開始，每四項會形成一個等差數列。進一步歸納可得到: 

4.上述3.將方法數分割成一段段四項的等差數列，我們想再進一步推論是否存在其他數學
關係，所以我們將湊出3n的方法數 整理成下表4-6
表4-6

 na   

1223 2 aaaa   
4111112 7 aaaa   

1334 2 aaaa   4121213 7 aaaa   

1445 2 aaaa   4131314 7 aaaa   

2556 3 aaaa   5141415 9 aaaa   

2667 3 aaaa   5151516 9 aaaa   

2778 3 aaaa   5161617 9 aaaa   

3889 5 aaaa   6171718 12 aaaa   

39910 5 aaaa   6181819 12 aaaa   

3101011 5 aaaa   6191920 12 aaaa   

 

(五)數學歸納法證明
從(四)的4.我們推論得到一個遞迴關係式可以完整表示以3的次方數(1,3,9,27…)用加法湊出3
的倍數的方法數所形成的數列關係。

因為當 231331  knknknk 、、， 時， k
n










3
，所以我們將項數再細分為 n3 、

13 n 、 23 n ，利用遞迴關係式: 


















 3

32

3

1

21

naaa

aa

nnn ，

、
，分別推論為以下三種: 

1. 當項數為 n3 時，







 
3

3133 nnn aaa ，亦即 nnn aaa  133  

證明: 

2. 當項數為 13 n 時，







  

3

13313 nnn aaa ，亦即 nnnnn aaaaa 213313     ( nnn aaa  133 ) 

證明: 

二、探討3n的方法數之同餘關係
(一)再進一步探討倍數n和3的次方、以及3n的方法數的關係，所以我們整理如下表4-7
表4-7

n 以 3 的次方表示 n )3(3 nf  (mod3) )3(3 nf  

1 1x30 2 2 

2 2x30 3 0 

3 0x30+1x31 5 2 

4 1x30+1x31
 7 1 

5 2x30+1x31
 9 0 

6 0x30+2x31
 12 0 

7 1x30+2x31
 15 0 

8 2x30+2x31
 18 0 

9 0x3
0
+0x3

1
+1x3

2
 23 2 

10 1x30+0x31+1x32 28 1 
 (二)從上表發現，當 n=2、 (mod3) 0)23(3 f ，n=5、 (mod3) 0)53(3 f ， 

n=6、 (mod3) 0)63(3 f ，n=7、 (mod3) 0)73(3 f ，n=8、 (mod3) 0)83(3 f ， 

我們選其中 n=2、5、8 討論，當 n=3t-1， (mod3) 0)1(33(3  tf 。 

(三)

(四)

 n=3=0x3
0
+1x3

1
，設 c0=0、c1=1，(c0+1)( c1+1)=1x2=22(mod 3) 。 

以此類推，我們歸納得到 

三、探討以2的次方數(1,2,4,8,16…)用加法湊出2的倍數
我們利用找出3的所有方法數的做法，同樣計算2的所有組合方法數。
(一)實際劃記結果，如下表4-8.2
表4-8.2

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

方法數 2 4 6 10 14 20 26 36 46 60

(二)接著利用高斯符號計算其過程
例如當n=9時，2xn=18，以2的次方數(1,2,4,8,16…)用加法湊出2xn=18的方法數=46。
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+ 
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
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
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8218
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






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



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
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+ 







 
22

818
+ 





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4818
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



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=1+9+4+7+5+1+5+3+1+1+2+1+2+3+1=46。 

(三)利用組合的概念
計算過程及方法相同，因此我們推得的結論為:

(四)利用數型規律計算2n的所有組合方法數
1.我們由上述的計算過程所得結果製成表格4-11
表4-11

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 

湊出 2n 的方法數 na  2 4 6 10 14 20 26 36 46 60 74 94 114 140 166 

na - 1na   2 2 4 4 6 6 10 10 14 14 20 20 26 26 

 2.我們發現，和3n一樣，將 中不重複數字的項視為一個新的數列{An}，
An:2,4,6,10,…，和原數列 :2,4,6,10,…的數字是相同。
3.由表4-11我們同樣也發現某些項存在相同的公差d; 3n是四數形成一等差數列，而2n
則是三數形成一等差數列。因此，從第一項開始，每三項會形成一個等差數列。進一
步歸納可以得到:

 na - 1na   

4.同樣的我們想再推論出其他數學關係，所以我們將湊出2n的方法數整理成
下表4-12 

表4-12

3. 當項數為 23 n 時，







  

3

231323 nnn aaa ，亦即 nnnnn aaaaa 3131323    ( nnn aaa 21313   ) 

證明: 

因此，我們歸納得到:

從上表中發現，若將 j

jcccccn 3......3333 3

3

2

2

1

1

0

0  表示， 
i3 的係數 ic 數字為 0、1、2。 

(mod3) )3(3 nf 和 n 以 3 的次方表示時，和其係數存在一個關係。 

例如當 n=3 時， 5)9()33( 33  ff ， )3(mod2)9(3 f  

例如當 n=8 時， 18)24()83( 33  ff ， )3(mod0)24(3 f   
   n=8=2x3

0
+2x3

1
，設 c0=2、c1=2，(c0+1)( c1+1)=3x3=90(mod 3)。  

1112 2 aaaa   59910 14 aaaa   

1223 2 aaaa   5101011 14 aaaa   

2334 4 aaaa   6111112 20 aaaa   

2445 4 aaaa   6121213 20 aaaa   

3556 6 aaaa   7131314 26 aaaa   

3667 6 aaaa   7141415 26 aaaa   

4778 10 aaaa    

4889 10 aaaa   

 同理可推論得到下列的遞迴關係式:

 


















 2

2

2

1

1

naaa

a

nnn ，   其中[ ]為高斯符號

(四)我們同樣以數學歸納法證明所得的遞迴關係式，發現也會成立。

122123 2 aaadaa  12133134 22 aaaaadaa 

，

12144145 32 aaaaadaa 

256267 23 aaadaa 

，

257278 33 aaadaa 

 3893910 25 aaadaa   ，

381031011 35 aaadaa 

 當 1n 時， 123 aaa  ，5 = 3 + 2 成立 ; 當 2n 時， 256 aaa  ，12 = 9 + 3 

成立 ;設當 kn  時， kkk aaa  133 成立， 

  則當 1 kn 時，







  
3

332333)1(3 kkkk aaaa







  

3

)1(31)1(3 kk aa    

mm aa  13 故 mmm aaa  133 得證。  

   當 1n 時， 124 2aaa  ，7 = 3 + 2x2 成立;當 2n 時， 257 2aaa  ，15 = 9 + 2x3 

成立;設當 kn  時， kkk aaa 21313   成立， 

 則當 1 kn 時，







  

3

4333431)1(3 kkkk aaaa







 


3

133 mm aa mmm aaa  13  

mm aa 213   故 mmm aaa 21313   得證。 

 當 1n 時， 125 3aaa  ，9 = 3 + 3x2 成立;當 2n 時， 258 3aaa  ，18 = 9 + 3x3 

成立;設當 kn  時， kkk aaa 31323    成立， 

 則當 1 kn 時，







  
3

5343532)1(3 kkkk aaaa







  

3

2313 mm aa mmm aaa   213  

 mm aa 313   故 mmm aaa 31323   得證。 

四、探討2n的方法數之同餘關係
計算過程與3n相同，因此，我們整理出下表4-13
表4-13

1. 當項數為 n2 時，







 

2

2122 nnn aaa ，亦即 nnn aaa  122  

證明: 

  當 1n 時， 112 aaa  ，4 = 2 + 2 成立;當 2n 時， 234 aaa  ，10 = 6 + 4 成立 ; 

 設當 kn  時， kkk aaa  122  成立， 

 則當 1 kn 時，







  
2

221222)1(2 kkkk aaaa







  

2

)1(21)1(2 kk aa mm aa  12    

故 mmm aaa  122 得證。   

2. 當項數為 12 n 時，







  

2

12212 nnn aaa ，亦即 nnnnn aaaaa 212212     ( nnn aaa  122 ) 

證明: 

當 1n 時， 113 2aaa  ，6 = 2 + 2x2 成立;當 2n 時， 235 2aaa  ，14 = 6 + 2x4 

成立;設當 kn  時， kkk aaa 21212    成立， 

mm aa 212   故 mmm aaa 21212   得證。 

  則當 1 kn 時，







  

2

3222321)1(2 kkkk aaaa







 


2

122 mm aa mmm aaa  12  

藉由上述表格，我們得到的結論為:

我們以等差數列為基礎，發現每一項都可以看成前一項再加上一個公差，但若改以每三項為一組，

即推論得到下列遞迴關係式: 


















 3

32

3

1

21

naaa

aa

nnn ，

、
   

 當 1k 時， 13  kn ，會以 na 為首項，依序四項形成一個公差 d= ka 的等差數列。 

)3mod(  0))13(3(3 nf  

 

當 j

jcccccn 3......3333 3

3

2

2

1

1

0

0  ，則   )3mod(  1)3(
0

3 



j

i

icnf  

 

          

         

         
         ......22312221221               

..............23122121               

..............23122121               

.......23122(1211)2(

323232

333

222

2









nnn

nnn

nnn

nnnnnf

 

 

)2mod(  0))12(2(2 nf  

 

當 1k 、 12  kn 時，會以 na 為首項，依序三項形成一個公差 d= ka 的等差數列。 

n 以 2 的次方表示 n )(22 nf  (mod2) )(22 nf  

1 1x20 2 0 

2 0x20+1x21 4 0 

3 1x20+1x21 6 0 

4 0x20+0x21+1x22
 10 0 

5 1x20+0x21+1x22
 14 0 

6 0x20+1x21+1x22
 20 0 

7 1x20+1x21+1x22
 26 0 

8 0x20+0x21+0x22+1x23
 36 0 

9 1x20+0x21+0x22+1x23
 46 0 

10 0x20+1x21+0x22+1x23
 60 0 

 



一、左台益(2014)。國中數學課本第四冊第一章：等差數列與等差級數。南
一版。

二、游森棚(2018)。森棚教官的數學題。科學研習月刊，57-8，52。
三、游森棚(2019)。高中數學課本第二冊第一章：數列與級數。翰林版。

柒、參考資料

陸、討論省思與未來展望
一、討論省思
(一)我們一開始利用最基本的解題策略-畫圖，依序找出9及12的所有組

合方法數。
(二)接著發現似乎和[因數、倍數}相關，意即若3x5=15，可以放5個3；

可以放1個9，15/3=5，15/9=1…6，利用高斯符號[ ]及組合數計算。
(三)3n的方法數分別有2,3,5,7,9,12,…。我們觀察數列，發現兩項之間的差和

原數列相同，接著發現數列中某幾項的差相同，找到了等差數列。公差
是數列中的某一項，但整個數列並非是同一公差的等差數列，進而發現
了遞迴數列。

(四)為了證明找到的遞迴關係式，我們利用數學歸納法證明，發現都會成立。
(五)最後，討論其同餘關係，找到關係式。
二、未來展望
我們尚未藉由遞迴關係式成功推論出一般式，以及未將推導而獲得的同餘關
係予以證明，這將是我們後續研究的方向。

其同餘關係如下 

1. )mod(  0))1((m mmnfm  。 

2. 當 j

jmcmcmcmcmcn ......3

3

2

2

1

1

0

0  ， im 的係數 ic 數字為 0、1、2…(m-1)。 

3. 當 j

jmcmcmcmcmcn ......3

3

2

2

1

1

0

0  ，則   )mod(  1)(m
0

mcnf
j

i

im 


  

 

六、同餘關係，以m的次方數( )用加法湊出m的n倍數的方法數。

例如：數列< na >代表湊出 7n 的方法數， 

數列< na >中的每一項再分成 67372717 ......  nnnn aaaa 、、、、 ， 

167 aaa  、 168 2aaa  、 169 3aaa  …… 

以 na 代表湊出 mn 的方法數中 

故 nmnpmn apaa )1(1   ，其中 mp 1 、 p 為正整數。 

 

五、利用數學歸納法證明遞迴式的過程中，必須將數列< >中的項數細分，
意即在以 代表湊出mn的方法數中，將數列< >中的每一項再分成

等，然後推論得到以下關係式: 

以 na 代表湊出 mn 的方法數，我們發現數列< na >可以推論出一個遞迴關係式，如下: 























mnaaa

uazayaxa

m

nnn

m

，

、、

1

1321 ......

 其中[ ]為高斯符號 

 

四、遞迴關係式：

若以 na 代表湊出 mn 的方法數，我們發現數列< na >， 

1. 從 m-1 項開始，依序每(m+1)項一組會形成一個等差數列。 

2. 當 1k 時，n=mk-1，會以 na 為首，依序 m+1 項形成一個公差 d= ka 的等差數列。 

 

三、利用數型規律，其關係為：

例如：用 7 的次方湊成 7x10=70 的方法數為：     15)710(1101)70(7 f  

計算 mxn 的方法數 )(mnfm ，其數學式子為： 

          

         

         
         ......31211               

..............31211               

..............31211               

.......312(111)(m

323232

333

222









mmnmmnmmn

mnmnmn

mnmnmn

mnmnmnnnfm

 

 

二、利用組合數的概念，得到以m的次方數( …)用加法湊出m的n倍數的方法數。

例如：用 7 的次方湊成 7x10=70 的方法數為： 

)70(7f 1+ 







17

70
+ 








27

70
+ 







 
27

770
+ 







 
27

7270
+ 







 
27

7370
=1+10+1+1+1+1=15。 

計算 mxn 的方法數 )(mnfm ，其數學式子為： 

)(mnfm =
1p

pm

mn
+ 

 












 

1 1a p

p

m

ammn
+ 

 















 

1 1

1

a p

pp

m

ammmn
+…… 

 

一、利用高斯符號，得到以m的次方數( …)用加法湊出m的n倍數的方法數。

伍、研究結果

(二)從上表發現，當 n=3、 (mod4) 0)3(44 f ，n=7、 (mod4) 0)7(44 f 。歸納可得到~ 

n 以 4 的次方表示 n )4(4 nf  (mod4) )4(4 nf  

1 1x40 2 2 

2 2x40 3 3 

3 3x40 4 0 

4 0x40+1x41
 6 2 

5 1x40+1x41
 8 0 

6 2x40+1x41
 10 2 

7 3x40+1x41
 12 0 

8 0x4
0
+2x4

1
 15 3 

9 1x40+2x41
 18 2 

10 2x40+2x41 21 1 
 

六、探討4n的方法數之同餘關係
(一)進一步探討倍數n和4的次方、以及4n的方法數的關係，整理如表4-17
表4-17

 na   
 na   

 )1(321 ......  mmnmnmnmn aaaa 、、、、     
na   

例如：m=7，數列< na >代表湊出 7n 的方法數，則從 6a 為首項  

 依序八項形成一個公差 d= 1a 的等差數列。 

 3210 mmmm 、、、 …  

五、探討以4的次方數(1,4,16,64,…)用加法湊出4的倍數
(一) 我們同樣以一一劃記的方式找4n的所有組合方法數。結果如表4-14所示。
表4-14

n 1 2 3 4 5

方法數 2 3 4 6 8

(二)接著，我們藉由之前的經驗，直接利用高斯符號計算組合方法數。
例如當n=5時，4xn=20，以4的次方數(1,4,16…)用加法湊出4xn=20的方法數

計算過程如下: 8)20()4( 44  fnf 。 

 1+ 







14

20
+ 








24

20
+ 







 
14

1620
=1+5+1+1=8。  

(三)利用組合的概念

當 n=5，     8)45(151)20()4( 44  fnf  

(四)利用數型規律計算4n的所有組合方法數
1.利用3n及2n相同的道理，我們整理了表格4-15
表4-15

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 

湊出 4n的方法數 na  2 3 4 6 8 10 12 15 18 21 24 28 32 36 40 

na - 1na   1 1 2 2 2 2 3 3 3 3 4 4 4 4 

 2.由表4-15我們發現和3n、2n一樣，將 中不重複數字的項視為一個新的
數列{An}，An:2,3,4,…，和原數列 :2,3,4,…的數字是相同。
3. 由表4-15某些項存在相同的公差d;但是4n是五數形成一等差數列，如:

 na - 1na   

 na   

(1) 3a =4、 4a =6、 5a =8、 6a =10、 7a =12 此五數為一個公差 1d = 1a 為 2 的等差數列， 
(2) 8a =4、 9a =6、 10a =8、 11a =10、 12a =12 此五數為一個公差 2d = 2a 為 3 的等差數列， 

以此類推，從第一項開始，每項會形成一個等差數列。進一步歸納可以得到:

4.我們也將湊出4n的方法數整理成下表4-16:
表4-16

1334 2 aaaa   2778 3 aaaa   

1445 2 aaaa   2889 3 aaaa   

1556 2 aaaa   29910 3 aaaa   

1667 2 aaaa   2101011 3 aaaa   

 我們以等差數列為基礎，推得下列的遞迴關係式:

 


















 4

432

4

1

321

naaa

aaa

nnn ，

、、
   其中[ ]為高斯符號。 

(四)數學歸納法證明
我們將項數再細分為 n4 、 14 n 、 24 n 、 34 n ，利用遞迴關係式:  



















 4

432

4

1

321

naaa

aaa

nnn ，

、、
   

利用3n及2n相同的解題方式，發現也全都會成立。

1. 當項數為 n4 時，







 

4

4144 nnn aaa ，亦即 nnn aaa  144  

證明: 

2.當項數為 14 n 時，







  

4

14414 nnn aaa ，亦即 nnnnn aaaaa 214414     ( nnn aaa  144 ) 

證明: 

 當 1n 時， 134 aaa  ，6 = 4 + 2 成立;當 2n 時， 278 aaa  ，15 = 12 + 3 成立 ; 

  設當 kn  時， kkk aaa  144 成立， 

則當 1 kn 時，







  

4

443444)1(4 kkkk aaaa







  

4

)1(41)1(4 kk aa mm aa  14   

故 mmm aaa  144 得證。 

當 1n 時， 135 2aaa  ，8 = 4 + 2x2 成立;當 2n 時， 279 2aaa  ，18 = 12 + 2x3 

成立;設當 kn  時， kkk aaa 21414    成立， 

則當 1 kn 時，







  

4

5444541)1(4 kkkk aaaa







 


4

144 mm aa mmm aaa  14   

mm aa 214   故 mmm aaa 21414   得證。 

3. 當項數為 24 n 時，







  

4

241424 nnn aaa ，亦即 nnnnn aaaaa 3141424    ( nnn aaa 21414   ) 

證明: 

 當 1n 時， 136 3aaa  ，10 = 4 + 3x2 成立;當 2n 時， 2710 3aaa  ，21= 12 + 3x3 

成立;設當 kn  時， kkk aaa 31424   成立， 

  則當 1 kn 時， 







  

4

6454642)1(4 kkkk aaaa







  

4

2414 mm aa mmm aaa   214  

mm aa 314   故 mmm aaa 31424   得證。 

nmnmn aaa  1 、 nmnmn aaa 211   、 nmnmn aaa 312    

nmnmn aaa 413   、 nmnmn maaa   11)-(m  

(四)

 n=3=3x4
0
，設 c0=3，(c0+1)=40 (mod 4) 。 

例如當 n=3 時， 28)12()3(4 44  ff ， )4(mod0)12(4 f  

(mod3) )3(3 nf 的小結論，在此亦可成立。 

(三)

為 0、1、2、3。 

從上表中發現，若將 j

jcccccn 4......4444 3

3

2

2

1

1

0

0  表示， i4 的係數 ic 數字 

4. 當項數為 34 n 時，







  

4

342434 nnn aaa ，亦即 nnnnn aaaaa 4142434    ( nnn aaa 31424   ) 

證明: 

當 1n 時， 137 4aaa  ，12 = 4 + 4x2 成立;當 2n 時， 2711 4aaa  ，24= 12 + 4x3 

成立 ;設當 kn  時， kkk aaa 41434   成立， 

  則當 1 kn 時， 







  

4

7464743)1(4 kkkk aaaa







  

4

)3424 mm aa mmm aaa   314  

mm aa 414   故 mmm aaa 41434   得證。 

例如： na 代表湊出 7n 的方法數， 



















 7

765.432

7

1

654321

naaa

aaaaaa

nnn ，

、、、、、
其中[ ]為高斯符號 

          

         

         
         ......44314421441               

..............43142141               

..............43142141               

.......43142(1411)(4

323232

333

222

4









nnn

nnn

nnn

nnnnnf

 

 

 當 1k ，n= 14 k ，會以 na 為首，依序五項形成一個公差 d= ka 的等差數列。 

)4mod(  0))14((44 nf  

 

當 j

jcccccn 4......4444 3

3

2

2

1

1

0

0  ，則   )4mod(  1)(4
0

4 



j

i

icnf  
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