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摘要 

有n個袋子，每袋都有球，從球數最多的袋子中，取出和球數最少的袋子數量相同的球，

放置球數最少的袋子中。反覆取放多次後，直到每個袋子的球數皆相同，即為平衡狀態。討

論球數與袋子之間的關係為何，才能有機會達平衡狀態。能得知需經幾次移動才能達平衡狀

態（取放一次稱為移動一次）。 

 

 

壹、 研究動機 

有一天在圖書館閱讀到科學教育月刊，有一個的數學遊戲讓我們感到興趣。將兩堆小石

子移動成數量相等狀態：「有左、右兩堆小石子，移數動這些小石子，每次都從數量較多的

那一堆拿出當下較少那堆之個數的小石子，將其放到數量較少的那堆，反覆進行這種動作，

直到兩堆小石子數目相等。」一定能移動成兩堆數量相等嗎？若可以，需要多少次的移動？

以此類堆，在三個袋子中，取放的方式為從數量最多的拿取和當下數量最少相同數量的石子，

將其放入數量最少的那堆。 

第十三屆 PMWC 世界邀請賽隊際競賽試題： 

有兩盒珠子，其中在 A 盒內珠子的數目介於 133 顆與 200 顆之間，現在進行以下的操

作： 

步驟 1 從 A 盒中取出與 B 盒中相同數量的珠子加入 B 盒中 

步驟 2 從 B 盒中取出與 A 盒中現有珠子數量相同的珠子加入 A 盒中 

步驟 3 從 A 盒中取出與 B 盒中現有珠子數量相同的珠子加入 B 盒中 

步驟 4 從 B 盒中取出與 A 盒中現有珠子數量相同的珠子加入 A 盒中 

步驟 5 從 A 盒中取出與 B 盒中現有珠子數量相同的珠子加入 B 盒中 

經過這五步驟的操作後，A、B 兩盒內的珠子數量恰好相同。請問 A 盒內原來有多少顆

珠子？ 

此外，我們也好奇三袋以相同的取法是否可以達到每袋數量相同？如果可以那 n 袋情

況呢？ 
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貳、研究目的 

一、觀察、討論兩個袋子的情況下，有機會達到平衡的球數關係。 

二、觀察、討論三個袋子的情況下，有機會達到平衡的球數關係。 

三、觀察、討論兩個袋子達平衡時，球需移動的次數。 

四、觀察、討論三個袋子達平衡時，球需移動的次數。 

 

參、研究過程及方法 

一、欲達平衡狀態的條件討論 

 平衡狀態定義:( 𝑎𝑎, 𝑏𝑏) → ⋯ → (∝,𝛽𝛽) ，其中∝ = 𝛽𝛽時稱此時為平衡狀態 

（一）觀察兩袋可以達到平衡狀態  

兩袋的球數和一定要偶數才有機會達到平衡狀態。若兩袋球數和為 S ，兩

袋的球數以 ),( ba 表示，其中 ba ≤ 。 

 ),( ba  

4 (1,3) 

6 ╳ 

8 (1,7),(2,6),(3,5) 

10 ╳ 

12 (3,9) 

14 ╳ 

16 (1,15),(2,14),(3,13),(4,12),(5,11),(6,10),(7,9) 

18 ╳ 

20 (5,15) 

22 ╳ 

24 (3,21),(6,18),(9,15) 

26 ╳ 

28 (7,21) 

30 ╳ 

32 (1,31),(2,30),(3,29),(4,28),(5,27),(6,26),(7,25)… 
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觀察得知：兩袋中球數和為
n2 時，經反覆規律取放球的步驟後，才有機會達

到平衡狀態，此時每袋各有球數
12 −n
個。 

 

（二）觀察三袋可以達到平衡狀態 

三袋的球數和一定要是 3 的倍數才有機會達到平衡狀態。若三袋球數和為

S ，三袋的球數以 ),,( cba 表示，其中 cba ≤≤ 。 

S  ),,( cba   

6 (1,2,3) 

9 ╳ 

12 (1,1,10),(1,2,9),(1,3,8),(1,4,7),(1,5,6),(2,3,7)… 

15 ╳ 

18 (3,6,9) 

21 ╳ 

24 (1,1,22),(1,2,21),(1,3,20),(1,4,19),(1,5,18)… 

27 ╳ 

30 (5,10,15) 

33 ╳ 

36 (6,12,18),(3,3,30),(3,6,27),(3,9,24),(3,15,18)… 

39 ╳ 

42 (7,14,21) 

45 ╳ 

48 (1,1,46),(1,2,45),(1,3,44),(1,4,43),(1,5,42),(1,6,41)… 

觀察得知：三袋中球數和為 n23× 時，經反覆規律取球的步驟後，才有機會達

到平衡狀態，此時每袋各有球 n2 個。 

 

（三）兩袋模組欲達平行狀態之推論 

兩個袋子，其袋子中球數和為2 × 2𝑘𝑘個時，經反覆規律取放球的步驟後，

一定可以達到平衡狀態，每袋各有球
k2 個。 

兩個袋子中球數依序為𝑎𝑎, 𝑏𝑏，以(𝑎𝑎, 𝑏𝑏)表示，其中𝑎𝑎 ≤ 𝑏𝑏，𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 = 2 × 2𝑘𝑘。 

證明： 
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假設平衡前一步兩袋球數依序為 11, −− mm ba ，其模組以 ),( ba 表示兩袋每步

取放球後，球數的關係如下：  

→→→→ −− ),(),(),( 1111 mm bababa  平衡狀態， 

則 ),2(),( 11111 −−−−− −→ mmmmm ababa ， ),2( 111 −−− − mmm aba 必為平衡狀態， 

3:1:32 1111111 =⇒=⇒−= −−−−−−− mmmmmmm babaaba 。 

因此得知 ba + 必為偶數，所以分成兩情況： 

1. ba , 都是偶數。 

2. ba , 都是奇數。 

（1）若




=
=

qb
pa

2
2

，則經第一步後得 )22,22(),( pqppba −+→ ，此時兩袋球數

必為 2 的倍數，比如： (4,10) → (8,6) → (2,12)。所以兩袋皆為偶數時，

經取放球後，兩袋的球數比，必可以提出 2 的倍數。 

（2）若




+=
+=
12
12

qb
pa

，則經第一步後得 )22,222(),( pqppba −++→ ，此時兩

袋球數必為 2 的倍數。所以兩袋皆為奇數時，經取放球後，兩袋的球數

比，必可以提出 2 的倍數。 

由（1）（2）得知，兩袋模組的取放球，每一步都可提出 2 的倍數。 

 

→→→→ −−
− m

mm
m bababa ),(),(),( 11

12
11

1
 平衡狀態， ), ( ba

經m 步的取放球後達到平衡。則平衡前一步 2
11 231 =+=+ −− mm ba ，平衡

前二步 32 222 22 =×=+⇒ −− mm ba ，平衡前三步 42 33 =+⇒ −− mm ba ，平衡前

四步 5
4 2 4 =+⇒ −− mbam ，以此類推 12 +=+⇒ mba 。 

所以，兩袋球數的和為
m22× 時，經反覆規律取球的步驟後，才有

機會達到平衡狀態。 

 

   （四）欲達平衡狀態三袋模組之推論 

),,( cba 三袋取放球達平衡狀態前，務必其中一袋將先達平衡狀態，最後

僅剩下兩袋的取放模式。 

 →→→→ ),,(),,(),,( 2
111

1
rrr

r cbacbacba 其中 rb 為平衡狀態，

接著取放球的步驟，即視為兩袋模組， 
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繼續移動 →→→→ +++ ),,(),,(),,( 1-m1-m1-m111 cbacbacba rrrrrr  平衡狀態，由

（三）兩袋模組之推論得知， m
rr ca 22×=+ 則 m

rb 2= mcba 23 ×=++⇒ 。 

所以，三袋球數的和為
m23× 時，經反覆規律取球的步驟後，才有機會

達到平衡狀態。 

【 n袋模組推論】 

以此類推， 
n個袋子中，各袋球數依序為 naaaa ,,,, 321 ⋅⋅⋅ ， 

以 ),,,,( 321 naaaa ⋅⋅⋅ 表示，其中 naaaa ≤⋅⋅⋅≤≤≤ 321 ，  

k
n naaaa 2321 ×=+⋅⋅⋅+++ ，經反覆規律取放球的步驟後，才有機會達到

平衡狀態。 

 

 

二、欲達平衡狀態的移動次數討論 

（一）觀察兩袋模組達平衡時移動的次數 

觀察兩袋模組 ),( ba 達平衡狀態，所需移動的次數（取放一次稱為移動一次）。

以 )22,,( nbaf × 表示達平衡所需移動的次數，其中 ba ≤ ， nbaS 22×=+= 。 

1224 ×==S  

)22,,( 1×baf  ),( ba  

1 (  1,  3) 

2228 ×==S  

)22,,( 2×baf  ),( ba  

1 (  2,  6) 

2 (  1,  7),(  3,  5) 

32216 ×==S  

)22,,( 3×baf  ),( ba  

1 (  4,12) 

2 (  2,14),(  6,10) 

3 (  1,15),(  3,13),(  5,11),(  7, 9) 
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42232 ×==S  

)22,,( 4×baf  ),( ba  

1 (  8,24) 

2 (  4,28),(12,20) 

3 (  2,30),(  6,26),(10,22),(14,18) 

4 (  1,31),(  3,29),(  5,27),(  7,25),(  9,23),(11,21),(13,19),(15,17) 

52264 ×==S  

)22,,( 5×baf  ),( ba  

1 (16,48) 

2 (  8,56),(24,40) 

3 (  4,60),(12,52),(20,44),(28,36) 

4 (  2,62),(  6,58),(10,54),(14,50),(18,46),(22,42),(26,38),(30,34) 

5 
(  1,63),(  3,61),(  5,59),(  7,57),(  9,55),(11,53),(13,51),(15,49) 

(17,47),(19,45),(21,43),(23,41),(25,39),(27,37),(29,35),(31,33) 

觀察得知：兩袋中球數和為 n22× 時，兩袋模組欲達平衡狀態，需移動的次數

為 knbaf n −=× )22,,( 次，其中 ba ≤ ，若 ba , 的最大公因數為 k2 ，

kba 2),( = 。 

（二）兩袋模組移動次數推論 

兩袋模組m 次移動後，球數的比 ),( mm ba ，其中 mm ba ≤  

)1,1()3,1(),(),(),( 2
11

1 →→→→→→  mm
m bababa  

1.若 ∈ba, 奇數 





+=
+=
12
12

qb
pa

，則經第一步移動後得，此時兩袋球數必為 2 倍數。 

)22,,(1)22,,( 1
11

−×+=× nn bafbaf ，同理可推   

)22,,()22,,( mn
mm

n bafmbaf −×+=× ， 

所以 nfnbaf nnn =×+=× − )22,1,1()22,,(  。 

2.若 kba 2),( =  







=

=

qb
pa

k

k

2
2

，其中 qp, 互質，則 nba 22×=+ nkk qp 2222 ×=+⇒ ，  
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 qpqpba kk :)2(:)2(: =××= knqp −×=+⇒ 22 ， 

 )22,,()22,,( knn qpfbaf −×=×⇒ 。 

由 1 得知 )22,1,1()22,,( )()( knknkn fknqpf −−−− ×+−=× ， 

所以 knbaf n −=× )22,,( 。 

若 pa k ×= 2 ，又 nba 22×=+ ，則 qpb kkn ×=×−= + 1222 1 ，其 

⇒≥ kk1 ba, 的最大公因數必為 k2 ， kba 2),( = 。 

若 kba 2),( = ， ba ≤ ， nba 22×=+ ，其中 ba, 為兩袋球數比， 兩袋模

組欲達平衡狀態，需移動的次數為 )22,,( nbaf × ， ),( ba 移動後均可以達到

平衡狀態。則 knbaf n −=× )22,,( 。 

 

   （三）觀察三袋模組移動的達平衡時次數 

觀察三袋模組 ),,( cba 達平衡狀態，所需移動的次數（取放一次稱為移動一

次）。以 )23,,,( ncbaf × 表示達平衡所需移動的次數，其中 cba ,, 為三袋個別球數，

cba ≤≤ ， ncbaS 23×=++= 。 

 

123 6 ×==S  

)23,,,( 1×cbaf  ),,( cba  

1 (  1,  2,  3) 

2 (  1,  1,  4) 

22312 ×==S  

)23,,,( 2×cbaf  ),,( cba  

1 (  2,  4,  6) 

2 (  1,  4,  7),(  2,  2,  8),(  3,  4,  5) 

3 (  1,  2,  9),(  2,  3,  7),(  2,  5,  5) 

4 (  1,  1,10),(  1,  3,  8),(  1,  5,  6) 

無法平衡 (  3,  3,  6) 

32324 ×==S   

)23,,,( 3×cbaf  ),,( cba  

1 (  4,  8,12) 
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2 (  2,  8,14),(  4,  4,16),(  6,  8,10) 

3 
(  2,  4,18),(  1,  8,15),(  3,  8,13),(  5,  8,11),(  7,  8,  9), 

(  3,10,11),(  4,  6,12),(  4,10,10),(  5,  6,13) 

4 
(  2,  2,20),(  1,  4,19),(  3,  4,17),(  4,  5,15),(  4,  7,13), 

(  4,  9,11),(  2,  6,16),(  2,10,12),(  3,  5,16) 

5 
(  1,  2,21),(  2,  3,19),(  2,  5,17),(  2,  7,15),(  2,  9,13), 

(  2,11,11),(  1,  6,17),(  1,10,13) 

6 
(  1,  1,22), ( 1,  3,20),(  1,  5,18),(  1,  7,16),(  1,  9,14), 

(  1,11,12),(  5,  6,37) 

無法平衡 

(  3,  3,18),(  3,  6,15),(  3,  7,14),(  3,  9,12),(  5,  5,14), 

(  5,  7,12),(  5,  9,10),(  6,  6,12),(  6,  7,11),(  6,  9,  9), 

(  7,  7,10) 

42348 ×===S  

)23,,,( 4×cbaf  ),,( cba  

1 (  8,16,24) 

2 (  4,16,28),(  8,  8,32),(12,16,20) 

3 
(  2,16,30),(  4,  8,36),(  8,12,28),(  8,20,20),(14,16,18), 

(10,16,22),(  6,20.22),(10,12,26),(  6,16,26) 

4 

(  2,  8,38),(  3,16,29),(  4,  4,40),(  4,12,32),(  4,20,24), 

(  5,16,27),(  6,10,32),(  7,18,23),(  8,10,30),(  3,20,25), 

(  8,14,26),(  8,18,22),(  9,14,25),(  9,16,23),(11,16,21), 

(13,16,19),(15,16,17),(  1,16,31),(  6,  8,34),(  5,12,31), 

(  3,22,23) 

5 

(  2,  4,42),(  2,12,34),(  2,20,26),(  3,  8,37),(  3,10,35), 

(  4,  6,38),(  4,10,34),(  4,14.30),(  4,18,26),(  5,  6,37), 

(  5,  8,35),(  7,  8,33),(  7,  9,32),(  8,  9,31),(  8,11,29), 

(  8,13,27),(  8,15,25),(  8,17,23)(  8,19,21),(  4,22,22), 

(13,14,21),(11,18,19) 

6 
(  2,  2,44),(  2,  6,40),(  2,10,36),(  2,14,32),(  2,18,28), 

(  2,22,24),(  3,  4,41),(  3,  5,40),(  4,  5,39),(  4,  7,37), 
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(  4, 9,35),(  4,11,33),(  4,13,31),(  4,15,29),(  4,17,27), 

(  4,19,25),(  4,21,23),(  1,  4,43),(  1,12,35),(  1,20,27), 

(  7,13,28)(  9,11,28),(  9,19,20), 

7 

(  2,  3,43),(  2,  5,41),(  2,  7,39),(  2,  9,37),(  2,11,35), 

( 2,13,33),(  2,15,31),(  2,17,29),(  2,19,27),(  2,21,25), 

(  2,23.23),(  2,19,27),(  2,21,25),(  2,23,23)(  1,  6,41), 

(  1,10,37),(  1,14,33),(  1,18,29),(  1,22,25),(10,19,19) 

8 

(  1,  1,46),(  1,  3,44),(  1,  5,42),(  1,  7.40),(  1,  9,38), 

(  1,11,36),(  1,13,34),(  1,15,32),(  1,17,30),(  1,19,28), 

(  1,21,26),(  1,23,24) 

無法平衡 

(  3,  3,42),(  3,  6,39),(  3,  7,38),(  3,  9,36),(  3,11,34), 

(  3,12,33).(  3,13,32),(  3,14,31),(  3,15,30),(  3,17,28), 

(  3,18,27),(  3,19,26),(  3,21,24),(  5,  5,38),(  5,  7,36), 

(  5,  9,34),(  5,10,33),(  5,11,32),(  5,13,30),(  5,14,29), 

(  5,15,28),(  5,17,26),(  5,18,25),(  5,19,24),(  5,20,23), 

(  5,21,22),(  6,  6,36),(  6,  7,35),(  6,  9,33),(  6,11,31), 

(  6,12,30),(  6,13,29),(   6,14,28),(  6,15,27),(  6,17,25), 

(  6,18,24),(  6,19,23),(  6,21,21),(  7,  7,34),(  7,10,31), 

(  7,11,30),(  7,12,29),(  7,14,27),(  7,15,26),(  7,16,25), 

(  7,17,24),(  7,19,22),(  7,20,21),(  9,  9,30),(  9,10,29), 

(  9,12,27),(  9,13,26),(  9,15,24),(  9,17,22),(  9,18,21), 

(10,10,28),(10,11,27),(10,13,25),(10,14,24),(10,15,23), 

(10,17,21),(10,18,20),(11,11,26),(11,12,25),(11,13,24), 

(11,14,23),(11,15,22),(11,17,20),(12,12,24),(12,13,23), 

(12,14,22),(12,15,21),(12,17,19),(12,18,18),(13,13,22), 

(13,15,20),(13,17,18),(14,14,20),(14,15,19),(14,17,17), 

(15,15,18) 

52396 ×==S  

)23,,,( 5×cbaf  ),,( cba  

1 (16,32,48) 



10 
 

2 (24,32,40),(8,32,56),(16,16,64) 

3 
(4,32,60),(28,32,36),(8,16,72),(20,32,44),(20,24,52), 

(12,32,52),(12,40,44),(16,24,56),(16,40,40) 

4 

( 2,32,62),( 4,16,76),( 6,32,58),( 6,40,50),( 6,44,46), 

(30,32,34),( 8, 8,80),(26,32,38),(  8,24,64),(  8,40,48), 

(10,24,62),(10,32,54),(12,16,68),(12,20,64),(14,32,50), 

(14,36,46),(18,32,46),(18,28,50),(16,20,60),(16,28,52), 

(16,36,44) 

5 

(  1,32,63),(  2,16,78),(  3,32,61),(  3,40,53),(  3,44,49), 

(  3,46,47),( 4, 8,84),(  4,24,68),(  4,40,52),(  5,24,67), 

(  5,32,59),(  6,16,74),(  6,20,70),(31,32,33),(27,32,37), 

(  7,32,57),(  7,36,53),(26,28,42),(  8,12,76),(25,32,39), 

(25,28,43),(  8,20,68),(23,36,37),(  8,28,60),(23,32,41), 

(  8,36,52),(22,36,38),(21,32,43),(  8,44,44),(21,22,53), 

( 9,28,59),( 9,32,55),(10,12,74),(10,16,70),(11,32,53), 

(11,42,43),(13,32,51),(13,38,45),(14,16,66),(14,18,64), 

(19,32,45),(19,26,51),(15,32,49),(15,34,47),(16,18,62), 

(16,22,58),(17,32,47),(16,26,54),(17,30,49),(16,30,50), 

(16,34,46),(16,38,42) 

6 

(  1,16,79),(  2,  8,86),(  2,24,70),(  2,40,54),(  3,16,77), 

(  3,20,73),(  4,  4,88),(  4,12,80),(  4,20,72),(  4,28,64), 

(  4,36,56),(  4,44,48),(  5,12,79),(  5,16,75),(  6,10,80), 

(  7,16,73),(  7,18,71),(  8,10,78),(  8,14,74),(25,30,41), 

(  8,18,70),(  8,22,66),(  8,26,62),(23,34,39),(  8,30,58), 

(  8,38,50),(  8,42,46),(  9,14,73),(  9,16,71),(11,16,69), 

(11,21,64),(11,38,47),(13,16,67),(13,19,64),(13,28,55), 

(19,36,41),(14,25,57),(14,26,56),(15,16,65),(15,17,64), 

(19,22,55),(18,38,40),(18,37,41),(16,17,63),(18,23,55), 

(18,22,56),(16,19,61),(16,21,59),(16,23,57),(16,25,55), 

(16,27,53),(16,29,51),(16,31,49),(16,33,47),(16,35,45), 
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(16,37,43),(16,39,41), (11,36,49) 

7 

(  1,  8,87),(  1,24,71),(  1,40,55),(  2, 4,90),(  2,12,82), 

(  2,20,74),(  2,36,58),(  2,44,50),(  3,  8,85),(  3,10,83), 

(  4, 6,86),(  4,10,82),(  4,14,78),(  4,18,74),(  4,22,70), 

(  4,26,66),(  4,30,62),( 4,34,58),(  4,38,54),(  4,42,50), 

(  4,46,46),(  5,  6,85),(  5,  8,83),(  7,  8,81),(  7 ,9,80), 

(29,30,37),(27,34,35),(  7,25,64),(  7,26,63),(  8, 9,79), 

(  8,11,77),(  8,13,75),(  8,15,73),(  8,17,71),(  8,19,69), 

(  8,21,67),(  8,23,65),(  8,25,63),(  8,27,61),(  8,29,59), 

(  8,31,57),( 8,33,55),(  8,37,51),(  8,39,49),(  8,41,47), 

(  8,43,45),(20,38,38),(  9,22,65),(  9,23,64),(  9,37,50), 

(  9,38,49),(  9,40,47),(  9,41,46),(11,18,67),(11,19,66), 

(13,14,69),(13,21,62),(14,21,61),(15,25,56),(18,19,59), 

(17,39,40),(17,23,56) 

8 

(  1, 4,91),(  1,12,83),(  1,20,75),(  1,28,67),(  1,36,59), 

(  1,44,51),(  2,  2,92),(  2,  6,88),(  2,10,84),(  2,14,80), 

(  2,18,76),(  2,22,72),(  2,26,68),(  2,28,66),(  2,30,64), 

(  2,34,60),(  2,38,56),(  2,42,52),(  2,46,48),(  3,  4,89), 

(  3,  5,88),(  4, 5,87),(   4, 7,85),(  4,  9,83),(  4,11,81), 

(  4,13,79),(  4,15,77),(  4,17,75),(  4,19,73),(  4,21,71), 

(  4,23,69),(  4,25,67),(  4,27,65),(  4,29,63),(  4,31,61), 

(  4,33,59),(  4,35,57),(  4,37,55),(  4,39,53),(  4 ,41,51), 

(  4,43,49),(  4,45,47),(  7,13,76),(  7,21,68),(  9,11,76), 

(  9,19,68),(19,38,39),(10,38,48),(19,20,57),(15,29,52), 

(15,37,44),(17,35,44),(17,27,52) 

9 

(  1, 2,93),(  1, 6,89),(  1,10,85),(  1,14,81),(  1,18,77), 

(  1,22,73),(  1,26,69),(  1,30,65),(  1,34,61),(  1,38,57), 

(  1,42,53),(  1,46,49),(  2, 3,91),(  2, 5,89),(  2, 7,87), 

(  2, 9,85),(  2,11,83),(  2,13,81),(  2,15,79),(  2,17,77), 

(  2,19,75),(  2,21,73),(  2,23,71),(  2,25,69),(  2,27,67), 
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(  2,29,65),(  2,31,63),(  2,33,61),(  2,35,59),(  2,37,57), 

(  2,39,55),(  2,41,53),(  2,43,51),(  2,45,49),(  2,47,47), 

(  5,38,53),(26,29,41),(26,27,43),(22,37,37),(22,35,39), 

(10,19,67),(19,19,58) 

10 

(  1,  1, 94),(  1, 3,92),(  1, 5,90),(  1,  7,88),(  1,  9,86), 

(  1,11,84),(  1,13,82),(  1,15,80),(  1,17,78),(  1,19,76), 

(  1,21,74),(  1,23,72),(  1,25,70),(  1,27,68),(  1,29,66), 

(  1,31,64),(  1,33,62),(  1,35,60),(  1,37,58),(  1,39,56), 

(  1,41,54),(  1,43,52),(  1,45,50),(  1,47,48),(  5,19,72), 

(11,35,50),(11,37,48),(11,39,46),(13,27,56),(13,29,54), 

(13,41,42) 

11 (27,29,40),(25,35,36) 

12 (20,29,47),(20,27,49),(18,35,43),(18,25,53) 

13 (  9,25,62),(  9,35,52),(  9,43,44),(10,27,59),(10,29,57) 

14 (  5,29,62),(26,35,35) 

17 (12,35,49),(12,37,47) 

18 (  6,35,55),(  6,37,53) 

19 (  3,35,58),(  3,37,56) 

無法平衡 

(20,36,40),(21,33,42),(22,30,44),(23,27,46),(24,24,48), 

(10,36,50),(10,40,46),(11,30,55),(12,24,60),(12,36,48), 

(13,31,52),(15,22,59),(18,20,58),(20,20,56),(21,21,54), 

(22,22,52),(23,23,50),(24,36,36),(26,31,39),(  5,36,55), 

(  5,40,51),(  6,24,66),(  6,36,54),(  6,41,49),(  7,33,56), 

(  9,20,67),(  9,33,54),(10,18,68),(10,20,66),(11,15,70), 

(11,22,63),(12,12,72),(13,39,44),(14,33,49),(18,24,54), 

(18,33,45),(18,36,42),(27,33,36),(28,33,35),(  3,24,69), 

(  3,36,57),(  5,18,73),(  5,20,71),(  6,12,78),(  9,10,77), 

(  9,24,63),(  9,36,51),(  9,42,45),(10,10,76),(11,11,74), 

(12,18,66),(12,28,56),(14,35,47),(18,18,60),(18,27,51), 

(20,28,48),(21,36,39),(24,28,44),(28,28,40),( 3,12,81), 
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(  5,  9,82),(  5,10,81),(  6,  6,84),(  6,18,72),(  6,28,62), 

(  6,30,60),(  6,34,56),(  7,35,54),(  9,12,75),(  9,18,69), 

(  9,27,60),(10,28,58),(10,30,56),(10,34,52),(12,30,54), 

(14,20,62),(14,24,58),(14,28,54),(14,30,52),(14,34,48), 

(14,40,42),(18,21,57),(18,30,48),(18,34,44),(18,39,39), 

(20,30,46),(20,34,42),(22,24,50),(22,28,46),(22,34,40), 

(24,30,42),(24,34,38),(26,30,40),(26,34,36),(28,30,38), 

(28,34,34),(30,30,36),(  3,  6,87),(  3,18,75),(  3,28,65), 

(  3,30,63),(  3,31,62),(  3,33,60),(  3,34,59),(  5, 5,86), 

(  5,28,63),(  5,30,61),(  5,31,60),(  5,33,58),(  5,34,57), 

(  6, 9,81),(  6,31,59),(  6,33,57),(  7,20,69),(  7,24,65), 

(  7,28,61),(  7,30,59),(  7,31,58),(  7,34,55),(  7,40,49), 

(  7,42,47),(  9, 9,78),(  9,21,26),(  9,30,57),(  9,31,56), 

( 9,34,53),(  9,39,40),(10,14,72),(10,31,55),(10,33,53), 

(10,42,44),(11,24,61),(11,28,57),(11,31,54),(11,33,52), 

(11,34,51),(11,40,45),(12,14,70),(12,22,62),(12,31,53), 

(12,33,51),(12,38,46),(12,42,42),(13,30,53),(13,33,50), 

(13,34,49),(13,36,47),(13,40,43),(14,14,68),(14,22,60), 

(14,31,51),(14,38,44),(15,18,63),(15,20,61),(15,24,57), 

(15,26,55),(15,28,53),(15,30,51),(15,31,50),(15,33,48), 

(15,36,45),(15,38,43),(15,40,41),(17,18,61),(17,20,59), 

(17,22,57),(17,24,55),(17,26,53),(17,28,51),(17,31,48), 

(17,33,46),(17,34,45),(17,36,43),(17,38,41),(18,26,52), 

(18,31,47),(19,24,53),(19,28,49),(19,30,47),(19,31,46), 

(19,33,44),(19,34,43),(20,22,54),(20,26,50),(20,31,45), 

(20,33,43),(21,24,51),(21,30,45),(21,31,44),(21,34,41), 

(22,31,43),(22,33,41),(23,28,45),(23,30,43),(23,31,42), 

(23,33,40),(24,31,41),(24,33,39),(5,31,40),(25,33,38), 

(25,34,37),(26,33,37),(27,28,41),(27,30,39),(27,31,38), 

(28,31,37),(29,31,36),(29,33,34),(30,31,35),(30,33,33), 

(31,31,34),( 3,  3,90),(  3,  9,84),(  5,14,77),(  5,42,49), 



14 
 

(  5,44,47),(  6,14,76),(  6,22,68),(  6,38,52),(  6,42,48), 

(  7,10,79),(  7,12,77),(  7,14,75),(  7,22,67),(  7,38,51), 

(  7,44,45),(  9,15,72),(  9,17,70),(  9,26,61),(10,15,71), 

(10,17,69),(10,22,64),(10,26,60),(10,43,43),(11,12,73), 

(11,14,71),(11,17,68),(11,20,65),(11,41,44),(12,15,69), 

(12,17,67),(12,19,65),(12,21,63),(12,39,45),(12,41,43), 

(13,15,68),(13,17,66),(13,18,65),(13,20,63),(13,37,46), 

(14,15,67),(14,17,65),(14,19,63),(14,23,59),(14,27,55), 

(14,37,45),(14,41,41),(15,15,66),(15,19,62),(15,21,60), 

(15,23,58),(15,27,54),(15,35,46),(15,39,42),(17,17,62), 

(17,19,60),(17,21,58),(17,25,54),(17,29,50),(17,37,42), 

(18,29,49),(19,25,52),(19,27,50),(20,23,53),(20,25,51), 

(21,23,52),(25,26,45),(26,26,44),(  3,14,79),(  3,22,71), 

(  3,38,55),(  3,42,51),(  5,  7,84),(  5,15,76),(  5,17,74), 

(  5,22,69),(  5,26,65),(  5,43,48),(  6,  7,83),(  6,11,79), 

(  6,15,75),(  6,17,73),(  6,19,71),(  6,21,69),(  6,39,51), 

(  6,43,47),(  6,45,45),(  7,  7,82),(  7,11,78),(  7,15,74), 

(  7,17,72),(  7,19,70),(  7,23,66),(  7,27,62),(  7,37,52), 

(  7,41,48),(  9,13,74),(  9,29,58),(10,11,75),(10,13,73), 

(10,23,63),(10,25,61),(13,25,58),(13,26,57),(21,37,38), 

(22,26,48),(23,35,38),(25,27,44),(25,29,42),(27,27,42), 

(  3, 7,86),(  3,11,82),(  3,15,78),(  3,17,76),(  3,19,74), 

(  3,21,72),(  3,39,54),(  3,41,52),(  3,43,50),(  3,45,48), 

(  5,11,80),(  5,13,78),(  5,23,68),(  5,25,66),(11,26,59), 

(13,13,70),(13,22,61),(19,21,56),(19,23,54),(19,35,42), 

(19,37,40),(21,25,50),(21,27,48),(21,29,46),(22,25,49), 

(22,27,47),(24,26,46),(29,29,38),(11,13,72),(11,25,60), 

(11,27,58),(12,26,58),(13,24,59),(19,29,48),(20,37,39), 

(21,35,40),(23,24,49),(23,26,47),(23,29,44),(24,27,45), 

(25,25,46),(  6,26,64),(10,37,49),(10,39,47),(12,13,71), 

(12,13,61),(12,27,57),(13,23,60),(20,21,55),(20,35,41), 
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(22,23,51),(22,29,45),(23,25,48),(24,29,43),(  3,26,67), 

(  5,37,54),(  5,39,52),(  6,13,77),(  6,23,67),(  6,27,63), 

(10,21,65),(10,35,51),(10,41,45),(11,23,62),(11,29,56), 

(12,29,55),(24,25,47),(  3,13,80),(  3,23,70),(  3,27,66), 

(  5,21,70),(  5,35,56),(  5,41,50),(  5,45,46),(  6,29,61), 

(12,25,59),(28,29,39),( 3,29,64),( 6,25,65),(14,29,53), 

(14,39,43),(  3,25,68),(  7,29,60),(  7,39,50),(  7,43,46) 

說明： 

 ),,( cba  ：經驗證後，符合結論中四-(二)的推論 

 ),,( cba  ：目前未找出規律的模組 

 

觀察得知：三袋中球數和為 n23× 時，三袋模組雖然有些可以達到平衡，但仍

然有很多陷入循環無法達到平衡狀態。觀察達平衡狀態的模組中，

多組中會出現 k2 個球數，無法平衡的模組就沒有這種現象。 

 

 

（四）三袋模組達平衡時移動次數之推論 

猜想：三袋模組 ),,( cba ，若有一袋為 k2 ，其中 nk ,,2,1,0 ⋅⋅⋅= ，經移動後必可達

平衡狀態（取放一次稱為移動一次）。 

若三袋的模組要達到平衡前，必先有一袋先達到平衡狀態。再繼續依兩袋

模組移動方式猜想。 

ncba 23×=++ ， ba, 中至少有一個為 k2 ，其中 nk ,,2,1,0 ⋅⋅⋅=  

),2,(),,( cacba n→ ，先將一袋移動至平衡狀態，最多需要移動 n次。 

再來就視為兩袋模組的平衡移動： )2,2,2(),2,( nnnn ca → ，最多需要移動 n次。 

 

所以三袋模組移動，以 )23,,,( ncbaf × 表示達平衡所需移動的次數， ba, 中至

少有一個為 k2 ，其中 cba ≤≤ ， ncbaS 23×=++= 。 

)23,,,( ncbaf × 最大值為 n2 。 
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若三袋模組中， ba, 中至少有一個為 k2 ，欲達到平衡移動次數之推論， 

三袋模組 ),,( cba ，其中 cba ≤≤ ， ncbaS 23×=++= 。 

1.若 nb 2= ，則 )2,2,2(),2,(:),,( nnnn cacba → ，視為兩袋模組移動。 

nba 22×=+ ， sa k ×= 2 。其中 nk ,,2,1,0 ⋅⋅⋅∈ 則 kncbaf n −=× )23,,,( ，所以

knncbaf n −−×=× 2)23,,,( 。 

2.若 1k2=a 且 2k2=b ，其中 nk ,,2,1,0 ⋅⋅⋅∈ 。則 )2,2,2(),2,2(:),,( 21 nnnkk ccba → ，則

212)23,,,( kkncbaf n −−×=× 。 

3.若 1k2=a 且 sb ×= 2k2 ，其中 k32s∉ 則： 

（1） 1k2=a 經m步移動變成 n2 前， sb k ×= 22 未改變。 

),2,2(),2,2(),2,2(:),,( 21221
m

nk
m

mkkmkk cscscscba ×≡×→× + ， 

則 11k knmnm −=⇒=+ 。繼續視為兩袋模組移動， ),2( 2
m

k cs× 移動

)2,(2n n 時，需要移動 )k-(n 2 次。 

需要移動 2121 2)()()23,,,( kknknkncbaf n −−=−+−=× 次。  

（2）令三袋依序為 CB,A, ，球數分別為 

)2223(),2(,2 2121 sCsBA kknkk ×−−×=×== ，當 C 給 A 經 1m 步移動後

而產生球數 BA ≥ ，改成C 給B經 l 步移動後而產生球數 AB ≥ ，再改C

給A 經 2m 步移動後 nA 2= 。 

  ),2,2(),2,2(:),,( 1
11 2121 cscscba kkkk ×→× + →×→ + ),2,2( 2

22 21 cskk

),2,2(
1

2111

m
kmkm cs×→ +

 ， skmk ×≥+ 211 22  

),2,2(
1

12

m
mkk cs +× ),2,2(

1
11

1

1121

+
+++ ×→

m
mkkm cs ),2,2(

2
22

1

1121

+
+++ × →

m
mkkm cs  

),2,2(
1

1121

lm
mklklm cs

+
+++ ×→→  ， 

112 22 mkk s +≥×  

),2,2(
1

211

lm
lkmk cs

+
++ × ),2,2(

21

221121

mlm
lkmmkmlm cs

++
+++++ × → ， 

n22 m2m1k1 =++ ， 121211k knmmnmm −=+⇒=++ ， 

則 ),2,2(),2,2(:),,(
21

22121

mlm
nkmlmkk cscscba

++
++ × →× ，繼續即兩袋模組移動，

)2,2(),2( 2 nn
m

lk cs →×+ ，需要移動 )( 2 lkn +− 次。 

所以 

)]([)()]([)()23,,,( 21221 lknlknlknlmmcbaf n +−++−=+−+++=×  

212)23,,,( kkncbaf n −−=×⇒ 。 
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由（1）（2）得知，若 1k2=a 且 sb ×= 2k2 ， 

212)23,,,( kkncbaf n −−=× 。 

4.若 ta ×= 2k2 且 1k2=b ，其中 k32t∉ 則： 

同 3.證明，令三袋原球數為 

)2223(2)2( 2112 tCBtA kknkk ×−−×=≤=≤×= ， 

當C 給A 經 1m 步移動後而產生球數 BA ≥ ，改成C 給B 經 l 步移動後而產生

球數 n2B = 。 

)]([)()]([)()23,,,( 2121 lknlknlknlmcbaf n +−++−=+−++=×  

 212)23,,,( kkncbaf n −−=×⇒ 。 

 

由 1.2.3.4.得知： 

),,( cba 中， 12ka = 或 22kb = ，其中 n,,2,1,0ki ⋅⋅⋅∈ ，經移動後，必可達平衡

狀態。  

若 12ka = 且 22kb = ，則 212)23,,,( kkncbaf n −−=× 。 

若 12ka = 且 sb k ×= 22 ，則 212)23,,,( kkncbaf n −−=× 。 

若 ta k ×= 12 且 22kb = ，則 212)23,,,( kkncbaf n −−=× 。 

 

5. ),,( cba 中，已知 12ka ≠ 且 22kb ≠ ，其中 n,,2,1,0ki ⋅⋅⋅∈ ，若 qac 2=− ， 

其中 n,,2,1,0q ⋅⋅⋅∈ 。 

則 )2,,2(),,2(),,( 1 qbaacbacba ≡−→ ， 

因為 ncba 23×=++ ，則b 必為偶數， ub k ×= 12  

),2,2()2,,2( 1caba qq ≡ 或 ),2,2( 1caq ，若 va k ×= 12 va k ×=⇒ +122  

),2,(),2,2(),,2(),,( 1
1

m
n

m
q cacaacbacba →→≡−→   

)2,2,2(),2,2( 1
1 nnnqk cv →×+

  

由 3.4.得知，需移動 )]1(2[ +−− kqn 次。 

所以 kqnkqncbaf n −−×=+−−×+=× 2)]1(2[1)23,,,( 。 

 

已知 12ka ≠ 且 22 kb ≠ ，其中 n,,2,1,0ki ⋅⋅⋅∈ ，若 qac 2=− ，其中 n,,2,1,0q ⋅⋅⋅∈ 。 

若 ua k ×= 2 ，則 kqncbaf n −−=× 2)23,,,( 。 
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肆、結論 

一、 n個袋子中，各有的球數依序為 naaaa ,,,, 321 ⋅⋅⋅ ，其中 naaaa ≤⋅⋅⋅≤≤≤ 321 ，  

naaaa ,,,, 321 ⋅⋅⋅ 的比為 nbbbb ,,,, 321 ⋅⋅⋅ ，若 k
n nbbbb 2321 ×=+⋅⋅⋅+++ ，經反覆規律取放

球的步驟後，才有機會達到平衡狀態。 

兩袋模組若符合以上條件，經移動後一定可以達到平衡狀態。但多袋模組即使

符合以上條件，仍有些情況無法達到平衡狀態。 

二、三袋模組移動，以 )23,,,( ncbaf × 表示達平衡所需移動的次數， ba, 中至少有一個        

為 k2 ，其中 cba ≤≤ ， ncbaS 23×=++= 。 )23,,,( ncbaf × 最大值為 2n。 

三 、 兩 袋 模 組 欲 達 平 衡 狀 態 ， 需 移 動 的 次 數 為 )22,,( nbaf × ， 其 中 ba ≤ ，         

nba 22×=+ ， ),( ba 移 動 後 均 可 以 達 到 平 衡 狀 態 。 若 sa k ×= 2 ， 則

knbaf n −=× )22,,( 。 

四、三袋模組達平衡狀態，需移動的次數為 )23,,,( ncbaf × ，其中 cba ≤≤ ， 

ncba 23×=+ ＋ ，判別 ),,( cba 可否達到平衡狀態，依序有下列方法。 

  （一） ),,( cba 中， 1k2=a 或 2k2=b ，其中 n,,2,1,0ki ⋅⋅⋅∈ ，經移動後，必可達平衡狀態。 

  1.若 1k2=a 且 2k2=b ，則 212)23,,,( kkncbaf n −−=× 。 

2.若 1k2=a 且 sb k ×= 22 ，則 212)23,,,( kkncbaf n −−=× 。 

3.若 1k2=a 且 22kb = ，則 212)23,,,( kkncbaf n −−=× 。  

（二） ),,( cba 中， qac 2=− ，其中 n,,2,1,0q ⋅⋅⋅∈ ，經移動後，必可達平衡狀態。 

若 ua k ×= 2 ，則 kqncbaf n −−×=× 2)23,,,( 。 

伍、未來展望 

一、試著觀察討論無法達到平衡狀態的模組之規律性。 

二、兩袋欲達平衡狀態的移動次數都沒問題，三袋的除了球數比中有 k2 可推論外，其餘

尚再尋找其規律性。 

三、試著觀察討論四袋、五袋…的規律性。 

陸、參考文獻 

一、第 59 屆 嘉義縣 祥和國小 數學科展。 

二、月旦知識庫(http://lawdata.com.tw/tw/detail.aspx?no=326099) 第 401 期科學教育月刊。 

三、PMWC 世界邀請賽隊際競賽試題。財團法人九章數學教育基金會。 

http://lawdata.com.tw/tw/detail.aspx?no=326099


作品海報 

【評語】030404  

給定 n堆石頭，從個數最多的那一堆石頭取出與個數最少的那

一堆石頭個數相同的石頭，將這些石頭搬移到個數最少的那一堆，

這樣的過程稱為一次均分。本作品針對兩堆或三堆石頭是否可以經

由若干次均分，使得每堆石頭的個數都相同（穩定狀態）的問題作

了分析。對只有兩堆石頭的情況，給出了能達到穩定狀態，石頭個

數分配的充要條件。對於達到穩定狀態需進行多少次均分，也給出

了答案。對於一開始有三堆石頭的問題，也做了討論，給出了部分

的結果。這是一個有趣的問題。作者們能夠從一些小的例子出發，

觀察規律，找尋通則，得出一般化的結果並給出說明，可以說已經

掌握了研究問題的基本方法，值得鼓勵。有部分的說明稍嫌簡略，

敘述的也不夠清楚，如果能針對這部分稍做改進會更好。這個問題

在之前的科展作品中曾被提出討論，也有一些相關的研究結果。作

者們可能沒有發現這件事，以致於重複討論了一些已有的研究結果。

如果有注意到前人針對此問題已經完成了哪些工作，還留下哪些問

題尚待解決，應該可以針對在這些部分再多做發揮，得出更多更有

趣的結論。如果在做文獻回顧的部分可以再小心一些，作品應該會

有不同的風貌，有點可惜了。 
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