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摘要 

    我們研究一個有趣的數學遊戲，取材自《科學研習月刊》，不但解決月刊上的問題，更

發展出一般化的結果。遊戲規則如下： 

「在 4列 8行方陣中，從左側第一行開始放石頭，每一行放 1顆，限制『新放下去的石

頭的左上角方向一路延伸都不可以有已經放好的石頭』。問：放石頭的方法數有多少種？」 

我們研究出 1 列 n 行～4列 n 行（以下簡稱 1×n、2×n、3×n、4×n）的放石頭方法數，並

提出計數 m×n 方陣放石頭方法數的策略（其中 m≧5）。某國中組科展作品曾研究過這個遊

戲，他們發現和費氏數列有關的規律，我們用不同方法證明該規律。關於放石頭的方法數，

本作品還給出另一種形式的規律，使用的計數策略較為簡潔，並運用本作品的方法保證規律

成立。 

 

壹、 研究動機 

    我們對數學非常有興趣，因此加入研究數學科展的行列。老師問了我們一個刊載在科學

期刊上的數學遊戲，叫做「放石頭」，題目如下： 

 

小志在表格中玩放石頭的遊戲，要在每一直行放一個石頭，且從左側第一行開始放(如圖1)。 
 

 

 

 

圖1. 玩放石頭的表格 
 

    但是有一個特殊的規定，就是新放下去的石頭的左上角方向一路延伸都不可以有已經放

好的石頭。比如說，前四行已經放好了石頭，則現在要在第五行放新的石頭，只剩下兩格可

以放（打叉的兩格不能放），如圖2。 
 

     

 

 

圖 2.前四行已經放好石頭的情形 
 
  如果八個直行都必須有石頭，共有幾種放法？ 

        
        
        
        

 ●  ●       ●  ●     
                 
●         ●        
  ●         ●      
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起初，我們有點懷疑，按照這樣的規則排下去，每一行都有辦法放入石頭嗎？試排了幾

次之後，發現每次都能把石頭一一放入各行，而且似乎有一些排列的規則可循，這樣的發現

使得我們相當好奇，想知道到底這樣繼續排下去是否真的有規律嗎？在更大的表格中，又有

多少種放石頭的方法數呢？引發了我們想深入研究的動機。 

 

貳、 研究目的 

一、在 m列 n行方陣中（m×n），探討每行放多顆石頭其解的存在性，及放石頭的最大數量。 

二、解決 1×n、2×n、3×n、4×n 方陣的放石頭方法數，並找到遞迴關係式。 

三、延伸探討 m×n 方陣放石頭方法數的策略，m≧5。 

 

參、 研究過程與方法 

一、文獻探討： 

（一）相關作品分析： 

嘉義市第 36屆科展國中組研究「放石頭」問題的作品，其研究分析如下： 

1. 2×n方陣的放石頭方法數為 n+1種。 

2. 利用三個關係式，輾轉找出 3×n方陣放石頭方法數與費氏數列有某種關聯；並

利用「城堡多項式」找出 3×n方陣的一般式。 

（二）本作品的特色： 

延伸運用小學生所學到的簡化問題及找規律的方式，進行研究及探討。 

1.除了解決 1×n、2×n、3×n 方陣的放石頭方法數外，我們也證明一般式是成立的。 

2.利用列表找規律，找出 3×n方陣與費式數列之關的關係及遞迴關係式。 

3. 利用相同的構造原則，進一步給出前列國中科展作品未給出的 4×n 方陣放石頭

方法數的遞迴關係式。 

4. 根據本作品研究提出之方法，給出計數 m×n 方陣放石頭方法數的策略，m≧5。 

 



3 
 

二、解的存在性──任意方陣都能依規定放石頭 

我們想，按照「放石頭」之規定依序在每行放一顆石頭，後面的石頭會被前面的石

頭影響，導致有些位置無法擺放石頭（如圖 3）。根據這個規則，到後面幾行時，是否

會無法放石頭呢？ 

   

 

 

圖 3. 依規定擺放石頭，被石頭影響而不能放的格子以同顏色的「」表示 

我們發現，每一行所放的石頭，只會影響下一行下一列以下的石頭放置，例如在第

3行第 2列放石頭(見圖 3綠色石頭)，只會影響第 4行第 3列以及第 5行第 4列，不會

影響第 1列及第 2列。因此， 

 

 
  

              

 

 

 

           圖 4. 第 1列放石頭的情形 

三、一行多顆情形下，最多能放的石頭數量 

了解任意方陣都能依規定放一顆石頭後，我們進一步發想：如果每一行不只放 1 顆

石頭，整個方陣最多能放多少顆石頭呢？ 

經過排列後發現同顏色的「左上-右下」走向的格子中，至多只能放 1顆石頭（如

   ●    ● 

●  ●   ● ●  

    ●    

 ●       

 第
1
行

 

第
2
行

 

第
3
行

 

第
4
行

 

…    

   

第 1列 ● ● ● ● ● ● ● ● 

第 2列         

第 3列         

第 4列         

放在第 1 列的石頭，永遠不會被影響，故任意方陣都能依規定放石頭（如圖 4）。 
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圖 5），因為若放 2顆以上，同顏色的格子內，會發生「左上角方向一路延伸有已經放好

的石頭」的現象，不符題目要求。而對 4列 8 行的方陣來說，至多有 11條「左上-右

下」走向的連續格子。 

 

 

 

圖5.同顏色左上-右下格子內只能放1顆石頭 

也就是說，若第 1行放 4顆石頭，第二行開始的「左上-右下」走向連續 4列 8行

格子都只能各放 1顆石頭，所放的石頭方法數，剛好是列數加行數減 1(如圖 6)，亦即

4+8-1＝11。同理可證，在 m列 n行方陣中，最多可放 

(1) 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

圖 6. 計數「左上-右下」走向連續格子的最多數量 

四、簡化問題─1×n 方陣的放石頭方法數 

在研究的一開始，我們先在棋盤上排排看，發現 4列 8行方陣（以下稱為 4×8 方

陣，以被乘數代表列數、乘數代表行數）有眾多排列方法，不可能一一排出來；於

是，我們想到，是不是可以先把方陣的範圍縮小，也許可以從中找到規律，再進而擴

大到解決 4×8 方陣的問題。 

於是，我們先簡化問題，研究只有 1 列的狀況下放石頭的方法數。發現在第 1列

第 1行放石頭，只有 1種排法，就算一直放到第 8行，方法仍然只有唯一的 1種（如

        

        

        

        

       8行 

 

 
 

 

4列 

        

        

        

        

m+n-1 顆石頭 
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圖 7）；也就是說： 

在 1×8 方陣中，放石頭的方法數＝1                       

 

 

 

 

 

圖 7. 1×8 方陣的放石頭方法數 

而一直延伸此排列方式，不論幾行，排列方法永遠只有 1種（如圖 8），因此得到： 

                   (2) 

 

 

 
 

圖 8. 1×n 方陣的放石頭方法數 

五、尋找規律─2×n 方陣的放石頭方法數 

接下來，我們研究 2×n方陣放石頭方法，利用簡化問題的方法，依序由 2×1 方陣

排列至 2×8方陣，發現其規律，最後找出 2×n 方陣的一般式。以下列舉 2×1 方陣、

2×2方陣、2×3 方陣及 2×4 方陣的排法，其餘部分呈現於實驗記錄本中： 

（一）2×1 方陣有 2 種排法 

     當只有 1行的情況下，石頭的放置有如下 2種排法： 

 

 

（二）2×2 方陣有 3 種排法 

當行數增為 2行，石頭的放置有如下 3種排法： 

        

        

        

       ……  

    

 (3)    

         

             (4)         

n行 

在 1×n 方陣中，放石頭的方法數＝1 

… 
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（三）2×3 方陣有 4 種排法 

當行數增為 3行，石頭的放置有如下 4種排法： 

 

 

（四）2×4 方陣有 5 種排法 

當行數增為 4行，石頭的放置有如下 5種排法： 
 

 

（五）觀察(3)～(6)的結果發現： 

1. 在 2列的方陣中，只要在任何一行的第 1列放石頭，之後的每一行都受其影

響，而只能排在第 1列（如圖 9）。                                  

  

 

圖 9. 橘色石頭擺在第 1列，之後每一行只能擺在第 1列 

2. 石頭排在第 2列不影響之後每一行石頭排放，發展出 2種排法（如圖 10）。 

 

 

 

圖 10. 藍色石頭擺在第 2列，下一行有、位置可放石頭 

3. 發現：每增加 1 行，就會增加 1 種放石頭的方法。 

從圖形變化分析，第一行有 2種排法，以橘色及藍色圓點表示（如圖

11a）。增加一行後，因橘色圓點排在第一列，後面只有 1種排法，排在第二

列的藍色圓點後則有 2種排法，以、表示，共 3種排法（如圖 11b）；再

增加一行時，排在第一列的石頭(●及)後面都各只有 1種排法，以○表

示，而排在第二列的石頭又發展出 2種排法，以、表示（如圖 11c）。 

 

 

                

                         (5) 

                         

                        (6) 

● ● ● ● ● ● ● ●   ● ● ●    ● ● ● 

         ●     ● ●    

           

●   ● ●   ● ● ●  
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a.1行有 2種放法     b.2行有 3種放法        c.3行有 4種放法 

圖 11. 每增加 1行，放石頭方法數因第二列石頭而多 1種放法 

由此得知     排在第二列的石頭會使下一行多 1 種放石頭方法 

亦即           每增加 1 行，會增加 1 種放石頭的方法 

4. 進一步觀察數據，得到一般化的結果： 

2×1有 2種 

2×2有 3種 

2×3有 4種 

 

    由上述數據亦觀察到：每增加 1行，放石頭數方法數也跟著加 1，與圖

形變化相吻合；更進一步發現放石頭方法數與行數之關係，由於第一行有 2

種放石頭方法數，之後的每一行都多加 1種方法，故 

放石頭方法數＝行數+1 

以此類推，得到                                                                            

(7) 

六、尋找規律─3×n 方陣的放石頭方法數 

(一)符號的設定 

我們繼續用窮舉法找出 3×8 方陣的放石頭方法數，想要從這些數據中找到一些

規律，以下是我們得到的數據: 

3×1 有   3種 

●  ● ●  ● ● ○     

            

            

       ○    

 ●  ●   ●    ●   

2×n 方陣的放石頭方法數為 n+1 種                              

… 
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3×2 有   7種 

3×3 有  14種 

3×4 有  26種 

3×5 有  46種 

3×6 有  79種 

3×7 有 133種 

3×8 有 221種 

從上列數據中，我們觀察到二種關係： 

1. 後項大約是前項的 2 倍再少一點，如： 

3×4 方法數是 3×3方法數的 2倍減 2，3×5 方法數是 3×4 方法數的 2倍減 6， 

3×6方法數是 3×5 方法數的 2倍減 13，3×7方法數是 3×6 方法數的 2倍減 25   (8)                              

 

在利用窮舉法解題時，亦發現從 3×3 起，每多一行，放石頭方法數大約會變成

原來的 2倍再少一些，但對於要減去多少，實在找不到可循之規律，便先研究

另一個已找到的規律，等待日後再來解決此題。 

2. 後項是前二種方陣方法數的和，加上「行數+1」，如： 

3×3 的方法數是 3×2的方法數加 3×1 的方法數再加 4 → 

"3×3"="3×2"+"3×1"+4 

3×4 的方法數是 3×3的方法數加 3×2的方法數再加 5 → 

"3×4"="3×3"+"3×2"+5 

 
 

亦即    該方陣的方法數，是前二個方陣方法數的和，加上行數加 1 

但是上述算式「"3×5"="3×4"+"3×3"+6」不是適當的數學表達方式，無法與本

團隊以外的人溝通，於是我們設定符號來表示： 

A3(5)  代表  3 列 5 行方陣的放石頭方法數 

… 

… 
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因此，3×5 方陣的方法數表示如下：              

)5(3A ＝ 6)3()4( 33  AA    

即  3×5 方陣方法數 ＝ 3×4 方陣方法數   3×3 方陣方法數 （行數+1） 

 (二) )n(3A 的一般化 

根據上述表示式，我們可以推測 3×n方陣的一般化公式： 

)1()2()1()n( 333  nnAnAA                   (9) 

但是，我們如何保證這個公式是正確無誤的呢？雖然可以再次使用窮舉法，但無

法將世上所有的數一一窮舉。於是，我們開始思考如何證明： 

3×n 方陣放石頭方法數符合公式： )1()2()1()n( 333  nnAnAA  

證明歷程： 

1. 依然用簡化問題的方法進行，先以 )8(3A 為思考的模型，再類推至 )n(3A ；觀察

3×8方陣發現，石頭放在第一行時有 3種放法，分別是、及，而這三種放

法彼此不會互相影響，因此： 

)8(3A ＝石頭放在的方法數+放在的方法數+放在的方法數（如圖 12） 

 
 
 
 
 

圖 12. )8(3A 是石頭放在、及位置的方法數總和 

同理可證， )n(3A 亦即討論下列 3種方陣的放石頭方法數之和（如圖 13）： 

 

圖 13. 石頭分別放在、及位置之方陣 

        

        

        

       

… 

 

 

       

… 

        

…        
 

          

                  

n行 n行 n行 
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2.以下分別討論石頭放在、及位置的方法數，再求三種方法數之和： 

（1）石頭放在位置，分為情況一和情況二討論： 

情況一：第 1列第 1、2行各放 1顆石頭（見圖 14）。已知在第一列放石頭

時，其後亦只能擺放在第一列，故 

放石頭的方法數＝1                           (10) 

情況二：第 1列第 1行、第 3列第 2行放石頭（見圖 15）。放石頭的方法數

即為紅框部份放石頭的方法數，也就是 3×(n-2)方陣的方法數扣除

石頭放在黃色位置的方法數，亦即 

)3()2( 33  nAnA                           (11)  

因此，石頭放在位置的方法數，即為(10)和(11)之總和： 

1)3()2( 33  nAnA                         (12) 

 

 

 

 
 

圖 14. 第 1列第 1、2行放石頭       圖 15. 第 1列第 1行、第 3列第 2行放石頭 

（2）石頭放在位置，即在第 2列第 1行放石頭（見圖 16），放石頭的方法數   

即為圖 16紅框部份放石頭的方法數，如下 

)2()1( 33  nAnA                            (13) 

（3）石頭放在位置，即在第 3列第 1行放石頭（見圖 17），放石頭的方法數

即為圖 17紅框部份放石頭的方法數，如下 

)1(3 nA                                     (14) 

 

 
圖 16. 第 2列第 1行放石頭            圖 17. 第 3列第 1行放石頭 

 ●     

……       

      

      

……       

 ● 

 

    

      

……       

      

      

……       

      

n行 

n行 n行 

n行 
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（4）3×n方陣的所有放石頭方法數：(12)～(14)恰為 3×n方陣放石頭的所有情

況，故有 

)(3 nA )1())2()1(()1)3()2(( 33333  nAnAnAnAnA  

1)3()1(2 33  nAnA                                 (15)  

過程中，最令我們困擾而苦思良久的便是 1)3()1(2 33  nAnA 如何轉變

為 )1()2()1( 33  nnAnA 。如果這 2個式子相等，我們知道，運用等量公

理，等號兩邊同減一數其值不變，得到： 

1)3()1()1( 333  nAnAnA = )1()2()1( 33  nnAnA  

可以得知：   )3()1( 33  nAnA  與 nnA  )2(3  應會相等 

我們一一將已知的結果代入，驗證是否相等，舉 n=8為例： 

)3()1( 33  nAnA = 8746133)5()7( 33  AA  

nnA  )2(3 = 878798)6(3 A  

證實兩式確實相等，但超過 8行時也適用嗎？苦思許久後，向老師請教，於是

用數學歸納法進行驗證。 

命題 1. nnAnAnA  )2()3()1( 333 。 

證明  (i)已知命題對 3n 時成立，見(16)。 

617)0()2( 33  AA ， 6333)1(3 A  

          故 3)1()0()2( 333  AAA                                (16) 

                 (ii)要證如果命題對 kn  時成立，命題也會對 1 kn 成立，設 

kkAkAkA  )2()3()1( 333                        (17) 

根據(15)，已知 1)3()1(2)( 333  kAkAkA ，推得  

       1)1()()3()1( 3333  kAkAkAkA  

代入(17) 

得到     )1()1()2()( 333  kkAkAkA                        
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3. 猜想之驗證： )(3 nA 與 )1(2 3 nA 之關係 

如(8)所示，一開始尋找 )(3 nA 之一般化時，曾發現後項大約是前項的 2 倍再少一

點，如： 

)4(3A 是 )3(3A 的 2倍減 2， )5(3A 是 )4(3A 的 2倍減 6， )6(3A 是 )5(3A 的 2倍減

13… 卻無法找出減數的變化關係。而今從(15)得知：   

1)3()1(2)( 333  nAnAnA ， 

比前項的 2倍再少一點的那「一點」，原來是「前前項再加 1」，不但驗證了我們

的猜想，更了解到「關係」可能藏在任何數據中！ 

(三) )n(3A 與費式數列的關係 

  在驗證(15)的歷程中，意外找到另一個公式，並補足先前的猜想；這樣的驚喜

引起我們莫大的興趣：還能不能再找到 )n(3A 的另一個關係式呢？ 

再次檢視發現 )n(3A 各項方法數之差（如圖 18橘色底所示之數列），發現找不

出其中的規律，我們再算出二階差（如圖 18 藍色底所示），雖然相差的數比上一階

的差還少，但仍然找不到規律，接著再算出三階差（如圖 18粉色底所示），終於讓

我們找到規律：後二項的差恰好是前一項，我們一一檢視數列，發現都符合這個規

律，上網查詢才知道 1、1、2、3、5、8、13…就是費氏數列。 

 

 

 圖 18. )n(3A 形成的數列之一階差、二階差及三階差 

我們利用列表的方式觀察（如表 1，以 nF 代表費式數列），發現其關係式如下： 

5)1( 63  FA ， 6)2( 73  FA ， 7)3( 83  FA ，…… 

得到                     

                         )4()( 53   nFnA n  
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表 1. )n(3A 數列與費式數列的關係 

     

 

 

 

 

發現規律後，要如何保證我們寫出來的公式是正確的呢？於是我們用數學歸納法進

行驗證。 

命題 2. )4()( 53   nFnA n
，其中 nF 為費氏數列， 121  FF 。 

證明  (i)已知命題分別對 1n 和 2n 時成立，見(18)、(19)。 

)41(3)1( 63  FA                            (18) 

)42(7)2( 73  FA                            (19) 

(ii)設命題分別對 kn  和 1 kn 時成立，見(20)、(21)。 

)4()( 53   kFkA k
                            (20) 

)5()1( 63   kFkA k
                          (21) 

 因 1)2()1()( 333  nnAnAnA ，故有 

1)2()()1()2( 333  kkAkAkA  

)3()4()5( 56   kkFkF kk  

)6()( 56   kFF kk  

)6(7   kFk                                         

統整 )(3 nA 的關係式， 

1)2()1()( 333  nnAnAnA  

      1)3()1(2 33  nAnA  

      )4(5   nFn
                                    (22) 

 

n  1 2 3 4 5 6 7 

5nF  8 13 21 34 55 89 144 

)n(3A  3 7 14 26 46 79 133 

5nF - )n(3A  5 6 7 8 9 10 11 
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七、子圖形規律之尋求─4×n 方陣的放石頭方法數 

透過尋找 )n()n( 31 AA ～ 放石頭方法數，我們獲得解決問題的成功經驗，先用窮舉的方式

找出 )1(4A ～ )5(4A 的方法數，如下: 

4)1(4 A  

13)2(4 A  

36)3(4 A  

90)4(4 A  

212)5(4 A  

窮舉到 212)5(4 A 時，不僅發現方法數越來越多，更發現了一些規律，但繼續窮舉下

去很費時， 因此利用所發現的規律，找出公式來解決 )(4 nA 的方法數。 

)(4 nA ＝石頭放在的方法數+放在的方法數+放在的方法數+放在的方法數（如圖 19） 

 

 

 

 

圖 19. )n(4A 是石頭放在、、及位置的方法數總和 

（一）子圖形 ),4(2 nB 的產生 

正當我們想用同樣的方式分別討論石頭放在、、及位置的方法數時，發現

一個相當有趣的現象： 

當第 1列第 1、2行都放石頭時，第 3行會有和的 2種排法，石頭放在時，

其後的每一行也只能放在第 1列，故只有 1種方法數(如圖 20)。 

 

 

 

圖 20. 第 1列第 1、2行各放 1顆石頭的情形 

      

…… 
      

      

      

 ●     

…… 
      
      
      

n行 

n行 
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石頭放在時，有和二種排法（如圖 21）；當石頭放在時，又產生了和

二種排法(如圖 22）。 

 

 

 

 

圖 21. 放在時，有、二種排法     圖 22. 放在時，有、二種排法 

因此，我們從中發現了一個規律： 

當石頭放在第 2列或第 4列的位置（如圖 21 中的、圖 22的），其後會出現如

圖 23的圖形，此圖形為左起第 1 行恰有 2 列，第 2 行恰有 3 列，第 3 行起之後的

每一行均為 4 列，行數共 n 行，此種圖形中，符合「放石頭規定」的放法之數量

記為 ),4(2 nB 。 

 

 

               

 

圖 23. 在上面圖形中，符合「放石頭規定」的放法之數量記為 ),4(2 nB 。 

規定 )1,4(2B 、 )2,4(2B 、 )3,4(2B 為分別為下圖 24a、b、c圖形中符合放石頭規定的

放法數量。 

 

 

 

 

 

        圖 24. )1,4(2B 、 )2,4(2B 、 )3,4(2B 所指之圖形 

 

 

 ●     

…… 
      
      
  ●    

 ●     

…… 
      
      
      

    

…… 
    

    

    

           
           

           
           
  

 a.在上面圖放石頭     b.在上面圖放石頭     c.在上面圖放石頭 

的方法數記作 )1,4(2B     的方法數記作 )2,4(2B     的方法數記作 )3,4(2B  

n行 

n行 n行 
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（二） 子圖形 ),4(2 nB 的方法數 

要得知 )(4 nA ，必須先知道 ),4(2 nB 的方法數，於是我們先用窮舉法得到 )1,4(2B ～

)5,4(2B 之數據，再推測其關係式，數據如下： 

2)1,4(2 B  

4)2,4(2 B  

8)3,4(2 B  

15)4,4(2 B  

28)5,4(2 B  

           推測 ),4(2 nB 有遞迴式如下： 

1)3,4()2,4()1,4(),4( 2222  nBnBnBnB ， 3n 。 

證明歷程： 

1.驗證 3n 成立。 

  (1) 2)1,4(2 B ，如圖 25。 

 

 

圖 25. )1,4(2B 有 2種放法 

  (2) 4)2,4(2 B ，如圖 26。 

 

 

 

               a.2種放法         b.2種放法 

圖 26. )2,4(2B 有 4種放法 

   (3) 8)3,4(2 B ，如圖 27。 
 

 

 

 

 

                   圖 27. )3,4(2B 有 8種放法 

●   

  ● 

●  
  

  

  

●  

  

● ●  

   

   

   

●   

   

 ●  

   

 ●  

●   

   

   

   

● ●  
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統整上述討論的第(1)、(2)、(3)項，加上令 )0,4(2B =1，可得 

                      1)2,4()1,4()0,4(14218)3,4( 2222  BBBB               

     

2.證明 4n 成立，恰可分為以下 3種情況討論。 

情況一：第 1列第 1、2行各放 1顆石頭（見圖 28）。 

 

 

 

 

 

圖 28. 第 1列第 1、2行各放 1顆石頭 

若是在的位置放石頭，其後只能在第 1列放石頭，故方法數恰有 1種；若是

在的位置放石頭，則方法數恰為 )3,4(2 nB ，故圖 28的放法共有 

1)3,4(2 nB  

情況二：第 1列第 1行、第 3列第 2行各放一顆石頭，方法數恰為 )2,4(2 nB  

（見圖 29）。 

 

 

 

圖 29. 第 1列第 1行、第 3列第 2行各放 1顆石頭 

情況三：第 2列第 1行放 1顆石頭，其方法數恰為 )1,4(2 nB （見圖 30）。 

 

 

   

 

圖 30. 第 1列第 1行、第 3列第 2行各放 1顆石頭 

情況一～三的方法數之和，即得 

1)3,4()2,4()1,4(),4( 2222  nBnBnBnB               (23)■ 

 

● ●    

……      

     

     

●     

…… 
     
 ●    

     

     

…… 
●     
     
     

n行 

n行 

n行 
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（三） )(4 nA 的方法數 

以下分別討論當石頭放在第 1行第 1列至第 1 行第 4列的方法數，也就是石頭

放在、、及位置之情形，再求 4種方法數之和：  

1. 石頭放在位置，分為 5種情況討論： 

情況一：第 1列第 1、2行各放 1顆石頭（見圖 31），若是在的位置放石

頭，其後的方法數恰有 1種，即只能在第 1列放石頭；若是在的位置放石

頭，則方法數恰為 )3,4(2 nB ，故圖 31的放法共有 

1)3,4(2 nB                             (24) 

情況二：第 1列第 1行及第 2列第 3行各放 1 顆石頭（見圖 32），其方法數

恰為          )2,4(2 nB                               (25) 

 

 

 

圖 31.第 1列第 1、2行放石頭   圖 32.第 1 列第 1行、第 2列第 3行放石頭 

情況三：見圖 33，若是在或的位置放石頭，方法數合起來恰有

)2,4(2 nB 種；若是在的位置放石頭，則方法數恰為 )4()3( 44  nAnA ，

故放法共有 

)2,4()4()3( 244  nBnAnA                      (26) 

2. 石頭放在位置： 

見圖 34，若是在或的位置放石頭，方法數合起來恰有 )1,4(2 nB 種；若

是在的位置放石頭，則方法數恰為 )3()2( 44  nAnA ，故放法共有 

)1,4()3()2( 244  nBnAnA                     (27) 

                

 

 

 

         圖 33. 第 1列第 1行、第 4列第 2 行放石頭    圖 34. 第 2列第 1行放石頭 

      

… 
      
      
      

      

… 
      
      
      

      

… 
      
      
 ●     

      

… 
      
      
      

n行 n行 

n行 n行 
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3. 石頭放在位置：如下圖 35，放石頭方法數恰有 

)2()1( 44  nAnA                          (28) 

4. 石頭放在位置：如下圖 36，放石頭方法數恰有 

)1(4 nA                              (29) 

 

 

 

 

            圖 35. 第 3列第 1行放石頭          圖 36. 第 4列第 1行放石頭 

)(4 nA 即為(24)～ (29)方法數的總和，即 

     )4()3()3()2()2()1()1()( 44444444  nAnAnAnAnAnAnAnA  

 1)3,4()2,4(2)1,4( 222  nBnBnB  

)2,4(),4()4()1(2 2244  nBnBnAnA  

得到 

                  )2,4(),4()4()1(2)( 22444  nBnBnAnAnA                 (30) 

 

利用上述遞迴式(30)及 1)3,4()2,4()1,4(),4( 2222  nBnBnBnB 的遞迴式，我們便

可算出 )8(~)6( 44 AA : 

)4,4()6,4()2()5(2)6( 22444 BBAAA   

478  

)5,4()7,4()3()6(2)7( 22444 BBAAA   

1044  

)6,4()8,4()4()7(2)8( 22444 BBAAA   

2227  

      

…       
      
      

      

… 
      

      

      

項次 0 1 2 3 4 5 

)(4 nA  1 4 13 36 90 212 

)(4 nB  1 2 4 8 15 28 

n行 n行 
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八、策略的延伸應用─5×n 方陣的放石頭方法數 

有了尋找 )n(1A ～ )n(4A 遞迴式的成功經驗後，我們思考：利用分析圖形的策略既然

順利找到了 )n(4A 的遞迴式，何不再繼續研究 )n(5A ，探尋其中的規律，最後再擴展到

)n(mA 呢？ 

於是，開始進行 )n(5A 圖形的分析，在其中發現了 )n,5(3B 圖形(如圖 37紅框所

示)，此圖形為左起第 1 行恰有 3 列，第 2 行恰有 4 列，第 3 行起之後的每一行均為 5

列，行數共 n 行，在此種圖形中，符合「放石頭規定」的放法之數量記為 )n,5(3B 。 

 

 

 

 

 

 

圖 37. 在 )n(5A 中發現 )n,5(3B 圖形 

由於 )n,4(2B 有遞迴式，我們也想尋找 )n,5(3B 的遞迴式，卻發現另一種新圖形不斷

重複出現（如下圖 38塗色部分），此種圖形為左起第 1 行第 1 列、第 2 列與第 4 列可放

石頭，第 2 行第 1 列、第 2 列、第 3 列與第 5列可放石頭，第 3 行恰有 4 列，第 4 行起

之後的每一行均為 5 列，行數共 n 行，而在的位置放石頭，會產生如下之遞迴式：  

1)4,5()5,5()6,5( 222  nBnBnB  

1)6,5()7,5()8,5( 222  nBnBnB  

1)8,5()9,5()10,5( 222  nBnBnB  

… 

 

 

 

 

圖 38. )n,5(3B 圖形內重複出現的圖形 

       

…… 

       

       

       

       

●        

…… 

        

        

 ●       

        

行 

行 
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找出 )n,5(3B 之遞迴式如下（詳細的研究過程請參閱實驗日誌）： 

)1,5()3,5()4,5()2,5()3,5(2)4,5(1),5( 3332223  nBnBnBnBnBnBnB  

...))5,5()4,5()3,5()3,5()2,5()1,5(( 332332  nBnBnBnBnBnB

利用相同策略繼續進行分析，發現 

1)4-n,5()3-n,5()2-n,5()1-n,5()n,5( 22222  BBBBB            (31) 

再尋找 )n(5A 的遞迴式，如下（詳細研究過程請參閱實驗日誌）： 

 )3,5()1,5(),5()5()1(2)( 222555  nBnBnBnAnAnA  

)4,5()3,5(2)2,5()1,5( 3333  nBnBnBnB  

...))6,5()5,5()4,5()4,5()3,5()2,5((2 332332  nBnBnBnBnBnB  

...))5,5()4,5()3,5()3,5()2,5()1,5(( 332332  nBnBnBnBnBnB         

(32) 

發現 )n(5A 的遞迴式中會有 )n(5A 的部分前幾項，並且包含 )n,5(2B 及 )n,5(3B 圖形；回

頭檢視 )n(1A ～ )n(4A 的遞迴式(2)、(7)、(15)、(30)，發現 )n(3A ～ )n(5A 之遞迴式(15)、

(30)、(32)有如下的規律： 

)n(3A 的遞迴式中會有 )n(3A 的部分前幾項 

)n(4A 的遞迴式中會有 )n(4A 的部分前幾項及 )n,4(2B 子圖形 

)n(5A 的遞迴式中會有 )n(5A 的部分前幾項及 )n,5(2B 、 )n,5(3B 子圖形    (33) 

九、計數 m×n 方陣的放石頭方法數策略，m≧5。 

根據上述研究，若方陣擴大至 m×n，m≧5，我們提出以下策略計數放石頭的方法數。 

 (一)分成若干子圖形 

在研究歷程中發現，同一行的放石頭方法數彼此不會影響，因此可以分開計

數；而在 m×n方陣中，前一行石頭最多會影響其後（m-1）行石頭之放置，因此會形

成如階梯般的子圖形。如圖 39所示，從第一行開始放石頭，直到在某行放石頭後，

確定圖中的黃色階梯狀部份不會放任何石頭，便會得出包含子圖形(見灰色部份)的

放石頭方法數；如果圖中黃色部份還有放石頭的空間，則我們會繼續用窮舉的方
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式，一直到類似黃色階梯狀區域的部份不能放石頭為止；或到最末一行。持續用同

樣方法分析的結果，便會得到 )(nAm 是一些子圖形的方法數總和，即 )(nAm 的遞迴式

包含 )(nAm 的前幾項，以及一些子圖形 ),(2 nmB 、 ),(3 nmB 、 ),(4 nmB ……，詳細說

明見命題 3。 

 

 

 

 

圖 39. )(nAm 包含子圖形 ),(2 nmB 、 ),(3 nmB 、 ),(4 nmB …… 

命題 3( )(nAm 遞迴式的形式)： 依本研究分析方式， )(nAm 遞迴式包合 )(iAm ， i 為

介於 1~ n 的某些值；及一些 ),( jmBs ，其中 22  ms ， j 為介於 1~ n 的某些值。 

說明. 以下分兩部份說明。 

Ⅰ.除了 )(nAm 以外的子圖形，其形式只會是 ),( jmBs . 依本研究解析 )(nAm 圖形的

方式，恰分下列三類情況討論： 

情況一：若石頭放在第一列時(見圖 40)，則我們會繼續討論： 

a.若石頭放在位置，則持續討論若石頭分別放在灰色部份的位置時，灰色該

行右側圖形可放石頭的方法數； 

b.若石頭放在、、…，則進入當石頭放在第二列以下時的討論。 

… 

        

… 

        

        

        

 …       

        

        

         

圖 40. 若石頭放在第一列   

情況二：若石頭放在第二列以下時，當在某一行放入石頭後，使得黃色部份

確定不會放任何石頭，見圖 41，則我們會得出 )(nAm 包含藍色部份放石頭方法

… 

     

… 

    
    
   ● 
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數，藍色部份必為 ),( jmBs 其中一種子圖形，其中 22  ms 。 

 
 

 

 

 
 
 
 

        圖 41. 放入石頭後，黃色部份確定不會放任何石頭 

情況三：當在某一行放石頭後，還要繼續向右討論放石頭方法數，如圖 42。  

若在某一行放入石頭後，次行的、、…仍可以放石頭，則我們除了得出

如圖 41藍色部份放石頭方法數之外，還會繼續計數若分別在圖 42的、、

…等位置放石頭，灰色部份的放石頭方法數。 

 

 
 

 
 
 
 

         圖 42. 在某一行放入石頭後，次行的、、…仍可以放石頭 

統整情況一~情況三：當我們每討論完一行，剩下要討論的行數便會減少或不用

再討論，由於全部的格子數有限，就必得到有限的項數，而且子圖形的形式只

會是 ),( jmBs ， 22  ms 。 

Ⅱ. )(iAm ， ),( jmBs ， 22  ms 的每一項都會出現. 只要注意在第 1 行的討論，

當分別討論若在第 1列、第 2列、第 3列、…第m 列放石頭時，第二行起到第

n 行間會出現的子圖形。 

1.若在第 2列放石頭，會出現 )1,(2 nmB 的子圖形，見圖 43藍色部份。 

 

 

 

 

 
 

          圖 43. 在第 2列放石頭，討論放石頭方法數時會出現 )1,(2 nmB 的子圖形 

… 

        

… 

        
        
        
        
        
        
        

… 

        

… 
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2.若在第 3列放石頭，會出現 )1,(3 nmB 的子圖形，見圖 44藍色部份。 

 

 

 

 
 

 

     圖 44. 在第 3列放石頭，討論放石頭方法數時會出現 )1,(3 nmB 的子圖形 

4.若在第m 列放石頭，會出現 )1( nAm 的子圖形，見圖 45藍色部份。   

 

 

 

 

 

 

    圖 45. 在第m 列放石頭，討論放石頭方法數時會出現 )1( nAm 的子圖形 

■ 

(二)找出子圖形的遞迴關係 

根據我們的研究發現，子圖形 ),( nmBs 的放石頭方法數具有一定的規律，且子圖

形的放石頭方法數與上一階層的子圖形息息相關，形成遞迴關係，因此，找出子圖

形內的遞迴關係後，便能利用其規律找到 )(nAm 的遞迴式，說明如下： 

1.子圖形 ),(2 nmB 的放石頭方法數具有一定的規律 

以 ),5(2 nB 為例，分析 ),5(2 nB 圖形時，是討論到第 4行時，恰剩 2格可放石

頭，此時放石頭方法數為 )4,5(1 2  nB (見圖 46a)，接著討論第 3行，此時放石

頭方法數為 )3,5(2 nB ，然後討論第 2行，此時放石頭方法數為 )2,5(2 nB ，最

後討論第 1行，此時放石頭方法數為 )1,5(2 nB ，找出 ),5(2 nB 的遞迴式(31)： 

1)4-n,5()3-n,5()2-n,5()1-n,5()n,5( 22222  BBBBB  

而以 ),5(2 nB 為出發點，去思考 ),(2 nmB 的規律時，便能看出 ),(2 nmB 圖形的

(m-1)行與 ),5(2 nB 圖形的第 4行情形類似(見圖 46b)，故類推 ),(2 nmB 遞迴式為： 

1)1,()3,()2,()1,(),( 22222  mnmBnmBnmBnmBnmB  ， 

， 4m ， 1mn 。                                              (34)■ 
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a. ),5(2 nB 第 4行的放石頭方法數            b. ),(2 nmB 第(m-1)行的放石頭方法數 

圖 46. 子圖形 ),(2 nmB 放石頭方法數之推演過程 

2.同一階層 ),(2 nmB 子圖形的前幾項皆為 2 的幾次方 

在窮舉的過程中，發現如下的數據： 

2)1,4(2 B 、 4)2,4(2 B 、 8)3,4(2 B ； 

2)1,5(2 B 、 4)2,5(2 B 、 8)3,5(2 B 、 16)4,5(2 B ； 

 

子圖形 ),(2 imB 在前幾項都有一定的規律，且恰好都是 2的倍數，這是為什麼呢？

說明如下： 

(1)如圖 47所示， 1i 時， 1

2 2)1,( mB 。 

(2) 2i 時，此時圖形增加第 2行，共 3列，對於第一行放的石頭，它所在位置

的左上-右下連線格子延伸至第二行，延伸線上的格子不放石頭，使得第二行

還有 3－1＝2格空格可放石頭，故得 

21

22 2222)1,()2,(  mBmB 。 

(3) 3i 時，此時圖形增加第 3行，共 4列，對於第一行和第二行放的石頭，這

兩顆所在位置的左上-右下連線格子延伸至第三行，延伸線上的格子不放石

頭，使得第三行還有 4－2＝2格空格可放石頭，故得 

32

22 2222)2,()3,(  mBmB 。 

以此類推，可得 

iiimBimB 2222)1,(),( 1

22    

 

 

  … 
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m列 

m-1行 
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 1

2 2)1,( mB      2

2 2)2,( mB         3

2 2)3,( mB             iimB 2),(2   

圖 47. iimB 2),(2   

而 i 的範圍僅到 1m ，如圖 48a所示，注意到前 2m 行，每一行放的石頭的左上-

右下連線格子均會延伸到第 1m 行，使得第 1m 行上有 2m 格不能放石頭，因為

該行恰有m 列，所以還剩 2)2(  mm 格可放。然而當第一行的石頭放在第二列

時，它的左上-右下連線格子不會延伸至第m 行（如圖 48b所示），因而不適用上述

討論。故 i 的範圍僅到 1m ， iimB 2),(2  ， 4m ， 11  mi 。             ■                 

 

 

 

 

 

 
a. 第 1m 行上有 2格能放石頭      b.第 1行第 2列放石頭，左上-右下連線 

                  格子不會延伸至第 m行 

圖 48. i 的範圍僅到 1m 之圖示說明 

以此類推，得到    iimB 3),(3  ， 5m ， 21  mi 。 

iimB 4),(4  ， 6m ， 31  mi 。 

iimB 5),(5  ， 7m ， 41  mi 。 

 

3.子圖形的放石頭方法數與上一階層的子圖形息息相關，形成遞迴關係 

以下稱 ),(2 nmB 為 2階子圖形、 ),(3 nmB 為 3階子圖形、 ),(4 nmB 為 4階子圖

形…。除了發現 2階子圖形 ),(2 nmB 本身具有規律之外，我們還發現，子圖形內會
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有另一個階層的子圖形，例如 3階子圖形 ),(3 nmB 裡面，會有 2階子圖形 ),(2 nmB 和

3階子圖形 ),(3 nmB ；而 4階子圖形 ),(4 nmB 裡面，會有 2階子圖形 ),(2 nmB 、3階

子圖形 ),(3 nmB 和 4階子圖形 ),(4 nmB ……，證明過程見命題 4。 

命題 4：任一階子圖形的遞迴關係式不會包含更高階的子圖形。 

證明. 利用反證法證明。 

定義：設 k階子圖形的遞迴式包含 k+i階子圖形，其中 1≦i≦n－k，則表示在探

討的過程會產生如圖 49之圖形： 

 

 

 

 

 

 

圖 49. 如果 k階子圖形的遞迴關係式包含 k+i 階的子圖形，其中 1≦i≦n－k 

以 4階(k階)子圖形內出現 7階(k+i階)子圖形來舉例，見圖 49，假設 7階

子圖形出現在第 10行(j行)，由於要產生完整的 7階子圖形，故黃色部份不可放

任何石頭，否則會分割該 7階子圖形。 

而當在某行放一顆石頭，就產生一條左上-右下向的格子連線，在這條連線

上的其它位置不能再放石頭，此時前面 10行剩下的藍色部份空間至多可容納左

上-右下連線的數量為       

（4-1+10）-(4+3-1)=10-3=7 

也就是                   

k-1+j-(k+i-1)=j-i。 

若前 10行各放一顆石頭，則至少需產生 10條左上-右下向的格子連線，然

而目前的空間不足以容納，與假設矛盾！故不可能包含較多階的子圖形。    ■ 

 

                  
                  
                  
             k+i階   
              
              
         

● 

        
                  
                  
                  

j行 

k階 



28 
 

根據命題 4可推得，k階子圖形的遞迴式恰由一些 k階子圖形的前幾項，和 k-1

階、k-2階、…、2階子圖形，以及初始值組成，因而可得到： 

命題 5. 可藉由 k-1階子圖形的放石頭方法數去計算 k階的放法數，還要加上目

前這一階的初始值。 

舉例來說， ),(4 nmB 的遞迴式包含了 ),(4 nmB 前幾項、 ),(3 nmB 和 ),(2 nmB ；而

),(3 nmB 的遞迴式包含了 ),(3 nmB 前幾項和 ),(2 nmB ，回憶(23)、(31)、(34)： 















。1,4,1)1,()3,()2,()1,(),(

,1)4,5()3,5()2,5()1,5(),5(

,1)3,4()2,4()1,4(),4(

22222

22222

2222

mnmmnmBnmBnmBnmBnmB

nBnBnBnBnB

nBnBnBnB


 

 

我們知道 ),(2 nmB 的遞迴式，所以可以求出任意 n 的 ),(2 nmB 值，再搭配 ),(3 nmB

的初始值，便可算出任意 n 的 ),(3 nmB 值，同理，再搭配 ),(4 nmB 的初始值，就能

算出任意 n 的 ),(4 nmB 值。                                               

(三)策略統整 

我們提出了計數 m×n方陣放石頭方法數的策略： 

1. 將圖形先分成若干子圖形： 

)(nAm 的遞迴式包含 )(nAm 的前幾項，以及一些子圖形 ),(2 nmB 、 ),(3 nmB 、

),(4 nmB 、…等。 

2. 找出子圖形的遞迴關係： 

由於子圖形 ),(2 nmB 的放石頭方法數有如下 2個規律：  

1)1,()3,()2,()1,(),( 22222  mnmBnmBnmBnmBnmB  ，

3m ， 1mn  

以及                    iimB 2),(2  ， 11  mi 。 

且子圖形內又有其他階層之子圖形，構成遞迴關係，例如 4階子圖形 ),(4 nmB 的

遞迴式包含了 4階子圖形 ),(4 nmB 前幾項、3階子圖形 ),(3 nmB 和 2階子圖形
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),(2 nmB ；而 ),(3 nmB 的遞迴式包含了 ),(3 nmB 前幾項和 ),(2 nmB …。 

因此，利用 2階子圖形 ),(2 nmB 的遞迴式便能找出 3階子圖形 ),(3 nmB ，再利用

其遞迴關係算出更多階層的子圖形，如 ),(4 nmB 、 ),(5 nmB ……，由於 )(nAm 遞迴

式包合 )(iAm 圖形（ i 為介於 1~ n 的某些值），及一些 ),( jmBs 子圖形（其中

22  ms ， j 為介於 1~ n 的某些值），我們便能找到 )(nAm 的遞迴式，並算出

任意 n 的 )(nAm 值。 

肆、研究結論 

一、一行多顆的情形下，最多能放的石頭數量： 

在 m列 n行的方陣中，從左側第一行開始放石頭，限制「新放下去的石頭的左上角方向

一路延伸都不可以有已經放好的石頭」，最多能放的石頭數量為 

1 nm  顆 

二、一行一顆的情形下，放石頭的方法數 

)n(mA 代表 m列 n行方陣中，符合「放石頭規定」的放法數量。 

（一）m=1， 1)n(1 A  

（二）m=2， 1)n(2  nA  

（三）m=3， 1)2-n()1-n()n( 333  nAAA  

1)3-n()1-n(2 33  AA  

)4(5n   nF ，其中 nF 為費氏數列 

（四）m=4， )2-n,4()n,4()4-n()1-n(2)n( 22444 BBAAA   

其中 )n,4(2B 為左起第 1行恰有 2列，第 2

行恰有 3列，第 3行起之後的每一行均為 4

列，行數共 n行的圖形，符合「放石頭規

定」的放法之數量（見右圖 50）。                 

    

 

行 

    

……     
    
    

      圖 50. 子圖形 )n,4(2B  
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（五）二階子圖形的遞迴式：

1)1,()3,()2,()1,(),( 22222  mnmBnmBnmBnmBnmB  ， 

4m ， 1mn 。 

例： 1)3-n,4()2-n,4()1-n,4()n,4( 2222  BBBB  

1)4-n,5()3-n,5()2-n,5()1-n,5()n,5( 22222  BBBBB  

（六）m≧5，計數 m×n方陣的放石頭方法數策略： 

1. 將圖形分成若干子圖形 ),( jmBs ，其中 22  ms ， j 為介於 1~ n 的某些值 

2. 找出子圖形 ),( jmBs 的遞迴關係 

        便能透過 ),( jmBs 找到 )(nAm 的遞迴式，並算出任意 n 的 )(nAm 值。 

伍、未來展望 

  針對放石頭遊戲的 m×n方陣，當中的每一個 m，我們給出了計數放石頭方法總數的

算法，但尚未能探討出一般化公式──也就是給任意 m值，用一個公式去表達方法數。

這一題是否如「約瑟夫問題」只能用演算法一步一步算、或真的有一般化公式，目前因

為時間有限及所學有限，還沒有得到結論，希望在未來累積更多的知識後再加以研究。 

陸、參考文獻 

一、 游森棚(2017)放石頭。科學研習月刊 56 卷第 11期。上網日期：2018/07/01。取自：

https://www.ntsec.gov.tw/User/Article.aspx?a=3468  

二、 點石城金放石頭。嘉義市第 36屆中小學科學展覽會。國中組數學科。上網日期：

2018/10/01。取自：http://www2.cy.edu.tw/SCIENCE36/國中組/數學科/國中組-數學

科-點石城金放石頭/國中組-數學科-點石城金放石頭.pdf 

三、 南一書局教科書編輯委員會(民 107)。等量公理。國民小學數學課本第十一冊。南一書

局企業股份有限公司。臺北市。 

四、 南一書局教科書編輯委員會(民 107)。怎樣解題（一）（二）。國民小學數學課本第十二

冊。南一書局企業股份有限公司。臺北市。 



作品海報 

【評語】080405  

本文研究有趣的放石頭遊戲，從 4列 8行的方陣中以直觀的方

式分析(1)可放石頭的最大數，(2)1xn、2xn的放石頭方法數。雖然

這個問題已經在之前的科展有相關的探討，但本文作者以(1)前後方

陣的方法數整理出 3xn的放石頭方法數，及(2)先窮舉再以子圖形的

方式整理出 4xn的放石頭方法數。最後用遞迴的關係試圖推導出一

般情況的公式，這對小學生而言，是一份佳作，值得鼓勵。 
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一、解的存在性

每一行所放的石頭，只會影響下一行的下一列以下的石頭放置。例如：在第1行第3列放石

頭，會被影響的是紫色格子，也就是第4列第2行不能放石頭(如圖4)；在第1行第2列放石頭，

則第3列第2行及第4列第3行的綠色格子不能放石頭(如圖5)；在第1行第1列放石頭，則第2列第

2行、第3列第3行及第4列第4行的粉紅色格子不能放石頭(如圖6)。也就是說：

我們發展簡潔的策略來計數放石頭方法數，不僅研究出1列𝑛行～4列𝑛行(以下簡稱1 × 𝑛、

2 × 𝑛、3 × 𝑛、4 × 𝑛)的放石頭方法數，還推廣至𝑚列𝑛行，提出計數𝑚 × 𝑛陣列放石頭方法數

的策略(其中𝑚 ≥ 5)。

𝑨𝒎 𝒏 ：

𝑩𝒔(𝒎,𝒏)：

𝑩𝟐(𝟒, 𝒏)：

𝑭𝒏 ：

一、在𝑚列𝑛行陣列中(𝑚 × 𝑛)探討解的存在性，及每行放多顆石頭的最大數量。

二、解決1 × 𝑛、2 × 𝑛、3 × 𝑛、4 × 𝑛陣列的放石頭方法數，並找到遞迴關係式。

三、延伸探討𝑚 × 𝑛陣列放石頭方法數的策略，𝑚 ≥ 5。

放在第１列的石頭，永遠不會被影響，故任意陣列皆能依規定放石頭(如圖7)

圖4. 第1行第3列放石頭
的情形

圖5. 第1行第2列放石頭
的情形

圖6. 第1行第1列放石頭
的情形

圖1. 前4行已放石頭的其中一種情形

我們研究《科學研習月刊》中一個有趣的數學遊戲，規則如下：

「在4列8行的陣列中，從左側第1行開始每1行放1顆石頭，

並限制『新放下去的石頭的左上角方向一路延伸都不可以有

已經放好的石頭』（如圖1）。問：八個直行都必須有石頭，

共有幾種放法？」

一、

二、

三、

代表𝑚列𝑛行之陣列，符合放石頭規定之放法數量(如圖2)。

左起第1行恰有s列，第2行有(s + 1)列，第3行有(s + 2)列…，第(𝑚 − 𝑠 + 1)行

後的每一行均為𝑚列，行數共𝑛行，此圖形中符合放石頭規定之放法數量；以

B2(4, n)為例。

左起第1行有2列，第2行為3列，第3行後

每一行均為4列，行數共𝑛行(如圖3)。

代表費氏數列，𝑛為項數。
圖2. 𝑚列𝑛行陣列圖形 圖3. 𝐵2(4, 𝑛)陣列圖形

圖7. 第1列皆可放石頭，
不受其他行影響

二、簡化問題，尋找1×n、 2×n、 3×n、 4×n陣列放石頭方法數之規律

(一)𝟏 × 𝒏陣列：

(二)𝟐 × 𝒏陣列：

利用簡化問題的方法，依序由2 × 1陣列排列至2 × 8陣列，發現每增加1行，就增加1種

放石頭的方法，得出2 × 𝑛陣列的一般式。

在𝟏 × 𝒏陣列中，𝑨𝟏(𝒏)＝𝟏

𝐴2(1) = 2 𝐴2(2) = 3 𝐴2(3) = 4 𝐴2(4) = 5

在𝟐 × 𝒏陣列中，𝑨𝟐(𝒏)＝𝒏 + 𝟏

只有唯一的1種放法。



(四)𝟑 × 𝒏陣列與費氏數列之關係：

檢視各項方法數之差(如圖8橘色底所示數列)，找不出其中的規律；而檢視其二階差(如藍色底所示)、

三階差(如粉紅色底所示)、四階差(如綠色底所示)……，意外發現費氏數列藏身其中！

再利用列表的方式觀察𝐴3(𝑛)數列與費式數列(見表1)，得出關係式：

(三)𝟑 × 𝒏陣列：

用窮舉法找出𝐴3(1)～ 𝐴3(8)之放石頭方法數，並從數據中找到規律，規律有二：

1.從第4項起，其放石頭方法數為前項的2倍

減前前前項再加1(右圖粉紅框處)， 如：

𝐴3(4) = 2𝐴3(3)–𝐴3(1) + 1，

𝐴3(5) = 2𝐴3(4)–𝐴3(2) + 1 ，…

得出一般式：

𝐴3(𝑛) = 2𝐴3(𝑛 − 1)–𝐴3(𝑛 − 3) + 1

2.從第3項起，其放石頭方法數為前二項之和

加上行數加1(見右圖藍框處)， 如：

𝐴3(3) = 𝐴3(2) + 𝐴3(1) + (3 + 1)，

𝐴3(4) = 𝐴3(3) + 𝐴3(2) + (4 + 1)，…

得出一般式：

𝐴3(𝑛) = 𝐴3(𝑛 − 1) + 𝐴3(𝑛 − 2) + (𝑛 + 1)

A3(1)= 3

A3(2)= 7

A3(3)= 14

A3(4)= 26

A3(5)= 46

A3(6)= 79

A3(7)= 133

A3(8)= 221

= 7x2

= 14x2-3+1

= 26x2-7+1

= 46x2-14+1

= 79x2-26+1

= 133x2-46+1

= 7+3+4

= 14+7+5

= 26+14+6

= 46+26+7

= 79+46+8

= 133+79+9

𝑨𝟑(𝒏)＝𝟐𝑨𝟑(𝒏 − 𝟏) − 𝑨𝟑(𝒏 − 𝟑) + 𝟏

＝𝑨𝟑(𝒏 − 𝟏) + 𝑨𝟑(𝒏 − 𝟐) + (𝒏 + 𝟏)

𝑛 1 2 3 4 5 6 7

𝑭𝒏 + 𝟓 8 13 21 34 55 89 144

𝐴3 (𝑛) 3 7 14 26 46 79 133

𝑭𝒏 + 𝟓─ 𝐴3 (𝑛) 5 6 7 8 9 10 11

圖8. 二階差、三階差、四階差與費式數列相關

尋找𝐴4(𝑛)規律的過程中，發現只要是放在第2列或

第4列的位置(如圖10中的)，其後皆會出現同

樣的子圖形(如圖10紅框處)，將此子圖形放法數量

記為𝐵2(4, 𝑛)，其關係式如下：

再運用𝐵2(4, 𝑛)之關係式，得出

𝑩𝟐(𝟒, 𝒏)＝ 𝑩𝟐(𝟒, 𝒏 − 𝟏) + 𝑩𝟐(𝟒, 𝒏 − 𝟐) + 𝑩𝟐(𝟒, 𝒏 − 𝟑) + 𝟏

圖10. . 在𝐴4(𝑛)中發現𝐵2(4, 𝑛)子圖形

𝑨𝟒(𝒏)＝𝟐𝑨𝟒(𝒏 − 𝟏) − 𝑨𝟒(𝒏 − 𝟒) + 𝑩𝟐(𝟒, 𝒏) + 𝑩𝟐(𝟒, 𝒏 − 𝟐)

圖11. 在𝐴5(𝑛)中發現 𝐵2(5, 𝑛)及𝐵3(5, 𝑛)子圖形

(五)𝟒 × 𝒏陣列～發現𝑩𝟐(𝟒, 𝒏)子圖形

已知同一行的放石頭方法數彼此不會影響，可分開計數，故

𝐴4(𝑛)＝石頭放在的方法數 + 放在的方法數 +放在的方法數 + 放在的方法數(如圖9)

(六)𝟓 × 𝒏陣列～發現𝑩𝟐 𝟓, 𝒏 、𝑩𝟑(𝟓, 𝒏)子圖形

運用本研究發展之分析圖形方式尋找𝐴5(𝑛)之關係式，得出子圖形𝐵2(5, 𝑛)、𝐵3(5, 𝑛) (見圖11)，及其關

係式；並發現𝐴3 𝑛 、𝐴4 𝑛 、𝐴5(𝑛)之遞迴式有如下的規律：

圖9. 同一行的放石頭方法數彼此不會影響，可分開計數

表1. 𝐴3(𝑛)數列與費式數列的關係

𝑨𝟑(𝒏)＝𝑭𝒏+ 𝟓− (𝒏 + 𝟒)

𝐴3(1) 𝐴3(2) 𝐴3(3) 𝐴3(4) 𝐴3(5) 𝐴3(6) 𝐴3(7) 𝐴3(8)

𝑨𝟑 𝒏 的遞迴式中會有𝑨𝟑 𝒏 的部分前幾項。

𝑨𝟒 𝒏 的遞迴式中會有𝑨𝟒 𝒏 的部分前幾項及𝑩𝟐(𝟒, 𝒏)子圖形。

𝑨𝟓(𝒏)的遞迴式中會有𝑨𝟓(𝒏)的部分前幾項及𝑩𝟐(𝟓, 𝒏)、𝑩𝟑(𝟓, 𝒏)子圖形。



一、解的存在性──放在第𝟏列不會被其他列的石頭影響，故任意陣列都能依規定放石頭。

二、一行一顆的情形下，放石頭的方法數：

𝐴𝑚 𝑛 代表𝑚列𝑛行陣列中，符合「放石頭規定」的放法數量。

(一)𝑚 = 1，𝐴1 𝑛 ＝1

(二)𝑚 = 2，𝐴2 𝑛 ＝𝑛 + 1

(三)𝑚 = 3，𝐴3 𝑛 ＝2𝐴3 𝑛 − 1 − 𝐴3 𝑛 − 3 + 1 = 𝐴3 𝑛 − 1 − 𝐴3 𝑛 − 2 + 𝑛 + 1

＝𝐹𝑛+5 − (𝑛 + 4)，其中𝐹𝑛為費氏數列

(四)𝑚 = 4，𝐴4 𝑛 ＝2𝐴4 𝑛 − 1 − 𝐴4 𝑛 − 4 + 𝐵2 4, 𝑛 + 𝐵2 4, 𝑛 − 2

(五)二階子圖形的遞迴式：

𝐵2 𝑚, 𝑛 = 𝐵2 𝑚, 𝑛 − 1 + 𝐵2 𝑚,𝑛 − 2 + 𝐵2 𝑚,𝑛 − 3 +⋯+ 𝐵2 𝑚,𝑛 −𝑚 + 1 + 1，

𝑚 ≥ 4，𝑛 ≥ 𝑚 − 1。

(六)𝑚 ≥ 5，計數𝑚 × 𝑛陣列的放石頭方法數策略：

1.將圖形先分成若干子圖形𝐵𝑠 𝑚, 𝑗 ，2 ≤ 𝑠 ≤ 𝑚 − 2，𝑗為介於1~𝑛的某些值。

2.找出子圖形𝐵𝑠 𝑚, 𝑗 的遞迴關係。

3.透過𝐵𝑠 𝑚, 𝑗 找到𝐴𝑚 𝑛 的遞迴式，並算出任意𝑛的𝐴𝑚 𝑛 值。

(七)計數𝒎× 𝒏陣列的放石頭方法數策略，𝒎 ≥ 𝟓

1.分成若干子圖形

2.找出子圖形的遞迴關係

(1)子圖形𝑩𝟐 𝒎,𝒏 的放石頭方法數具有一定的規律

由𝐵2(4, 𝑛)及𝐵2(5, 𝑛)的遞迴式，類推𝐵2(𝑚, 𝑛)遞迴式如下：

(2)同一階層𝑩𝟐 𝒎,𝒏 子圖形的前幾項皆為𝟐的幾次方

(3)子圖形的放石頭方法數與上一階層子圖形構成遞迴關係

子圖形內會有較低階層的子圖形(見圖19)，例如4階子

圖形𝐵4 𝑚, 𝑛 裡面，會有2階子圖形 𝐵2 𝑚, 𝑛 、3階子圖

形𝐵3 𝑚, 𝑛 和4階子圖形 𝐵4 𝑚, 𝑛 。

一、游森棚（2017）。放石頭。科學研習月刊，56（11），64。

二、林宏澤、邱暐宸、張庭愷（2018）。點石城金放石頭。嘉義市第36屆中小學科學展覽

會國中組數學科。

三、南一書局教科書編輯委員會（2018）。等量公理。國民小學數學課本第十一冊。南一書

局企業股份有限公司。臺北市。

(1)𝑨𝒎 𝒏 遞迴式包含𝑨𝒎 𝒏 前幾項，及子圖形𝑩𝟐 𝒎,𝒏 、𝑩𝟑 𝒎,𝒏 、𝑩𝟑 𝒎,𝒏 …。

(2)𝑩𝒔 𝒎, 𝒋 ，𝟐 ≤ 𝒔 ≤ 𝒎− 𝟐在每一項皆會出現。

𝐵2 𝑚,𝑛 = 𝐵2 𝑚,𝑛 − 1 +𝐵2 𝑚,𝑛 − 2 +𝐵2 𝑚,𝑛 − 3

+⋯+𝐵2 𝑚,𝑛 −𝑚+1 +1，𝑚 ≥ 4，𝑛 ≥ 𝑚−1。 圖17.𝐵2 𝑚, 𝑛 第(𝑚− 1)行放石頭
方法數為1 + 𝐵2 𝑚, 𝑛 −𝑚 + 1

子圖形 𝐵2 𝑚, 𝑖 在前幾項都有一定的規律，且恰好都是2的倍數(見圖18)。

𝑖 = 1時，𝐵2 𝑚, 1 = 21；

𝑖 = 2時，𝐵2 𝑚, 2 = 21 × 2 = 22；

𝑖 = 3時，𝐵2 𝑚, 3 = 22 × 2 = 23；

而類推

圖12.在第2列放石頭
出現𝐵2 𝑚,𝑛 − 1

圖13.在第3列放石頭
出現𝐵3 𝑚,𝑛 − 1

圖16.在第𝑚列放石頭
出現𝐴𝑚 𝑛 − 1

圖15.在第𝑚−1列放石頭
出現𝐴𝑚 𝑛−1 −𝐴𝑚 𝑛−2

圖14.在第𝑚−2列放石頭
出現𝐵𝑚 − 2 𝑚,𝑛−1

𝐵2 𝑚, 𝑖 = 2𝑖，𝑚 ≥ 4，1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚 − 1。

𝐵3 𝑚, 𝑖 = 3𝑖，𝑚 ≥ 5，1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚 − 2。

𝐵4 𝑚, 𝑖 = 4𝑖，𝑚 ≥ 6，1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚 − 3。

…

圖18.𝐵2 𝑚, 𝑖 = 2𝑖之推演過程

圖19. 𝑘階子圖形不會包含𝑘 + 𝑖階子圖形
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