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摘要 

        以彈簧系統模擬固體內原子振動行為並以 Tracker 軟體分析情運動情形。 

以驅動力改變頻率方式看彈簧系統的振動模式，從單一砝碼的運動情形開始探討，逐漸推廣

到同質量砝碼串聯，再延伸到兩個不同質量砝碼週期性串聯，最後討論其不同外加頻率下彈

簧系統的振動行為，可模擬出兩不同砝碼可以出現如固態物理中晶格振動的色散現象

(dispersion relation)，其振動行為可分為聲頻支與光頻支，並觀察出在某些頻域系統不太具有

振動行為，這跟固態物理的能隙的相呼應。  

壹 研究動機 

       在國際物理奧林匹亞競賽(IPHO)國家代表隊培訓教材第一冊裡面亦看到有關環狀振子振

動的行為，找出其共振的頻率，並將其推廣到無窮多個，此時其共振的頻率有無窮多組解，

頻率可視為連續地，但是有其極大值為 2k

m

(k 為彈力常數、m 為振子質量) ，然後再加入質

量不一樣的一個振子，此時又會多出一個解，不過此 

時此解是與之前頻率不一樣，最後在依序地討論到質 

量一大一小交替構成雙原子鏈時，兩者之間存在一個 

無解的頻域，如圖(一)所示 

                         

                                                              (圖一) 

        對於此現象，請教老師後，得知這與材料內原子的振動行為相類似，是所謂的聲子晶體，

而且會出現能隙現象，而且從國家地震研究中心出版的簡訊內容有介紹土木工程師正研究利

用此聲子晶體能夠抵擋某些特定頻率的彈性波傳遞，用來設計在建築物上以隔絕地震波的傳

遞，我們從網路上也看到西班牙馬德里的一座 200 年前製作的雕塑(圖二)它由許多不鏽鋼空

心柱組成，在幾何上有規律地排布，且呈現出周期性。若進行聲學特性研究時發現，某些特

定頻率的聲音經雕塑散射後聽不到，即不能在雕塑內傳播。                                                 

 

 

 

                                                                                       (圖二) 西班牙馬德里的一座雕塑——流動的旋律 

       我們對於此特殊現象感到興趣，參考固態物理內容後，決定以彈黃組模擬固體原子振動

行為，展開研究。 
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貳 研究目的 

1.單顆砝碼的自然頻率。 

2.砝碼在外加驅動力(driven force)施予不同頻率下其振動行為與驅動力的相位關係。          

3.多組同質量砝碼在驅動力施予不同頻率下的運動情形。 

4.觀察兩不同質量週期性串連的砝碼在驅動力施不同頻率下是否會如固態物理的聲頻支與光   

   頻支運動情形並觀察其振幅情形。 

5.經由外加驅動力(driven force)施予不同頻率能模擬出系統的能帶理論，看是否經由有限組單 

   位晶胞能看出晶體內的帶隙(band gap)。 

 

 

參 研究設備及器材 

彈簧 砝碼 
弦上駐波起波器

(當驅動力) 
攝影器材 

 
   

Tracker 軌跡追蹤軟體 架高鐵架 電腦 電子秤 
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氣墊軌道 送氣馬達 臺車 

   

  

肆 研究過程及方法 

一、文獻探討 

       固態物理晶格振動理論： 

兩種原子質量分別為M、m（設M > m）等間距相間排列，設平衡時相鄰兩原子的間距為a，

則每隔2a間距排列情形會重複出現，在固態物理稱此為單位晶胞(unit cell)，相對於原子間的

距離，原子均只在平衡點位置附近振動其振動幅度遠小於原子間的距離，如此可以把相鄰原

子間的相互作用力看作是正比於相對位移的彈性恢復力，即可以想成原子間有一根彈簧其彈

力常數為  。情形如下圖表示 

在某一時刻 t，考慮一個單元內的兩個原子其位移分別為 2 2 1n nx x +與  

 

由

2

2

d x
F ma m

dt
= = ，知道有以下之方程式 

( )

( )

2

2
2 1 2 1 22

2

2 1
2 2 2 2 12

2

2

n
n n n

n
n n n

d x
M x x x

dt

d x
m x x x

dt





+ −

+
+ +


= + −


 = + −


.......(1) 

因為原子振動為簡諧運動,所以假設其解為下列型式 
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2

2 1

cos (k(2 ) )

=Bcos (k(2 +1) )

n

n

x A n a t

x n a t



+

= −
 −

(類似行進波的方程式 cos(kx )y R t= − ) 

表示所有原子均以角頻率ω振動，波數 2
k=




( 為原子所形成的波長)。 

將假設解帶入(1)中，並利用和差化積可以簡化成下列式子 

( )
( )

2

2

2cos 2

2cos 2

M A ka B A

m B ka A B

  

  

− = −
− = −

 

移項整理成以下式子 

( )  

  ( )

( )

2

2

2

2

1
2 2 2 2

2 2 cos( ) 0
  .....(2)     

2 cos( ) 2 0

2 2 cos( )
0         

2 cos( ) 2

2 cos(2 ) ........(3)

M A ka B

ka A m B

M ka

ka m

m M m M mM ka
mM

  

  

  

  




 − − =

− + − =

−
=

− −

 
  = +  + +  

 

方程式要有解須滿足以下條件
 

將ω兩個解分開來看 

( )

( )

1
2 2 2 2

1

1
2 2 2 2

2

2 cos(2 )

2 cos(2 )

m M m M mM ka
mM

m M m M mM ka
mM







  
 = + − + +   

  


   = + + + +  
 

 

cos 值僅能在-1 與 1 之間，所以 1 與 2 均只能在一定範圍內 

又參考大學固態物理內容：改成改變 k 值，看 1 與 2 的值發現可以用下列的圖表示，而且

2 2

M m

 
  這個區間是不存在其數學解，在固態物理稱之為能隙，研究此現象又稱為能

帶理論，在量子力學領域，晶格振動其能量是不連續的，因此稱為聲子以別與光子。 
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(A)聲頻支由來的推導 

由(2)中   ( )22 cos( ) 2ka A m B  − + − = 0 

可以得到 2

2 cos( )

2

B ka

A m



 
 =

−
 

從圖中可看出 2

1

2 2

M m

 
   又 k 被限制在

2 2
k

a a

 
−    

2

2 cos( )
0

2

B ka

A m



 
 = 

−
 

※因此對應到 1 的解其相鄰原子的振動方向相同，原子振動情形可用下圖所示 

 

 

特例情形 

 

Case1. 

當 k=
2a

 時B=0(m(輕的)原子不動) 且 1

2

M


 = 為 max 

其原子運動情形如圖所示 

   

   

上面的圖可認為 M 原子振動形成駐波(此時 =4a ) 

當 2
0k




= → (原子所形成的波波長為長波長)時， 

2 2 2

1 1

2 2 2
sin ( ) ( )ka ka k a

m M m M m M

  
    =  

+ + +
且 1               

A

B
→  

即在長波極限下，兩種原子的運動完全一致，振幅和相位均相同。 
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且波速 1 2
v a

k m M

 
= = 

+
為常數，這種原子振動所形成的波很像空氣中氣體分子所形成的

聲波，所以 1 稱為聲頻支  

 

(B)光頻支由來的推導 

由(2) ( )  22 2 cos( ) 0M A ka B  − − =  

可以得到 2

2 cos( )

2

A ka

B M



 
=

−
 

又從圖中可看出 2

2

2 2

m M

 
   又 k 被限制在

2 2
k

a a

 
−    

所以 2

2 cos( )

2

A ka

B M



 
=

−
<0   

代表相鄰原子的振動方向相反 

 

原子振動情形可用下圖表示：

 

原胞內為兩個帶相反電荷的離子（如離子晶體），那麼正負離子的相對振動必然會產生電偶

極矩，而這一電偶極矩可以和電磁波發生相互作用。在某種光波的照射下，光的電場可以激

發這種晶格振動，因此，我們稱這種振動為光頻支。 

 

特例情形 

Case1： 

當 k=
2a

 時
2

2 cos( )

2

A ka

B M



 
=

−
   

則 A=0(M(重的原子)不動) 且 2

2

m


 = 為 min 

其原子運動情形如圖所示 
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上面的圖可認為 m 原子振動形成駐波(此時 =4a ) 

 

Case2： 

2

2 ( ) 2 1 1 1
=0 = = ( = + )

A
= ( )

B M

m M

mM m M

m

 


 

+

−

當k 時， 其中

則 兩原子的位移量與質量成反比

        

即單位晶格內中兩原子振動方向相反，但質心固定不變。如圖所示 

 

 

上面求解假定M、m無限長，這是不可能的，參考大學固態物理內容利用週期性邊界

條件就是將一有限長度的晶體看成無限長晶體的一個重複單元： 

就是假設晶體內有N個單位晶胞，即有2N個原子 

2 2 2 cos( (2 ) ) cos( (2 2 ) )

2 2  ( 1.2..... )

n N nx x A k na t A k N n a t

kNa n k n n N
Na

 




+=  − = + −

 =   =  =
 

如此可以得到振動的波數k的值為有限個其k與對應的 1 與 2 圖，如下圖所示： 由連續值

變成是不連續的值 

 

經由(3)知 
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( )
1

2 2 2 22 cos(2 )m M m M mM ka
mM




 
 = +  + +  

 
，其中 k n

Na


=  (=1.2.3……N) 

系統內有 N 個原子就有 N 個振動解 

二、實驗模擬理論想法： 

本實驗若於水平方向串聯彈簧系統，因砝碼有重量，無法呈現水平狀態，因此改為鉛直方向，

串聯彈簧系統，如圖所示。 

但受限於彈簧受砝碼重量影響會伸長，無法組成多組單位晶 

胞。因此以上述模型以 2 個單位晶胞、3 個單位晶胞、4 個單位晶胞、………並以訊號源輸

入各種頻率，看其系統振動情形，期望經由共振方式(如圖)，找出其振動的 ，並能模 

擬出系統的能帶理論，看是否經由有限組單位晶胞能看出晶體內的帶隙(band gap)。 

 

二、實驗流程圖    三、實驗示意圖 
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一. 測量單顆砝碼的自然頻率 

      (一)為了確保實驗的準確度，我們以理論公式算出單一砝碼的自然頻率        

            
1

2

k
f

m
= ，並將之和實際測得之值加以比較其相關性。 

      (二)觀察彈簧在自然頻率下和振動源(source)之相位關係 

二.觀察同質量多顆砝碼的自然頻率並分析振動情形 

      (一)以 50 克砝碼串連而成之彈簧組  (二)測試不同頻率下砝碼組的運動行為 

      (三)同樣以上述公式計算比較實際數據  (四)觀察在共振頻率下各砝碼間之相位關係  

三.觀察兩不同質量砝碼週期性串聯運動行為 

       (一)以 50/20 克砝碼串連而成彈簧組(依序為周期數 2、周期數 3、周期數 4) 

       (二)測試不同頻率下砝碼組的運動行為  (三)測量不同頻率下砝碼組之最大振幅 

       (四)觀察在共振頻率下各砝碼間之相位關係 

伍 研究結果  

一. 彈簧之正比限度 

為了確保在實驗進行中，彈簧之受力皆和其伸長量的一次方成正比，我們以彈簧的伸

長量(cm)為 x 軸，受力(N)為 y 軸做圖，其圖如下。 

 

 

 

二.單顆砝碼 

       (一)單顆砝碼的自然頻率 

(1).由靜力平衡方式算出彈簧的彈性係數 k 值:10.51(N/m)，並考量到振動時彈  

     簧的等效質量，由電子天平知彈簧質量為 10.00g。 

(2)因為砝碼做簡諧運動，所以我們以簡諧運動公式算出砝碼的自然頻率    

     
1

2

k
f

m
= ，並加與實驗值比較。(方程式中 k 要帶 2k，質量 m 除了砝碼質量還要

加上彈簧的等效質量𝑚等效 =
1

3
𝑚彈簧) 

           (3)得結果如下表 
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因為ω = 2πf；f =
1

2𝜋
√

𝑘

𝑚
，取對數後得到 

log ω=-
1

2
log m+ log 2k，其中-

1

2
為斜率，

1

2
 log 2k 為截距，其圖如下: 

 

 (二)單顆砝碼在自然頻率下和振動源(source)之相位關係 

                   (單一砝碼質量 m 為 50g，自然頻 率為 3.0)圖形如下。 

                  (紅色為砝碼的運動情形，藍色為振動源(source)的運動情形)                  

f(Hz) 相位關係 

<3.0 同相(相位差為 0 度) 

3.0 相位差由 90 度變為 0 度再變為 90 度依此循環 

>3.0 反相(相差為 180 度) 

 

砝碼 m(kg) 測得 f(Hz) 理論 f(Hz) 

0.02 4.4 4.5 

0.05 3.0 3.1 

0.1 2.2 2.2 

0.2 1.5 1.6 
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(振源頻率 f=2.9Hz，圖中之振幅乃經繪圖軟體後製而成，未按實際比例。) 

 

 

 

 

 

 

(振源頻率 f=3.0Hz) 

 

(擷取某一段時間相位差由 90 度變成 0 度) 

 

(擷取某一段時間相位差由 0 度轉為 90 度) 

 

砝碼振動情形就好比波動內容裡面的「拍音」，會有此現象是因為振源的頻率最小單位為

0.1Hz 無法再精確，此頻率與砝碼的自然頻率極為接近，才會出現拍音的現象，所以振動源

與砝碼的相位才會變得不固定。 
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 (振源頻率 f=3.1Hz，圖中之振幅乃經繪圖軟體後製而成，並按實際比例。) 

 

 

 

三.同質量多顆砝碼 

     (一)兩顆砝碼 

不斷的將驅動力的頻率從最低值 f=1.0Hz，每次增加 0.1Hz，發現當外加頻率在 2.1Hz

及 3.8Hz 時，我們發現砝碼的振幅特別明顯，我們便以 Tracker 軟體追蹤其運動行為 

並加以討論，如下表所示 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

共振頻率與示意圖 振子位移與時間關係圖 

f=2.1Hz 


 

  

 

f=3.8Hz 
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     (二)三顆砝碼 

仿上面實驗方法，系統砝碼數量改為 3 顆，以相同方法找其共振頻率並以 

   Tracker 軟體分析運動情形，其共振頻率及相位關係如下： 

共振頻率與示意圖 振子位移與時間關係圖 

f=1.6Hz 

     


 

  

 

 

f=3.0Hz 


 

幾乎不動 


 

 

 

f=4.0Hz 
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(三)四顆砝碼 

       觀察四顆砝碼之共振頻率下並分析其運動情形，所得結果如下圖所示。 

共振頻率與示意圖 振子位移與時間關係圖 

f=1.3Hz 


 


 


 

  

 

 

 

 

f=2.5Hz 


 


 


 

     

 

       f=3.5Hz 
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        f=4.3Hz 


 


 


 

     

 

 

 

 

 

 

(四)五顆砝碼 

       觀察五顆砝碼之共振頻率下並分析其運動情形，所得結果如下所示 

      (由於此時法碼組的總長度過長，導致法碼的運動情形在 tracker 分析下振   

        幅過小，所以我們以 excel 將其座標平移以利於觀察) 

共振頻率與

示意圖 

振子位移與時間關係圖 

f=1.1Hz 


 


 


 


 

  

 



16 
 

f=2.1Hz 


 


 

幾乎不動 


 

  

 

 

 

f=3.0Hz 


 

幾乎不動 


 

幾乎不動 

  

 

 

f=3.8Hz 


 


 

幾乎不動 
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f=4.3Hz 


 


 


 


 

  

 

為了清楚方便的描述各振子振動產生的波的行為，我們參考網路上動畫發現可以將上面的情

形表示成下圖 

 

 

 

 

 

即可認為振子振動好像是兩端為固定端形成的駐波，若兩固定端的長度為 L，則其駐波的波

長為 n
L=

2
 如圖中最上方情形就是各振子運動方向都保持同向，此時的振子振動形成的波

長
1 2L = ，再往下看，正中央的振子幾乎保持不動，此時的振子振動形成的波長

2 L = ，

這樣就可以輕鬆的看出在不同振動模式下各振子之間的相位關係與位移情形，這種因為振子

振動形成的波長與這時共振的頻率兩者相乘即時這種模式下的波速，我們發現波速並不為常

數，這說明彈簧系統形成了色散現象(dispersion relation) 

 

四.觀察兩不同質量砝碼週期性串聯運動行為 

    (一)以 50 克、20 克砝碼串連而成彈簧組週期數為 2 

若兩砝碼質量相差太懸殊，因鉛直方向串聯會造成系統的總長度過長，又若砝碼質量

太小無法拉開彈簧，且並須考量我們振源端最低頻率僅能從 1.0Hz 開始，多方嘗試後

使用此質量組合(20g.50g)進行 ，並仿之前實驗方法找出系統的共振頻率。  (由於此時



18 
 

砝碼組的總長度過長，導致砝碼的運動情形在 tracker 分析下振幅過小，所以我們以

excel 將其座標平移以利於觀察)本實驗觀察所在特定頻率下彈簧組之運動情形如下圖

所示。(紅、紫色為 20g 砝碼，深、淺藍色為 50g 砝碼)   

 

 

 

 

共振頻率(Hz) 1.5 2.8 4.6 5.3 

 

振 

子 

由 

上 

而 

下 

運 

動 

情 

形 

 

         


 


 


 


 

如圖(一) 

 

  

 

幾乎不動 

          

             

幾乎不動 

如圖(二) 

 

幾乎不動 

 

  

幾乎不動 

 


 

如圖(三) 

 


 

  


 


 

如圖(四) 

屬性 單位晶胞原子振動 

同向，對應到理論部分的聲頻支 

單位晶胞原子振動 

反向，對應到理論部分的光頻支 

(1)振子位移對時間圖 

圖(一) 圖(二) 

 

 
 

圖(三) 圖(四) 
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(2)觀察其頻率對振幅的影響 

     1.紀錄其中一個周期內兩砝碼在不同頻率下之振幅 

f(Hz) 平均振

幅(50g) 

平均振

幅(20g) 

f(Hz) 

 

平均振

幅(50g) 

平均振

幅(20g) 

f(Hz) 平均振

幅(50g) 

平均振

幅(20g) 

1.0 0.19cm  0.15cm 3.8 0.17cm 0.15cm 6.6 0.03cm 0.02cm 

1.2 0.41cm 0.43cm 4.0 0.13cm 0.21cm 6.8 0.04cm 0.05cm 

1.4 1.39cm 1.34cm 4.2 0.17cm 0.28cm 7.0 0.03cm 0.02cm 

1.6 1.17cm 1.03cm 4.4 0.23cm 0.52cm 7.2 0.02cm 0.03cm 

1.8 0.22cm 0.28cm 4.6 0.22cm 2.23cm 7.4 0.01cm 0.01cm 

2.0 0.48cm 0.28cm 4.8 0.38cm 0.47cm 7.6 0.02cm 0.01cm 

2.2 0.40cm 0.30cm 5.0 0.47cm 0.58cm 7.8 0.02cm 0.02cm 

2.4 0.47cm 0.16cm 5.2 0.55cm 0.50cm 8.0 0.02cm 0.03cm 

2.6 1.00cm 0.39cm 5.4 0.39cm 0.39cm 8.2 0.01cm 0.02cm 

2.8 3.36cm 1.67cm 5.6 0.14cm 0.19cm 8.4 0.02cm 0.03cm 

3.0 1.12cm 0.41cm 5.8 0.15cm 0.21cm 8.6 0.02cm 0.01cm 

3.2 0.33cm 0.32cm 6.0 0.15cm 0.17cm 8.8 0.01cm 0.02cm 
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3.4 0.25cm 0.21cm 6.2 0.02cm 0.03cm 9.0 0.02cm 0.01cm 

3.6 0.21cm 0.20cm 6.4 0.03cm 0.04cm  

 

2.以 20g、50g 砝碼之振幅平方相加(由於當砝碼達到最大振幅時，其所含之力學能為 21

2
kR )為

Y 軸，頻率為 X 軸作圖，得到以下圖形。因為系統內共有 4 顆碼，所以根據理論應該可以找

到 4 振動解，當輸入的頻率與系統頻率一致時，就會產生共振，此時系統會吸收振源的能量，

砝碼的晃動幅度相較非共振頻率下有著顯著的提升，其中有一段頻率(2.8~4.6)不振動，此段

及被稱為能隙。 
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(二)以 50/20 克砝碼串連而成彈簧組(三顆 50 三顆 20) 

(1)觀察所在共振頻率下彈簧組之運動情形(三顆 50 三顆 20g) 

     (紅、紫、黑色為 50g 砝碼，寶藍、淺藍、綠色為 20g 砝碼) 

共振頻率

(Hz) 
1.1 2.1 2.9 4.5 5.0 5.4 

振 

子 

由 

上 

而 

下 

運 

動 

情 

形 

 

  

  

  

  

  

  

如圖(一) 

 

  

  

  

  

  

  

如圖(二) 

 

幾乎不動 

  

幾乎不動 

  

幾乎不動 

  

如圖(三) 

 

  

幾乎不動 

  

幾乎不動 

  

幾乎不動 

如圖(四) 

 

  

  

  

  

  

  

如圖(五) 

 

  

  

  

  

  

  

如圖(六) 

屬性 
單位晶胞原子振動 

同向，對應到理論部分的聲頻支   

單位晶胞原子振動 

反向，應到理論部分的光頻支 

特例: 

1.在 f=2.9Hz 時 m 不動 M 兩兩反向，此時行為很像駐波。 

 

2.在 f=4.5Hz 時 M 不動 m 兩兩反向，此時行為很像駐波  。 

 

3..振子振動所形成的波長在上方特例 1.2.中一樣，而其振子的頻率不一樣，所形

成的波速 v f = 就不一樣，是為色散現象。 

 

4.當 f=5.4Hz 時兩振子的振幅比
1.24

0.48
≅

5

2
=

M

m
振子的振幅與其質量成反比，代表的 

  意義是晶胞內的質心不動，兩振子振動方向恆反向運動。 
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(2)振子位移對時間圖 

圖(一) 圖(二) 圖(三) 

 

 

 

 

 

 

圖(四) 圖(五) 圖(六) 

 

 

 

 

 

 

 

(3)觀察其頻率對振幅的影響                                                                                                                               

1.紀錄單位砝碼組在不同頻率下之振幅 

f(Hz) 平均振

幅(50g) 

平均振

幅(20g) 

f(Hz) 平均振

幅(50g) 

平均振

幅(20g) 

f(Hz) 平均振

幅(50g) 

平均振

幅(20g) 

1.0 1.03cm 1.01cm 3.8 0.13cm 0.17cm 6.6 0.02cm 0.05cm 

1.2 0.67cm 0.72cm 4.0 0.26cm 0.31cm 6.8 0.03cm 0.04cm 

1.4 0.38cm 0.31cm 4.2 0.37cm 0.22cm 7.0 0.02cm 0.06cm 

1.6 0.33cm 0.22cm 4.4 0.64cm 0.33cm 7.2 0.05cm 0.07cm 

1.8 0.17cm 0.13cm 4.6 0.21cm 0.18cm 7.4 0.04cm 0.05cm 
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f(Hz) 平均振

幅(50g) 

平均振

幅(20g) 

f(Hz) 平均振

幅(50g) 

平均振

幅(20g) 

f(Hz) 平均振

幅(50g) 

平均振

幅(20g) 

2.0 2.14cm 2.12cm 4.8 0.17cm 0.18cm 7.6 0.02cm 0.03cm 

2.2 0.45cm 0.91cm 5.0 3.21cm 3.49cm 7.8 0.04cm 0.07cm 

2.4 0.25cm 0.50cm 5.2 0.28cm 0.15cm 8.0 0.05cm 0.04cm 

2.6 0.26cm 0.41cm 5.4 0.48cm 1.24cm 8.2 0.03cm 0.02cm 

2.8 0.61cm 1.13cm 5.6 0.35cm 0.15cm 8.4 0.02cm 0.03cm 

3.0 0.57cm 1.02cm 5.8 0.07cm 0.11cm 8.6 0.03cm 0.03cm 

3.2 0.20cm 0.21cm 6.0 0.13cm 0.09cm 8.8 0.05cm 0.01cm 

3.4 0.15cm 0.25cm 6.2 0.04cm 0.15cm 9.0 0.03cm 0.02cm 

3.6 0.28cm 0.21cm 6.4 0.08cm 0.12cm  

 2.以 20g、50g 砝碼之振幅平方相加(由於當砝碼達到最大振幅時，其所含之力學   

  能為 21

2
kR )為 Y 軸，頻率為 X 軸作圖，得到以下圖形。因為系統內共有 6 個砝碼，所以根

據理論應該可以找到 6 個振動解，當輸入的頻率與系統頻率一致時，就會產生共振，此時系

統會吸收振源的能量，砝碼的晃動幅度相較非共振頻率下有著顯著的提升，其中有一段頻率

(2.9~4.5)不太會振動，這一段就是能隙。 
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（三）以 50/20 克砝碼串連而成彈簧組(四顆 50 四顆 20) 

        (1)觀察所在特定頻率下彈簧組之運動情形(四顆 50 四顆 20)  

 (紅、紫、黑、深藍為 50g 砝碼，淺藍、藍色、綠色、黃色為 20g 砝碼) 

共振頻率

(Hz) 

1.6 2.4 3.0 4.4 4.8 5.2 5.5 

振 

子 

由 

上 

而 

下 

運 

動 

情 

型 

 

  

  

  

  

  

  

  

  

如圖一 

 

  

  

不動 

  

  

不動 

  

  

如圖二 

         

  

不動 

  

不動 

  

不動 

  

不動 

如圖三 

 

不動 

  

不動 

  

不動 

  

不動 

  

如圖四 

 

  

  

不動 

  

  

不動 

  

  

如圖五 

 

  

  

  

不動 

  

  

  

不動 

如圖六 

 

  

  

  

  

  

  

  

  

如圖七 

屬性 
單位晶胞原子振動 

同向，對應到理論部分的聲頻支 

單位晶胞原子振動 

反向，應到理論部分的光頻支 

特例: 

1. 在 f=3.0Hz 時 m 不動 M 兩兩反向，此時行為很像駐波。 

2.  

2.在 f=4.4Hz 時 M 不動 m 兩兩反向，此時行為很像駐波。 

 

3.振子振動所形成的波長在上方特例 1.2.中一樣，而其振子的頻率不一樣，   

  所形成的波速   v f = 就不一樣，是為色散現象。 

 

4.當 f=5.5Hz 時兩振子的振幅比
1.12

0.45
≅

5

2
=

M

m
振子的振幅與其質量成反比，代表的意義是晶胞內

的質心不動，兩振子振動方向恆反向運動。 
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(2)振子位移對時間圖 

圖(一) 圖(二) 

  

圖(三) 圖(四) 

 

 

 

 

圖(五) 圖(六) 

 

 

 

 

圖(七)  
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(3)觀察其頻率對振幅的影響 

  1.紀錄單位砝碼組在不同頻率下之振幅 

f(Hz) 平均振

幅(50g) 

平均振

幅(20g) 

f(Hz) 平均振

幅(50g) 

平均振

幅(20g) 

f(Hz) 平均振

幅(50g) 

平均振

幅(20g) 

1.0 0.38cm 0.39cm 3.8 0.28cm 0.19cm 6.6 0.02cm 0.05cm 

1.2 0.35cm 0.27cm 4.0 0.25cm 0.31cm 6.8 0.03cm 0.04cm 

1.4 0.28cm 0.25cm 4.2 0.19cm 0.28cm 7.0 0.02cm 0.06cm 

1.6 0.89cm 1.49cm 4.4 0.51cm 0.94cm 7.2 0.05cm 0.07cm 

1.8 0.47cm 0.63cm 4.6 0.17cm 0.28cm 7.4 0.04cm 0.05cm 

2.0 0.35cm 0.51cm 4.8 0.41cm 0.53cm 7.6 0.02cm 0.03cm 

2.2 0.51cm 0.58cm 5.0 0.38cm 0.37cm 7.8 0.04cm 0.07cm 

2.4 3.06cm 3.21cm 5.2 0.41cm 0.93cm 8.0 0.05cm 0.04cm 

2.6 1.01cm 0.52cm 5.4 0.27cm 0.42cm 8.2 0.03cm 0.02cm 

2.8 1.01cm 0.31cm 5.6 0.18cm 0.34cm 8.4 0.02cm 0.03cm 

3.0 1.48cm 1.21cm 5.8 0.26cm 0.28cm 8.6 0.03cm 0.03cm 

3.2 0.30cm 0.31cm 6.0 0.21cm 0.23cm 8.8 0.05cm 0.05cm 

3.4 0.21cm 0.31cm 6.2 0.04cm 0.15cm 9.0 0.03cm 0.02cm 

3.6 0.40cm 0.33cm 6.4 0.08cm 0.12cm  

     2.以 20g、50g 砝碼之振幅平方相加(由於當砝碼達到最大振幅時，其所含之力學   

        能為 21

2
kR )為 Y 軸，頻率為 X 軸作圖，得到以下圖形。 
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五.比較 2 3 4 組砝碼頻率和最大能量關係圖 

 

 

陸 討論 

一.討論單一砝碼 

     (一)我們將一顆砝碼以及二個彈簧垂直串接在一起，可形成一組質點彈簧，測  

量其垂直振盪週期，並觀察共振頻率下振源與砝碼的相位關係， 得到 

以下方程式：令此一砝碼在某一瞬間之位移為 x，則根據牛頓第二運動定律，可得

2

2

d x
F ma m

dt
= = ，其中 F 為 2kx−  (k 為單一彈簧之彈力常數)可得 

 
2

2

d x

dt
 = 

2k
x

m
− ，此為簡諧運動標準式，其角頻率

2
2

k
f

m
 = = ；將理論數值帶入後

發現和實際值之誤差甚小，增加本次實驗可信度。 
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     (二)共振頻率下的運動情形探討 

以 50g 砝碼做討論，測得其自然頻率為 3.0，在 3.0 以前我們發現砝碼與振源是同相運

動(相位差為 0 度)，3.0 以後呈現反相運動(相位差為 180 度)， f=3.0 時卻是相位差由 0

度變為 90 度再變回 0 度依此循環，理論情形在自然頻率下下相位差應為 90 度，造成

誤差的原因為以下兩點 

(1)砝碼組的阻力過小，如下圖：在 

不同阻力下頻率對其相位關係如下 

(圖中之 r 為砝碼系統之自然頻率和 

振動源(source)頻率之比值，ζ 為阻尼比)  

所以在幾乎無阻尼情形下，只要振源頻率與系統自然頻率相差一點點，相位立刻出現

明顯變化。 

(2)振動源(source)之單位頻率(0.1Hz)過大，使我們無法讓砝碼和振動源(source)的頻率比

剛好為 1，所以我們才會觀察到拍音現象。 

二.同質量砝碼串聯 

     (一)分析砝碼組運動情形(以 50g 三組為例) 

(令向右為正) 

某一瞬間，此三顆砝碼的位移分別為 1x ， 2x ， 3x ，三顆砝碼質量皆為 m 

 

2

1
1 2 1 12

( )
d x

Fm m k x x kx
dt

= = − −  

2

2
2 1 2 3 22

( ) ( )
d x

Fm m k x x k x x
dt

= = − + −  

2

3
3 2 3 32

( ) ( )
d x

Fm m k x x k x
dt

= = − −    

其受力量值皆和位移的一次方成正比，此為簡諧運動標準式，又其角頻率皆相 

同，固可將上式化簡如下所式 

            

2
2 1

1 1 1 2 32
2 0

d x
Fm m x m kx kx kx

dt
= − = = − + +  
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2
2 2

2 2 1 2 32
2

d x
Fm m x m kx kx kx

dt
= − = = − +  

            

2
2 3

3 3 1 2 32
0 2

d x
Fm m x m kx kx kx

dt
= − = = + −  

 −m𝜔2𝑥1 = −2𝑘𝑥1 + 𝑘𝑥2 + 0𝑘𝑥3 

             −m𝜔2𝑥2 = 𝑘𝑥1 − 2𝑘𝑥2 + 𝑘𝑥3 

     −m𝜔2𝑥3 = 0𝑘𝑥1 + 𝑘𝑥2 − 2𝑘𝑥3 

若要使 ω 有非零時數解，此時 

 

解得 ω= ， ， ，為 3 組解，將實際數值帶入後發現與實驗結

果相符合，實際實驗後我們也發現當 n 顆同質量砝碼串聯時，可以得到 n 組共振頻率

解。 

 (二)探討共振頻率下的運動情形 

我們發現多顆砝碼在一些共振頻率下的運動情形是較少顆砝碼串聯共振頻率解的延伸

EX:三顆砝碼運動情形(二)及五顆砝碼運動情形(二)。 

三顆砝碼運動情形(二)是中間砝碼不動上下反向，而五顆砝碼運動情形(二)也是如此，

再往下探討 5 顆砝碼串連的運動情形，由於上方 2 砝碼為同相運動，其間彈簧伸長量

為 0，因此可將這 2 顆砝碼及彈簧視為視為質量為 110g 的砝碼(單一砝碼:50g，彈

簧:10g)，同理下方也可視為一 110g 的 砝碼，則整個彈簧組則為不同質量砝碼串聯，

此可用於推導出奇數顆砝碼串連的一組共振解，以加快實驗地進行。 
三.兩不同質量砝碼週期性串聯 

     (一)探究其理論和現實的差異性 

如前者所述，將 N=2、3 時其單位週期(一顆 50g，一顆 20g)所含之最大能量和其所對應的頻

率做圖，分別可明顯看出在共振頻率下單位週期所含之最大能量遠高於其他頻率，且可明顯

看出帶隙；但當 N=4 時，我們卻沒有找出 8 個共振頻率解，且與理論值有些許落差(非共頻

率下也有出現振幅偏大的情況)，其誤差原因如下 

           (1)攝影機幀數太低，導致振動源在高頻率時無法掌握砝碼組的最大振幅。 

           (2)振動源(source)的最低頻率只能到達 1.0Hz，但可能有些共振頻率解小於 1  

(3)砝碼總系統的長度過長，導致系統不太穩定，砝碼易出現水平位移，使振動源

(source)傳遞的能量無法完全被砝碼吸收，並表現在其鉛直位移。 

     (二)能隙 

            當 N=2、3、4 時皆可明顯地發現能隙的存在，某些特定頻率的彈性波無法有效    

            的傳遞聲原所施予的能量，此現象與固態物理學中晶格振動理論相符合。 
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柒 結論 

(一)單一質量砝碼 

      當振動源(source)對砝碼組施加和彈簧自然頻率相似當週期性位移時，砝碼和振動   

      源(source)之相位差 90 度變為 0 度再變為 90 度依此循環；小於自然頻率時程同相，   

      大於自然頻率時呈反向。 

(二)相同質量砝碼串聯 

n 顆砝碼串聯可以得到 n 組共振頻率解，其運動情形即可認為振子振動好像是兩端為固

定端形成的駐波，令兩端固定端長度為 L，則與波長之關係為 n
L=

2
 ；多組同質量砝碼

串連的某些運動情形即可視為較少顆砝碼串連運動情形的延伸。 

(三)相異質量砝碼串聯 

       N=k 時，將會有 2k 組共振頻率解，且在共振頻率為       、       間可發現能隙的  

       存在，此可應用於減振材料上，使大部分地震的頻率位於能隙的頻率區間內。 

 

捌 未來展望 

一.提高能隙(拉大 Mm 比例)可應用於減振材質方面 

二.將三種以上不同質量砝碼串聯並觀察其運動情形及能隙出現情形 
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作品海報 

【評語】051815  

本實驗以彈簧系統模擬固體內原子振動，特別是可以觀測量度

振動能譜之能帶與能隙，本實驗本身有科學價值，是一項認真的作

品。但是彈簧連接質量體的振動模式，已可見於教科書，較欠缺新

穎構思。這是一個蠻標準的實驗，參展的作品並沒有太多的創新。 
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摘要 

以彈簧系統模擬固體內原子振動行為並以Tracker軟體分析情運動情形。以驅動力改變頻率方式 

觀察彈簧系統的振動模式，從單一砝碼的運動情形開始探討，逐漸推廣到同質量砝碼串聯，再延伸 

到兩個不同質量砝碼週期性串聯，最後討論其不同外加頻率下彈簧系統的振動行為，可模擬出兩 

不同砝碼可以出現如固態物理中晶格振動的色散現象(dispersion relation)，其振動行為可分為聲 

頻支與光頻支，並觀察出在某些頻域系統不太具有振動行為，這跟固態物理的能隙的相呼應。  

研究目的 

1.單顆砝碼的自然頻率。 

2.砝碼在外加驅動力(driven force)施予不同頻率下其振動行為與驅動力的相位關係。          

3.多組同質量砝碼在驅動力施予不同頻率下的運動情形。 

4.觀察兩不同質量週期性串連的砝碼在驅動力施不同頻率下是否會如固態物理的聲頻支與 

   光頻支運動情形並觀察其振幅情形。 

5.經由外加驅動力(driven force)施予不同頻率能模擬出系統的能帶理論，看是否經由有限 

   組單位晶胞能看出晶體內的帶隙(band gap)。 

研究結果 

一、彈簧正比限度 

         為了確保在實驗進行中，彈簧之受力皆和其伸長量的一次方成正比，我們以 

         彈簧的伸長量(cm)為x軸、受力(N)為y軸做圖，其圖如下。 

 

                       

          

 

二、單顆砝碼自然頻率 

        以簡諧運動公式計算不同質量砝碼自然頻率之理論值與測得實際值做比較。 

        (              公式之k要帶2倍彈力常數，m除了砝碼質量還要加入彈簧之等效質量 ) 

 

 

 

 

 

 

三、單顆砝碼在不同頻率下與振源之相位關係 

        以Tracker軟體追蹤砝碼之運動情形，並分析砝碼與震動源之相位關係，得到以下結果。 

         (法碼:50g)       (圖中紅色為砝碼的運動情形，藍色為振動源(source)的運動情形) 

 

 

 

 

 

  

         

 

              

               (振源頻率f=2.9Hz)                     (振源頻率f=3.0Hz)                           (振源頻率f=3.1Hz) 

 

 

                                                       

砝碼m(kg) 測得之f(Hz) 理論值(Hz) 

0.02 4.4 4.5 

0.05 3.0 3.1 

0.10 2.2 2.2 

0.20 1.5 1.6 

f(Hz) 相位關係 

<3.0 同相(相位差為0度) 

3.0 相位差由90度變為0度再變為90度依此循環 

>3.0 反相(相差為180度) 



                                                                   將共振頻率下的tracker圖形放大討論 

 

 

 

 

 

 

                   (擷取某一段時間相位差由90度變成0度)                        (擷取某一段時間相位差由0度轉為90度) 

             砝碼振動情形就好比波動內容裡面的「拍音」，會有此現象是因為振源的頻率最小單位為0.1Hz無法再精確 

              ，此頻率與砝碼的自然頻率極為接近，才會出現拍音的現象，所以振動源與砝碼的相位才會變得不固定。 

四、同質量多顆砝碼串聯 

        (一)五顆砝碼 

              不斷的將驅動力的頻率從最低值f=1.0Hz，每次增加0.1Hz，發現當外加頻率在1.1Hz、2.1Hz、3.0Hz、3.8Hz及   

              4.3Hz時，我們發現砝碼的振幅特別明顯，我們便以Tracker軟體追蹤其運動行為並加以討論，如下表所示。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

  

 

 

振子振動好像是兩端為固定端形成的駐波，若兩固定端的長度為𝐿，則其駐波的波長λ =
2𝐿

𝑛
  

如圖中最上方情形就是各振子運動方向都保持同向，此時的振子振動形成的波長λ1 = 2𝐿  

，接著往下看，位於正中央的振子幾乎保持不動，此時的振子振動形成的波長λ2 = 𝐿 

，這樣就可以輕鬆的看出在不同振動模式下各振子之間的相位關係以及位移情形 

，這種因為振子振動形成的波長與這時共振的頻率兩者相乘即時這種模式下的波速 

，我們發現波速並不為常數，這說明彈簧系統形成了色散現象(dispersion relation)。 

 

共振頻率

與示意圖 
振子位移與時間關係圖 

共振頻率

與示意圖 
振子位移與時間關係圖 

共振頻率

與示意圖 
振子位移與時間關係圖 

f=1.1Hz 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

f=2.1Hz 

 

 

 

 

 

不動 

f=3.0Hz 

 

 

 

不動 

 

 

 

 

不動 

共振頻率

與示意圖 
振子位移與時間關係圖 

共振頻率

與示意圖 
振子位移與時間關係圖 

f=3.8Hz 

 

 

 

 

 

不動 

f=4.3Hz 



 
五.不同質量多顆法碼串聯 
     將20g、50g法碼週期性串聯，仿效之前方法觀察在共振頻率下法碼之運動情形 
      
 (以週期數為3做範例) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                  (f=2.9Hz)                                           (f=4.5Hz)                                            (f=5.4Hz) 
六.能隙 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

討論 
                    單一砝碼                                       相同質量砝碼串聯                                   不同質量砝碼串聯 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  結論 
(一)單一質量砝碼 

    當source對砝碼組施加和彈簧自然頻率相似當週期性位移時，法碼和source之相位差90度變為0度 

    再變為90度依此循環；小於自然頻率時程同相，大於自然頻率時呈反向。 

(二)相同質量砝碼串聯 

    n顆砝碼串聯可以得到n組共振頻率解，且多顆法碼串聯的運動情形為較少顆法碼串聯運動情形的延伸。 

(三)相異質量法碼串聯 

    N=k時，將會有2k組共振頻率解，且在共振頻率為        、       其間可發現能隙的存在，此可應用於減振材料上，   

    使大部分地震的頻率位於能隙的頻率區間內。 
 

未來展望 
 一.提高能隙(拉大Mm比例)可應用於減振材質方面 

 二.將三種以上不同質量砝碼串聯並觀察其運動情形及能隙出現情形 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

     

共振頻率

(Hz) 
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屬性 
單位晶胞原子振動 

同向，對應到理論部分的聲頻支 

單位晶胞原子振動 

反向，應到理論部分的光頻支 
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