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摘要 

    三角形的外心𝑂、重心𝐺、九點圓圓心𝐾和垂心𝐻會依序在同一直線上，這條直線就稱為

三角形的歐拉線，滿足𝑶𝑮̅̅ ̅̅ ：𝑮𝑲̅̅̅̅̅：𝑲𝑯̅̅ ̅̅ ̅ = 𝟐：𝟏：𝟑。我們發現當多邊形有外接圓時，也會有

相對應的結果。即圓內接(𝒏 ≥ 𝟑)邊形𝐴1𝐴2 ⋯𝐴𝑛−1𝐴𝑛的外心𝑂、重心𝐺、歐拉圓圓心𝐾和垂心

𝐻也會依序在同一直線上，不妨稱此直線為圓內接多邊形的歐拉線，滿足𝑶𝑮̅̅ ̅̅ ：𝑮𝑲̅̅̅̅̅：𝑲𝑯̅̅ ̅̅ ̅ =

𝟐：(𝒏 − 𝟐)：𝒏。 

    此外，我們發現三角形的外心𝑂、內心𝑂1、旁心三角形的外心𝑂2也會共線，且𝑶點為

𝑶𝟏𝑶𝟐
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅的中點；而當多邊形同時有外接圓和內切圓時，也會有相同的結果。即雙心𝒏(𝒏 ≥ 𝟑)

邊形𝐴1𝐴2 ⋯𝐴𝑛−1𝐴𝑛的外心𝑶正好是內心𝑶𝟏和旁心𝑛邊形的外心𝑶𝟐之中點。 

 

壹、研究動機 

    三角形的歐拉線依序經過其外心、重心、九點圓(或稱歐拉圓)圓心和垂心。這讓我們 

聯想到此歐拉線是否可以推廣到其它邊數的圓內接多邊形，因此決定以此當作研究題材。 

 

貳、研究目的 

    本研究的目的在探討並尋找其它圓內接多邊形，看看是否符合：外心、重心、歐拉圓圓

心和垂心四點共線的性質，並觀察這四心之間的距離比是否有一定的關係。如果進一步考慮 

三角形的內心和旁心三角形的外心，看看和三角形的其它心是否有共線的現象？如果有，可

否類推到其它雙心多邊形？最後試著利用所定義的多邊形重心、圓內接多邊形的歐拉圓圓心 

、垂心以及旁心多邊形的外心的性質，證明此結果為真。 

 

參、研究設備及器材 

    本研究主要利用 GSP 與Geogebra 等電腦動態幾何軟體進行研究問題的幾何實驗，透

過實驗觀察、猜測與驗證，然後提出研究結果並加以證明。 

 

 

 

https://zh.wikipedia.org/wiki/%E4%B8%89%E8%A7%92%E5%BD%A2
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%A4%96%E5%BF%83
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%87%A0%E4%BD%95%E4%B8%AD%E5%BF%83#%E4%B8%89%E8%A7%92%E5%BD%A2%E7%9A%84%E4%B8%AD%E5%BF%83
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E4%B9%9D%E7%82%B9%E5%9C%86
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%9E%82%E5%BF%83
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E7%9B%B4%E7%BA%BF
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%9E%82%E5%BF%83
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%9E%82%E5%BF%83
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E7%9B%B4%E7%BA%BF
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%A4%96%E5%BF%83
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%87%A0%E4%BD%95%E4%B8%AD%E5%BF%83#%E4%B8%89%E8%A7%92%E5%BD%A2%E7%9A%84%E4%B8%AD%E5%BF%83
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%A4%96%E5%BF%83
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%A4%96%E5%BF%83
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%87%A0%E4%BD%95%E4%B8%AD%E5%BF%83#%E4%B8%89%E8%A7%92%E5%BD%A2%E7%9A%84%E4%B8%AD%E5%BF%83
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E4%B9%9D%E7%82%B9%E5%9C%86
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%9E%82%E5%BF%83
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%A4%96%E5%BF%83
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%87%A0%E4%BD%95%E4%B8%AD%E5%BF%83#%E4%B8%89%E8%A7%92%E5%BD%A2%E7%9A%84%E4%B8%AD%E5%BF%83
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%9E%82%E5%BF%83
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%9E%82%E5%BF%83
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肆、研究過程與方法 

 一、文獻探討與前置研究 

    本研究範圍涉及圓內接多邊形的外心、重心、歐拉圓圓心和垂心四點的共線，以

及圓內接多邊形的相似、伸縮、旋轉、位似變換，因此將先介紹位似變換、歐拉線、

九點圓的意義，以及多邊形的重心、圓內接多邊形的歐拉圓圓心和垂心之定義如下： 

     (一)位似變換 

1.定義   

 𝑶是平面𝝅上一個定點，𝑯是平面上的變換。若對於任一對應點𝑷、𝑷′，都有 

 𝑶𝑷′⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ = 𝒌𝑶𝑷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ (𝒌為非零實數)，則稱𝑯為位似變換，記為𝑯(𝑶, 𝒌)，𝑶叫做位似中心， 

 𝒌叫做位似比。定義中的條件 𝑶𝑷′⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ = 𝒌𝑶𝑷⃑⃑⃑⃑⃑⃑  等價於如下三個條件： 

(1)𝑶，𝑷，𝑷′共線； 

(2)𝑶𝑷′̅̅ ̅̅ ̅ = |𝒌|𝑶𝑷̅̅ ̅̅ ； 

(3)當𝒌 > 𝟎時，𝑷，𝑷′在𝑶點同側，如圖 1，此時𝑶點叫做外位似中心；當𝒌 < 𝟎 

   時，𝑷，𝑷′在𝑶點異側，如圖 2，此時𝑶點叫做內位似中心。(參考資料 1) 

 

 

 

 

 

 

 

2.性質 

(1)位似變換是相似變換，所以位似變換具有相似變換的所有性質。 

(2)在位似變換下，位似中心是不變點，過位似中心的直線是不變直線。 

(3)在位似變換下，對應線段之比相等，對應角相等，不過中心的對應直線平行。 

(4)位似圖形一定是相似圖形，並且位似圖形的對應線段平行，過對應頂點的直線 

   共點(位似中心)。(參考資料 1) 
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https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%A4%96%E5%BF%83
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%87%A0%E4%BD%95%E4%B8%AD%E5%BF%83#%E4%B8%89%E8%A7%92%E5%BD%A2%E7%9A%84%E4%B8%AD%E5%BF%83
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%9E%82%E5%BF%83
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(二)歐拉線與九點圓 

1.歐拉線：任意三角形的垂心𝑯、重心𝑮和外心𝑶，三點共線，且𝑯𝑮̅̅̅̅̅ = 𝟐𝑮𝑶̅̅ ̅̅ ，而這三    

          點所在的直線通常稱為三角形的歐拉線。 

2.九點圓：任意三角形三條高的垂足、三邊的中點，以及垂心與頂點的三條連線的中 

          點，這九點共圓，這個圓通常稱為三角形的九點圓，或稱歐拉圓。 

  如圖 3，在∆𝑨𝟏𝑨𝟐𝑨𝟑中，如下的九點共圓：三邊的中點𝑴𝟏、𝑴𝟐、𝑴𝟑，從三個頂點

向對邊所作垂線的垂足𝑯𝟏、𝑯𝟐、𝑯𝟑，垂心到三個頂點所連線段的中點𝑱𝟏、𝑱𝟐、𝑱𝟑等九

個點，且九點圓的圓心𝑲是其外心𝑶與垂心𝑯所連線段的中點。另外，圓心𝑲到重心𝑮

的距離是外心𝑶到重心𝑮距離的一半。此四點所在的直線就是三角形的歐拉線。 

(參考資料 2) 

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

    (三)多邊形的中線和重心定義 

1.中線：如圖 4，我們把線段的重心定義為它的中點。這裡我們把線段看作為兩邊形 

       ，在這種情形，如圖 5，∆𝑨𝟏𝑨𝟐𝑨𝟑的中線可以定義為連接三角形頂點和對邊重 

        心的線段；把連接四邊形𝑨𝟏𝑨𝟐𝑨𝟑𝑨𝟒頂點與其餘三個頂點所組成三角形的重 

        心𝑮𝟏，𝑮𝟐，𝑮𝟑，𝑮𝟒的線段叫做四邊形的中線。依此類推，我們把𝒏邊形的中 

        線定義為連接𝒏邊形的頂點與其餘𝒏 − 𝟏個頂點所構成的(𝒏 − 𝟏)邊形的重心之 

        線段。 

2.重心：三角形的三條中線交於同一點，且由頂點算起每條中線被這個點分成比𝟐：𝟏 

        的線段，三角形三條中線的交點叫做三角形的重心。四邊形的四條中線交於 

G
A1 A2

◆圖 4 

◆圖 3 
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        同一點，而且由頂點算起每條中線被這個點分成比𝟑：𝟏的線段，四邊形四條 

        中線的交點叫做四邊形的重心。依此類推，𝒏邊形𝑨𝟏𝑨𝟐 ⋯𝑨𝒏−𝟏𝑨𝒏的所有中線 

        交於同一點，而且由頂點算起每條中線被這個點分成比(𝒏 − 𝟏)：𝟏的線段，    

        𝒏邊形𝒏條中線的交點叫做𝒏邊形的重心。 

3.𝒌階中線：連接𝒏邊形的任意𝒌個頂點所組成的𝒌邊形的重心和其餘𝒏 − 𝒌個頂點所 

           組成的(𝒏 − 𝒌)邊形的重心的線段，叫做𝒏邊形的𝒌階中線(𝒌 < 𝒏)。這樣 

           𝒌階中線同時也是(𝒏 − 𝒌)階中線。前面所定義的𝒏邊形的中線可以叫做 

           一階中線。(參考資料 3) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

【證明】 

1. 如圖 6，以𝑆表示𝐴1𝐴2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅的重心(中點)，以𝐺4和𝐺3分別表示∆𝐴1𝐴2𝐴3和∆𝐴1𝐴2𝐴4的 

重心；再令𝐺是四邊形的中線𝐴3𝐺3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅和𝐴4𝐺4

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅的交點。因為𝑆𝐴3
̅̅ ̅̅ ̅和𝑆𝐴4

̅̅ ̅̅ ̅分別是∆𝐴1𝐴2𝐴3

和∆𝐴1𝐴2𝐴4的中線，所以 
𝐺3𝐴4̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝑆𝐺3̅̅ ̅̅ ̅
=

𝐺4𝐴3̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝑆𝐺4̅̅ ̅̅ ̅
=

2

1
，推知 

𝑆𝐴3̅̅ ̅̅ ̅̅

𝑆𝐺4̅̅ ̅̅ ̅
=

𝑆𝐺4̅̅ ̅̅ ̅+𝐺4𝐴3̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝑆𝐺4̅̅ ̅̅ ̅
=

1+2

1
=

3

1
， 

同理 
𝑆𝐴4̅̅ ̅̅ ̅̅

𝑆𝐺3̅̅ ̅̅ ̅
=

3

1
，因而 

𝑆𝐴3̅̅ ̅̅ ̅̅

𝑆𝐺4̅̅ ̅̅ ̅
=

𝑆𝐴4̅̅ ̅̅ ̅̅

𝑆𝐺3̅̅ ̅̅ ̅
，故 𝐺3𝐺4

̅̅ ̅̅ ̅̅ //𝐴4𝐴3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅，且 

𝐴3𝐴4̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝐺3𝐺4̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
=

𝑆𝐴3̅̅ ̅̅ ̅̅

𝑆𝐺4̅̅ ̅̅ ̅
=

𝑆𝐴4̅̅ ̅̅ ̅̅

𝑆𝐺3̅̅ ̅̅ ̅
=

3

1
。 

2. 由∆𝐺𝐺3𝐺4~∆𝐺𝐴3𝐴4，可得
𝐺𝐴4̅̅ ̅̅ ̅̅

𝐺𝐺4̅̅ ̅̅ ̅̅
=

𝐺𝐴3̅̅ ̅̅ ̅̅

𝐺𝐺3̅̅ ̅̅ ̅̅
=

𝐴3𝐴4̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝐺3𝐺4̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
=

3

1
。設𝐺′是四邊形的中線𝐴3𝐺3

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅和𝐴2𝐺2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

的交點，同理可得 
𝐺′𝐴2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝐺′𝐺2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
=

𝐺′𝐴3̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝐺′𝐺3̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
=

𝐴3𝐴2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝐺3𝐺2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
=

3

1
，推知 

𝐺𝐴3̅̅ ̅̅ ̅̅

𝐺𝐺3̅̅ ̅̅ ̅̅
=

𝐺′𝐴3̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝐺′𝐺3̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
=

3

1
，所以𝑮′ = 𝑮。 

這樣，四邊形的任意兩條相鄰的中線(即由相鄰頂點所作的中線)都被交點𝐺分成比

3：1的線段。由此推出：四邊形所有的中線經過同一個點𝐺，且這個點把每一條

中線都分成比3：1的線段。而四邊形四條中線的交點𝑮叫做四邊形的重心。 

      3. 假設對於所有的𝑘 < 𝑛，我們已把𝑘邊形的中線定義為連接𝑘邊形的頂點與其餘 

𝑘 − 1個頂點所構成的(𝑘 − 1)邊形的重心的線段，而且假設對於所有的𝑘 < 𝑛， 

◆圖 5 
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把𝑘邊形的重心定義為它的所有中線的交點。我們還假設當𝑘 < 𝑛時，𝑘邊形的 

中線被它們的交點(𝒌邊形的重心)分成比(𝒌 − 𝟏)：𝟏的線段(由頂點算起)。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

4. 接著證明：𝑛邊形𝐴1𝐴2 ⋯𝐴𝑛−1𝐴𝑛的所有中線交於同一點，而且每條中線被這個點

分成比(𝑛 − 1)：1的線段(由頂點算起)。如圖 7，設𝑆是(𝑛 − 2)邊形𝐴1𝐴2 ⋯𝐴𝑛−2的

重心，那麼𝑆𝐴𝑛−1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 和𝑆𝐴𝑛

̅̅ ̅̅ ̅是(𝑛 − 1)邊形𝐴1𝐴2 ⋯𝐴𝑛−2𝐴𝑛−1和𝐴1𝐴2 ⋯𝐴𝑛−2𝐴𝑛的中線。 

若𝐺𝑛和𝐺𝑛−1是這兩個(𝑛 − 1)邊形的重心，那麼根據數學歸納法的假設， 

有 
𝐺𝑛−1𝐴𝑛̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝑆𝐺𝑛−1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
=

𝐺𝑛𝐴𝑛−1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝑆𝐺𝑛̅̅ ̅̅ ̅̅
=

(𝑛−2)

1
，推知 

𝑆𝐴𝑛−1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝑆𝐺𝑛̅̅ ̅̅ ̅̅
=

𝑆𝐺𝑛̅̅ ̅̅ ̅̅ +𝐺𝑛𝐴𝑛−1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝑆𝐺𝑛̅̅ ̅̅ ̅̅
=

1+(𝑛−2)

1
=

𝑛−1

1
， 

同理 
𝑆𝐴𝑛̅̅ ̅̅ ̅̅

𝑆𝐺𝑛−1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
=

𝑛−1

1
，因而 

𝑆𝐴𝑛−1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝑆𝐺𝑛̅̅ ̅̅ ̅̅
=

𝑆𝐴𝑛̅̅ ̅̅ ̅̅

𝑆𝐺𝑛−1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
 ，故𝐺𝑛−1𝐺𝑛

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ //𝐴𝑛𝐴𝑛−1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ， 

且 
𝐴𝑛−1𝐴𝑛̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝐺𝑛−1𝐺𝑛̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
=

𝑆𝐴𝑛−1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝑆𝐺𝑛̅̅ ̅̅ ̅̅
=

𝑆𝐴𝑛̅̅ ̅̅ ̅̅

𝑆𝐺𝑛−1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
=

𝑛−1

1
。用𝐺表示𝑛邊形𝐴1𝐴2 ⋯𝐴𝑛−1𝐴𝑛的中線𝐺𝑛−1𝐴𝑛−1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅和

𝐺𝑛𝐴𝑛
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅的交點。由∆𝐺𝐺𝑛−1𝐺𝑛~∆𝐺𝐴𝑛−1𝐴𝑛，可得 

𝐺𝐴n−1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝐺𝐺𝑛−1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
=

𝐺𝐴n̅̅ ̅̅ ̅̅

𝐺𝐺𝑛̅̅ ̅̅ ̅̅
=

𝐴𝑛−1𝐴𝑛̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝐺𝑛−1𝐺𝑛̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
=

𝑛−1

1
。 

同 2.可知：𝒏邊形的任意兩相鄰中線都被交點𝐺分成比(𝒏 − 𝟏)：𝟏的線段。 

由此推出：𝒏邊形的所有中線交於同一點𝐺，且被這點分成比(𝒏 − 𝟏)：𝟏的線段。 

5. 現在我們把𝑛邊形的重心定義為它的所有中線的交點，然後把(𝑛 + 1)邊形的 

         中線定義為連接(𝑛 + 1)邊形的頂點與其餘𝑛個頂點所構成的𝑛邊形的重心的線段。 

         數學歸納法使我們能夠斷定：我們給出的𝒏邊形的中線與重心的定義對於任意的 

         𝒏 ≥ 𝟑都有意義。 

6. 如圖 8，設𝑆1和𝑆2分別是(𝑘 − 1)邊形𝐴2𝐴3 ⋯𝐴𝑘和(𝑛 − 𝑘 − 1)邊形𝐴𝑘+2𝐴𝑘+3 ⋯𝐴𝑛 

◆圖 7 
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的重心，𝐺1和𝐺2分別是𝑘邊形𝐴1𝐴2 ⋯𝐴𝑘和𝐴2𝐴3 ⋯𝐴𝑘+1的重心，𝐺3和𝐺4分別是 

(𝑛 − 𝑘)邊形𝐴𝑘+1𝐴𝑘+2 ⋯𝐴𝑛和𝐴𝑘+2𝐴𝑘+3 ⋯𝐴𝑛𝐴1的重心。那麼 

         
𝐺1𝑆1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝐺1𝐴1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
=

𝐺2𝑆1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝐺2𝐴𝑘+1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
=

1

𝑘−1
，且𝐺1𝐺2

̅̅ ̅̅ ̅̅ //𝐴1𝐴𝑘+1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ；

𝐺3𝑆2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝐺3𝐴𝑘+1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
=

𝐺4𝑆2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝐺4𝐴1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
=

1

𝑛−𝑘−1
，且𝐺3𝐺4

̅̅ ̅̅ ̅̅ //𝐴1𝐴𝑘+1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 。 

7. 現在如果𝐺是𝑘階中線𝐺2𝐺4
̅̅ ̅̅ ̅̅ 與𝐺1𝐺3

̅̅ ̅̅ ̅̅ 的交點，那麼由∆𝐺𝐺1𝐺2~∆𝐺𝐺3𝐺4，我們有 

𝐺𝐺1̅̅ ̅̅ ̅̅

𝐺𝐺3̅̅ ̅̅ ̅̅
=

𝐺𝐺2̅̅ ̅̅ ̅̅

𝐺𝐺4̅̅ ̅̅ ̅̅
=

𝐺1𝐺2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝐺3𝐺4̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
=

1

𝑘
𝐴1𝐴𝑘+1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

1

𝑛−𝑘
𝐴1𝐴𝑘+1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

=
𝑛−𝑘

𝑘
。同 2.可知：𝑛邊形的任意兩相鄰的𝒌階中線都

被交點𝑮分成比(𝒏 − 𝒌)：𝒌的線段。由此推出：𝒏邊形的所有𝒌階中線交於同一點

𝑮，且被這點成比(𝒏 − 𝒌)：𝒌的線段。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(四)圓內接多邊形的歐拉圓圓心定義 

1. 如圖 9，半徑為𝑹的圓𝑺的弦𝑨𝟏𝑨𝟐
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅的歐拉圓指的是半徑等於

𝑹

𝟐
，圓心在弦𝑨𝟏𝑨𝟐

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅中點 

   的圓。如圖 10，內接於圓𝑺的∆𝑨𝟏𝑨𝟐𝑨𝟑，其三邊的三個歐拉圓交於同一點𝑲，𝑲是 

   經過三個歐拉圓的圓心，半徑等於
𝑹

𝟐
的圓之圓心。依此定義的圓，就叫作∆𝑨𝟏𝑨𝟐𝑨𝟑 

   的歐拉圓。 

2. 假設我們已經定義內接於半徑為𝑹的圓𝑺之𝒏邊形的歐拉圓，而且知道它的半徑等於 

   
𝑹

𝟐
。現在我們考慮內接於圓𝑺的(𝒏 + 𝟏)邊形𝑨𝟏𝑨𝟐 ⋯𝑨𝒏𝑨𝒏+𝟏。在這種情形， 𝒏 + 𝟏   

   個𝒏邊形𝑨𝟐𝑨𝟑 ⋯𝑨𝒏+𝟏，𝑨𝟏𝑨𝟑 ⋯𝑨𝒏+𝟏，⋯，𝑨𝟏𝑨𝟐 ⋯𝑨𝒏的歐拉圓交於同一個點𝑲， 

   這點𝑲是經過𝒏 + 𝟏個歐拉圓的圓心，半徑等於
𝑹

𝟐
的圓之圓心，依此定義的圓，就叫   

   做(𝒏 + 𝟏)邊形𝑨𝟏𝑨𝟐 ⋯𝑨𝒏𝑨𝒏+𝟏的歐拉圓。(參考資料 3) 

◆圖 8 
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◆圖 11 
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【證明】 

1. 如圖 10，連接∆𝐴1𝐴2𝐴3各邊中點𝐾1，𝐾2，𝐾3，則𝐾1𝐾2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ =

1

2
𝐴1𝐴2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅，𝐾2𝐾3

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ =
1

2
𝐴2𝐴3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅，

𝐾3𝐾1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ =

1

2
𝐴3𝐴1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅，所以∆𝑲𝟏𝑲𝟐𝑲𝟑~∆𝑨𝟏𝑨𝟐𝑨𝟑且相似係數是

𝟏

𝟐
。因此∆𝐾1𝐾2𝐾3的外接圓

半徑為
𝑅

2
，若以𝐾1，𝐾2，𝐾3為圓心，

𝑅

2
為半徑畫圓，此三圓會共一個交點𝐾， 

此時𝑲點就是∆𝑲𝟏𝑲𝟐𝑲𝟑的外心。故以𝐾點為圓心，
𝑅

2
為半徑畫圓，則此圓必過 

𝐾1，𝐾2，𝐾3三點，也就是∆𝑨𝟏𝑨𝟐𝑨𝟑的歐拉圓。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2. 如圖 11，設𝐴1𝐴2𝐴3𝐴4是圓𝑺的內接四邊形。∆𝐴1𝐴2𝐴3的歐拉圓𝑆4經過𝐻4𝐴1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝐻4𝐴2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

、𝐻4𝐴3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅的中點，𝐻4是∆𝐴1𝐴2𝐴3三條高線的交點，所以它與圓𝑆中心位似；而相似

中心在點𝐻4，相似係數是
1

2
；即可得𝑯𝟒𝑨𝟒

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅的中點在圓𝑺𝟒上。設𝐻1、𝐻2、𝐻3分別是

S

K

O

A1 A2
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∆𝐴2𝐴3𝐴4、∆𝐴1𝐴3𝐴4、∆𝐴1𝐴2𝐴4三條高線的交點，同理可證，𝑯𝟏𝑨𝟏
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅的中點在圓𝑺𝟏

上，𝑯𝟐𝑨𝟐
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅的中點在圓𝑺𝟐上，𝑯𝟑𝑨𝟑

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅的中點在圓𝑺𝟑上，因此，剩下的問題只需證明 

這些線段的中點重合即可。 

3. 因為𝐴1𝐻2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅和𝐴2𝐻1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅均垂直於𝐴3𝐴4
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅，所以𝐴1𝐻2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅//𝐴2𝐻1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅。取𝐴3𝐴4

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅的中點𝑀，連接𝑂𝑀̅̅ ̅̅ ̅ 

，則𝑂𝑀̅̅ ̅̅ ̅也垂直於𝐴3𝐴4
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅。再連接𝐴1𝑀̅̅ ̅̅ ̅̅ ，則必交𝑯𝟐𝑶̅̅ ̅̅ ̅̅ 於∆𝑨𝟏𝑨𝟑𝑨𝟒的重心𝑮𝟐，推知 

         𝐴1𝐻2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 2𝑂𝑀̅̅ ̅̅ ̅。同理可得，𝐴2𝐻1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 2𝑂𝑀̅̅ ̅̅ ̅，即𝐴1𝐻2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐴2𝐻1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅。故四邊形𝑨𝟏𝑯𝟐𝑯𝟏𝑨𝟐 

         是平行四邊形。 

4. 因為四邊形𝐴1𝐻2𝐻1𝐴2是平行四邊形，所以𝐻1𝐴1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅的中點和𝐻2𝐴2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅的中點重合，且此

點同時在圓𝑺𝟏和圓𝑺𝟐上。同理可證：𝐴3𝐻4𝐻3𝐴4也是平行四邊形，𝐻3𝐴3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅的中點和

𝐻4𝐴4
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅的中點重合，且此點同時在圓𝑺𝟑和圓𝑺𝟒上；𝐴2𝐻3𝐻2𝐴3也是平行四邊形，

𝐻2𝐴2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅的中點和𝐻3𝐴3

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅的中點重合，且此點同時在圓𝑺𝟐和圓𝑺𝟑上；𝐴1𝐻4𝐻1𝐴4也是平

行四邊形，𝐻1𝐴1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅的中點和𝐻4𝐴4

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅的中點重合，且此點同時在圓𝑺𝟏和圓𝑺𝟒上。故此四

圓會共一個交點𝐾，即𝑲點為四邊形𝑲𝟏𝑲𝟐𝑲𝟑𝑲𝟒的外心。若以𝐾點為圓心，
𝑅

2
為半徑

畫圓，則此圓必過𝐾1，𝐾2，𝐾3，𝐾4四點，也就是四邊形𝑨𝟏𝑨𝟐𝑨𝟑𝑨𝟒的歐拉圓。 

 

 

 

 

 

 

 

 

5. 現在我們假設邊數𝒌不大於𝒏(𝑛 ≥ 4)的所有𝒌邊形都存在歐拉圓，再來考慮圓𝑆的 

         內接(𝑛 + 1)邊形𝐴1𝐴2 ⋯𝐴𝑛𝐴𝑛+1。為了證明(𝑛 + 1)個𝑛邊形𝐴2𝐴3 ⋯𝐴𝑛+1， 

         𝐴1𝐴3 ⋯𝐴𝑛+1，⋯，𝐴1𝐴2 ⋯𝐴𝑛的歐拉圓交於同一點，只需證明其中每相鄰三個， 

         例如𝑺𝟏，𝑺𝟐，𝑺𝟑交於同一點就行了。以𝑆12，𝑆13，𝑆23表示(𝑛 − 1)邊形 

◆圖 12 
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         𝐴3𝐴4 ⋯𝐴𝑛+1，𝐴2𝐴4𝐴5 ⋯𝐴𝑛+1，⋯，𝐴1𝐴4𝐴5 ⋯𝐴𝑛+1的歐拉圓，用𝐾12，𝐾13，𝐾23 

         表示它們的圓心；用𝐾1，𝐾2，𝐾3表示圓𝑆1，𝑆2，𝑆3的圓心，用𝐾123表示(𝑛 − 2)邊 

         形𝐴4𝐴5 ⋯𝐴𝑛+1的歐拉圓𝑆123的圓心。在這種情形，我們得到圖 12，只要可以證明 

         ∆𝑲𝟏𝑲𝟐𝑲𝟑 ≅ ∆𝑲𝟐𝟑𝑲𝟏𝟑𝑲𝟏𝟐就大功告成。 

6. 首先考慮∆𝐾1𝐾2𝐾12和∆𝐾23𝐾13𝐾123，在這兩個三角形中， 

𝐾12𝐾1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝐾12𝐾2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝐾123𝐾23
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝐾123𝐾13

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ =
𝑅

2
， 

         ∠𝐾1𝐾12𝐾2 = ∠𝐾1𝐾12𝐾123 + ∠𝐾123𝐾12𝐾2 = 2∠𝐾13𝐾12𝐾123 + 2∠𝐾123𝐾12𝐾23 

                                           = 2∠𝐾13𝐾12𝐾23(菱形對角線平分對角)， 

         而且∠𝐾23𝐾123𝐾13 = 2∠𝐾13𝐾12𝐾23，因為它們是∆𝐾12𝐾13𝐾23的外接圓之同弧上的圓 

         心角和圓周角，故∆𝐾1𝐾2𝐾12 ≅ ∆𝐾23𝐾13𝐾123(𝑆𝐴𝑆)，推得𝐾1𝐾2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐾23𝐾13

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅；同理可 

         證，𝐾1𝐾3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐾23𝐾12

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅和𝐾2𝐾3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐾13𝐾12

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅，從而∆𝐾1𝐾2𝐾3 ≅ ∆𝐾23𝐾13𝐾12(𝑆𝑆𝑆)，又已知 

         圓𝑺𝟐𝟑，𝑺𝟏𝟑和𝑺𝟏𝟐交於同一點𝑲𝟏𝟐𝟑，可以推知圓𝑺𝟏，𝑺𝟐和𝑺𝟑交於同一點𝑲。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

7. 如圖 13，因為𝑛(𝑛 ≥ 5)個圓(其中任意兩個都不重合)中，每相鄰三個都相交於同

一點，那麼所有的圓也交於同一點，所以(𝑛 + 1)個歐拉圓𝑆1，𝑆2，⋯，𝑆𝑛，𝑆𝑛+1 

交於同一點，即圓內接(𝑛 + 1)多邊形也有歐拉圓圓心。故由數學歸納法可知： 

任意圓內接多邊形必有歐拉圓圓心。 

◆圖 13 
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(五)圓內接多邊形的垂心定義 

1. 如圖 14，三角形的垂心定義為它的三條高線的交點。 

2. 如圖 15，在圓𝑺的內接四邊形𝑨𝟏𝑨𝟐𝑨𝟑𝑨𝟒中，𝑯𝟏，𝑯𝟐，𝑯𝟑，𝑯𝟒分別表示∆𝑨𝟐𝑨𝟑𝑨𝟒 

   ，∆𝑨𝟏𝑨𝟑𝑨𝟒，∆𝑨𝟏𝑨𝟐𝑨𝟒，∆𝑨𝟏𝑨𝟐𝑨𝟑的垂心，與圓𝑺有相同半徑，且圓心在點𝑯𝟏， 

   𝑯𝟐，𝑯𝟑，𝑯𝟒的圓都交於同一點𝑯，這個點就叫做四邊形𝑨𝟏𝑨𝟐𝑨𝟑𝑨𝟒的垂心。 

3. 假設我們已經定義了內接於半徑為𝑹的圓𝑺之𝒏邊形𝑨𝟏𝑨𝟐 ⋯𝑨𝒏的垂心，且給定了 

   𝑺的內接(𝒏 + 𝟏)邊形𝑨𝟏𝑨𝟐 ⋯𝑨𝒏𝑨𝒏+𝟏。用𝑯𝟏，𝑯𝟐，⋯，𝑯𝒏+𝟏分別表示(𝒏 + 𝟏)個 

 𝒏邊形𝑨𝟐𝑨𝟑 ⋯𝑨𝒏+𝟏，𝑨𝟏𝑨𝟑 ⋯𝑨𝒏+𝟏，⋯，𝑨𝟏𝑨𝟐 ⋯𝑨𝒏的垂心。則與圓𝑺有相同半徑 

 𝑹，且圓心在點𝑯𝟏，𝑯𝟐，⋯，𝑯𝒏+𝟏的圓都交於同一點𝑯。這個點叫做(𝒏 + 𝟏)邊形 

 𝑨𝟏𝑨𝟐 ⋯𝑨𝒏𝑨𝒏+𝟏的垂心。(參考資料 3) 

 

  

 

 

 

 

 

 

     【證明】 

1. 如圖 16，連接𝐴3𝐻4
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅和𝐴4𝐻3

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅，欲證明四邊形𝑨𝟑𝑯𝟒𝑯𝟑𝑨𝟒為平行四邊形。 

因為𝐴3𝐻4
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ⊥ 𝐴1𝐴2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅且𝐴4𝐻3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ⊥ 𝐴1𝐴2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅，所以𝐴3𝐻4
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅//𝐴4𝐻3

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅。設𝐴1𝐴2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅的中點為𝑀， 

再連接𝐴3𝑀̅̅ ̅̅ ̅̅ 和𝐴4𝑀̅̅ ̅̅ ̅̅ ，則分別交𝐻3𝑂̅̅ ̅̅ ̅̅ 和𝐻4𝑂̅̅ ̅̅ ̅̅ 於∆𝐴1𝐴2𝐴4和∆𝐴1𝐴2𝐴3的重心𝐺3、𝐺4， 

         則𝐴3𝐻4
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅：𝑂𝑀̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐻4𝐺4

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅：𝐺4𝑂̅̅ ̅̅ ̅ = 2：1且𝐴4𝐻3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅：𝑂𝑀̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐻3𝐺3

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅：𝐺3𝑂̅̅ ̅̅ ̅ = 2：1， 

         推得𝐴3𝐻4
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 2𝑂𝑀̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐴4𝐻3

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅，所以四邊形𝑨𝟑𝑯𝟒𝑯𝟑𝑨𝟒為平行四邊形。 

         從而𝐴3𝐴4
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐻3𝐻4

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅且𝐴3𝐴4
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅//𝐻3𝐻4

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅。同理可證，𝐴4𝐴1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐻4𝐻1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅且𝐴4𝐴1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅//𝐻4𝐻1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅； 

         𝐴1𝐴2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐻1𝐻2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅且𝐴1𝐴2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅//𝐻1𝐻2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅；𝐴2𝐴3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐻2𝐻3

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅且𝐴2𝐴3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅//𝐻2𝐻3

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅， 

         故四邊形𝑯𝟏𝑯𝟐𝑯𝟑𝑯𝟒 ≅四邊形𝑨𝟏𝑨𝟐𝑨𝟑𝑨𝟒。 
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2. 又四邊形𝑨𝟏𝑨𝟐𝑨𝟑𝑨𝟒為圓𝑺的內接四邊形，所以與圓𝑆有相同半徑，且圓心在點

𝐴1，𝐴2，𝐴3，𝐴4的圓都交於同一點𝑂。從而與圓𝑆有相同半徑，且圓心在點𝐻1，

𝐻2，𝐻3，𝐻4的圓都交於同一點𝐻，這點就是四邊形𝑨𝟏𝑨𝟐𝑨𝟑𝑨𝟒的垂心。 

(參考資料 4) 

 

 

 

 

 

 

 

 

3. 現在我們假設邊數𝒌不大於𝒏(𝒏 ≥ 𝟒)的所有𝒌邊形都有垂心𝑯，則以𝐻點為圓心， 

         以原內接𝑘邊形的半徑𝑅為半徑的圓，會經過其餘𝑘個(𝑘 − 1)邊形𝐴2𝐴3 ⋯𝐴𝑘， 

         𝐴1𝐴3 ⋯𝐴𝑘，⋯，𝐴1𝐴2 ⋯𝐴𝑘−1的垂心，不妨稱此圓為𝒌邊形的垂心圓。反過來說， 

         以其餘𝒌個垂心為圓心，𝑹為半徑畫出的圓都會交於同一點𝑯。 

 

 

 

 

 

 

 

 

4. 再來考慮圓𝑆的內接(𝑛 + 1)邊形𝐴1𝐴2 ⋯𝐴𝑛𝐴𝑛+1。為了證明(𝑛 + 1)個𝑛邊形

𝐴2𝐴3 ⋯𝐴𝑛+1，𝐴1𝐴3 ⋯𝐴𝑛+1，⋯，𝐴1𝐴2 ⋯𝐴𝑛的垂心圓交於同一點，只需證明其中

每相鄰三個，例如𝑺𝟏，𝑺𝟐，𝑺𝟑交於同一點就行了。以𝑆12，𝑆13，𝑆23表示(𝑛 − 1)邊

◆圖 16 
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形𝐴3𝐴4 ⋯𝐴𝑛+1，𝐴2𝐴4𝐴5 ⋯𝐴𝑛+1，⋯，𝐴1𝐴4𝐴5 ⋯𝐴𝑛+1的垂心圓，用𝐻12，𝐻13，

𝐻23表示它們的圓心；用𝐻1，𝐻2，𝐻3表示圓𝑆1，𝑆2，𝑆3的圓心，用𝐻123表示 

(𝑛 − 2)邊形𝐴4𝐴5 ⋯𝐴𝑛+1的垂心圓𝑆123的圓心。在這種情形，我們得到圖 17， 

只要可以證明∆𝑯𝟏𝑯𝟐𝑯𝟑 ≅ ∆𝑯𝟐𝟑𝑯𝟏𝟑𝑯𝟏𝟐就大功告成。 

5. 首先考慮∆𝐻1𝐻2𝐻12和∆𝐻23𝐻13𝐻123，在這兩個三角形中， 

         𝐻12𝐻1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝐻12𝐻2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝐻123𝐻23
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐻123𝐻13

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑅， 

         ∠𝐻1𝐻12𝐻2 = ∠𝐻1𝐻12𝐻123 + ∠𝐻123𝐻12𝐻2 = 2∠𝐻13𝐻12𝐻123 + 2∠𝐻123𝐻12𝐻23 

                                           = 2∠𝐻13𝐻12𝐻23(菱形對角線平分對角)， 

         而且∠𝐻23𝐻123𝐻13 = 2∠𝐻13𝐻12𝐻23，因為它們是∆𝑯𝟏𝟐𝑯𝟏𝟑𝑯𝟐𝟑的外接圓之同弧上的 

         圓心角和圓周角，故∆𝐻1𝐻2𝐻12 ≅ ∆𝐻23𝐻13𝐻123(𝑆𝐴𝑆)，推得𝐻1𝐻2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐻23𝐻13

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅；同理 

         可證，𝐻1𝐻3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐻23𝐻12

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅和𝐻2𝐻3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐻13𝐻12

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅，從而∆𝐻1𝐻2𝐻3 ≅ ∆𝐻23𝐻13𝐻12(𝑆𝑆𝑆)，又 

         已知圓𝑺𝟐𝟑，𝑺𝟏𝟑和𝑺𝟏𝟐交於同一點𝑯𝟏𝟐𝟑，可以推知圓𝑺𝟏，𝑺𝟐和𝑺𝟑交於同一點𝑯。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

6. 如圖 18，因為如果𝑛(𝑛 ≥ 5)個圓(其中任意兩個都不重合)中，每相鄰三個都相交

於同一點，那麼所有的圓也交於同一點，所以(𝑛 + 1)個垂心圓𝑆1，𝑆2，⋯，𝑆𝑛，

𝑆𝑛+1交於同一點，即圓內接(𝑛 + 1)多邊形也有垂心。故由數學歸納法可知： 

任意圓內接多邊形必有垂心。 

◆圖 18 
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三角形 𝑶𝟏、𝑶、𝑶𝟐 三心共線 
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    二、研究架構 
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伍、研究結果與討論 

 一、原定理的證明 

   【定理一】   

  如圖 19，在∆𝑨𝟏𝑨𝟐𝑨𝟑中，如下的九點共圓：三邊的中點𝑴𝟏、𝑴𝟐、𝑴𝟑，從三

個頂點向對邊所作垂線的垂足𝑯𝟏、𝑯𝟐、𝑯𝟑，垂心到三個頂點所連線段的中點 

𝑱𝟏、𝑱𝟐、𝑱𝟑等九個點，且九點圓的圓心𝑲是其外心𝑶與垂心𝑯所連線段的中點。 

另外，圓心𝑲到重心𝑮的距離是外心𝑶到重心𝑮距離的一半，而此四點所在的直線

便是三角形的歐拉線，滿足𝑶𝑮̅̅ ̅̅ ：𝑮𝑯̅̅̅̅̅ = 𝟏：𝟐且𝑶𝑮̅̅ ̅̅ ：𝑮𝑲̅̅̅̅̅：𝑲𝑯̅̅ ̅̅ ̅ = 𝟐：𝟏：𝟑。 

(參考資料 5) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

【證明】 

1. 如圖 19，𝑴𝟏、𝑴𝟐、𝑴𝟑三點是𝐴2𝐴3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝐴1𝐴3

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝐴1𝐴2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅的中點，因為∆𝐴1𝐴2𝐴3的 

中垂線正好是∆𝑀1𝑀2𝑀3的高線，所以∆𝑀1𝑀2𝑀3的垂心剛好是∆𝐴1𝐴2𝐴3的外心。

又因為𝑀1𝑀2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ //𝐴2𝐴1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅，𝑀2𝑀3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ //𝐴3𝐴2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅，所以四邊形𝑀1𝑀2𝑀3𝐴2為平行四邊形， 

推知對角線𝑀1𝑀3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 和𝑀2𝐴2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅互相平分，同理，𝑀1𝑀2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 和𝑀3𝐴3

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝑀2𝑀3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 和𝑀1𝐴1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅也互 

相平分，故∆𝐴1𝐴2𝐴3和∆𝑀1𝑀2𝑀3有共同重心𝐺，由相關位置可以看出∆𝑴𝟏𝑴𝟐𝑴𝟑

正是∆𝑨𝟏𝑨𝟐𝑨𝟑繞重心𝑮旋轉𝟏𝟖𝟎°之後再縮小一半的結果。 

2. 現在假設∆𝐴1𝐴2𝐴3的垂心𝐻，外心𝑂和重心𝐺，以及∆𝑀1𝑀2𝑀3的垂心𝐻′ = 𝑂， 

外心𝐾和重心𝐺′ = 𝐺，由於在旋轉和縮放時角度的關係不變，∆𝐴1𝐴2𝐴3的垂心𝐻

◆圖 19 
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自然變換到∆𝑀1𝑀2𝑀3的垂心𝐻′，又𝐻′同時也是∆𝐴1𝐴2𝐴3的外心𝑂，所以𝑯、𝑮、𝑶

三點共線(稱為歐拉線)且𝑮𝑯̅̅̅̅̅ = 𝟐𝑶𝑮̅̅ ̅̅ ，從而𝑶𝑮̅̅ ̅̅ ：𝑮𝑯̅̅̅̅̅ = 𝟏：𝟐； 又因𝐻𝐴1
̅̅ ̅̅ ̅̅ 透過旋轉

180°和縮小一半之後，變換到𝑂𝑀1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ，因此 𝐻𝐴1

̅̅ ̅̅ ̅̅ = 2𝑂𝑀1
̅̅ ̅̅ ̅̅ 。接著再將∆𝐴1𝐴2𝐴3的外

心𝑂繞𝐺旋轉180°之後再縮小一半，得到∆𝑀1𝑀2𝑀3 的外心𝐾，因此𝑶𝑮̅̅ ̅̅ = 𝟐𝑮𝑲̅̅̅̅̅，

即𝑲到重心𝑮的距離是外心𝑶到重心𝑮距離的一半。 

3. 由於𝐺𝐻̅̅ ̅̅ = 2𝑂𝐺̅̅ ̅̅ = 4𝐺𝐾̅̅ ̅̅ ，所以𝐾𝐻̅̅ ̅̅ = 𝐺𝐻̅̅ ̅̅ − 𝐺𝐾̅̅ ̅̅ = 3𝐺𝐾̅̅ ̅̅ ，𝑂𝐾̅̅ ̅̅ = 𝑂𝐺̅̅ ̅̅ + 𝐺𝐾̅̅ ̅̅ = 3𝐺𝐾̅̅ ̅̅ ， 

          故𝐾𝐻̅̅ ̅̅ = 𝑂𝐾̅̅ ̅̅ ，即𝑲是𝑯𝑶̅̅ ̅̅ ̅的中點。推知𝑶𝑮̅̅ ̅̅ ：𝑮𝑲̅̅̅̅̅：𝑲𝑯̅̅ ̅̅ ̅ = 𝟐𝑮𝑲̅̅̅̅̅：𝑮𝑲̅̅̅̅̅：𝟑𝑮𝑲̅̅̅̅̅ 

          = 𝟐：𝟏：𝟑。  

4. 又𝐻𝐴1
̅̅ ̅̅ ̅̅ = 2𝑂𝑀1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ，因此若將𝑀1𝐾̅̅ ̅̅ ̅̅ 延長之後，會交到𝐴1𝐻̅̅ ̅̅ ̅̅ 的中點𝐽1，並且 

有𝑀1𝐾̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝐾𝐽1̅̅ ̅̅ ̅，在直角三角形∆𝑀1𝐻1𝐽1中，𝐾是斜邊𝑀1𝐽1̅̅ ̅̅ ̅̅ 的中點，所以 

有𝐾𝐻1
̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝐾𝐽1̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐾𝑀1

̅̅ ̅̅ ̅̅ 。同理可證，𝐾𝐻2
̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝐾𝐽2̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐾𝑀2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ，𝐾𝐻3
̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝐾𝐽3̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐾𝑀3

̅̅ ̅̅ ̅̅ 。 

故以𝐾為圓心，𝐾𝑀1
̅̅ ̅̅ ̅̅ 為半徑的圓會通過𝑴𝟏、𝑴𝟐、𝑴𝟑、𝑯𝟏、𝑯𝟐、𝑯𝟑、𝑱𝟏、𝑱𝟐 

、𝑱𝟑 九個點，因而此圓又稱為九點圓。 

     

    二、原定理的推廣 

        我們先以數學動態幾何軟體 GGB 畫出圓內接四邊形和五邊形的四心，發現它們的 

     四心𝑂、𝐺、𝐾、𝐻也會共歐拉線，也和三角形有相對應的結果。 

        為了證明新的定理，我們需先證明下面這個引理： 

     【引理一】 

設在𝒏邊形𝑨𝟏𝑨𝟐 ⋯𝑨𝒏−𝟏𝑨𝒏中用𝑮𝟏表示(𝒏 − 𝟏)邊形𝑨𝟐𝑨𝟑 ⋯𝑨𝒏的重心，用𝑮𝟐表示

(𝒏 − 𝟏)邊形𝑨𝟏𝑨𝟑 ⋯𝑨𝒏的重心，⋯，用𝑮𝒏表示(𝒏 − 𝟏)邊形𝑨𝟏𝑨𝟐 ⋯𝑨𝒏−𝟏的重心。

則𝒏邊形𝑮𝟏𝑮𝟐 ⋯𝑮𝒏−𝟏𝑮𝒏相似於已知𝒏邊形𝑨𝟏𝑨𝟐 ⋯𝑨𝒏−𝟏𝑨𝒏。(參考資料 3) 

【證明】 

   如圖 20，由前面的證明可知：𝐺1𝐺2
̅̅ ̅̅ ̅̅ //𝐴1𝐴2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅且
𝐺1𝐺2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝐴1𝐴2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
=

1

𝑛−1
。 

同理𝐺2𝐺3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅//𝐴2𝐴3

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅且
𝐺2𝐺3̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝐴2𝐴3̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
=

1

𝑛−1
，⋯，𝐺𝑛−1𝐺𝑛

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ //𝐴𝑛−1𝐴𝑛
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 且

𝐺𝑛−1𝐺𝑛̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝐴𝑛−1𝐴𝑛̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
=

1

𝑛−1
。 

又𝑛邊形的所有中線𝐴1𝐺1
̅̅ ̅̅ ̅̅ 、𝐴2𝐺2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、⋯、𝐴𝑛𝐺𝑛
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅交於一點𝐺，且被這點分成 
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◆圖 20 

G G1

G2
G3

Gn-1
Gn

An

A2 A3

A1

An-1

比(𝑛 − 1)：1的線段，所以𝑛邊形𝐺1𝐺2 ⋯𝐺𝑛−1𝐺𝑛和𝑛邊形𝐴1𝐴2 ⋯𝐴𝑛−1𝐴𝑛 

的位似中心為𝑮，位似比為−
𝟏

𝒏−𝟏
，故𝒏邊形𝑮𝟏𝑮𝟐 ⋯𝑮𝒏−𝟏𝑮𝒏~𝒏邊形𝑨𝟏𝑨𝟐 ⋯𝑨𝒏−𝟏𝑨𝒏。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

     【定理二】 

在圓內接四邊形𝑨𝟏𝑨𝟐𝑨𝟑𝑨𝟒中，其外心為𝑶、重心為𝑮、歐拉圓圓心為𝑲、 

垂心為𝑯，則此四心會共線，又𝑶𝑮̅̅ ̅̅ ：𝑮𝑲̅̅̅̅̅ = 𝟐：𝟐，且𝑲為𝑶𝑯̅̅ ̅̅ ̅的中點，從而 

𝑶𝑮̅̅ ̅̅ ：𝑮𝑲̅̅̅̅̅：𝑲𝑯̅̅ ̅̅ ̅ = 𝟐：𝟐：𝟒且𝑶𝑮̅̅ ̅̅ ：𝑮𝑯̅̅̅̅̅ = 𝟏：𝟑。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

◆圖 21 
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https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%9E%82%E5%BF%83


 17 

 【證明】 

1. 如圖 21，因為四邊形𝐺1𝐺2𝐺3𝐺4~四邊形𝐴1𝐴2𝐴3𝐴4，又兩中線𝐴1𝐺1
̅̅ ̅̅ ̅̅ 和𝐴2𝐺2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅相交

於四邊形𝐴1𝐴2𝐴3𝐴4的重心𝐺，且
𝐺1𝐺2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝐴1𝐴2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
=

𝐺𝐺1̅̅ ̅̅ ̅̅

𝐺𝐴1̅̅ ̅̅ ̅̅
=

𝐺𝐺2̅̅ ̅̅ ̅̅

𝐺𝐴2̅̅ ̅̅ ̅̅
=

1

3
，所以兩四邊形的位似中

心為𝑮，位似比為−
𝟏

𝟑
，從而四邊形𝑮𝟏𝑮𝟐𝑮𝟑𝑮𝟒也有外心𝑱， 

令𝑂𝐺̅̅ ̅̅ = 2，則𝐺𝐽̅̅ ̅ =
2

3
，故𝑂、𝐺、𝐽三點共線，且𝑂𝐽̅̅ ̅ = 𝑂𝐺̅̅ ̅̅ + 𝐺𝐽̅̅ ̅ =

8

3
。 

2. 因為𝑂、𝐺1、𝐾1三點共線，𝑂、𝐺2、𝐾2三點共線且
𝑂𝐺1̅̅ ̅̅ ̅̅

𝑂𝐾1̅̅ ̅̅ ̅̅
=

𝑂𝐺2̅̅ ̅̅ ̅̅

𝑂𝐾2̅̅ ̅̅ ̅̅
=

2

2+1
=

2

3
， 

所以∆𝐺1𝑂𝐺2~∆𝐾1𝑂𝐾2(𝑆𝐴𝑆)，推知
𝐺1𝐺2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝐾1𝐾2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
=

𝑂𝐺1̅̅ ̅̅ ̅̅

𝑂𝐾1̅̅ ̅̅ ̅̅
=

𝑂𝐺2̅̅ ̅̅ ̅̅

𝑂𝐾2̅̅ ̅̅ ̅̅
=

2

3
。 

同理有
𝐺2𝐺3̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝐾2𝐾3̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
=

𝐺3𝐺4̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝐾3𝐾4̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
=

𝐺4𝐺1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝐾4𝐾1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
=

2

3
，因此四邊形𝑮𝟏𝑮𝟐𝑮𝟑𝑮𝟒~四邊形𝑲𝟏𝑲𝟐𝑲𝟑𝑲𝟒， 

且兩四邊形的位似中心為𝑶，位似比為
𝟐

𝟑
，推得𝑂𝐾̅̅ ̅̅ =

3

2
𝑂𝐽̅̅ ̅ =

3

2
×

8

3
= 4， 

𝐺𝐾̅̅ ̅̅ = 𝑂𝐾̅̅ ̅̅ − 𝑂𝐺̅̅ ̅̅ = 4 − 2 = 2，故𝑂、𝐺、𝐾三點共線且𝑂𝐺̅̅ ̅̅ ：𝐺𝐾̅̅ ̅̅ = 2：2。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3. 如圖 22，因為𝑂、𝐾1、𝐻1三點共線，𝑂、𝐾2、𝐻2三點共線且
𝑂𝐾1̅̅ ̅̅ ̅̅

𝑂𝐻1̅̅ ̅̅ ̅̅
=

𝑂𝐾2̅̅ ̅̅ ̅̅

𝑂𝐻2̅̅ ̅̅ ̅̅
=

1

2
， 

所以∆𝐾1𝑂𝐾2~∆𝐻1𝑂𝐻2(𝑆𝐴𝑆)，推知
𝐾1𝐾2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝐻1𝐻2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
=

𝑂𝐾1̅̅ ̅̅ ̅̅

𝑂𝐻1̅̅ ̅̅ ̅̅
=

𝑂𝐾2̅̅ ̅̅ ̅̅

𝑂𝐻2̅̅ ̅̅ ̅̅
=

1

2
。 

同理有
𝐾2𝐾3̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝐻2𝐻3̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
=

𝐾3𝐾4̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝐻3𝐻4̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
=

𝐾4𝐾1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝐻4𝐻1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
=

1

2
，因此四邊形𝐾1𝐾2𝐾3𝐾4~四邊形𝐻1𝐻2𝐻3𝐻4， 

且兩四邊形的位似中心為𝑶，位似比為 
𝟏

𝟐
，推得𝑂𝐻̅̅ ̅̅ = 2𝑂𝐾̅̅ ̅̅ = 2 × 4 = 8， 

◆圖 22 
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𝐾𝐻̅̅ ̅̅ = 𝑂𝐻̅̅ ̅̅ − 𝑂𝐾̅̅ ̅̅ = 8 − 4 = 4，從而𝑂、𝐾、𝐻三點共線且𝑂𝐾̅̅ ̅̅ = 𝐾𝐻̅̅ ̅̅ ， 

即歐拉圓圓心𝑲為外心𝑶和垂心𝑯的中點，故四心𝑂、𝐺、𝐾、𝐻會共線 

且𝑂𝐺̅̅ ̅̅ ：𝐺𝐾̅̅ ̅̅ ：𝐾𝐻̅̅ ̅̅ = 2：2：4，推知𝑂𝐺̅̅ ̅̅ ：𝐺𝐻̅̅ ̅̅ = 2：6 = 1：3。 

 

     【定理三】 

在圓內接五邊形𝑨𝟏𝑨𝟐𝑨𝟑𝑨𝟒𝑨𝟓中，其外心為𝑶、重心為𝑮、歐拉圓圓心為𝑲、 

垂心為𝑯，則此四心會共線，又𝑶𝑮̅̅ ̅̅ ：𝑮𝑲̅̅̅̅̅ = 𝟐：𝟑，且𝑲為𝑶𝑯̅̅ ̅̅ ̅的中點，從而 

𝑶𝑮̅̅ ̅̅ ：𝑮𝑲̅̅̅̅̅：𝑲𝑯̅̅ ̅̅ ̅ = 𝟐：𝟑：𝟓且𝑶𝑮̅̅ ̅̅ ：𝑮𝑯̅̅̅̅̅ = 𝟏：𝟒。 

 【證明】 

1. 如圖 23，因為五邊形𝐺1𝐺2𝐺3𝐺4G5~五邊形𝐴1𝐴2𝐴3𝐴4𝐴5，又兩中線𝐴1𝐺1
̅̅ ̅̅ ̅̅ 和𝐴2𝐺2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

相交於五邊形𝐴1𝐴2𝐴3𝐴4𝐴5的重心𝐺，且
𝐺1𝐺2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝐴1𝐴2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
=

𝐺𝐺1̅̅ ̅̅ ̅̅

𝐺𝐴1̅̅ ̅̅ ̅̅
=

𝐺𝐺2̅̅ ̅̅ ̅̅

𝐺𝐴2̅̅ ̅̅ ̅̅
=

1

4
，所以兩五邊形的

位似中心為𝑮，位似比為−
𝟏

𝟒
，從而五邊形𝑮𝟏𝑮𝟐𝑮𝟑𝑮𝟒𝐆𝟓也有外心𝑱。 

令𝑂𝐺̅̅ ̅̅ = 2，則𝐺𝐽̅̅ ̅ =
2

4
=

1

2
，故𝑂、𝐺、𝐽三點共線，且𝑂𝐽̅̅ ̅ = 𝑂𝐺̅̅ ̅̅ + 𝐺𝐽̅̅ ̅ =

5

2
。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2. 因為𝑂、𝐺1、𝐾1三點共線，𝑂、𝐺2、𝐾2三點共線且
𝑂𝐺1̅̅ ̅̅ ̅̅

𝑂𝐾1̅̅ ̅̅ ̅̅
=

𝑂𝐺2̅̅ ̅̅ ̅̅

𝑂𝐾2̅̅ ̅̅ ̅̅
=

2

2+2
=

1

2
， 

所以∆𝐺1𝑂𝐺2~∆𝐾1𝑂𝐾2(𝑆𝐴𝑆)，推知
𝐺1𝐺2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝐾1𝐾2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
=

𝑂𝐺1̅̅ ̅̅ ̅̅

𝑂𝐾1̅̅ ̅̅ ̅̅
=

𝑂𝐺2̅̅ ̅̅ ̅̅

𝑂𝐾2̅̅ ̅̅ ̅̅
=

1

2
。 

◆圖 23 
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https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%9E%82%E5%BF%83


 19 

同理有
𝐺2𝐺3̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝐾2𝐾3̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
=

𝐺3𝐺4̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝐾3𝐾4̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
=

𝐺4𝐺1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝐾4𝐾1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
=

1

2
，因此五邊形𝐺1𝐺2𝐺3𝐺4𝐺5~五邊形𝐾1𝐾2𝐾3𝐾4𝐾5， 

且兩五邊形的位似中心為𝑶，位似比為 
𝟏

𝟐
，推得𝑂𝐾̅̅ ̅̅ = 2𝑂𝐽̅̅ ̅ = 2 ×

5

2
= 5， 

𝐺𝐾̅̅ ̅̅ = 𝑂𝐾̅̅ ̅̅ − 𝑂𝐺̅̅ ̅̅ = 5 − 2 = 3，故𝑂、𝐺、𝐾三點共線𝑂𝐺̅̅ ̅̅ ：𝐺𝐾̅̅ ̅̅ = 2：3。 

 

 

 

 

 

 

 

 

         

3. 如圖 24，因為𝑂、𝐾1、𝐻1三點共線，𝑂、𝐾2、𝐻2三點共線且
𝑂𝐾1̅̅ ̅̅ ̅̅

𝑂𝐻1̅̅ ̅̅ ̅̅
=

𝑂𝐾2̅̅ ̅̅ ̅̅

𝑂𝐻2̅̅ ̅̅ ̅̅
=

4

8
=

1

2
， 

所以∆𝐾1𝑂𝐾2~∆𝐻1𝑂𝐻2(𝑆𝐴𝑆)，推知
𝐾1𝐾2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝐻1𝐻2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
=

𝑂𝐾1̅̅ ̅̅ ̅̅

𝑂𝐻1̅̅ ̅̅ ̅̅
=

𝑂𝐾2̅̅ ̅̅ ̅̅

𝑂𝐻2̅̅ ̅̅ ̅̅
=

1

2
。 

同理有
𝐾2𝐾3̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝐻2𝐻3̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
=

𝐾3𝐾4̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝐻3𝐻4̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
=

𝐾4𝐾1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝐻4𝐻1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
=

1

2
，因此五邊形𝐾1𝐾2𝐾3𝐾4𝐾5~五邊形𝐻1𝐻2𝐻3𝐻4𝐻5， 

且兩五邊形的位似中心為𝑶，位似比為 
𝟏

𝟐
，推得𝑂𝐻̅̅ ̅̅ = 2𝑂𝐾̅̅ ̅̅ = 2 × 5 = 10， 

𝐾𝐻̅̅ ̅̅ = 𝑂𝐻̅̅ ̅̅ − 𝑂𝐾̅̅ ̅̅ = 10 − 5 = 5，從而𝑂、𝐾、𝐻三點共線且𝑂𝐾̅̅ ̅̅ = 𝐾𝐻̅̅ ̅̅ ， 

即歐拉圓圓心𝑲為外心𝑶和垂心𝑯的中點，故四心𝑂、𝐺、𝐾、𝐻會共線 

且𝑂𝐺̅̅ ̅̅ ：𝐺𝐾̅̅ ̅̅ ：𝐾𝐻̅̅ ̅̅ = 2：3：5，推知 𝑂𝐺̅̅ ̅̅ ：𝐺𝐻̅̅ ̅̅ = 2：8 = 1：4。 

 

     如附件一，我們再以 GGB 畫出其它邊數的圓內接多邊形的四心，陸續發現圓內接六邊

形、七邊形、八邊形和九邊形等的四心𝑂、𝐺、𝐾、𝐻也會共歐拉線，且在六邊形時，𝑂𝐺̅̅ ̅̅ ：

𝐺𝐾̅̅ ̅̅ = 2：4，𝑂𝐾̅̅ ̅̅ ：𝐾𝐻̅̅ ̅̅ = 6：6；七邊形時，𝑂𝐺̅̅ ̅̅ ：𝐺𝐾̅̅ ̅̅ = 2：5，𝑂𝐾̅̅ ̅̅ ：𝐾𝐻̅̅ ̅̅ = 7：7；八邊形

時，𝑂𝐺̅̅ ̅̅ ：𝐺𝐾̅̅ ̅̅ = 2：6，𝑂𝐾̅̅ ̅̅ ：𝐾𝐻̅̅ ̅̅ = 8：8；九邊形時，𝑂𝐺̅̅ ̅̅ ：𝐺𝐾̅̅ ̅̅ = 2：7，𝑂𝐾̅̅ ̅̅ ：𝐾𝐻̅̅ ̅̅ = 9：9，

也和三角形有相對應的結果。 

◆圖 24 
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        於是我們猜測其它圓內接𝑛邊形應該也有類似的性質，即圓內接𝑛(𝑛 ≥ 4)邊形 

     𝐴1𝐴2 ⋯𝐴𝑛−1𝐴𝑛，其四心𝑶、𝑮、𝑲、𝑯也會共歐拉線，且𝑶𝑮̅̅ ̅̅ ：𝑮𝑲̅̅̅̅̅ = 𝟐：(𝒏 − 𝟐)， 

     𝑶𝑲̅̅̅̅̅：𝑲𝑯̅̅ ̅̅ ̅ = 𝒏：𝒏，即𝑶𝑮̅̅ ̅̅ ：𝑮𝑲̅̅̅̅̅：𝑲𝑯̅̅ ̅̅ ̅ = 𝟐：(𝒏 − 𝟐)：𝒏。 

【定理四】 

在圓內接𝒏邊形𝑨𝟏𝑨𝟐 ⋯𝑨𝒏−𝟏𝑨𝒏中，其外心為𝑶、重心為𝑮、歐拉圓圓心為𝑲、垂心

為𝑯，則此四心會共線，又𝑶𝑮̅̅ ̅̅ ：𝑮𝑲̅̅̅̅̅ = 𝟐：(𝒏 − 𝟐)，且𝑲為𝑶𝑯̅̅ ̅̅ ̅的中點，從而 

𝑶𝑮̅̅ ̅̅ ：𝑮𝑲̅̅̅̅̅：𝑲𝑯̅̅ ̅̅ ̅ = 𝟐：(𝒏 − 𝟐)：𝒏且𝑶𝑮̅̅ ̅̅ ：𝑮𝑯̅̅̅̅̅ = 𝟏：(𝒏 − 𝟏)。 

    【證明】 

1. 現在我們假設邊數𝑘不大於𝑛(𝑛 ≥ 4)的所有圓內接𝑘邊形都有類似的性質， 

即圓內接多邊形𝑛(𝑛 ≥ 4)邊形𝐴1𝐴2 ⋯𝐴𝑛−1𝐴𝑛，其四心𝑂、𝐺、𝐾、𝐻會共一 

直線，且𝑂𝐺̅̅ ̅̅ ：𝐺𝐾̅̅ ̅̅ = 2：(𝑛 − 2)，其歐拉圓圓心𝐾恆為外心𝑂和垂心𝐻的中點， 

滿足𝑂𝐺̅̅ ̅̅ ：𝐺𝐾̅̅ ̅̅ ：𝐾𝐻̅̅ ̅̅ = 2：(𝑛 − 2)：𝑛。再來考慮圓內接(𝑛 + 1)邊形

𝐴1𝐴2 ⋯𝐴𝑛𝐴𝑛+1。如圖 25，因為(𝑛 + 1)邊形𝐺1𝐺2 ⋯𝐺𝑛G𝑛+1~(𝑛 + 1)邊形

𝐴1𝐴2 ⋯𝐴𝑛𝐴𝑛+1，又兩中線𝐴1𝐺1
̅̅ ̅̅ ̅̅ 和𝐴2𝐺2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅相交於(𝑛 + 1)邊形𝐴1𝐴2 ⋯𝐴𝑛𝐴𝑛+1 

的重心𝐺，且
𝐺1𝐺2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝐴1𝐴2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
=

𝐺𝐺1̅̅ ̅̅ ̅̅

𝐺𝐴1̅̅ ̅̅ ̅̅
=

𝐺𝐺2̅̅ ̅̅ ̅̅

𝐺𝐴2̅̅ ̅̅ ̅̅
=

1

𝑛
，所以兩個(𝒏 + 𝟏)邊形的位似中心為𝑮， 

位似比為−
𝟏

𝒏
，從而(𝒏 + 𝟏)邊形𝑮𝟏𝑮𝟐 ⋯𝑮𝒏𝐆𝒏+𝟏也有外心𝑱，令𝑂𝐺̅̅ ̅̅ = 2， 

則𝐺𝐽̅̅ ̅ =
2

𝑛
，故𝑂、𝐺、𝐽三點共線，且𝑂𝐽̅̅ ̅ = 𝑂𝐺̅̅ ̅̅ + 𝐺𝐽̅̅ ̅ = 2 +

2

𝑛
=

2(𝑛+1)

𝑛
。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
◆圖 25 
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2. 因為𝑂、𝐺1、𝐾1三點共線，𝑂、𝐺2、𝐾2三點共線且
𝑂𝐺1̅̅ ̅̅ ̅̅

𝑂𝐾1̅̅ ̅̅ ̅̅
=

𝑂𝐺2̅̅ ̅̅ ̅̅

𝑂𝐾2̅̅ ̅̅ ̅̅
=

2

(𝑛−2)+2
=

2

𝑛
， 

所以∆𝐺1𝑂𝐺2~∆𝐾1𝑂𝐾2(𝑆𝐴𝑆)，推知
𝐺1𝐺2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝐾1𝐾2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
=

𝑂𝐺1̅̅ ̅̅ ̅̅

𝑂𝐾1̅̅ ̅̅ ̅̅
=

𝑂𝐺2̅̅ ̅̅ ̅̅

𝑂𝐾2̅̅ ̅̅ ̅̅
=

2

𝑛
。 

同理有
𝐺2𝐺3̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝐾2𝐾3̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
=

𝐺3𝐺4̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝐾3𝐾4̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
⋯ =

𝐺𝑛𝐺𝑛+1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝐾𝑛𝐾𝑛+1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
=

𝐺𝑛+1𝐺1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝐾𝑛+1𝐾1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
=

2

𝑛
， 

因此(𝑛 + 1)邊形𝐺1𝐺2 ⋯𝐺𝑛G𝑛+1~(𝑛 + 1)邊形𝐾1𝐾2 ⋯𝐾𝑛𝐾𝑛+1， 

且兩個(𝒏 + 𝟏)邊形的位似中心為𝑶，位似比為 
𝟐

𝒏
， 

推得𝑂𝐾̅̅ ̅̅ =
𝑛

2
𝑂𝐽̅̅ ̅ =

𝑛

2
×

2(𝑛+1)

𝑛
= 𝑛 + 1，𝐺𝐾̅̅ ̅̅ = 𝑂𝐾̅̅ ̅̅ − 𝑂𝐺̅̅ ̅̅ = (𝑛 + 1) − 2 = 𝑛 − 1， 

            故𝑂、𝐺、𝐾三點共線𝑂𝐺̅̅ ̅̅ ：𝐺𝐾̅̅ ̅̅ = 2：(𝑛 − 1) = 2：[(n + 1) − 2]也成立。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3. 如圖 26，因為𝑂、𝐾1、𝐻1三點共線，𝑂、𝐾2、𝐻2三點共線且
𝑂𝐾1̅̅ ̅̅ ̅̅

𝑂𝐻1̅̅ ̅̅ ̅̅
=

𝑂𝐾2̅̅ ̅̅ ̅̅

𝑂𝐻2̅̅ ̅̅ ̅̅
=

1

2
， 

所以∆𝐾1𝑂𝐾2~∆𝐻1𝑂𝐻2(𝑆𝐴𝑆)，推知
𝐾1𝐾2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝐻1𝐻2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
=

𝑂𝐾1̅̅ ̅̅ ̅̅

𝑂𝐻1̅̅ ̅̅ ̅̅
=

𝑂𝐾2̅̅ ̅̅ ̅̅

𝑂𝐻2̅̅ ̅̅ ̅̅
=

1

2
。 

同理有 
𝐾2𝐾3̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝐻2𝐻3̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
=

𝐾3𝐾4̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝐻3𝐻4̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
⋯ =

𝐾𝑛+1𝐾1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝐻𝑛+1𝐻1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
=

1

2
，所以(𝑛 + 1)邊形𝐾1𝐾2 ⋯𝐾𝑛𝐾𝑛+1~(𝑛 + 1) 

邊形𝐻1𝐻2 ⋯𝐻𝑛𝐻𝑛+1，且兩個(𝒏 + 𝟏)邊形的位似中心為𝑶，位似比為
𝟏

𝟐
，推得 

𝑂𝐻̅̅ ̅̅ = 2𝑂𝐾̅̅ ̅̅ = 2(𝑛 + 1)，𝐾𝐻̅̅ ̅̅ = 𝑂𝐻̅̅ ̅̅ − 𝑂𝐾̅̅ ̅̅ = 2(𝑛 + 1) − (𝑛 + 1) = 𝑛 + 1， 

從而𝑂、𝐾、𝐻三點共線且𝑂𝐾̅̅ ̅̅ = 𝐾𝐻̅̅ ̅̅ ，即歐拉圓圓心𝐾為外心𝑂和垂心𝐻的中點，

故四心𝑂、𝐺、𝐾、𝐻會共線 

◆圖 26 
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且𝑂𝐺̅̅ ̅̅ ：𝐺𝐾̅̅ ̅̅ ：𝐾𝐻̅̅ ̅̅ = 2：(𝑛 − 1)：(𝑛 + 1) = 2：[(𝑛 + 1) − 2]：(𝑛 + 1)也成立。 

          故由數學歸納法可知：對任意的圓內接𝑛邊形𝐴1𝐴2 ⋯𝐴𝑛−1𝐴𝑛，設其外心為𝑂、 

        重心為𝐺、歐拉圓圓心為𝐾、垂心為𝐻，則此四心會共線，當然也就有歐拉線且 

        𝑶𝑮̅̅ ̅̅ ：𝑮𝑲̅̅̅̅̅ = 𝟐：(𝒏 − 𝟐)，又歐拉圓圓心𝑲恆為外心𝑶和垂心𝑯的中點， 

        故𝑂𝐺̅̅ ̅̅ ：𝐺𝐾̅̅ ̅̅ ：𝐾𝐻̅̅ ̅̅ = 2：(𝑛 − 2)：𝑛，推知 𝑂𝐺̅̅ ̅̅ ：𝐺𝐻̅̅ ̅̅ = 2：(2𝑛 − 2) = 1：(𝑛 − 1)。 

 

       我們知道三角形除了等腰三角形外，其內心並不會在歐拉線上，但如果考慮另外 

   三個旁心所形成三角形的外心，會發現三角形的外心、內心與旁心三角形的外心也會 

   共線，而有以下的定理： 

    【定理五】 

設∆𝑨𝟏𝑨𝟐𝑨𝟑的外心為𝑶，內心為𝑶𝟏，旁心三角形∆𝑩𝟏𝑩𝟐𝑩𝟑的外心為𝑶𝟐，則此三心

會共線且𝑶點為𝑶𝟏𝑶𝟐
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅的中點。 

 

 

 

 

 

 

 

 

  【證明】 

       如圖 27，因為𝐴1𝑂1
⃡⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ ⊥ 𝐵1𝐵3

⃡⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑(同一頂點處內、外角平分線互相垂直)，且𝐴1𝑂1
⃡⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑必過 

   旁心𝐵2(一內角平分線和另兩內角的外角平分線必相交於旁心)，所以𝐵2𝐴1
⃡⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑為𝐵1𝐵3

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅的 

   垂線。同理有 𝐵3𝐴2
⃡⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑為𝐵1𝐵2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅的垂線，𝐵1𝐴3
⃡⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑為𝐵2𝐵3

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅的垂線。故∆𝐴1𝐴2𝐴3的內心𝑂1也是 

   ∆𝐵1𝐵2𝐵3的垂心。又𝐴1、𝐴2、𝐴3 分別為𝐵3𝐵1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝐵1𝐵2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝐵2𝐵3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 的垂足，故∆𝐴1𝐴2𝐴3的 

   外心𝑂也是∆B1B2B3的九點圓圓心。由任意三角形的九點圓圓心為垂心和外心的中點 

   可知：此三心會共線且𝑶點為𝑶𝟏𝑶𝟐
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅的中點。 

◆圖 27 
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◆圖 28 
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當多邊形同時有外接圓和內切圓時，稱其為雙心多邊形(參考資料 6)。如附件二，

我們以 GGB 進行研究問題的幾何實驗，分別找出雙心四邊形、五邊形、六邊形、七邊

形、八邊形等的內心、外心與旁心多邊形的外心，發現此三心會共線，且外心也是內心

和旁心多邊形外心的中點。於是我們猜測其它雙心𝑛邊形應該也具有相同的性質，即雙

心𝑛(𝑛 ≥ 4)邊形𝐴1𝐴2 ⋯𝐴𝑛−1𝐴𝑛的外心𝑶正好是內心𝑶𝟏和旁心𝒏邊形的外心𝑶𝟐之中點。 

 

       為了證明其它雙心𝑛(𝑛 ≥ 4)邊形也有相同的結果，我們需先證明下面這個引理： 

    【引理二】     

  如圖 28，設∆𝑨𝟏𝑨𝟐𝑨𝟑中，其內切圓半徑為 𝒓，𝑨𝟏𝑨𝟐
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝑨𝟐𝑨𝟑

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝑨𝟑𝑨𝟏
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 的旁切圓半徑

分別為 𝒓𝟏、𝒓𝟐、𝒓𝟑，則 𝒓𝟏 =
𝒓

𝒕𝒂𝒏
𝑨𝟏
𝟐

𝒕𝒂𝒏
𝑨𝟐
𝟐

，𝒓𝟐 =
𝒓

𝒕𝒂𝒏
𝑨𝟐
𝟐

𝒕𝒂𝒏
𝑨𝟑
𝟐

，𝒓𝟑 =
𝒓

𝒕𝒂𝒏
𝑨𝟑
𝟐

𝒕𝒂𝒏
𝑨𝟏
𝟐

。 

(參考資料 7) 

 

 

 

 

 

 

 

 

  【證明】 

如圖 28，∠𝑂1𝐴1𝐶1 = 90° − ∠𝐵1𝐴1𝐷1 = ∠𝐴1𝐵1𝐷1 = 𝛼1，同理∠𝑂1𝐴2𝐶1 = ∠𝐴2𝐵1𝐷1 = 𝛼2 

，因為𝐴1𝐴2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐴1𝐶1

̅̅ ̅̅ ̅̅ + 𝐶1𝐴2
̅̅ ̅̅ ̅̅ =

𝑟

𝑡𝑎𝑛𝛼1
+

𝑟

𝑡𝑎𝑛𝛼2
=

𝑟

𝑡𝑎𝑛
𝐴1
2

+
𝑟

𝑡𝑎𝑛
𝐴2
2

= r(
𝑡𝑎𝑛

𝐴1
2

+𝑡𝑎𝑛
𝐴2
2

𝑡𝑎𝑛
𝐴1
2

𝑡𝑎𝑛
𝐴2
2

)， 

且 𝐴1𝐴2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐴1𝐷1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ + 𝐷1𝐴2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑟1(𝑡𝑎𝑛𝛼1 + 𝑡𝑎𝑛𝛼2) = 𝑟1(𝑡𝑎𝑛

𝐴1

2
+ 𝑡𝑎𝑛

𝐴2

2
)， 

所以𝑟(
𝑡𝑎𝑛

𝐴1
2

+𝑡𝑎𝑛
𝐴2
2

𝑡𝑎𝑛
𝐴1
2

𝑡𝑎𝑛
𝐴2
2

) = 𝑟1(𝑡𝑎𝑛
𝐴1

2
+ 𝑡𝑎𝑛

𝐴2

2
)，推得𝑟1 =

𝑟

𝑡𝑎𝑛
𝐴1
2

𝑡𝑎𝑛
𝐴2
2

， 

同理有𝑟2 =
𝑟

𝑡𝑎𝑛
𝐴2
2

𝑡𝑎𝑛
𝐴3
2

，𝑟3 =
𝑟

𝑡𝑎𝑛
𝐴3
2

𝑡𝑎𝑛
𝐴1
2

。 
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      【定理六】  

設雙心𝒏邊形𝑨𝟏𝑨𝟐 ⋯𝑨𝒏−𝟏𝑨𝒏的外心為𝑶，其內心也是內切圓切點𝒏邊形 

𝑪𝟏𝑪𝟐 ⋯𝑪𝒏−𝟏𝑪𝒏的外心為𝑶𝟏，其旁心𝒏邊形𝑩𝟏𝑩𝟐 ⋯𝑩𝒏−𝟏𝑩𝒏的外心為𝑶𝟐，則此三心 

會共線且𝑶點為𝑶𝟏𝑶𝟐
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅的中點。(參考資料 7) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 【證明】 

     1.(1)如圖 29，設∆𝐴1𝐴2𝐴3的旁心三角形為∆𝐵1𝐵2𝐵3，內切圓切點三角形為∆𝐶1𝐶2𝐶3， 

   ∵𝐴1𝐶1
̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝐴1𝐶3

̅̅ ̅̅ ̅̅ (切線等長)，且𝐴1𝑂1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅平分∠C1A1C3，∴𝐶1𝐶3

̅̅ ̅̅ ̅̅ ⊥ 𝐴1𝑂1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅。 

         且𝐵1𝐵3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ⊥ 𝐴1𝑂1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅(同一頂點處內、外角平分線互相垂直)，∴𝐵1𝐵3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅//𝐶1𝐶3

̅̅ ̅̅ ̅̅ 。 

同理有 𝐵1𝐵2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅//𝐶1𝐶2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ，𝐵2𝐵3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅//𝐶2𝐶3

̅̅ ̅̅ ̅̅ ，所以旁心三角形∆𝑩𝟏𝑩𝟐𝑩𝟑和內切圓切點 

三角形∆𝑪𝟏𝑪𝟐𝑪𝟑會相似。 

       (2)連接𝐵1𝐶1
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑和𝐵2𝐶2

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑，設交於𝑃點，則𝑃點為∆𝐵1𝐵2𝐵3和∆𝐶1𝐶2𝐶3的位似中心。 

又三者的外心依序為𝑂、𝑂2、𝑂1，所以連接𝑂1𝐶1
⃡⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑、𝑂1𝐶2

⃡⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑、𝑂1𝐶3
⃡⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑，必分別 

垂直𝐴1𝐴2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝐴2𝐴3

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝐴3𝐴1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅於點𝐶1、𝐶2、𝐶3；再分別作𝐴1𝐴2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝐴2𝐴3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝐴3𝐴1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

的中垂線，則此三中垂線必相交於∆𝐴1𝐴2𝐴3的外心𝑂，且分別垂直 

𝐴1𝐴2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝐴2𝐴3

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝐴3𝐴1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅於𝐸1、𝐸2、𝐸3。 

◆圖 29 
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       (3)作𝐵1𝐷1
⃡⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑、𝐵2𝐷2

⃡⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑、𝐵3𝐷3
⃡⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑分別垂直𝐴1𝐴2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝐴2𝐴3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝐴3𝐴1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅於點𝐷1、𝐷2、𝐷3， 

         則𝐵1𝐷1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝐵2𝐷2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝐵3𝐷3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅分別為𝐴1𝐴2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝐴2𝐴3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝐴1𝐴3

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅的旁切圓半徑。 

         設𝐵1𝐷1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑟1，𝐵2𝐷2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑟2，𝐵3𝐷3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑟3，∆A1A2A3的內切圓半徑為𝑟， 

         由引理二知 𝑟1 =
𝑟

𝑡𝑎𝑛
𝐴1
2

𝑡𝑎𝑛
𝐴2
2

，𝑟2 =
𝑟

𝑡𝑎𝑛
𝐴2
2

𝑡𝑎𝑛
𝐴3
2

，𝑟3 =
𝑟

𝑡𝑎𝑛
𝐴3
2

𝑡𝑎𝑛
𝐴1
2

。 

        推得 𝐴1𝐷1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑟1𝑡𝑎𝑛

𝐴1

2
=

𝑟

𝑡𝑎𝑛
𝐴2
2

= 𝐴2𝐶1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ，𝐴2𝐷2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑟2𝑡𝑎𝑛
𝐴2

2
=

𝑟

𝑡𝑎𝑛
𝐴3
2

= 𝐴3𝐶2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ， 

      𝐴3𝐷3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑟3𝑡𝑎𝑛

𝐴3

2
=

𝑟

𝑡𝑎𝑛
𝐴1
2

= 𝐴1𝐶3
̅̅ ̅̅ ̅̅ 。 

         且   𝐴1𝐸1
̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝐴2𝐸1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ，𝐴2𝐸2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐴3𝐸2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅，𝐴3𝐸3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐴1𝐸3

̅̅ ̅̅ ̅̅ ， 

         所以 𝐴2𝐸1
̅̅ ̅̅ ̅̅ − 𝐴2𝐶1

̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝐴1𝐸1
̅̅ ̅̅ ̅̅ − 𝐴1𝐷1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ⇒ 𝐶1𝐸1
̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝐸1𝐷1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ，𝑬𝟏為𝑪𝟏𝑫𝟏
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅的中點。 

            𝐴3𝐶2
̅̅ ̅̅ ̅̅ − 𝐴3𝐸2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐴2𝐷2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ − 𝐴2𝐸2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ⇒ 𝐶2𝐸2
̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝐸2𝐷2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅，𝑬𝟐為𝑪𝟐𝑫𝟐
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅的中點。 

            𝐴1𝐸3
̅̅ ̅̅ ̅̅ − 𝐴1𝐶3

̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝐴3𝐸3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ − 𝐴3𝐷3

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ⇒ 𝐶3𝐸3
̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝐸3𝐷3

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅，𝑬𝟑為𝑪𝟑𝑫𝟑
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅的中點。 

       設𝐵1𝐷1
⃡⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑、𝐵2𝐷2

⃡⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑相交於一點𝑂2
′，則𝑂1、𝑂、𝑂2

′在𝐴1𝐴2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝐴2𝐴3

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅的投影點 

       分別為𝐶1、𝐸1、𝐷1和𝐶2、𝐸2、𝐷2。 

         因為 𝑂1𝑂2
′̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅在兩條相交直線上的投影點均被𝑂點的的投影點所平分， 

         所以 𝑶點為𝑶𝟏𝑶𝟐
′̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 的中點⋯⋯①。 

         同理，若設𝐵1𝐷1
⃡⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑、𝐵3𝐷3

⃡⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑相交於一點𝑂"2， 

       則𝑂1、𝑂、𝑂"2在𝐴1𝐴2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝐴1𝐴3

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅的投影點分別為𝐶1、𝐸1、𝐷1和𝐶3、𝐸3、𝐷3。 

         因為 𝑂1𝑂"2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 在兩條相交直線上的投影點均被𝑂點的的投影點所平分， 

         所以 𝑶點也是𝑶𝟏𝑶"𝟐̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 的中點⋯⋯②。 

         由①、②可知：𝑂2
′ = 𝑂"2，即𝑩𝟏𝑫𝟏

⃡⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑、𝑩𝟐𝑫𝟐
⃡⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑、𝑩𝟑𝑫𝟑

⃡⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑相交於一點𝑶𝟐
′ 。 

       (4)又∠A1B1D1 =
∠𝐴1

2
= ∠A1B3D3，∠A2B1D1 =

∠𝐴2

2
= ∠A2B2D2， 

            ∠A3B2D2 =
∠𝐴3

2
= ∠A3B3D3， 

         所以 𝐵1𝐷1
⃡⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑、𝐵2𝐷2

⃡⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑、𝐵3𝐷3
⃡⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑的交點𝑂2

′，滿足𝑂′2𝐵1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑂′2𝐵2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑂′2𝐵3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ， 

         因此𝑶𝟐
′ 也是∆𝑩𝟏𝑩𝟐𝑩𝟑的外心𝑶𝟐，即𝑶𝟐

′ = 𝑶𝟐。 

         故𝑶點為𝑶𝟏𝑶𝟐
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 的中點，且𝑷、𝑶𝟏、𝑶𝟐三點共線。 
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     2. (1)如圖 30，雙心𝑛邊形為𝐴1𝐴2 ⋯𝐴𝑛−1𝐴𝑛(𝑛 ≥ 4)，其旁心𝑛邊形為𝐵1𝐵2 ⋯𝐵𝑛−1𝐵𝑛， 

         內切圓切點𝑛邊形為𝐶1𝐶2 ⋯𝐶𝑛−1𝐶𝑛，同 1(1)可知：𝐵1𝐵2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅//𝐶1𝐶2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ，𝐵2𝐵3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅//𝐶2𝐶3

̅̅ ̅̅ ̅̅ ，⋯， 

         𝐵𝑛−1𝐵𝑛
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ //𝐶𝑛−1𝐶𝑛

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅，𝐵𝑛𝐵1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅//𝐶𝑛𝐶1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ，現在連接𝐵1𝐶1
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑和𝐵2𝐶2

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑，設交於𝑃點，欲證明𝑷點 

         即為旁心𝒏邊形𝑩𝟏𝑩𝟐 ⋯𝑩𝒏−𝟏𝑩𝒏和切點𝒏邊形𝑪𝟏𝑪𝟐 ⋯𝑪𝒏−𝟏𝑪𝒏的位似中心。 

         又三者的外心依序為𝑂、𝑂2、𝑂1，所以連接𝑂1𝐶1
⃡⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑、𝑂1𝐶2

⃡⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑、𝑂1𝐶3
⃡⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑、⋯、𝑂1𝐶𝑛−1

⃡⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  、 

         𝑂1𝐶𝑛
⃡⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑，必分別垂直𝐴1𝐴2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝐴2𝐴3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、⋯、𝐴𝑛−1𝐴𝑛

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 、𝐴𝑛𝐴1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅於點𝐶1、𝐶2、⋯、𝐶𝑛−1、𝐶𝑛； 

         再分別作𝐴1𝐴2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝐴2𝐴3

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、⋯、𝐴𝑛−1𝐴𝑛
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 、𝐴𝑛𝐴1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅的中垂線，則此𝑛條中垂線必相交於 

         雙心𝑛邊形𝐴1𝐴2 ⋯𝐴𝑛−1𝐴𝑛的外心𝑂，且設其分別垂直𝐴1𝐴2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝐴2𝐴3

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、⋯、𝐴𝑛−1𝐴𝑛
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 、 

         𝐴𝑛𝐴1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅於點𝐸1、𝐸2、⋯、𝐸𝑛−1、𝐸𝑛。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

       (2)作𝐵1𝐷1
⃡⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑、𝐵2𝐷2

⃡⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑分別垂直𝐴1𝐴2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝐴2𝐴3

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅於𝐷1、𝐷2，則𝐵1𝐷1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝐵2𝐷2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅分別為 

         𝐴1𝐴2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝐴2𝐴3

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅的旁切圓半徑。設𝐵1𝐷1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑟1，𝐵2𝐷2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑟2，雙心𝑛邊形 

         𝐴1𝐴2 ⋯𝐴𝑛−1𝐴𝑛的內切圓半徑為𝑟， 

◆圖 30 
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         由引理二知 𝑟1 =
𝑟

𝑡𝑎𝑛
𝐴1
2

𝑡𝑎𝑛
𝐴2
2

，𝑟2 =
𝑟

𝑡𝑎𝑛
𝐴2
2

𝑡𝑎𝑛
𝐴3
2

。 

        推得 𝐴1𝐷1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑟1𝑡𝑎𝑛

𝐴1

2
=

𝑟

𝑡𝑎𝑛
𝐴2
2

= 𝐴2𝐶1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ，𝐴2𝐷2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑟2𝑡𝑎𝑛
𝐴2

2
=

𝑟

𝑡𝑎𝑛
𝐴3
2

= 𝐴3𝐶2
̅̅ ̅̅ ̅̅ 。 

         且   𝐴1𝐸1
̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝐴2𝐸1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ，𝐴2𝐸2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐴3𝐸2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅， 

         所以 𝐴2𝐸1
̅̅ ̅̅ ̅̅ − 𝐴2𝐶1

̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝐴1𝐸1
̅̅ ̅̅ ̅̅ − 𝐴1𝐷1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ⇒ 𝐶1𝐸1
̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝐸1𝐷1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ，𝑬𝟏為𝑪𝟏𝑫𝟏
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅的中點。 

              𝐴3𝐶2
̅̅ ̅̅ ̅̅ − 𝐴3𝐸2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐴2𝐷2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ − 𝐴2𝐸2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ⇒ 𝐶2𝐸2
̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝐸2𝐷2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅，𝑬𝟐為𝑪𝟐𝑫𝟐
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅的中點。 

         設𝐵1𝐷1
⃡⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑、𝐵2𝐷2

⃡⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑相交於一點𝑂2
′，則𝑂1、𝑂、𝑂2

′在𝐴1𝐴2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝐴2𝐴3

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅的投影點 

         分別為𝐶1、𝐸1、𝐷1和𝐶2、𝐸2、𝐷2。 

         因為𝑂1𝑂2
′̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅在兩相交直線上的投影點均被𝑂點的投影點所平分， 

         所以𝑶點為𝑶𝟏𝑶𝟐
′̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 的中點。 

         再作𝐵3𝐷3
⃡⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑、⋯、𝐵𝑛−1𝐷𝑛−1

⃡⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑、𝐵𝑛𝐷𝑛
⃡⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ 分別垂直𝐴3𝐴4

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、⋯、𝐴𝑛−1𝐴𝑛
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 、𝐴𝑛𝐴1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

         於點𝐷3、⋯、𝐷𝑛−1、𝐷𝑛， 

         則𝐵3𝐷3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、⋯、𝐵𝑛−1𝐷𝑛−1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝐵𝑛𝐷𝑛
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅分別為𝐴3𝐴4

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、⋯、𝐴𝑛−1𝐴𝑛
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 、𝐴𝑛𝐴1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅的旁切圓 

         半徑。設𝐵3𝐷3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑟3，⋯，𝐵𝑛−1𝐷𝑛−1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑟𝑛−1，𝐵𝑛𝐷𝑛
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑟𝑛， 

         同上可得 𝐸3為𝐶3𝐷3
̅̅ ̅̅ ̅̅ 的中點，⋯，𝐸𝑛−1為𝐶𝑛−1𝐷𝑛−1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 的中點，𝐸𝑛為𝐶𝑛𝐷𝑛
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅的中點。         

         同 1(3)可得 𝑩𝟑𝑫𝟑
⃡⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑、⋯、𝑩𝒏−𝟏𝑫𝒏−𝟏

⃡⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  、𝑩𝒏𝑫𝒏
⃡⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑相交於一點𝑶𝟐

′ 。 

       (3)又∠A1B1D1 =
∠𝐴1

2
= ∠A1B𝑛D𝑛，∠A2B1D1 =

∠𝐴2

2
= ∠A2B2D2， 

         ∠A3B2D2 =
∠𝐴3

2
= ∠A3B3D3，⋯∠A𝑛−1B𝑛−2D𝑛−2 =

∠𝐴𝑛−1

2
= ∠A𝑛−1B𝑛−1D𝑛−1， 

         ∠A𝑛B𝑛−1D𝑛−1 =
∠𝐴𝑛

2
= ∠A𝑛B𝑛D𝑛， 

        所以 𝐵1𝐷1
⃡⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑、𝐵2𝐷2

⃡⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑、𝐵3𝐷3
⃡⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑、⋯、𝐵𝑛−1𝐷𝑛−1

⃡⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑、𝐵𝑛𝐷𝑛
⃡⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ 的交點𝑂2

′， 

         滿足 𝑂′2𝐵1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑂′2𝐵2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑂′2𝐵3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = ⋯ = 𝑂′2𝐵𝑛

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ， 

         因此𝑶𝟐
′ 也是旁心𝒏邊形𝑩𝟏𝑩𝟐 ⋯𝑩𝒏−𝟏𝑩𝒏的外心𝑶𝟐，即𝑶𝟐

′ = 𝑶𝟐。 

         故𝑶點為𝑶𝟏𝑶𝟐
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 的中點，且𝑷、𝑶𝟏、𝑶𝟐三點共線。 
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陸、結論 

一、 ∆𝐴1𝐴2𝐴3的歐拉線上依序有外心𝑂、重心𝐺、九點圓(或稱歐拉圓)圓心𝐾和垂心𝐻等四 

     心，又𝑶𝑮̅̅ ̅̅ ：𝑮𝑲̅̅̅̅̅ = 𝟐：𝟏，且九點圓圓心𝐾為外心𝑂和垂心𝐻的中點，從而 

     𝑶𝑮̅̅ ̅̅ ：𝑮𝑲̅̅̅̅̅：𝑲𝑯̅̅ ̅̅ ̅ = 𝟐：𝟏：𝟑且𝑶𝑮̅̅ ̅̅ ：𝑮𝑯̅̅̅̅̅ = 𝟏：𝟐。 

二、 圓內接𝑛邊形𝐴1𝐴2 ⋯𝐴𝑛−1𝐴𝑛的歐拉線上依序也有外心𝑂、重心𝐺、歐拉圓圓心𝐾、垂心 

     𝐻等四心，又𝑶𝑮̅̅ ̅̅ ：𝑮𝑲̅̅̅̅̅ = 𝟐：(𝒏 − 𝟐)，且歐拉圓圓心𝐾恆為外心𝑂和垂心𝐻的中點，從 

     而𝑶𝑮̅̅ ̅̅ ：𝑮𝑲̅̅̅̅̅：𝑲𝑯̅̅ ̅̅ ̅ = 𝟐：(𝒏 − 𝟐)：𝒏且𝑶𝑮̅̅ ̅̅ ：𝑮𝑯̅̅̅̅̅ = 𝟏：(𝒏 − 𝟏)。 

三、 設∆𝐴1𝐴2𝐴3的外心為𝑂，內心為𝑂1，旁心三角形∆𝐵1𝐵2𝐵3的外心為𝑂2，則此三心會共線 

     且𝑶點為𝑶𝟏𝑶𝟐
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅的中點。 

四、 設雙心𝑛邊形𝐴1𝐴2 ⋯𝐴𝑛−1𝐴𝑛的外心為𝑂，內心為𝑂1，旁心𝑛邊形𝐵1𝐵2 ⋯𝐵𝑛−1𝐵𝑛的外心 

     為𝑂2，則此三心也會共線且𝑶點為𝑶𝟏𝑶𝟐
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅的中點。 

五、 圓內接𝑛邊形𝐴1𝐴2 ⋯𝐴𝑛−1𝐴𝑛的歐拉圓圓心𝐾是𝑛個(𝑛 − 1)邊形的歐拉圓圓心𝐾1，𝐾2， 

     ⋯𝐾𝑛的外心；而垂心𝐻是𝑛個(𝑛 − 1)邊形的垂心𝐻1，𝐻2，⋯𝐻𝑛的外心，但重心𝐺並不 

     是𝑛個(𝑛 − 1)邊形的重心𝐺1，𝐺2，⋯𝐺𝑛的外心。 

六、∆𝐴1𝐴2𝐴3的外心𝑂是旁心三角形∆𝐵1𝐵2𝐵3的歐拉圓圓心，內心𝑂1是旁心三角形∆𝐵1𝐵2𝐵3 

    的垂心，但其它雙心𝒏(𝒏 ≥ 𝟒)邊形𝐴1𝐴2 ⋯𝐴𝑛−1𝐴𝑛並沒有這樣的性質。 

柒、參考資料及其他 
  1. 左銓如．季素月著。初等幾何研究。九章出版社，P149~156。 

  2. 黃家禮編著。幾何明珠。九章出版社，P119~120 和 P150~151。 

  3. 李冬梅．白世忠譯。幾何學中的歸納法。九章出版社．開明(大陸)出版社，P101~119。 

4. 笹部貞市郎原著。幾何學辭典。九章出版社，P87~138。 

5. 張海潮(98 年 6 月)。從旋轉及縮放看尤拉線及九點圓。數學傳播 33 卷 2 期， 

中央研究院數學研究所，P48~51。 

6. RADIC, M. and ZATEZALO, A. : About some kinds of bicentric polygon and concerning relations, 

Math. Maced. 4 (2006), 47–73. 

7. 李孟龍  莊耀鈞。層層疊疊-雙心多邊形面積的一個有趣性質。中華民國第五十六屆中 

    小學科展。 

  8. 馮志剛著。數學歸納法的證明方法與技巧。華東師範大學出版社。 

https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%A4%96%E5%BF%83
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%87%A0%E4%BD%95%E4%B8%AD%E5%BF%83#%E4%B8%89%E8%A7%92%E5%BD%A2%E7%9A%84%E4%B8%AD%E5%BF%83
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%9E%82%E5%BF%83
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%9E%82%E5%BF%83
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%9E%82%E5%BF%83
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%9E%82%E5%BF%83
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附件一 

圓內接多邊形四心𝑂(外心)、𝐺(重心)、𝐾(歐拉圓圓心)、𝐻(垂心)之間距離關係的觀察 
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附件二 

雙心三角形、四邊形、五邊形、六邊形、七邊形、八邊形內心、外心與旁心多邊形的外心之

間距離關係的觀察 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



作品海報 

【評語】050416  

1. 作品很完整呈現幾何圖形之探究並得到驗證的結果。報告呈

現可以口說再加上動畫表示其辛苦研究之成果。 

2. 歐拉圓或歐拉線是三角形之重要性質，作者在本作品將之推

廣到多邊形。先重新定義多邊形重心、中線、k階中線並證

明其存在性。但是對於歐拉圓的推廣，只能定義於圓內接多

邊形。研究步驟依序圓內接四邊形(定理二)、圓內接五邊形

(定理三)、圓內接 n邊形(定理四)以數學歸納法串聯。其間參

雜一些第 56界全國科展作品內容延伸。作品的內容深度有

加強空間。 

3. 建議可考慮將研究目的接續列出研究問題。在研究結果部分，

需交代那些性質參考自那些參考資料，那些部分是否自創，

(例如定理 2後列出有參考引理 1)，可明白展現自己努力的成

果。 

C:\Users\ShariChen\Desktop\NSF\排版\050416-評語 

 



摘要

三角形的外心𝑂、重心𝐺、九點圓圓心𝐾和垂心𝐻會依序在同一直線上，這條直線就稱為三角形的歐拉線，

又𝑶𝑮：𝑮𝑲 = 𝟐：𝟏，且𝑲為𝑶𝑯的中點，從而𝑶𝑮：𝑮𝑲：𝑲𝑯 = 𝟐：𝟏：𝟑且𝑶𝑮：𝑮𝑯 = 𝟏：𝟐。我們發現當多邊形

有外接圓時(圓內接多邊形)，也會有相對應的結果。即圓內接𝑛 𝑛 ≥ 3 邊形𝐴1𝐴2⋯𝐴𝑛−1𝐴𝑛的外心𝑂、重心𝐺、

歐拉圓圓心𝐾和垂心𝐻會依序在同一直線上，不妨稱此直線為圓內接多邊形的歐拉線，又𝑶𝑮：𝑮𝑲 = 𝟐： 𝒏 − 𝟐

，且𝑲恆為𝑶𝑯的中點，從而𝑶𝑮：𝑮𝑲：𝑲𝑯 = 𝟐：(𝒏 − 𝟐)：𝒏且𝑶𝑮：𝑮𝑯 = 𝟏：(𝒏 − 𝟏)。

無獨有偶，我們發現三角形的外心𝑂、內心𝑂1、旁心三角形的外心𝑂2也會共線，且𝑶點為𝑶𝟏𝑶𝟐的中點；

而當多邊形同時有外接圓和內切圓時(雙心多邊形)，也會有相同的結果。即雙心𝒏(𝒏 ≥ 𝟑)邊形𝐴1𝐴2⋯𝐴𝑛−1𝐴𝑛的

外心𝑶正好是內心𝑶𝟏和旁心𝑛邊形的外心𝑶𝟐之中點。

壹、研究動機

三角形的歐拉線依序經過其外心、重心、九點圓(或稱歐拉圓)圓心和垂心。這讓我們聯想到此歐拉線是否可

以推廣到其它邊數的圓內接多邊形，因此決定以此當作研究題材。

貳、研究目的
本研究的目的在探討並尋找其它圓內接多邊形，看看是否符合：外心、重心、歐拉圓圓心和垂心四點共線的

性質，並觀察這四心之間的距離比是否有一定的關係。如果進一步考慮三角形的內心和旁心三角形的外心，看看

和三角形的其它心是否有共線的現象？如果有，可否類推到其它雙心多邊形？最後試著利用所定義的多邊形重心

、圓內接多邊形的歐拉圓圓心、垂心以及旁心多邊形的外心的性質，證明此結果為真。

參、研究設備及器材
本研究主要利用 GSP 與Geogebra 等電腦動態幾何軟體進行研究問題的幾何實驗，透過實驗觀察、猜測與

驗證，然後提出研究結果並加以證明。

肆、研究過程或方法
一、文獻探討與前置研究

(一)位似變換

1. 定義: 𝑂是平面𝜋上一個定點，𝐻是平面上的變換。若對於任一對應點𝑃、𝑃′，都有 𝑶𝑷′ = 𝒌𝑶𝑷
(𝒌為非零實數)，則稱𝑯為位似變換，記為𝑯(𝑶, 𝒌)，𝑂叫做位似中心，𝑘叫做位似比。(參1)

定義中的條件 𝑶𝑷′ = 𝒌𝑶𝑷等價於如下三個條件：
(1) 𝑂，𝑃，𝑃′共線；

(2) 𝑂𝑃′ = 𝑘 𝑂𝑃；
(3) 當𝑘 > 0時，𝑃，𝑃′在𝑂點同側，

如圖1，此時𝑂點叫做外位似中心；
當𝑘 < 0時，𝑃，𝑃′在𝑂點異側，
如圖2，此時𝑂點叫做內位似中心。

2. 性質:

(1) 位似變換是相似變換，所以位似變換具有相似變換的所有性質。
(2) 在位似變換下，位似中心是不變點，過位似中心的直線是不變直線。
(3) 在位似變換下，對應線段之比相等，對應角相等，不過中心的對應直線平行。
(4) 位似圖形一定是相似圖形，並且位似圖形的對應線段平行，過對應頂點的直線共點。

(二)歐拉線與九點圓

1.歐拉線：任意三角形的垂心𝑯、重心𝑮和外心𝑶，三點共線，且𝑯𝑮 = 𝟐𝑮𝑶，
而這三點所在的直線稱為三角形的歐拉線。

2.九點圓：任意三角形三條高的垂足、三邊的中點，以及垂心與頂點的三條
連線的中點，這九點共圓，這個圓通常稱為三角形的九點圓，或
稱歐拉圓。

如圖3，在∆𝐴1𝐴2𝐴3中，如下的九點共圓：三邊的中點𝑴𝟏、𝑴𝟐、𝑴𝟑，從三個頂點向對邊所作垂線的垂足
𝑯𝟏、𝑯𝟐、𝑯𝟑，垂心到三個頂點所連線段的中點𝑱𝟏、𝑱𝟐、𝑱𝟑等九個點，且九點圓的圓心𝑲是其外心𝑶與垂心𝑯
所連線段的中點。另外，圓心𝑲到重心𝑮的距離是外心𝑶到重心𝑮距離的一半。此四點所在的直線就是三角形
的歐拉線。(參2)

(三)多邊形的中線和重心定義 (四)圓內接多邊形的歐拉圓圓心定義 (五)圓內接多邊形的垂心定義

二、研究架構
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伍、研究結果與討論
一、原定理的證明
【定理一】
如圖19，在∆𝑨𝟏𝑨𝟐𝑨𝟑中，如下的九點共圓：三邊的中點𝑴𝟏、𝑴𝟐、𝑴𝟑，從三個頂點向對邊

所作垂線的垂足𝑯𝟏、𝑯𝟐、𝑯𝟑，垂心到三個頂點所連線段的中點 𝑱𝟏、𝑱𝟐、𝑱𝟑等九個點，且九點

圓的圓心𝑲是其外心𝑶與垂心𝑯所連線段的中點。

另外，圓心𝑲到重心𝑮的距離是外心𝑶到重心𝑮距離的一半，而此四點所在的直線就是三角形

的歐拉線，滿足𝑶𝑮：𝑮𝑯 = 𝟏：𝟐且𝑶𝑮：𝑮𝑲：𝑲𝑯 = 𝟐：𝟏：𝟑。(參5)

二、原定理的推廣

我們先以數學動態幾何軟體GGB畫出圓內接四邊形和五邊形的四心,發現它們的四心𝑶、𝑮、𝑲、𝑯

也會共歐拉線，也和三角形有相對應的結果。為了證明新的定理,我們需先證明下面這個引理:

【引理一】
如圖20，設在𝒏邊形𝑨𝟏𝑨𝟐⋯𝑨𝒏−𝟏𝑨𝒏中用𝑮𝟏表示(𝒏 − 𝟏)邊形𝑨𝟐𝑨𝟑⋯𝑨𝒏的重心，

用𝑮𝟐表示(𝒏 − 𝟏)邊形𝑨𝟏𝑨𝟑⋯𝑨𝒏的重心，⋯，用𝑮𝒏表示(𝒏 − 𝟏)邊形𝑨𝟏𝑨𝟐⋯𝑨𝒏−𝟏的重心。

則𝒏邊形𝑮𝟏𝑮𝟐⋯𝑮𝒏−𝟏𝑮𝒏相似於已知𝒏邊形𝑨𝟏𝑨𝟐⋯𝑨𝒏−𝟏𝑨𝒏。(參3)

【定理二】
如圖22，在圓內接四邊形𝑨𝟏𝑨𝟐𝑨𝟑𝑨𝟒中，其外心為𝑶、重心為𝑮、歐拉圓

圓心為𝑲、垂心為𝑯，則此四心會共線，又𝑶𝑮：𝑮𝑲 = 𝟐：𝟐，且𝑲為𝑶𝑯的
中點，從而𝑶𝑮：𝑮𝑲：𝑲𝑯 = 𝟐：𝟐：𝟒且𝑶𝑮：𝑮𝑯 = 𝟏：𝟑。
【定理三】
如圖24，在圓內接五邊形𝑨𝟏𝑨𝟐𝑨𝟑𝑨𝟒𝑨𝟓中，其外心為𝑶、重心為𝑮、歐拉

圓圓心為𝑲、垂心為𝑯，則此四心會共線，又𝑶𝑮：𝑮𝑲 = 𝟐：𝟑，且𝑲為𝑶𝑯
的中點，從而𝑶𝑮：𝑮𝑲：𝑲𝑯 = 𝟐：𝟑：𝟓且𝑶𝑮：𝑮𝑯 = 𝟏：𝟒。

如附件一，我們再以GGB畫出其它邊數的圓內接多邊形的四心, 陸續發現圓內接六邊形、七邊形、八邊形和九邊形等的
四心𝑶、𝑮、𝑲、𝑯也會共歐拉線，且在六邊形時，𝑶𝑮：𝑮𝑲 = 𝟐：𝟒，𝑶𝑲：𝑲𝑯 = 𝟔：𝟔；七邊形時，𝑶𝑮：𝑮𝑲 = 𝟐：𝟓，
𝑶𝑲：𝑲𝑯 = 𝟕：𝟕；八邊形時， 𝑶𝑮：𝑮𝑲 = 𝟐：𝟔，𝑶𝑲：𝑲𝑯 = 𝟖：𝟖；九邊形時，𝑶𝑮：𝑮𝑲 = 𝟐：𝟕，𝑶𝑲：𝑲𝑯 = 𝟗：𝟗，
也和三角形有相對應的結果。

於是我們猜測其它圓內接𝒏邊形應該也有類似的性質，即圓內接𝑛 𝑛 ≥ 4 邊形𝐴1𝐴2⋯𝐴𝑛−1𝐴𝑛，其四心𝑶、𝑮、𝑲、𝑯也會
共歐拉線，且𝑶𝑮：𝑮𝑲 = 𝟐：(𝒏 − 𝟐)，𝑶𝑲：𝑲𝑯 = 𝒏：𝒏，即𝑶𝑮：𝑮𝑲：𝑲𝑯 = 𝟐：(𝒏 − 𝟐)：𝒏。

◆圖24
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由數學歸納法可知：對任意的圓內接𝑛邊形𝐴1𝐴2⋯𝐴𝑛−1𝐴𝑛，設其外心為𝑂、重心為𝐺、
歐拉圓圓心為𝐾、垂心為𝐻，則此四心會共線，當然也就有歐拉線且𝑶𝑮：𝑮𝑲 = 𝟐： 𝒏 − 𝟐 ，
又歐拉圓圓心𝑲恆為外心𝑶和垂心𝑯的中點，故 𝑶𝑮：𝑮𝑲：𝑲𝑯 = 𝟐：(𝒏 − 𝟐)：𝒏，
推知 𝑶𝑮：𝑮𝑯 = 𝟐：(𝟐𝒏 − 𝟐) = 𝟏：(𝒏 − 𝟏)。

2. 因為 𝑶、𝑮𝟏、𝑲𝟏三點共線，𝑶、𝑮𝟐、𝑲𝟐三點共線且
𝑂𝐺1

𝑂𝐾1
=

𝑂𝐺2

𝑂𝐾2
=

2

𝑛−2 +2
=

2

𝑛
，

所以 ∆𝑮𝟏𝑶𝑮𝟐~∆𝑲𝟏𝑶𝑲𝟐(𝑺𝑨𝑺)，推知
𝐺1𝐺2

𝐾1𝐾2
=

𝑂𝐺1

𝑂𝐾1
=

𝑂𝐺2

𝑂𝐾2
=

2

𝑛
。

同理有
𝐺2𝐺3

𝐾2𝐾3
=

𝐺3𝐺4

𝐾3𝐾4
⋯ =

𝐺𝑛𝐺𝑛+1

𝐾𝑛𝐾𝑛+1
=

𝐺𝑛+1𝐺1

𝐾𝑛+1𝐾1
=

2

𝑛
，因此 (𝒏 + 𝟏)邊形𝑮𝟏𝑮𝟐⋯𝑮𝒏 𝑮𝒏+𝟏~(𝒏 + 𝟏)邊形

𝑲𝟏𝑲𝟐⋯𝑲𝒏𝑲𝒏+𝟏，且兩個(𝒏 + 𝟏)邊形的位似中心為 𝑶，位似比為
𝟐

𝒏
，𝑶𝑱 =

𝟐

𝒏
𝑶𝑲，

推得 𝑶𝑲 =
𝒏

𝟐
𝑶𝑱 =

𝒏

𝟐
×

𝟐(𝒏+𝟏)

𝒏
= 𝒏 + 𝟏，𝐺𝐾 = 𝑂𝐾 − 𝑂𝐺 = 𝒏 + 𝟏 − 𝟐 = 𝑛 − 1，

故 𝑶、𝑮、𝑲三點共線，𝑂𝐺：𝐺𝐾 = 2： 𝑛 − 1 = 𝟐：[ 𝐧 + 𝟏 − 𝟐]也成立。

3. 如圖26，因為 𝑶、𝑲𝟏、𝑯𝟏三點共線，𝑶、𝑲𝟐、𝑯𝟐三點共線

且
𝑂𝐾1

𝑂𝐻1
=

𝑂𝐾2

𝑂𝐻2
=

1

2
，所以 ∆𝑲𝟏𝑶𝑲𝟐~∆𝑯𝟏𝑶𝑯𝟐(𝑺𝑨𝑺)，推知

𝐾1𝐾2

𝐻1𝐻2
=

𝑂𝐾1

𝑂𝐻1
=

𝑂𝐾2

𝑂𝐻2
=

1

2
。

同理有
𝐾2𝐾3

𝐻2𝐻3
=

𝐾3𝐾4

𝐻3𝐻4
⋯ =

𝐾𝑛+1𝐾1

𝐻𝑛+1𝐻1
=

1

2
，所以 (𝒏 + 𝟏)邊形𝑲𝟏𝑲𝟐⋯𝑲𝒏𝑲𝒏+𝟏~(𝒏 + 𝟏)邊形

𝑯𝟏𝑯𝟐⋯𝑯𝒏𝑯𝒏+𝟏，且兩個(𝒏 + 𝟏)邊形的位似中心為𝑶，位似比為
𝟏

𝟐
，𝑶𝑲 =

𝟏

𝟐
𝑶𝑯，

推得 𝑂𝐻 = 2𝑂𝐾 = 𝟐(𝒏 + 𝟏)，𝐾𝐻 = 𝑂𝐻 − 𝑂𝐾 = 2(𝑛 + 1) − (𝑛 + 1) = 𝒏 + 𝟏，
從而 𝑶、𝑲、𝑯三點共線且𝑶𝑲 = 𝑲𝑯，即歐拉圓圓心𝑲為外心𝑶和垂心𝑯的中點，
故四心𝑂、𝐺、𝐾、𝐻會共線𝑂𝐺：𝐺𝐾：𝐾𝐻 = 2： 𝑛 − 1 ： 𝑛 + 1

= 𝟐：[ 𝒏 + 𝟏 − 𝟐]： 𝒏 + 𝟏 也成立。

【證明】
1. 現在我們假設邊數𝒌不大於𝒏(𝒏 ≥ 𝟒)的所有圓內接𝒌邊形都有類似的性質，即圓內接多邊形𝑛 𝑛 ≥ 4 邊形𝐴1𝐴2⋯𝐴𝑛−1𝐴𝑛，
其四心 𝑶、 𝑮、𝑲、𝑯會共一直線，且𝑶𝑮：𝑮𝑲 = 𝟐： 𝒏 − 𝟐 ，其歐拉圓圓心𝑲恆為外心𝑶和垂心𝑯的中點，滿足
𝑶𝑮：𝑮𝑲：𝑲𝑯 = 𝟐：(𝒏 − 𝟐)：𝒏。再來考慮圓內接(𝑛 + 1)邊形𝐴1𝐴2⋯𝐴𝑛𝐴𝑛+1。
如圖25，因為 (𝒏 + 𝟏)邊形𝑮𝟏𝑮𝟐⋯𝑮𝒏 𝑮𝒏+𝟏~(𝒏 + 𝟏)邊形𝑨𝟏𝑨𝟐⋯𝑨𝒏𝑨𝒏+𝟏，又兩中線𝑨𝟏𝑮𝟏和𝑨𝟐𝑮𝟐相交於(𝑛 + 1)邊形

𝐴1𝐴2⋯𝐴𝑛𝐴𝑛+1的重心𝑮，且
𝐺1𝐺2

𝐴1𝐴2
=

𝐺𝐺1

𝐺𝐴1
=

𝐺𝐺2

𝐺𝐴2
=

1

𝑛
，所以 兩個(𝒏 + 𝟏)邊形的位似中心為 𝑮，位似比為 −

𝟏

𝒏
，從而

(𝒏 + 𝟏)邊形𝑮𝟏𝑮𝟐⋯𝑮𝒏 𝐆𝒏+𝟏也有外心 𝑱，令𝑶𝑮 = 𝟐，則𝑮𝑱 =
𝟐

𝒏
，故𝑶、𝑮、𝑱三點共線，且𝑶𝑱 = 𝑶𝑮 + 𝑮𝑱 = 𝟐 +

𝟐

𝒏
=

𝟐(𝒏+𝟏)

𝒏
。

【定理四】
在圓內接𝒏邊形𝑨𝟏𝑨𝟐⋯𝑨𝒏−𝟏𝑨𝒏中，其外心為𝑶、重心為𝑮、歐拉圓圓心為𝑲、垂心為𝑯，則此四心會共線，

又𝑶𝑮：𝑮𝑲 = 𝟐： 𝒏 − 𝟐 ，且𝑲為𝑶𝑯的中點，從而𝑶𝑮：𝑮𝑲：𝑲𝑯 = 𝟐：(𝒏 − 𝟐)：𝒏且𝑶𝑮：𝑮𝑯 = 𝟏：(𝒏 − 𝟏)。

◆圖26
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我們知道三角形除了等腰三角形外，其內心並不會在歐拉線上，但如果考慮另外三個旁心
所形成三角形的外心，會發現三角形的外心、內心與旁心三角形的外心也會共線，而有以下的
定理：
【定理五】

如圖27，設∆𝑨𝟏𝑨𝟐𝑨𝟑的外心為𝑶，內心為𝑶𝟏，旁心三角形∆𝑩𝟏𝑩𝟐𝑩𝟑的外心為𝑶𝟐，
則此三心會共線且𝑶點為𝑶𝟏𝑶𝟐的中點。 ◆圖27
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當多邊形同時有外接圓和內切圓時，稱其為雙心多邊形(參6)。如附件二，我們以GGB進行研究問題的幾何實驗，分別找出雙心四邊形、
五邊形、六邊形、七邊形、八邊形等的內心、外心與旁心多邊形的外心，發現此三心會共線，且外心也是內心和旁心多邊形外心的中點。
於是我們猜測其它雙心𝒏邊形應該也具有相同的性質，即雙心𝒏(𝒏 ≥ 𝟒)邊形𝑨𝟏𝑨𝟐⋯𝑨𝒏−𝟏𝑨𝒏的外心𝑶正好是內心𝑶𝟏和旁心𝒏邊形的外心𝑶𝟐之中點。

為了證明其它雙心𝒏(𝒏 ≥ 𝟒)邊形也有相同的結果，我們需先證明下面這個引理：

【定理六】
設雙心𝒏邊形𝑨𝟏𝑨𝟐⋯𝑨𝒏−𝟏𝑨𝒏的外心為𝑶，其內心也是內切圓切點𝒏邊形𝑪𝟏𝑪𝟐⋯𝑪𝒏−𝟏𝑪𝒏的外心為𝑶𝟏，其旁心

𝒏邊形𝑩𝟏𝑩𝟐⋯𝑩𝒏−𝟏𝑩𝒏的外心為𝑶𝟐，則此三心會共線且𝑶點為𝑶𝟏𝑶𝟐的中點。
【證明】
1.(1)如圖29，設∆𝐴1𝐴2𝐴3的旁心三角形為∆𝐵1𝐵2𝐵3，內切圓切點三角形為∆𝐶1𝐶2𝐶3，∵ 𝐴1𝐶1 = 𝐴1𝐶3(切線等長)，且 𝐴1𝑂1平分∠C1A1C3，

∴ 𝑪𝟏𝑪𝟑 ⊥ 𝑨𝟏𝑶𝟏。且𝑩𝟏𝑩𝟑 ⊥ 𝑨𝟏𝑶𝟏(同一頂點處內、外角平分線互相垂直)，∴ 𝐵1𝐵3//𝐶1𝐶3。同理有 𝐵1𝐵2//𝐶1𝐶2，𝐵2𝐵3//𝐶2𝐶3，
所以旁心三角形∆𝑩𝟏𝑩𝟐𝑩𝟑和內切圓切點三角形∆𝑪𝟏𝑪𝟐𝑪𝟑會相似。

(2)連接𝑩𝟏𝑪𝟏和𝑩𝟐𝑪𝟐，設交於𝑷點，則𝑷點為∆𝑩𝟏𝑩𝟐𝑩𝟑和∆𝑪𝟏𝑪𝟐𝑪𝟑的位似中心。

又三者的外心依序為𝑶、𝑶𝟐、𝑶𝟏，所以連接𝑂1𝐶1、𝑂1𝐶2、𝑂1𝐶3，必分別
垂直𝐴1𝐴2、𝐴2𝐴3、𝐴3𝐴1於點𝑪𝟏、𝑪𝟐、𝑪𝟑；再分別作𝐴1𝐴2、𝐴2𝐴3、𝐴3𝐴1
的中垂線，則此三中垂線必相交於∆𝑨𝟏𝑨𝟐𝑨𝟑的外心𝑶，且分別垂直
𝐴1𝐴2、𝐴2𝐴3、𝐴3𝐴1於𝑬𝟏、𝑬𝟐、𝑬𝟑。

(3)作𝐵1𝐷1、𝐵2𝐷2、𝐵3𝐷3分別垂直𝐴1𝐴2、𝐴2𝐴3、𝐴3𝐴1於點𝑫𝟏、𝑫𝟐、𝑫𝟑，
則𝐵1𝐷1、𝐵2𝐷2、𝐵3𝐷3分別為𝐴1𝐴2、𝐴2𝐴3、𝐴3𝐴1的旁切圓半徑。
設𝑩𝟏𝑫𝟏 = 𝒓𝟏，𝑩𝟐𝑫𝟐 = 𝒓𝟐，𝑩𝟑𝑫𝟑 = 𝒓𝟑，∆A1A2A3的內切圓半徑為𝒓，

由引理二知 𝑟1 =
𝑟

𝑡𝑎𝑛
𝐴1
2
𝑡𝑎𝑛

𝐴2
2

，𝑟2 =
𝑟

𝑡𝑎𝑛
𝐴2
2
𝑡𝑎𝑛

𝐴3
2

，𝑟3 =
𝑟

𝑡𝑎𝑛
𝐴3
2
𝑡𝑎𝑛

𝐴1
2

。

推得 𝑨𝟏𝑫𝟏 = 𝑟1𝑡𝑎𝑛
𝐴1

2
=

𝑟

𝑡𝑎𝑛
𝐴2
2

= 𝑨𝟐𝑪𝟏，𝑨𝟐𝑫𝟐 = 𝑟2𝑡𝑎𝑛
𝐴2

2
=

𝑟

𝑡𝑎𝑛
𝐴3
2

= 𝑨𝟑𝑪𝟐，

𝑨𝟑𝑫𝟑 = 𝑟3𝑡𝑎𝑛
𝐴3

2
=

𝑟

𝑡𝑎𝑛
𝐴1
2

= 𝑨𝟏𝑪𝟑。

且 𝐴1𝐸1 = 𝐴2𝐸1，𝐴2𝐸2 = 𝐴3𝐸2，𝐴3𝐸3 = 𝐴1𝐸3，
所以 𝐴2𝐸1 − 𝐴2𝐶1 = 𝐴1𝐸1 − 𝐴1𝐷1 ⇒ 𝑪𝟏𝑬𝟏 = 𝑬𝟏𝑫𝟏，𝑬𝟏為𝑪𝟏𝑫𝟏的中點。

𝐴3𝐶2 − 𝐴3𝐸2 = 𝐴2𝐷2 − 𝐴2𝐸2 ⇒ 𝑪𝟐𝑬𝟐 = 𝑬𝟐𝑫𝟐，𝑬𝟐為𝑪𝟐𝑫𝟐的中點。
𝐴1𝐸3 − 𝐴1𝐶3 = 𝐴3𝐸3 − 𝐴3𝐷3 ⇒ 𝑪𝟑𝑬𝟑 = 𝑬𝟑𝑫𝟑，𝑬𝟑為𝑪𝟑𝑫𝟑的中點。

設𝑩𝟏𝑫𝟏、𝑩𝟐𝑫𝟐相交於一點𝑶𝟐
′，則𝑂1、𝑂、𝑂2

′在𝐴1𝐴2、𝐴2𝐴3的投影點
分別為 𝐶1、𝐸1、𝐷1和𝐶2、𝐸2、𝐷2。

因為 𝑂1𝑂2
′在兩條相交直線上的投影點均被𝑶點的的投影點所平分，

所以 𝑶點為𝑶𝟏𝑶𝟐
′ 的中點⋯⋯①。

同理，若設𝑩𝟏𝑫𝟏、𝑩𝟑𝑫𝟑相交於一點𝑶"𝟐，
則𝑂1、𝑂、𝑂"2在𝐴1𝐴2、𝐴1𝐴3的投影點分別為𝐶1、𝐸1、𝐷1和𝐶3、𝐸3、𝐷3。
因為 𝑂1𝑂"2在兩條相交直線上的投影點均被𝑶點的的投影點所平分，所以𝑶點也是𝑶𝟏𝑶"𝟐 的中點⋯⋯②。

由①、②可知：𝑶𝟐
′ = 𝑶"𝟐，即 𝑩𝟏𝑫𝟏、𝑩𝟐𝑫𝟐、𝑩𝟑𝑫𝟑相交於一點𝑶𝟐

′。

(4)又∠𝑨𝟏𝑩𝟏𝑫𝟏 =
∠𝐴1

2
= ∠𝑨𝟏𝑩𝟑𝑫𝟑，∠𝑨𝟐𝑩𝟏𝑫𝟏 =

∠𝐴2

2
= ∠𝑨𝟐𝑩𝟐𝑫𝟐，∠𝑨𝟑𝑩𝟐𝑫𝟐 =

∠𝐴3

2
= ∠𝑨𝟑𝑩𝟑𝑫𝟑，

所以 𝑩𝟏𝑫𝟏、𝑩𝟐𝑫𝟐、𝑩𝟑𝑫𝟑的交點𝑶𝟐
′，滿足𝑶′𝟐𝑩𝟏 = 𝑶′𝟐𝑩𝟐 = 𝑶′𝟐𝑩𝟑，因此𝑶𝟐

′也是∆𝑩𝟏𝑩𝟐𝑩𝟑的外心𝑶𝟐，即𝑶𝟐
′ = 𝑶𝟐。

故𝑶點為𝑶𝟏𝑶𝟐 的中點，且𝑷、𝑶𝟏、𝑶𝟐三點共線。

◆圖29
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2. (1)如圖30，雙心𝒏邊形為𝐴1𝐴2⋯𝐴𝑛−1𝐴𝑛(𝑛 ≥ 4)，其旁心𝒏邊形為𝐵1𝐵2⋯𝐵𝑛−1𝐵𝑛，內切圓切點𝒏邊形為𝐶1𝐶2⋯𝐶𝑛−1𝐶𝑛，同1(1)可知：

𝐵1𝐵2//𝐶1𝐶2，𝐵2𝐵3//𝐶2𝐶3，⋯，𝐵𝑛−1𝐵𝑛//𝐶𝑛−1𝐶𝑛，𝐵𝑛𝐵1//𝐶𝑛𝐶1，現在連接𝑩𝟏𝑪𝟏和𝑩𝟐𝑪𝟐，設交於𝑷點，欲證明𝑷點即為旁心𝒏邊形

𝑩𝟏𝑩𝟐⋯𝑩𝒏−𝟏𝑩𝒏和切點𝒏邊形𝑪𝟏𝑪𝟐⋯𝑪𝒏−𝟏𝑪𝒏的位似中心。 又三者的外心依序為𝑶、𝑶𝟐、𝑶𝟏，所以連接𝑂1𝐶1、𝑂1𝐶2、𝑂1𝐶3、⋯、𝑂1𝐶𝑛−1、

𝑂1𝐶𝑛，必分別垂直𝐴1𝐴2、𝐴2𝐴3、 ⋯、𝐴𝑛−1𝐴𝑛、𝐴𝑛𝐴1於點𝑪𝟏、𝑪𝟐、⋯、𝑪𝒏−𝟏、𝑪𝒏；再分別作𝐴1𝐴2、𝐴2𝐴3、⋯、𝐴𝑛−1𝐴𝑛、𝐴𝑛𝐴1的中垂線，
則此𝒏條中垂線必相交於雙心𝒏邊形𝑨𝟏𝑨𝟐⋯𝑨𝒏−𝟏𝑨𝒏的外心𝑶，且分別垂直𝐴1𝐴2、𝐴2𝐴3、⋯、𝐴𝑛−1𝐴𝑛、 𝐴𝑛𝐴1於點𝑬𝟏、𝑬𝟐、⋯、𝑬𝒏−𝟏、𝑬𝒏。

(2)作𝐵1𝐷1、𝐵2𝐷2分別垂直𝐴1𝐴2、𝐴2𝐴3於𝐷1、𝐷2，則𝐵1𝐷1、𝐵2𝐷2分別為 𝐴1𝐴2、𝐴2𝐴3的旁切圓半徑。設𝐵1𝐷1 = 𝑟1，𝐵2𝐷2 = 𝑟2，雙心𝒏邊形

𝐴1𝐴2⋯𝐴𝑛−1𝐴𝑛的內切圓半徑為𝒓，由引理二知 𝑟1 =
𝑟

𝑡𝑎𝑛
𝐴1
2
𝑡𝑎𝑛

𝐴2
2

，𝑟2 =
𝑟

𝑡𝑎𝑛
𝐴2
2
𝑡𝑎𝑛

𝐴3
2

。

推得 𝑨𝟏𝑫𝟏 = 𝑟1𝑡𝑎𝑛
𝐴1

2
=

𝑟

𝑡𝑎𝑛
𝐴2
2

= 𝑨𝟐𝑪𝟏，𝑨𝟐𝑫𝟐 = 𝑟2𝑡𝑎𝑛
𝐴2

2
=

𝑟

𝑡𝑎𝑛
𝐴3
2

= 𝑨𝟑𝑪𝟐。且 𝐴1𝐸1 = 𝐴2𝐸1，𝐴2𝐸2 = 𝐴3𝐸2，

所以 𝐴2𝐸1 − 𝐴2𝐶1 = 𝐴1𝐸1 − 𝐴1𝐷1 ⇒ 𝑪𝟏𝑬𝟏 = 𝑬𝟏𝑫𝟏，𝑬𝟏為𝑪𝟏𝑫𝟏的中點。𝐴3𝐶2 − 𝐴3𝐸2 = 𝐴2𝐷2 − 𝐴2𝐸2 ⇒ 𝑪𝟐𝑬𝟐 = 𝑬𝟐𝑫𝟐，𝑬𝟐為𝑪𝟐𝑫𝟐的中點。

設𝑩𝟏𝑫𝟏、𝑩𝟐𝑫𝟐相交於一點𝑶𝟐
′，則𝑂1、𝑂、𝑂2

′在𝐴1𝐴2、𝐴2𝐴3的投影點分別為𝑪𝟏、𝑬𝟏、𝑫𝟏和𝑪𝟐、𝑬𝟐、𝑫𝟐。

因為 𝑂1𝑂2
′在兩相交直線上的投影點均被𝑶點的投影點所平分，所以 𝑶點為𝑶𝟏𝑶𝟐

′ 的中點。

再作𝐵3𝐷3、⋯、𝐵𝑛−1𝐷𝑛−1、𝐵𝑛𝐷𝑛分別垂直𝐴3𝐴4、⋯、𝐴𝑛−1𝐴𝑛、𝐴𝑛𝐴1 於點𝑫𝟑、⋯、𝑫𝒏−𝟏、𝑫𝒏，
則𝐵3𝐷3、⋯、𝐵𝑛−1𝐷𝑛−1、𝐵𝑛𝐷𝑛分別為𝐴3𝐴4、⋯、𝐴𝑛−1𝐴𝑛、𝐴𝑛𝐴1的旁切圓半徑。設𝐵3𝐷3 = 𝑟3，⋯，𝐵𝑛−1𝐷𝑛−1 = 𝑟𝑛−1，𝐵𝑛𝐷𝑛 = 𝑟𝑛，

同上可得 𝑬𝟑為𝑪𝟑𝑫𝟑的中點，⋯，𝑬𝒏−𝟏為𝑪𝒏−𝟏𝑫𝒏−𝟏的中點，𝑬𝒏為𝑪𝒏𝑫𝒏的中點。同1(3)可得 𝑩𝟑𝑫𝟑、⋯、𝑩𝒏−𝟏𝑫𝒏−𝟏、𝑩𝒏𝑫𝒏相交於一點𝑶𝟐
′。

(3)又∠𝑨𝟏𝑩𝟏𝑫𝟏 =
∠𝐴1

2
= ∠𝑨𝟏𝑩𝒏𝑫𝒏，∠𝑨𝟐𝑩𝟏𝑫𝟏 =

∠𝐴2

2
= ∠𝑨𝟐𝑩𝟐𝑫𝟐，∠𝑨𝟑𝑩𝟐𝑫𝟐 =

∠𝐴3

2
= ∠𝑨𝟑𝑩𝟑𝑫𝟑，⋯∠𝑨𝒏−𝟏𝑩𝒏−𝟐𝑫𝒏−𝟐 =

∠𝐴𝑛−1

2
= ∠𝑨𝒏−𝟏𝑩𝒏−𝟏𝑫𝒏−𝟏

， ∠𝑨𝒏𝑩𝒏−𝟏𝑫𝒏−𝟏 =
∠𝐴𝑛

2
= ∠𝑨𝒏𝑩𝒏𝑫𝒏，所以 𝐵1𝐷1、𝐵2𝐷2、𝐵3𝐷3、⋯、𝐵𝑛−1𝐷𝑛−1、𝐵𝑛𝐷𝑛的交點𝑶𝟐

′，滿足 𝑶′𝟐𝑩𝟏 = 𝑶′𝟐𝑩𝟐 = 𝑶′𝟐𝑩𝟑 = ⋯ =

𝑶′𝟐𝑩𝒏，因此𝑶𝟐
′也是旁心𝒏邊形𝑩𝟏𝑩𝟐⋯𝑩𝒏−𝟏𝑩𝒏的外心𝑶𝟐，即𝑶𝟐

′ = 𝑶𝟐。故𝑶點為𝑶𝟏𝑶𝟐 的中點，且𝑷、𝑶𝟏、𝑶𝟐三點共線。
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陸、結論
一、 ∆𝐴1𝐴2𝐴3的歐拉線上依序有外心𝑶、重心𝑮、九點圓(或稱歐拉圓)圓心𝑲和垂心𝑯等四心，又𝑶𝑮：𝑮𝑲 = 𝟐：𝟏，且九點圓圓心𝑲為外心𝑶

和垂心𝑯的中點，從而𝑶𝑮：𝑮𝑲：𝑲𝑯 = 𝟐：𝟏：𝟑且𝑶𝑮：𝑮𝑯 = 𝟏：𝟐。

二、圓內接𝑛邊形𝐴1𝐴2⋯𝐴𝑛−1𝐴𝑛的歐拉線上依序也有外心𝑶、重心𝑮、歐拉圓圓心𝑲、垂心𝐻等四心，又𝑶𝑮：𝑮𝑲 = 𝟐： 𝒏 − 𝟐 ，且歐拉圓

圓心𝑲恆為外心𝑶和垂心𝑯的中點，從而𝑶𝑮：𝑮𝑲：𝑲𝑯 = 𝟐：(𝒏 − 𝟐)：𝒏且𝑶𝑮：𝑮𝑯 = 𝟏： 𝒏 − 𝟏 。

三、設∆𝐴1𝐴2𝐴3的外心為𝑶，內心為𝑶𝟏，旁心三角形∆𝑩𝟏𝑩𝟐𝑩𝟑的外心為𝑶𝟐，則此三心會共線且𝑶點為𝑶𝟏𝑶𝟐的中點。

四、設雙心𝒏邊形𝑨𝟏𝑨𝟐⋯𝑨𝒏−𝟏𝑨𝒏的外心為𝑶，內心為𝑶𝟏，旁心𝒏邊形𝑩𝟏𝑩𝟐⋯𝑩𝒏−𝟏𝑩𝒏 的外心為𝑶𝟐，則此三心也會共線且𝑶點為𝑶𝟏𝑶𝟐的中點。

五、圓內接𝑛邊形𝐴1𝐴2⋯𝐴𝑛−1𝐴𝑛的歐拉圓圓心𝑲是𝑛個(𝑛 − 1)邊形的歐拉圓圓心𝐾1，𝐾2，⋯𝐾𝑛的外心；而垂心𝑯是𝑛個(𝑛 − 1)邊形的垂心

𝐻1，𝐻2，⋯𝐻𝑛的外心，但重心𝑮並不是𝒏個(𝒏 − 𝟏)邊形的重心𝑮𝟏，𝑮𝟐，⋯𝑮𝒏的外心。

六、∆𝐴1𝐴2𝐴3的外心𝑶是旁心三角形∆𝐵1𝐵2𝐵3的歐拉圓圓心，而內心𝑶𝟏是旁心三角形∆𝐵1𝐵2𝐵3的垂心，但其它雙心𝒏(𝒏 ≥ 𝟒)邊形𝑨𝟏𝑨𝟐⋯𝑨𝒏−𝟏𝑨𝒏
並沒有這樣的性質。
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【引理二】
如圖28，設∆𝑨𝟏𝑨𝟐𝑨𝟑中，其內切圓半徑為 𝒓，𝑨𝟏𝑨𝟐、𝑨𝟐𝑨𝟑、𝑨𝟑𝑨𝟏 的旁切圓半徑分別為 𝒓𝟏、𝒓𝟐、𝒓𝟑，

則 𝒓𝟏 =
𝒓

𝒕𝒂𝒏
𝑨𝟏
𝟐
𝒕𝒂𝒏

𝑨𝟐
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，𝒓𝟐 =
𝒓
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， 𝒓𝟑 =
𝒓

𝒕𝒂𝒏
𝑨𝟑
𝟐
𝒕𝒂𝒏

𝑨𝟏
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。(參7)

◆圖28
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