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摘  要 

本研究將從七圓定理出發，試圖改變切圓個數，探討共點的存在性；更進一步推廣「六

個與兩內離圓分別均外切與內切的環切圓」之雙心六圓，探討其共點、共線、共圓及共錐等

性質；研究有驚人的發現「當六個環切圓轉動時，其各類對應點連線之共點必為定點，且在

連心線上。」推廣至不同個數的環切圓時亦成立；當兩內離圓甚至推廣至兩外離圓或是圓與

直線時，亦發現其諸線共點、諸點共線、諸點共圓、諸點共錐等性質必成立。 

壹、研究動機 

在閱讀有關反演變換的文獻時，意外發現一個有趣、形似湯圓的圖形：在一個大碗中放

入六顆湯圓；在一個大圓中有六個小圓均與其內切，若兩相鄰小圓均外切，則其對應內切點

連線共點，這就是「七圓定理」；雖名為「七圓」，關鍵卻在於其中的「六圓」，如下圖。 

       

這樣一個恰巧相切又共點的圖形，該如何作圖呢？除了諸線共點的性質外，是否會有諸

點共線、諸點共圓等特性？如果不是六個小圓而是更多圓或少圓呢？又或同時內外切於兩個

內離圓，甚至同時外切於兩個外離圓的情形？於是展開本研究。 

貳、 研究目的及問題 

本研究試圖從七圓定理的性質探討與推廣，進而研究雙心六圓，以至多圓時的作圖關係

式與共點、共線、共圓、共錐的不變性探討，研究問題如下： 

一、探討七圓定理的性質與多圓的推廣。 

二、探討雙心六圓的構圖關係式與性質。 

三、以雙心六圓的結果探討雙心多圓的性質。 

四、試研究雙心多圓在兩外離圓及圓與直線的性質。 

聯想 

圖片來源：2017-12-18 自由時報 https://health.ltn.com.tw/ 

https://health.ltn.com.tw/article/life/paper/1161154
https://health.ltn.com.tw/article/life/paper/1161154
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參、研究方法 

一、研究工具  

主要透過 GSP 與 GeoGeBra 幾何軟體進行幾何問題實驗研究，透過實驗觀察、臆測與驗

證，最後提出研究結果並加以證明。 

二、文獻探討 

    本研究涉及利用反演做三切圓構圖，並透過極點極線、Brianchon、Pascal 定理及根心定

理等探討共點共線等問題，文獻探討如下： 

(一) 反演變換 

如圖 0-1，給定平面上半徑為𝑟、圓心為𝑂的圓，對平面上任

一異於𝑂的點𝑃，將其變換為𝑂𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗上的一點𝑃′， 

使得𝑂𝑃̅̅ ̅̅ × 𝑂𝑃′̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑟2，則稱「𝑷′為𝑷互為關於圓𝑶的反演點」。 

【性質 1-1】反演圖形 

任一圖形𝐹上所有點作關於𝑂的反演點，形成一新的圖形𝐹′， 

稱「𝑭′為𝑭關於𝑶的反演圖形」。常用圖形之反演結果如下： 

(1) 過𝑂之一直線反演成過𝑂之一直線。     (2)不過𝑂之一直線反演成過𝑂之一圓。 

(3) 過𝑂之一圓反演成不過𝑂之一直線。     (4)不過𝑂之一圓反演成不過𝑂之一圓。 

(二) 反演與極點極線 

如圖 0-2，若𝐴′為𝐴關於圓 O 的反演點，過𝐴作垂直𝐴𝐴′̅̅ ̅̅ ̅的直線 L，則稱「直線 L 為𝑨′關於

圓 O 的極線；𝐴′為此直線 L 的極點。」 

           

圖 0-2：極點在圓外或圓內的情形 

  

圖 0-1 
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【性質 2-1】極線的判別性質(參考文獻[3]) 

過圓錐曲線(圓)𝛤外的 P 點作兩割線交Γ於 E、F、G、H；作𝐸𝐻⃡⃗⃗⃗  ⃗、𝐹𝐺⃡⃗⃗⃗  ⃗交於𝑃’，𝐸𝐺⃡⃗⃗⃗  ⃗、𝐹𝐻⃡⃗⃗⃗  ⃗交於𝑁；

又𝑃’𝑁⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  交𝛤於 A、B 兩點(𝑃𝐴⃡⃗⃗⃗  ⃗、𝑃𝐵⃡⃗⃗⃗  ⃗恰為𝛤的兩條切線)，則性質如下：如圖 0-3 

(1)𝑃’𝑁⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  為 P 關於𝑂的極線；𝑃𝑃’⃡⃗⃗⃗⃗⃗ 為 N 關於 O的極線；𝑃𝑁⃡⃗⃗⃗  ⃗為𝑃’關於𝑂的極線。 

(2)當 P 在𝛤外，過 P 作𝛤的割線，則其兩交點的切線交點(如 M 點)必在 P 對應的極線上。 

(3)當 P 在𝛤外時，過 P 作𝛤的兩條切線，則兩切點的連線為 P 的極線。(如𝐴𝐵⃡⃗⃗⃗  ⃗) 

(4)當𝛤為圓時，上述極點與反演中心的連線垂直所對應的極線。(如𝑂𝑃⃡⃗⃗⃗  ⃗⊥𝑃′𝑁⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ) 

   

   圖 0-3：橢圓時亦成立，但𝑂𝑃⃡⃗⃗⃗  ⃗與𝑃′𝑁⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  不一定垂直      圖 0-4：極點與極線共點共線判別 

【性質 2-2】共點共線的極線判別法（參考文獻[1]） 

平面上有一圓 O 及 A、B、C 三點，𝐿𝐴、𝐿𝐵、𝐿𝐶分別為 A、B、C 關於圓 O 的極線，若 A、B、

C 三點共線，則𝐿𝐴、𝐿𝐵、𝐿𝐶三線共點，反之亦然。如圖 0-4 

(三) Brianchon、Pascal定理與根心定理 

【Pascal神秘六邊形定理】 

     若六邊形內接於一個圓，則其三組對邊的延長線交點共線。 

【Brianchon定理】 

     若六邊形外切於一個圓，則其三條對角線必共交一點。 

 上述兩者為對偶定理，其逆敘述均成立。 

【根心定理】 

    平面上圓心不共線的三圓 A、B、C，若𝐿𝐴𝐵、𝐿𝐵𝑐、𝐿𝐴𝐶分別為圓 A 與 B、圓 B 與 C、圓

A 與 C 的根軸，則𝐿𝐴𝐵、𝐿𝐵𝑐、𝐿𝐴𝐶三線共點，稱其為「三圓 A、B、C 的根心」，如圖 0-5。 

LC
LBLA

O

A

C

B

圖 0-5 根心𝑃到三圓切線等長 
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肆、研究過程與結果 

一、七圓定理的性質與多圓的推廣 

    七圓定理的構圖方法，除了參考「Apollonius 問題-作一圓與三圓相切」(參考文獻[4])，也

可利用反演簡化構圖的難度，藉此開始我們的研究。 

(一) 七圓定理的性質探討 

    為證明七圓定理，Stanley Rabinowitz (1987)曾提出兩個引理(參考文獻[6])，如下： 

[引理 1] 圓上弦的 Ceva定理  

給定圓𝑂及圓上六點 𝐴1、𝐴2、⋯、𝐴6，若 𝐴1𝐴4
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗、𝐴2𝐴5

⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗、𝐴3𝐴6
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗共交一點𝐴，則             

𝐴1𝐴2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ × 𝐴3𝐴4

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ × 𝐴5𝐴6
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐴2𝐴3

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ × 𝐴4𝐴5
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ × 𝐴6𝐴1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅，反之亦然，如圖 1-1(a)。 

仿照其方法證明，我們將它推廣至圓上 4n+2 個點的一般情形時也成立，如圖 1-1(b)。 

[引理 2] 圓上兩切圓切點距離與半徑關係 

(1)兩外切小圓𝑂1、𝑂2分別與大圓 𝑂 內切於 𝐴1、𝐴2兩點，若其半徑分別為 𝑟1、𝑟2與𝑅 

則𝐴1𝐴2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 2𝑅√

𝑟1

(𝑅−𝑟1)
√

𝑟2

(𝑅−𝑟2)
 = 2𝑅𝑓(𝑟1)𝑓(𝑟2) ，其中𝑓(𝑟𝑖) = √

𝑟𝑖

(𝑅−𝑟𝑖)
 。如圖 1-2。 

(2) 兩外切小圓𝑂1、𝑂2分別與大圓 𝑂 外切於 𝐴1、𝐴2兩點，若其半徑分別為 𝑟1、𝑟2與𝑅 

則𝐴1𝐴2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 2𝑅√

𝑟1

(𝑅+𝑟1)
√

𝑟2

(𝑅+𝑟2)
= 2𝑅𝑔(𝑟1)𝑔(𝑟2) ，其中𝑔(𝑟𝑖) = √

𝑟𝑖

(𝑅+𝑟𝑖)
  。 

      

         圖 1-1(a)                    圖 1-1(b)                      圖 1-2      
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【定理 1-1】七圓定理的構成條件 

給定半徑𝑅的大圓𝑂，與六個半徑𝑟1~𝑟6的小圓𝑂1~𝑂6均內切於𝐴1~𝐴6(或外切於𝐵1~𝐵6)，若此

六圓相鄰兩圓均外切，則對應內切點(或外切點)的三條連線共點，如圖 1-3。 

      

圖 1-3  A、B 點均分別為該圓 O 之 Stanley 點 

<證明>  ()因為相鄰兩圓均外切且內切於大圓，根據[引理 2] 

𝐴1𝐴2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 2𝑅𝑓(𝑟1)𝑓(𝑟2) 、𝐴3𝐴4

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 2𝑅𝑓(𝑟3)𝑓(𝑟4)、𝐴5𝐴6
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 2𝑅𝑓(𝑟5)𝑓(𝑟6) 

𝐴2𝐴3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 2𝑅𝑓(𝑟2)𝑓(𝑟3) 、𝐴4𝐴5

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 2𝑅𝑓(𝑟4)𝑓(𝑟5)、𝐴6𝐴1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 2𝑅𝑓(𝑟6)𝑓(𝑟1)  

則𝐴1𝐴2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ × 𝐴3𝐴4

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ × 𝐴5𝐴6
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐴2𝐴3

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ × 𝐴4𝐴5
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ × 𝐴6𝐴1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅⇒ 𝐴1𝐴4
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗、𝐴2𝐴5

⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗、𝐴3𝐴6
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗必共點𝐴。([引理 1]) 

()因為共點 A，由[引理 1]逆定理 𝐴1𝐴2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ × 𝐴3𝐴4

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ × 𝐴5𝐴6
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐴2𝐴3

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ × 𝐴4𝐴5
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ × 𝐴6𝐴1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅………(1) 

假設圓𝑂1~𝑂5均內切圓 O 於𝐴1~𝐴5，且均與前相鄰圓外切，設圓𝑂6與圓𝑂1、𝑂5均外切，但與

圓 O 內切於𝐴6
′ ，所以根據前述𝐴1𝐴4

⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗、𝐴2𝐴5
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗、𝐴3A6

′⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗也共交於𝐴點， 

又由[引理 1]逆定理  𝐴1𝐴2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ × 𝐴3𝐴4

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ × 𝐴5𝐴6
′̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐴2𝐴3

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ × 𝐴4𝐴5
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ × 𝐴6

′ 𝐴1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅…………..(2) 

由(1)(2)可知 𝐴6
′ = 𝐴6，故 6 個小圓兩相鄰圓均外切，得證。          ▋ 

上述共點 A 或 B，不妨稱之為「圓 O 與切圓𝑂1~𝑂6的 Stanley點」，它有什麼特別之處呢？ 

【定理 1-2】Stanley點就是 Brianchon點 

設圓𝑂與六個兩相鄰均外切的圓𝑂𝑖，內切於𝐴𝑖， 𝑖 = 1~6，已知 𝐴1𝐴4
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗、𝐴2𝐴5

⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗、𝐴3𝐴6
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗共交於 A

點，則切點為𝐴1~𝐴6的圓𝑂外切六邊形𝐷1~𝐷6，其對角線 𝐷1𝐷4
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗、𝐷2𝐷5

⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗、𝐷3𝐷6
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 也共交於 A 點。

換句話說「Stanley點就是 Brianchon點」，Stanley點在 Brianchon線上。 

<證明> 

1. 根據【定理 1-1】七圓定理，𝐴1𝐴4
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗、𝐴2𝐴5

⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗、𝐴3𝐴6
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗三線共交一點𝐴。 
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2. 𝐴1~𝐴6為圓 O 內接六邊形，設𝐴1𝐴2
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ∩ 𝐴4𝐴5

⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝑃、𝐴2𝐴3
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ∩ 𝐴5𝐴6

⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝑄、𝐴1𝐴6
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ∩ 𝐴3𝐴4

⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝑅。

由【性質 2-1】，𝐷1𝐷4
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗、𝐷2𝐷5

⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗、𝐷3𝐷6
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗分別為 P、Q、R 關於圓 O 的極線；又由 Pascal 定理，

P、Q、R 三點共線，由【性質 2-2】知𝐷1𝐷4
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗、𝐷2𝐷5

⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗、𝐷3𝐷6
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗必共交一點，即 Brianchon 點。 

3. 上述𝑃 其關於圓 O 的極線為𝐷1𝐷4
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗，但由【性質 2-1】，𝐴2𝐴5

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ∩ 𝐴3𝐴6
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐴，A 點必在P點關於

圓 O 的極線上，所以𝐷1𝐷4
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗必通過𝐴點；同理𝐷2𝐷5

⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗、𝐷3𝐷6
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗也必通過 A 點。因此𝐴1𝐴4

⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ∩ 𝐴2𝐴5
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ∩

𝐴3𝐴6
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝐷1𝐷4

⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ∩ 𝐷2𝐷5
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ∩ 𝐷3𝐷6

⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 均共點 Stanley 點，也就是 Brianchon 點，見圖 1-4。      ▋ 

 

圖 1-4：Stanley 點在 Brianchon 線上 

   上述，令人驚奇的是「圓內六個切圓的七圓定理竟然同時存在雙心六邊形共定點

(Brianchon點)與共定線(Pascal線)的特性」(參考文獻[1])，若僅從「七圓定理」字面思考，很

難想像竟與雙心六邊形有關。顯見數學命名，真的很重要！然而，如果不是六個切圓的七圓

定理，而是不同數量的切圓，那麼多圓的情形是否也成立呢？ 

(二) 多圓情形的推廣 

    首先探討奇數個切圓情形，發現除了 3 個切圓時有共點外，如圖 1-5(a)，其它以其內切點

與鄰切點對應連線都不一定有共點，以 9 個切圓為例，如圖 1-5(b)。 

                    

圖 1-5(a) 3 個切圓                  圖 1-5(b) 9 個切圓 
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    再者，發現偶數個切圓時其對應內切點連線也不一定會共點；以8個切圓為例，如圖1-6(a)。

反之，若已知共交 A 點，先作以𝐴1~𝐴7為圓 O 內切點且相鄰均外切的圓𝑂1~𝑂7，再作與圓 O

內切於𝐴8的圓𝑂8，也不一定與圓𝑂1、𝑂7外切，如圖 1-6(b)；12 或 16 個切圓時亦然。 

             

     圖 1-6(a) 8 個切圓不一定共點       圖 1-6(b) 共點但 8 個圓不一定相切 

    然而在 6、10、14 或 18 個圓時卻發現「若對應內切點連線共交一點，則兩相鄰切圓均外

切」。不禁懷疑 4n+2 個圓時「若共點則相切」。以 10 個圓為例如下，4n+2 時亦同。 

【定理 1-3】4n+2 個圓時共點則相切 

與圓 O 均內切的 4n+2 個切圓，若其對應內切點連線共交一點，則其兩相鄰切圓均外切，反

之不一定成立，以下以 10 個圓為例，如圖 1-7。 

               

 圖 1-7 (a) 10 個圓相切但未共點            圖 1-7 (b) 共點時，10 個圓才會相切 

<證明> 因對應內切點連線共交一點 A，根據[引理 1](4n+2)  

A1A2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ × A3A4

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ × ⋯× A9A10
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = A2A3

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ × A4A5
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ × ⋯× A10A1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ……..(1) 

假設圓𝑂1~𝑂9均內切圓 O 於𝐴1~𝐴9，且均與前一個相鄰圓外切，設圓𝑂10與圓𝑂1、𝑂9均外切，

但與圓 O 內切於𝐴10
′ ，根據[引理 2]圓上兩切圓切點距離與半徑關係，得 

 A1A2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ × A3A4

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ × ⋯× A9A10
′̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = A2A3

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ × A4A5
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ × ⋯× A10

′ A1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ …….(2) 

由(1)(2)可知 𝐴10
′ = 𝐴10，故 10 個小圓兩相鄰圓均外切。                              ▋ 
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「若給定兩個內離圓，是否存在六個小圓同時與大圓內切，與小圓外切呢？」，類比「兩

圓夾一個六邊形」的雙心六邊形，我們稱形如「兩個圓夾六個小圓」的圖形為「雙心六圓」。 

二、雙心六圓的性質探討 

    生活中常見如同心圓的雙心六圓，我們稱之為正雙心六圓，如圖 2-1(a)；若將它對某圓作

反演，可得到偏心圓的雙心六圓，如圖 2-1(b)。 

            
     圖 2-1(a)        圖 2-1(b)  

為方便描述後續雙心六圓的性質探討，作以下名詞約定： 

1. 六個小圓𝑂1~𝑂6與兩大小內離圓 O 與𝑂′分別均內切與外切，且兩相鄰小圓均外切， 

稱其為此兩內離圓的「環切圓」。 

2. 環切圓與大圓 O 分別內切於𝐴1~𝐴6，稱之為「內切點」。 

3. 環切圓與小圓𝑂′分別外切於𝐵1~𝐵6，稱之為「外切點」。 

4. 兩相鄰環切圓的切點𝐶1~𝐶6，稱之為「鄰切點」。 

(一) 雙心六圓的構成條件 

    若「給定大小兩個內離圓 𝑂1、𝑂2，半徑為𝑅、𝑟，有𝑛個環切圓」的雙心𝑛圓，其半徑𝑅、

𝑟及𝑑 = 𝑂1𝑂2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅構成怎樣的關係呢？文獻上（參考文獻[2]）曾利用正雙心𝑛圓對圓𝑂作反演推導出

關係式𝑠𝑖𝑛
𝜋

𝑛
=

𝑅𝑂𝑂2̅̅ ̅̅ ̅̅ −𝑟𝑂𝑂1̅̅ ̅̅ ̅̅

𝑅𝑂𝑂2̅̅ ̅̅ ̅̅ +𝑟𝑂𝑂1̅̅ ̅̅ ̅̅
 ，同心圓時為𝑠𝑖𝑛

𝜋

𝑛
=

𝑅−𝑟

𝑅+𝑟
，其中𝑂為反演圓的中心。惟若以此關係式

構圓，仍受限「必須先知道反演圓的中心𝑂的位置」，無法從𝑅、𝑟、𝑑所構成的關係式來處理

構圖。那麼如何找出形如𝑟 = 𝑓(𝑅, 𝑑)的關係式呢？ 

    根據文獻（參考文獻[8]）｢給定任意兩內離或外離圓，以兩圓根軸與連心線交點為圓心，到

圓切線長為半徑作圓（即兩圓正交圓），交連心線於兩點為此兩圓的極限點(Limit point)；若以

極限點為反演中心的圓作反演，則可得同軸上一組同心圓」。透過此想法，得到以下結果： 
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【定理 2-1】兩個內離圓時的雙心多圓構成條件 

兩個內離圓𝐶1、𝐶2，圓心分別為𝑂1、𝑂2，半徑分別為𝑅、𝑟，連心距𝑑 = 𝑂1𝑂2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅，0 ≤ 𝑑 < 𝑅 − 𝑟；

若對以其極限點為反演中心的圓作反演，得兩圓𝐶1
′、𝐶2

′，半徑分別為𝑅′、𝑟′，則有以下結果： 

(1) 反演後的兩圓𝐶1
′、𝐶2

′為同心圓。 

(2) 𝑅
′

𝑟′
= {1 −

2𝑑2

(𝑑2+𝑅2−𝑟2)−√(𝑑2+𝑅2−𝑟2)2−(2𝑑𝑅)2
}

𝑅

𝑟
  

(3) 若 
𝑅′

𝑟′
= 𝑘 ，則 𝑟 =

(1+𝑘2)𝑅−√(1+𝑘2)2𝑅2−4𝑘2(𝑅2−𝑑2)

2𝑘
 ，0 < 𝑘 < 1。 

 

 

<證明> 如上圖 2-2，設𝑂1(0,0)、𝑂2(𝑑, 0)及相關點座標位置。 

設𝐶1：𝑥2 + 𝑦2 = 𝑅2 、 𝐶2：(𝑥 − 𝑑)2 + 𝑦2 = 𝑟2， 

則根軸 𝐿 = 𝐶1 − 𝐶2：𝑥 =
𝑑2+𝑅2−𝑟2

2𝑑
，所以 𝑝 =

𝑑2+𝑅2−𝑟2

2𝑑
。 

𝑃𝑄̅̅ ̅̅ 2 = 𝑂1𝑃̅̅ ̅̅ ̅2 − 𝑂1𝑄̅̅ ̅̅ ̅2 = 𝑝2 − 𝑅2，所以 𝑃𝑄̅̅ ̅̅ = √𝑝2 − 𝑅2 

𝑥1 = 𝑂1𝑋1
̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑂1𝑃̅̅ ̅̅ ̅ − 𝑃𝑄̅̅ ̅̅ = 𝑝 − √𝑝2 − 𝑅2 ， 𝑥2 = 𝑂1𝑋2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑂1𝑃̅̅ ̅̅ ̅ + 𝑃𝑄̅̅ ̅̅ = 𝑝 + √𝑝2 − 𝑅2， 

兩圓𝐶1、𝐶2對單位圓𝑋1反演後的兩圓𝐶′1、𝐶′2，各點的反演點，根據定義推導如下： 

𝑋1𝐴1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ∙ 𝑋1𝐴1

′̅̅ ̅̅ ̅̅ = 12  (𝑎1 − 𝑥1) ∙ (𝑎1
′ − 𝑥1) = 1  𝑎1

′ = 𝑥1 +
1

𝑎1−𝑥1
 ，  (  𝑎1 = 𝑅      )  

𝑋1𝐴2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ∙ 𝑋1𝐴2

′̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 12  (𝑥1− 𝑎2) ∙ (𝑥1 − 𝑎2
′ ) = 1  𝑎2

′ = 𝑥1 +
1

𝑎2−𝑥1
 ，  (  𝑎2 = −𝑅    )  

𝑋1𝐵1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ∙ 𝑋1𝐵1

′̅̅ ̅̅ ̅̅ = 12  (𝑏1 − 𝑥1) ∙ (𝑏1
′ − 𝑥1) = 1  𝑏1

′ = 𝑥1 −
1

𝑥1−𝑏1
 ，  (  𝑏1 = 𝑑 + 𝑟 )  

𝑋1𝐵2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ∙ 𝑋1𝐵2

′̅̅ ̅̅ ̅̅ = 12  (𝑥1 − 𝑏2) ∙ (𝑥1 − 𝑏2
′ ) = 1  𝑏2

′ = 𝑥1 −
1

𝑥1−𝑏2
 ，  (  𝑏2 = 𝑑 − 𝑟 )  

圖 2-2：兩圓𝐶1、𝐶2對圓𝑋1反演，再平移成兩圓𝐶1
′、𝐶2

′  
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  為簡化式子另設 △= 𝑑2 + 𝑅2 − 𝑟2、□ = √△2− (2𝑑𝑅)2 ⇒  𝑝 =
△

2𝑑
、 𝑥1 =

△−□

2𝑑
 

(1) 欲證：
𝑎1

′+𝑎2
′

2
=

𝑏1
′+𝑏2

′

2
，圓𝐶′1、𝐶′2為同心圓。 

因為 𝑥1 =
△−□

2𝑑
 所以 2𝑑𝑥1 = (△ −□) 

𝑎1
′ + 𝑎2

′

2
= 𝑥1 +

𝑥1

𝑅2 − 𝑥1
2                      

𝑏1
′ + 𝑏2

′

2
= 𝑥1 +

𝑥1 − 𝑑

𝑟2 − (𝑑 − 𝑥1)2
 

𝑥1

𝑅2 − 𝑥1
2 =

2𝑑(2𝑑𝑥1)

4𝑑2𝑅2 − (2𝑑𝑥1)2
=

2𝑑(△ −□)

(△2− □
2
) − (△ −□)2

=
𝑑

□
 ……① 

𝑥1−𝑑

𝑟2−(𝑥1−𝑑)2
=

2𝑑(2𝑑𝑥1−2𝑑2)

4𝑑2𝑟2−(2𝑑𝑥1−2𝑑2)2
=

2𝑑(△−□−2𝑑2)

(△−□−2𝑑2)(△+□−2𝑑2)−(△−□−2𝑑2)2
  

          =
2𝑑(△ −□ − 2𝑑2)

(△ −□ − 2𝑑2)(2□)
=

𝑑

□
……②   ，由①②代回原式則相等，得證。 

其中 4𝑑2𝑟2 = 4𝑑2(𝑑2 + 𝑅2 −△) = 4𝑑4 + 4𝑑2𝑅2 − 4𝑑2 △= 4𝑑4 +△2− □
2
− 4𝑑2 △ 

           = (△ −□ − 2𝑑2)(△ +□ − 2𝑑2) 

(2) 𝑅′ = 𝑂𝐴1
′̅̅ ̅̅ ̅̅ =

𝑎1
′−𝑎2

′

2
=

𝑅

𝑅2−𝑥1
2 ，𝑟′ = 𝑂𝐵1

′̅̅ ̅̅ ̅ =
𝑏1

′−𝑏2
′

2
=

𝑟

𝑟2−(𝑑−𝑥1)2
   

𝑅′

𝑟′ = (
𝑟2−(𝑑−𝑥1)2

𝑅2−𝑥1
2 )

𝑅

𝑟
 

其中
𝑟2 − (𝑑 − 𝑥1)

2

𝑅2 − 𝑥1
2 =

𝑥1
2−𝑅2 − 2𝑑𝑥1 + 𝑑2 + 𝑅2 − 𝑟2

𝑥1
2−𝑅2

= 1 −
2𝑑𝑥1 −△

𝑥1
2−𝑅2

 

  = 1 −

2𝑑 (
△ −□

2𝑑
) −△

(
△ −□

2𝑑
)

2

−𝑅2

= 1 +
4𝑑2□

△2 +□
2
− 2 △ □ − 4𝑑2𝑅2

 

 = 1 +
4𝑑2□

2 △2 −2 △ □ − 8𝑑2𝑅2
= 1 +

4𝑑2□

2(△2− 4𝑑2𝑅2) − 2 △ □
 

 = 1 +
4𝑑2□

2□
2
− 2 △ □

= 1 −
2𝑑2

△ −□
   代回原式，即可得證。 

(3) 設 
𝑅′

𝑟′
= 𝑘 ，因為兩內離圓反演後的兩圓𝐶1

′、𝐶2
′，半徑𝑅′ < 𝑟′，所以 0 < 𝑘 < 1。 

 𝑘 = {1 −
2𝑑2

(𝑑2 + 𝑅2 − 𝑟2) − √(𝑑2 + 𝑅2 − 𝑟2)2 − (2𝑑𝑅)2
}
𝑅

𝑟
 

 𝑘𝑟2 − (1 + 𝑘2)𝑅 𝑟 + (𝑅2 − 𝑑2)𝑘 = 0 
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 𝑟 =
(1+𝑘2)𝑅±√(1+𝑘2)2𝑅2−4𝑘2(𝑅2−𝑑2)

2𝑘
 (因為 𝑟 < 𝑅，所以取負號)         

換句話說，若反演後同心圓半徑比
𝑅′

𝑟′
= 𝑘時，則反演前雙心多圓的𝑅、𝑟、𝑑的關係式為： 

𝑟 =
(1 + 𝑘2)𝑅 − √(1 + 𝑘2)2𝑅2 − 4𝑘2(𝑅2 − 𝑑2)

2𝑘
                                      ▋ 

若 𝑘 =
1

3
，即正雙心六圓，則其反演前的「兩個內離圓的雙心六圓」的構成條件為 

 𝑟 =
5𝑅−√16𝑅2+9𝑑2

3
 。接下來，我們就藉由此關係式構圖，探討一般雙心六圓的性質。 

(二) 雙心六圓的性質探討 

給定兩個內離圓 O 與𝑂′(半徑 R、r)且𝑑 = 𝑂𝑂′̅̅ ̅̅ ̅，環切圓𝑂1~𝑂𝑛(半徑為𝑟1~𝑟𝑛)，內切點

𝐴1~𝐴𝑛、外切點𝐵1~𝐵𝑛，鄰切點𝐶1~𝐶𝑛。以下以雙心六圓為例，但性質對雙心𝑛圓均成立：  

【定理 2-2】環切圓圓心共橢圓、內外切點連線共點 

(1) 環切圓圓心𝑂𝑖的軌跡為橢圓，𝑖 = 1~𝑛，也就是所有環切圓的圓心共橢圓，如圖 2-3。 

(2) 同一個環切圓的內切點與外切點連線𝐴𝑖𝐵𝑖
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗共交一點，𝑖 = 1~𝑛，以𝐷表之，如圖 2-4。 

                 

     圖 2-3 環切圓圓心共橢圓         圖 2-4 內外切點連線共點 D  

<證明> 

(1) 如圖 2-3， 𝑂𝑖𝑂̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑅 − 𝑟𝑖，𝑂𝑖𝑂′̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑟 + 𝑟𝑖    𝑂𝑖𝑂̅̅ ̅̅ ̅̅ + 𝑂𝑖𝑂′̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑅 + 𝑟 為定值，𝑖 = 1~6。 

      ∴  環切圓圓心𝑂𝑖必在一個橢圓上(圓心 O 與𝑂′為焦點)。                              

(2) 如圖 2-4，設𝐴𝑖𝐵𝑖
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗交𝑂𝑂′̅̅ ̅̅ ̅於 D，作𝑂𝑖𝑂𝑖

′̅̅ ̅̅ ̅̅ //𝑂𝑂′̅̅ ̅̅ ̅，交𝐴𝑖𝐵𝑖
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗於𝑂𝑖

′ 

𝐴𝑖𝑂𝑖
̅̅ ̅̅ ̅̅ ∶ 𝐴𝑖𝑂̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑂𝑖𝑂𝑖

′̅̅ ̅̅ ̅̅ ∶ 𝐷𝑂̅̅ ̅̅ = 𝑟𝑖 ∶ 𝑅 ， 𝑂𝑖𝐵𝑖
̅̅ ̅̅ ̅ ∶ 𝐵𝑖𝑂′̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑂𝑖𝑂𝑖

′̅̅ ̅̅ ̅̅ ∶ 𝐷𝑂′̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑟𝑖 ∶ 𝑟 

𝑂𝑖𝑂𝑖
′̅̅ ̅̅ ̅̅ ∶ 𝐷𝑂̅̅ ̅̅ ∶ 𝐷𝑂′̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑟𝑖 ∶ 𝑅 ∶ 𝑟     又𝑂𝑂′̅̅ ̅̅ ̅及 R、r 為定值，𝐷𝑂̅̅ ̅̅ ∶ 𝐷𝑂′̅̅ ̅̅ ̅ =  𝑅 ∶ 𝑟， 

也就是對所有的𝐴𝑖𝐵𝑖
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗必交於𝐷點，𝑖 = 1~𝑛。            ▋ 
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【定理 2-3】環切圓的鄰切點共圓、內外切點共圓 

(1)鄰切點𝐶1~𝐶𝑛共圓，且其圓心𝑂𝑐在連心線𝑂𝑂′⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  上，且𝑂𝑐 = 𝐷，如圖 2-5。 

(2)任意兩個環切圓的內、外切點𝐴𝑖、𝐵𝑖、𝐴𝑗、𝐵𝑗共圓，𝑖, 𝑗 = 1~𝑛，且𝑖 ≠ j，如圖 2-6。 

     

  圖 2-5(a)                 圖 2-5(b)                圖 2-5(c) 

 <證明>  

(1) 內切情形：如圖 2-5(a)，𝑂1𝐶1
̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑂1𝐴1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑟1，𝑂𝐴1
̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑂𝐴1

′̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑅，∠𝑂1𝐴1𝐶1 = ∠𝑂𝐴1𝐴1
′  

⇒ ∆O𝐴1𝐴1
′ ~∆𝑂1𝐴1𝐶1，𝑂1𝐶1

̅̅ ̅̅ ̅̅ //𝑂𝐴1
′̅̅ ̅̅ ̅̅ ， 同理𝑂2𝐶1

̅̅ ̅̅ ̅̅ //𝑂𝐴2
′̅̅ ̅̅ ̅̅ ，所以𝐴2

′ 𝐴1
′̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅//𝑂1𝑂2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

作𝑂𝑃⃡⃗⃗⃗  ⃗ ⊥ 𝑂1𝑂2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅交𝑂1𝑂2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅於𝑃，設𝐶1𝑃̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑥 ⇒ 根據畢氏定理，𝑂𝑂1
̅̅ ̅̅ ̅2

-𝑂1𝑃̅̅ ̅̅ ̅2 = 𝑂𝑃̅̅ ̅̅ 2 = 𝑂𝑂2
̅̅ ̅̅ ̅̅ 2

-𝑂2𝑃̅̅ ̅̅ ̅2 

(𝑅 − 𝑟1)
2-(𝑟1 − 𝑥)2 = (𝑅 − 𝑟2)

2-(𝑟2 + 𝑥)2   ⇒  𝑥 =
(𝑟1−𝑟2)𝑅

(𝑟1+𝑟2)
。 

外切情形：如圖 2-5(b)，設𝐶1𝑄̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑦，仿照內切情形 可推得 𝑦 =
(𝑟1−𝑟2)𝑟

(𝑟1+𝑟2)
。 

如圖 2-5(c)，作𝐶1𝑂𝑐
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⊥ 𝑂1𝑂2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅交𝑂𝑂′̅̅ ̅̅ ̅於𝑂𝑐，因為𝑂𝑃⃡⃗⃗⃗  ⃗//𝑂′𝑄⃡⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗//𝑂𝑐𝐶1
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ，所以 

𝑂𝑂𝑐
̅̅ ̅̅ ̅：𝑂𝑐𝑂′̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝐶1𝑃̅̅ ̅̅ ̅：𝐶1𝑄̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑥：𝑦 =

(𝑟1−𝑟2)𝑅

(𝑟1+𝑟2)
∶

(𝑟1−𝑟2)𝑟

(𝑟1+𝑟2)
= 𝑅 ∶ 𝑟 = 𝑂𝐷̅̅ ̅̅ ∶ 𝑂′𝐷̅̅ ̅̅ ̅；因為𝑂𝑂′̅̅ ̅̅ ̅及𝑅、𝑟

為定值，且𝑂𝑐 = 𝐷，故任意兩個相鄰環切圓

的根軸必通過𝑂𝑐點，又因 𝑂𝑐點為所有環切

圓的根心，故到鄰切點𝑂𝑐𝐶𝑖
̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝐷𝐶𝑖

̅̅ ̅̅ ̅等長，故

鄰切點共圓(圓心為𝑂𝑐 = 𝐷，半徑為𝐷𝐶𝑖
̅̅ ̅̅ ̅)。 

(3) 由上述知鄰切點共圓半徑為𝐷𝐶𝑖
̅̅ ̅̅ ̅；根據圓冪

定理𝐷𝐴𝑖
̅̅ ̅̅ ̅ × 𝐷𝐵𝑖

̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐷𝐶𝑖
̅̅ ̅̅ ̅2

= 𝐷𝐴𝑗
̅̅ ̅̅ ̅ × 𝐷𝐵𝑗

̅̅ ̅̅ ̅       

∴ 𝐴𝑖、𝐵𝑖、𝐴𝑗、𝐵𝑗共圓。                ▋ 
圖 2-6 
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    設一個雙心六圓的兩個內離圓 O 與𝑂′半徑分別為 R、r，且𝑑 = 𝑂𝑂′̅̅ ̅̅ ̅，環切圓𝑂1~𝑂6，內

切點𝐴1~𝐴6，外切點𝐵1~𝐵6，鄰切點𝐶1~𝐶6，則有以下性質： 

【定理 2-4】雙心六圓的 Stanley點 

(1) 對應的內切點連線𝐴1𝐴4
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗、𝐴2𝐴5

⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗、𝐴3𝐴6
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗三線共 A 點。如圖 2-7(a) 

(2) 對應的外切點連線𝐵1𝐵4
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗、𝐵2𝐵5

⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗、𝐵3𝐵6
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗三線共 B 點。如圖 2-7(b) 

               

<證明> 

根據【定理 1-1】七圓定理的構成條件，可知𝐴1𝐴4
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗、𝐴2𝐴5

⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗、𝐴3𝐴6
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗三線必共交一點，此點

以 A 點表之；同理𝐵1𝐵4
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗、𝐵2𝐵5

⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗、𝐵3𝐵6
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗三線必共交一點，此點以 B 點表之。   ▋ 

上述我們發現 A、B 雖非同圓的 Brianchon 點，但所屬 Pascal線𝐿𝐴和𝐿𝐵卻同一條，為什麼？ 

如圖 2-8，大圓𝑂分別對圓𝑂1、𝑂2、𝑂3、𝑂4做出兩圓根軸𝐿1、𝐿2、𝐿3、𝐿4，且𝐿1 ∩ 𝐿2 = 𝑇、 

𝐿1 ∩ 𝐿3 = 𝑆、𝐿1 ∩ 𝐿4 = 𝑃；當環切圓轉動時，發現 P、S、T 三點的軌跡分別呈現直線、橢圓

與雙曲線。特別是𝑃點的直線軌跡，仔細探究，得到下面結果： 

        
圖 2-8 根軸交點的軌跡           圖 2-9 四圓根心的軌跡為定線 

圖 2-7(a)  圖 2-7(b) 
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【定理 2-5】雙心六圓 Stanley點𝑨、𝑩與共𝑷𝒂𝒔𝒄𝒂𝒍線為定點、定線 

(1) 若對應的兩個環切圓(如圓𝑂1、𝑂4)分別與兩內離圓 O 與𝑂′各作根軸，則此四根軸共交𝑃

點，為此四圓的根心。當環切圓轉動時，根心𝑃的軌跡為一直線 L，如圖 2-9。 

(2) 若𝐿𝐴、𝐿𝐵分別為圓 O 內接六邊形𝐴1~𝐴6與圓𝑂′內接六邊形𝐵1~𝐵6的 Pascal 線，        

則𝐿𝐴 = 𝐿𝐵 = 𝐿；且 A、B 為定點，均在𝑂𝑂′⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  上(即 Brianchon 線)，且與 Pascal 線垂直。 

<證明>如圖 2-9 

1〫 設𝐿1、𝐿4分別為圓𝑂與圓𝑂1、圓𝑂4的根軸；設𝐾1、𝐾4分別為圓𝑂′與圓𝑂1、圓𝑂4的根軸； 

2〫 由【定理 2-3】任兩個環切圓的內外切點，四點共圓，所以𝐴1、𝐴4、𝐵1、𝐵4共圓，所以

四根軸𝐿1、𝐿4、𝐾1、𝐾4會共交一點 P，為此四圓根心，即為此共圓圓心。 

3〫 同理對圓𝑂與圓𝑂′分別對圓𝑂2、圓𝑂5得根心𝑄；再分別對圓𝑂3、圓𝑂6得根心𝑅。  

4〫 𝑃、𝑄、𝑅分別為𝐴1𝐴4
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗、𝐴2𝐴5

⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗、𝐴3𝐴6
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗關於圓𝑂的極點，同時也分別為𝐵1𝐵4

⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗、𝐵2𝐵5
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗、𝐵3𝐵6

⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗

關於圓𝑂′的極點。根據【定理 2-4】𝐴1𝐴4
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ∩ 𝐴2𝐴5

⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ∩ 𝐴3𝐴6
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝐴，𝐵1𝐵4

⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ∩ 𝐵2𝐵5
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ∩ 𝐵3𝐵6

⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝐵，

所以由【性質 2-2】，𝑃、𝑄、𝑅三點必共線，如𝐿；換句話說，當環切圓轉動時，根心的

軌跡必為一直線𝐿。 

5〫 若𝐿𝐴、𝐿𝐵分別為圓𝑂內接六邊形𝐴1~𝐴6與圓𝑂′內接六邊形𝐵1~𝐵6的 Pascal線，則

由上述可知 𝐿𝐴 = 𝐿𝐵 = 𝐿。 

6〫 因為關於圓𝑂與圓𝑂′，𝐴、𝐵分別與𝐿互為極點、極線，故𝐴、𝐵均在𝑂𝑂′⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  上(即 Brianchon

線)，且與 Pascal線𝐿垂直。又因為𝐿為定線(參考文獻[1])，故𝐴、𝐵均為定點。   ▋ 

【定理 2-6】雙心六圓對應鄰切點、環切圓圓心分別連線均分別共點且共定線 

(1) 對應的鄰切點連線𝐶1𝐶4
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  、𝐶2𝐶5

⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  、𝐶3𝐶6
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  三線共點，如𝐶點。如圖 2-10 

(2) 對應的環切圓圓心連線𝑂1𝑂4
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗、𝑂2𝑂5

⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗、𝑂3𝑂6
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗三線共點，如𝑂𝑜點，且𝐶 = 𝑂𝑜為共定點。 

(3) 六邊形𝐶1~𝐶6三組對邊延長線交點共線𝐿𝑐；六邊形𝑂1~𝑂6三組對邊延長線交點共線𝐿𝑜。 

且𝐿𝑐 = 𝐿𝑜為共同定線(Pascal 線)。  
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圖 2-10 環切圓轉動時𝐶為定點，L 為定線      圖 2-11 共點、共線、共圓與共錐 

<證明> 

1〫由【定理 2-2】及【定理 2-3】，六邊形𝑂1~𝑂6同時內接於橢圓(𝑂和𝑂′為兩焦點)，外切於

圓𝑂𝑐，所以根據 Brianchon 定理及 Pascal 定理，其三組對角線𝑂1𝑂4
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗、𝑂2𝑂5

⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗、𝑂3𝑂6
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗會共

交一點𝑂𝑜(即 Brianchon 點)，其三組對邊延長線的交點 P、Q、R 會共線𝐿𝑜(即 Pascal 線)，

且「關於圓𝑂𝑐，𝑂𝑜與𝐿𝑜互為極點、極線」。 

2〫由【性質 2-1】知𝐶1𝐶4
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  、𝐶2𝐶5

⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  、𝐶3𝐶6
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  分別為 P、Q、R 關於圓𝑂𝑐的極線；因 P、Q、R 共

線𝐿𝑜，由【性質 2-2】知𝐶1𝐶4
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  、𝐶2𝐶5

⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  、𝐶3𝐶6
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  必共交一點 C (即 Brianchon 點)，且「關於

圓𝑂𝑐，𝐶與𝐿𝑜互為極點、極線」。 

3〫由上述可知 C=𝑂𝑜。進一步推論，圓𝑂𝑐內接六邊形𝐶1~𝐶6的三組對邊延長線交點共線𝐿𝑐，

因為 C= 𝑂𝑜。所以𝐿𝑐 = 𝐿𝑜，最後以 L 表之。 

4〫由上述可知，Brianchon 點、Pascal 線同時對於圓𝑂𝑐和橢圓皆為極點極線關係，故知

Brianchon 點為圓𝑂𝑐和橢圓的極限點（Limit Point）(參考文獻[1])。極限點是固定的，所

以當環切圓𝑂1~𝑂6轉動，其 Brianchon 點及 Pascal 線皆為固定不動。          ▋ 

■綜合上述【定理 2-2】~【定理 2-6】，當六個環切圓轉動時，則共點 A、B、C (=𝑂𝑜)及 D (= 𝑂𝑐)

四點均為定點，且均在兩個內離圓的連心線𝑂𝑂′⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  上(即 Brianchon 線)，並與其 Pascal 線垂直，

如圖 2-11。 
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三、以雙心六圓的結果探討雙心多圓的性質 

 (一) 偶數個環切圓 

   「雙心六邊形的Brianchon點及Pascal線性質，推廣至雙心 2n邊形也成立」 （參考文獻[1]），

那麼在雙心 2n 圓是否也會有雙心六圓一樣的結果呢？以雙心八圓為例，如下： 

    設一個雙心八圓的兩個內離圓 O 與𝑂′半徑分別為 R、r 且𝑑 = 𝑂𝑂′̅̅ ̅̅ ̅，環切圓𝑂1~𝑂8，內切

點𝐴1~𝐴8，外切點𝐵1~𝐵8，鄰切點𝐶1~𝐶8，則有以下性質：
 

【定理 3-1】雙心八圓的 Stanley點𝑨、𝑩與共 Pascal線為定點、共定線 

(1) 𝐴1𝐴5
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ∩ 𝐴2𝐴6

⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ∩ 𝐴3𝐴7
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ∩ 𝐴4𝐴8

⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝐴、𝐵1𝐵5
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ∩ 𝐵2𝐵6

⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ∩ 𝐵3𝐵7
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ∩ 𝐵4𝐵8

⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝐵，如圖 3-1。 

(2) 如圖 3-2，若對應的兩個環切圓(如圓𝑂1、𝑂5)分別與兩內離圓 O 與𝑂′各作根軸，則此四

根軸共交一點𝑃1，即為此四圓的根心。當環切圓轉動時，根心𝑃1的軌跡為一直線 L； 

(3) 若𝐿𝐴、𝐿𝐵分別為圓O內接八邊形𝐴1~𝐴8 與 圓𝑂′內接八邊形𝐵1~𝐵8 的Pascal線，則  𝐿𝐴 =

𝐿𝐵 = 𝐿；又 A、B 為定點，均在𝑂𝑂′⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  上(即 Brianchon 線)，且與 Pascal 線垂直。 

 

圖 3-1：雙心八圓的 Stanley 點 A、B 亦均為該圓時的 Brianchon 點 

<證明> 

(1) 因為「雙心六邊形的 Brianchon 點及 Pascal 線性質，推廣至雙心 2n 邊形也成立」(參考文

獻[1])，所以圓 O 的內接八邊形𝐴1~𝐴8對邊延長線的交點共線𝐿𝐴，對角線𝐴1𝐴5
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗、𝐴2𝐴6

⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗、

𝐴3𝐴7
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗、𝐴4𝐴8

⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗共交 A 點，即是 Stanley 點，也是 Brianchon 點。同理，圓 O’ 的內接八邊形
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𝐵1~𝐵8，其四組對邊延長線的交點共線𝐿𝐵(即 Pascal 線)，對角線𝐵1𝐵5
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗、𝐵2𝐵6

⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗、𝐵3𝐵7
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗、𝐵4𝐵8

⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗

共交 B 點，即是 Brianchon 點，也是 Stanley 點。 

 

圖 3-2：四圓 O、𝑂′、𝑂1、𝑂5的根心𝑃1軌跡為 Pascal 線 

(2)(3) 如圖 3-2 

1〫 設𝐿1、𝐿5分別為圓𝑂與圓𝑂1、圓𝑂5的根軸；設𝐾1、𝐾5分別為圓𝑂′與圓𝑂1、圓𝑂5的根軸； 

2〫 由【定理 2-3】任兩環切圓𝑂1、𝑂5的內外切點𝐴1、𝐴5、𝐵1、𝐵5四點共圓，故𝐿1、𝐿5、𝐾1、

𝐾5四根軸會共交一點𝑃1，為此四圓的根心，即為此共圓圓心。 

3〫 同理，圓𝑂與圓𝑂′分別對另三組對應的兩個環切圓可得根心𝑃2、𝑃3、𝑃4。 

4〫 𝑃1、𝑃2、𝑃3、𝑃4分別為𝐴1𝐴5
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗、𝐴2𝐴6

⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗、𝐴3𝐴7
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗、𝐴4𝐴8

⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗關於圓𝑂的極點，同時也分別為

𝐵1𝐵5
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗、𝐵2𝐵6

⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗、𝐵3𝐵7
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗、𝐵4𝐵8

⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗關於圓𝑂′的極點。由(1)𝐴1𝐴5
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ∩ 𝐴2𝐴6

⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ∩ 𝐴3𝐴7
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ∩ 𝐴4𝐴8

⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝐴，

𝐵1𝐵5
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ∩ 𝐵2𝐵6

⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ∩ 𝐵3𝐵7
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ∩ 𝐵4𝐵8

⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝐵，所以由【性質 2-2】，𝑃1、𝑃2、𝑃3、𝑃4四點必共線如𝐿；

換句話說，當環切圓轉動時，根心軌跡必為一直線。 

5〫 若𝐿𝐴、𝐿𝐵分別為圓 O 內接八邊形𝐴1~𝐴8與圓𝑂′內接八邊形𝐵1~𝐵8的 Pascal 線，則

由上述可知 𝐿𝐴 = 𝐿𝐵 = 𝐿。  

6〫 因為關於圓 O 與圓𝑂′，𝐴、𝐵分別與 L 互為極點、極線，故𝐴、𝐵均在𝑂𝑂′⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  上(即 Brianchon

線)，且與 Pascal 線𝐿垂直。又因為𝐿為定線，故𝐴、𝐵均為定點。            ▋ 
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【定理 3-2】對應鄰切點、環切圓圓心連線均共定點、共定線 

(1)  𝐶1𝐶5
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ∩ 𝐶2𝐶6

⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ∩ 𝐶3𝐶7
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ∩ 𝐶4𝐶8

⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 𝐶、 𝑂1𝑂5
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ∩ 𝑂2𝑂6

⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ∩ 𝑂3𝑂7
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ∩ 𝑂4𝑂8

⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝑂𝑜，且𝑂𝑜 = 𝐶共定點 

(2) 八邊形𝐶1~𝐶8四組對邊延長線交點共線𝐿𝑐；八邊形𝑂1~𝑂8四組對邊延長線交點共線𝐿𝑜，

且𝐿𝑐 = 𝐿𝑜為共同定線(Pascal 線)。  

  

圖 3-3 

<證明>如圖 3-3，仿照【定理 2-6】，證明省略。                ▋ 

    藉由「雙心六邊形的 Brianchon點及 Pascal線性質，推廣至雙心 2n邊形也成立」，將雙

心六圓的性質推廣至雙心八圓，同樣也可以推廣至雙心 2n 圓，因篇幅有限，摘述如下： 

    設一個雙心 2n 圓的兩個內離圓 O 與𝑂′半徑分別為 R、r 且圓心距為 d，環切圓𝑂1~𝑂2𝑛，

內切點𝐴1~𝐴2𝑛，外切點𝐵1~𝐵2𝑛，鄰切點𝐶1~𝐶2𝑛，則有以下性質：𝑘 = 1~𝑛 

(1) 𝐴𝑘𝐴𝑛+𝑘
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗、𝐵𝑘𝐵𝑛+𝑘

⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗、𝐶𝑘𝐶𝑛+𝑘
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  、𝑂𝑘𝑂𝑛+𝑘

⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗均各𝑛條直線分別共交 A、B、C、𝑂𝑜(= 𝐶)點； 

(2) 環切圓的內外切點連線𝐴𝑘𝐵𝑘
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ 共交 D 點，𝑘 = 1~2𝑛。 

(3) 𝐴1~𝐴2𝑛，𝐵1~𝐵2𝑛，𝐶1~𝐶2𝑛、𝑂1~𝑂2𝑛等四個圓(橢圓)內接 2n 邊形共同一條 Pascal 線。 

(4) A、B、C、D 四點為定點且均在𝑂𝑂′⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  上，當環切圓轉動時仍為定線並垂直 Pascal 線。 

(二) 奇數個環切圓 

    不同於偶數個，奇數個環切圓須打破「同類型點對應點連線」以雙心五圓為例，如下： 

設一個雙心五圓的兩個內離圓 O 與𝑂′半徑分別為 R、r 且𝑑 = 𝑂𝑂′̅̅ ̅̅ ̅，環切圓𝑂1~𝑂5，內切點

𝐴1~𝐴5，外切點𝐵1~𝐵5，鄰切點𝐶1~𝐶5，則有以下性質： 
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【定理 3-3】雙心五圓內(外)切點與鄰切點連線共定點、共定線 

(1)  𝐴1𝐶3
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ∩ 𝐴2𝐶4

⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ∩ 𝐴3𝐶5
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ∩ 𝐴4𝐶1

⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ∩ 𝐴5𝐶2
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝑐、𝐵1𝐶3

⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ∩ 𝐵2𝐶4
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ∩ 𝐵3𝐶5

⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ∩ 𝐵4𝐶1
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ∩ 𝐵5𝐶2

⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝐵𝑐。 

(2) 如圖 3-4(b)，若圓𝑂1分別對圓𝑂與𝑂′作根軸，對應的兩個環切圓𝑂3、𝑂4 分別對圓𝑂與𝑂′

作割線𝐴3𝐴4
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗、𝐵3𝐵4

⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗則此四線會共交一點，如𝑃。環切圓轉動時，𝑃軌跡為一直線 L。 

(3) 若𝐿𝐴、𝐿𝐵分別為圓 O 內接五邊形𝐴1~𝐴5與圓𝑂′內接五邊形𝐵1~𝐵5的 Pascal 線，        

則𝐿𝐴 = 𝐿𝐵 = 𝐿； 𝐴𝑐、𝐵𝑐為定點在𝑂𝑂′⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  上(即 Brianchon 線)，且與 Pascal 線垂直。 

   

               圖 3-4(a)                             圖 3-4(b) 

<證明>如圖 3-4，仿照【定理 2-4】及【定理 2-5】，證明省略。             ▋ 

【定理 3-4】環切圓圓心與鄰切點連線共定點共定線（參考文獻[1]） 

(1) 𝑂1𝐶3
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ∩ 𝑂2𝐶4

⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ∩ 𝑂3𝐶5
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ∩ 𝑂4𝐶1

⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ∩ 𝑂5𝐶2
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝑂𝑜。如圖 3-5 

(2) 五邊形𝐶1~𝐶5與五邊形𝑂1~𝑂5的「頂點的切線與對邊延長線」交點分別共線𝐿𝑐、𝐿𝑜，且

𝐿𝑐 = 𝐿𝑜為共定線(Pascal 線)。 

圖 3-5   
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<證明> 

1〫 由【定理 2-2】及【定理 2-3】，五邊形𝑂1~𝑂5同時內接於橢圓(以𝑂和𝑂′為兩焦點)，外切於

圓𝑂𝑐，所以根據 Brianchon 定理及 Pascal 定理，其五組頂點與對邊切點連線𝑂1𝐶3
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗、𝑂2𝐶4

⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗、

𝑂3𝐶5
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗、𝑂4𝐶1

⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  、𝑂5𝐶2
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗會共交𝑂𝑜點(即 Brianchon 點)；其五組頂點切線與對邊延長線的交點 P、

Q、R、S、T 會共線𝐿𝑜(即 Pascal 線)且「關於圓𝑂𝑐，𝑂𝑜與𝐿𝑜互為極點極線」（參考文獻[1]）。 

2〫 由【性質 2-1】知𝑂1𝐶3
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗、𝑂2𝐶4

⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗、𝑂3𝐶5
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗、𝑂4𝐶1

⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  、𝑂5𝐶2
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗分別為 P、Q、R、S、T 關於圓𝑂𝑐的極

線；由上述知 P、Q、R、S、T 共線𝐿𝑜，根據【性質 2-2】得𝑂1𝐶3
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗、𝑂2𝐶4

⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗、𝑂3𝐶5
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗、𝑂4𝐶1

⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  、

𝑂5𝐶2
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗必共交 C 點，且「關於圓𝑂𝑐，𝐶與𝐿𝑜互為極點極線」。 

3〫 由上述可知 C=𝑂𝑜。又圓𝑂𝑐的內接五邊形邊形𝐶1~𝐶5的五組頂點切線與對邊延長線交點共

線𝐿𝑐，因為 C= 𝑂𝑜。所以𝐿𝑐 = 𝐿𝑜，最後以 L 表之。 

4〫 由上述可知，Brianchon 點、Pascal 線同時對於圓𝑂𝑐和橢圓皆為極點極線關係，故知

Brianchon 點為圓𝑂𝑐和橢圓的極限點。極限點是固定的，所以當環切圓𝑂1~𝑂5轉動時，其

Brianchon 點為固定不動的點，Pascal 線為固定不動的線。                       ▋ 

 

圖 3-6： 𝐴𝑐、𝐵𝑐、D 三點共線且垂直 Pascal 線 
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    如圖 3-6，至此，雙心五圓的相對應內切點、外切點對鄰切點連線所得三線共點分別為𝐴𝑐、

𝐵𝑐及環切圓的內切點與外切點連線共 D 點， 𝐴𝑐、𝐵𝑐、𝐶(= 𝑂𝑜)、D(= 𝑂𝑐)均為定點均在𝑂𝑂′⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  上(即

Brianchon 線)，並與其 Pascal 線垂直。至於雙心三圓有一樣的結果，如圖 3-7。  

   

     圖 3-7：雙心三圓共點共線                     圖 3-8：雙心七圓 

至於雙心七圓，仿照雙心五圓的作法可得相同結果，如圖 3-8；甚至可推廣至雙心 2n+1 圓

(n 1)，因篇幅有限，相關性質摘列如下： 

設一個雙心 2n+1 圓的兩個內離圓 O 與𝑂′半徑分別為𝑅、𝑟且𝑑 = 𝑂𝑂′̅̅ ̅̅ ̅，環切圓𝑂1~𝑂2𝑛+1，

內切點𝐴1~𝐴2𝑛+1，外切點𝐵1~𝐵2𝑛+1，鄰切點𝐶1~𝐶2𝑛+1，則有以下性質：𝑖, j= 1~𝑛 

(1) 對應內切點與鄰切點連線𝐴𝑖𝐶𝑛+𝑖
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ，𝐴𝑛+1𝐶2𝑛+1

⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗，𝐴𝑛+1+𝑗𝐶𝑗
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  等2𝑛 + 1條線共𝐴c點。 

(2) 對應外切點與鄰切點連線𝐵𝑖𝐶𝑛+𝑖
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ，𝐵𝑛+1𝐶2𝑛+1

⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗，𝐵𝑛+1+𝑗𝐶𝑗
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  等2𝑛 + 1條線共𝐵c點。 

(3) 對應環切圓圓心與鄰切點連線𝑂𝑖𝐶𝑛+𝑖
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ，𝑂𝑛+1𝐶2𝑛+1

⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗，𝑂𝑛+1+𝑗𝐶𝑗
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  等2𝑛 + 1條線共𝐶(= 𝑂o)點。 

(4) 環切圓的內外切點連線𝐴𝑘𝐵𝑘
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  共交 D 點，𝑘 = 1~2𝑛 + 1。 

(5) 𝐴1~𝐴2𝑛+1，𝐵1~𝐵2𝑛+1，𝐶1~𝐶2𝑛+1、𝑂1~𝑂2𝑛+1等四組(橢)圓內接2𝑛 + 1邊形同 Pascal 線。   

𝐴c、𝐵c、𝐶(= 𝑂o)、D 為定點且均在𝑂𝑂′⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  上，當環切圓轉動時仍為定線並與 Pascal 線垂直。 
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四、雙心多圓外離情形 

   若給定的不是兩圓內離，而是外離，甚至是圓與直線的情形，那麼仍然會有同樣的性質嗎？ 

(一) 兩外離圓的情形 

    兩外離圓的雙心六圓如何作圖？我們仿照【定理 2-1】內離情形，透過極限點找出其構成

條件，推導結果如下： 

【定理 4-1】兩個外離圓的雙心多圓構成條件 

兩個外離圓𝐶1、𝐶2，圓心𝑂1、𝑂2，半徑 R 、𝑟， 𝑑 = 𝑂1𝑂2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅，𝑑 > 𝑅 + 𝑟；若對以其極限點為反

演中心的圓作反演，得到兩圓𝐶1
′、𝐶2

′，半徑𝑅′、𝑟′，如圖 4-1，則有以下結果： 

(1) 反演後的兩圓𝐶1
′、𝐶2

′為同心圓。 

(2) 𝑅′

𝑟′
= −{1 −

2𝑑2

(𝑑2+𝑅2−𝑟2)−√(𝑑2+𝑅2−𝑟2)2−(2𝑑𝑅)2
}

𝑅

𝑟
  

(3) 若 
𝑅′

𝑟′
= 𝑘 ，則 𝑟 =

−(1+𝑘2)𝑅+√(1+𝑘2)2𝑅2−4𝑘2(𝑅2−𝑑2)

2𝑘
，𝑘 > 1。 

 

若𝑘 = 3(正雙心六圓)，則其反演前「兩外離圓的雙心六圓」的構成條件為 𝒓 =
−𝟓𝑹+√𝟏𝟔𝑹𝟐+𝟗𝒅𝟐

𝟑
；

接下來，我們就依此關係式構圖，探討「兩外離圓」情形的雙心六圓性質。 

    給定一個雙心𝑛圓的兩外離圓 O 與圓𝑂′(半徑𝑅、𝑅′)，𝑛個環切圓𝑂𝑖(半徑 𝑟𝑖)，外切點

𝐴𝑖、𝐵𝑖，鄰切點𝐶𝑖，𝑖 = 1~𝑛。仍以雙心六圓為例，性質對雙心𝑛圓均成立： 

【定理 4-2】環切圓圓心共雙曲線、外切點連線共點、鄰切點共圓、外切點共圓 

(1)環切圓圓心𝑂𝑖的軌跡為雙曲線，也就是環切圓圓心共雙曲線。如圖 4-2 

(2)環切圓𝑂𝑖的外切點連線𝐴𝑖𝐵𝑖
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗必交𝑂𝑂′⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗於一定點𝐷，且𝑂𝐷̅̅ ̅̅ ∶ 𝑂′𝐷̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑅 ∶ 𝑅′，𝑖 = 1~𝑛。 

(3)環切圓𝑂𝑖的鄰切點𝐶𝑖共圓，𝑖 = 1~𝑛。圓心𝑂𝑐在𝑂𝑂′⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗上，且𝑂𝑐 = 𝐷。 

(4)任意兩個環切圓的外切點𝐴𝑖、𝐵𝑖、𝐴𝑗、𝐵𝑗共圓，𝑖, 𝑗 = 1~𝑛，且𝑖 ≠ j。 

圖 4-1：圓𝐶1與圓𝐶2 對圓𝑋1作反演，再平移成兩圓𝐶1
′、𝐶2

′  
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圖 4-4(a)  

   
  圖 4-2                                     圖 4-3 

<證明>  

(1) (2)如圖 4-2， 𝑂𝑖𝑂̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑅 + 𝑟𝑖，𝑂𝑖𝑂′̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑅′ + 𝑟𝑖| 𝑂𝑖𝑂̅̅ ̅̅ ̅̅ − 𝑂𝑖𝑂′̅̅ ̅̅ ̅̅ | = |𝑅 − 𝑅′|為定值，𝑖 = 1~𝑛，

圓心𝑂𝑖必在一個雙曲線上(圓心 O 與𝑂′為焦點)。另外，仿照【定理 2-2】可證得𝐴𝑖𝐵𝑖
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗必交𝑂𝑂′⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗

於定點𝐷，且𝐷在連心線段外。 

(3)(4)如圖 4-3，仿照【定理 2-3】利用相似及圓冪性質可分別證得，證明省略。            ▋ 

    設雙心六圓的兩外離圓 O 與𝑂′，環切圓𝑂1~𝑂6，外切點𝐴1~𝐴6，𝐵1~𝐵6，鄰切點𝐶1~𝐶6，

則有以下性質： 

【定理 4-3】雙心六圓的 Stanley點𝑨、𝑩與 Pascal線為共定點、定線 

(1) 𝐴1𝐴4
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ∩ 𝐴2𝐴5

⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ∩ 𝐴3𝐴6
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝐴、 𝐵1𝐵4

⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ∩ 𝐵2𝐵5
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ∩ 𝐵3𝐵6

⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝐵。 

(2) 如圖 4-4，若對應的兩個環切圓(如圓𝑂1、𝑂4)分別與兩外離圓 O 與𝑂′各作根軸，則此四根

軸共交𝑃點，即此四圓的根心。當環切圓轉動時，根心𝑃的軌跡為一直線 L。 

(3) 若𝐿𝐴、𝐿𝐵分別為圓 O 內接六邊形𝐴1~𝐴6與圓𝑂′內接六邊形𝐵1~𝐵6的 Pascal 線，           

則𝐿𝐴 = 𝐿𝐵 = 𝐿；且 A、B 為定點均在𝑂𝑂′⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  上(即 Brianchon 線)，且與 Pascal 線垂直。 

   

 圖 4-4(b)  
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<證明> 

(1)由【定理 1-1】可知兩外離圓上的外切點對應連線分別共交𝐴和𝐵點。 

(2)如圖 4-4(a) 

1〫 設𝐿1、𝐿4分別為圓𝑂與圓𝑂1、圓𝑂4的根軸；𝐾1、𝐾4分別為圓𝑂′與圓𝑂1、圓𝑂4的根軸； 

2〫 根據【定理 4-2】𝐴1、𝐴4、𝐵1、𝐵4共圓，所以𝐿1、𝐿4、𝐾1、𝐾4四根軸會共交一點𝑃，為

此四圓的根心，即為此共圓的圓心。 

3〫 同理，圓𝑂與圓𝑂′分別對圓𝑂2、圓𝑂5得根心𝑄；分別對圓𝑂3、圓𝑂6得根心𝑅。 

4〫 因𝑃、𝑄、𝑅分別為𝐴1𝐴4
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗、𝐴2𝐴5

⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗、𝐴3𝐴6
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗關於圓𝑂的極點，也分別為𝐵1𝐵4

⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗、𝐵2𝐵5
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗、𝐵3𝐵6

⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗關

於圓𝑂′的極點。由【定理 1-7】𝐴1𝐴4
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ∩ 𝐴2𝐴5

⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ∩ 𝐴3𝐴6
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝐴，𝐵1𝐵4

⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ∩ 𝐵2𝐵5
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ∩ 𝐵3𝐵6

⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝐵，由

【性質 2-2】，𝑃、𝑄、𝑅三點必共線 L；當環切圓轉動時，根心的軌跡必為一定直線。 

(3)若𝐿𝐴、𝐿𝐵分別為圓𝑂內接六邊形𝐴1~𝐴6與圓𝑂′內接六邊形𝐵1~𝐵6的 Pascal 線，則由上述可知

 𝐿𝐴 = 𝐿𝐵 = 𝐿。因為關於圓𝑂 與圓𝑂′，𝐴、𝐵分別與𝐿互為極點、極線，故𝐴、𝐵均在𝑂𝑂′⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  上(即

Brianchon 線)，且與 Pascal 線𝐿垂直。又因為𝐿為定線，故𝐴、𝐵均為定點。▋ 

【定理 4-4】雙心六圓對應鄰切點連線、環切圓圓心連線均共點且共定線 

(1) 𝐶1𝐶4
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ∩ 𝐶2𝐶5

⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ∩ 𝐶3𝐶6
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 𝐶，𝑂1𝑂4

⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ∩ 𝑂2𝑂5
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ∩ 𝑂3𝑂6

⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝑂𝑜   且 𝐶 = 𝑂𝑜為共定點。 

(2) 六邊形𝐶1~𝐶6三組對邊延長線交點共線𝐿𝑐；六邊形𝑂1~𝑂6三組對邊延長線交點共線𝐿𝑜。 

則 𝐿𝑐 = 𝐿𝑜為共定線(Pascal 線)。  

     

 圖 4-5(b)  圖 4-5(a)  
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<證明> 

1. 由【定理 4-2】，六邊形𝑂1~𝑂6同時內接於雙曲線，外切於鄰切圓，根據 Brianchon 定理及

Pascal 定理，其三組對角線𝑂1𝑂4
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗、𝑂2𝑂5

⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗、𝑂3𝑂6
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗會共交一點𝑂𝑜(即 Brianchon 點)，其三組對

邊延長線的交點 P、Q、R 會共𝐿𝑜線(即 Pascal 線)，且「關於圓𝑂𝑐，𝑂𝑜與𝐿𝑜互為的極點、極

線」。 

2. 由【性質 2-1】知𝐶1𝐶4
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  、𝐶2𝐶5

⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  、𝐶3𝐶6
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  分別為 P、Q、R 關於鄰切圓的極線；由上述知 P、Q、

R 共線𝐿𝑜，根據【性質 2-2】得𝐶1𝐶4
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  、𝐶2𝐶5

⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  、𝐶3𝐶6
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  必共交一點 C，且「關於圓𝑂𝑐，𝐶與𝐿𝑜互

為極點、極線」。由上述可知 C = 𝑂𝑜。 

3. 又圓𝑂𝑐內接六邊形𝐶1~𝐶6的三組對邊延長線交點共線𝐿𝑐，因 C = 𝑂𝑜，所以𝐿𝑐 = 𝐿𝑜，以 L 表

之。Brianchon 點為圓𝑂𝑐和雙曲線的極限點，極限點是固定的，故當環切圓𝑂1~𝑂6轉動，

Brianchon 點及 Pascal 線皆為固定不動。                                       ▋ 

■綜合上述，當六個環切圓轉動時，則共點 A、B、C (=𝑂𝑜)及 D (= 𝑂𝑐)四點均為定點，且均

在兩個外離圓的連心線𝑂𝑂′⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  上(即 Brianchon 線)，並與 Pascal 線垂直，如圖 4-5(b)。 

    若將圓想像成直線，如果不是兩圓而是一圓一線的雙心多圓，那麼性質是否仍然相同呢？ 

(二) 圓與直線的情形 

    圓與直線情形的雙心六圓如何尺規作圖？仿照前述透過極限點推導結果如下，因篇幅有

限，證明省略，如圖 4-6： 

【定理 4-5】圓與直線時的環切圓構成條件 

給定直線𝐶1(想像成大圓半徑𝑅，圓心𝑂1)及圓𝐶2(圓心𝑂2，半徑 r )，圓心𝑂2到直線距離𝑑 =

𝑂1𝑂2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅，𝑑 > 𝑟；若以其極限點為中心的反演圓作反演得到圓𝐶1

′、𝐶2
′，半徑為 𝑅′、𝑟′，則： 

(1) 反演後的兩圓𝐶1
′、𝐶2

′為同心圓。 

(2) 𝑅′

𝑟′
=

𝑑−√𝑑2−𝑟2

𝑟
 ；若 

𝑅′

𝑟′
= 𝑘 ，則 𝑟 =

2𝑑𝑘

𝑘2+1
 ，𝑘 > 1 
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若 𝑘 = 3 (即正雙心六圓)，則其反演前「圓與直線的雙心六圓」的構成條件為 𝑟 =
3𝑑

5
 。接下

來，我們就依此關係式構圖，探討「圓與直線情形」的雙心六圓性質。 

給定一直線𝐿與直線外一圓𝑂(半徑𝑅)的雙心𝑛圓， 𝑑 = 𝑑(𝑂, 𝐿)，n 個環切圓𝑂𝑖(半徑 𝑟𝑖)皆

相切於圓𝑂和直線𝐿，外(內)切點𝐴𝑖、外切點𝐵𝑖，鄰切點𝐶𝑖，𝑖 = 1~𝑛，相關性質如下： 

【定理 4-6】環切圓圓心共拋物線、外切點連線共點、鄰切點共圓、外切點共圓 

(1) 環切圓圓心𝑂𝑖的軌跡為拋物線，也就是環切圓圓心共拋物線，如圖 4-7。 

(2) 設直線𝐿𝑜過圓心𝑂點與 L 垂直，則切點連線𝐴𝑖𝐵𝑖
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗交𝐿𝑜於𝐷點，𝑖 = 1~𝑛，且恰在圓O上。 

(3) 環切圓𝑂𝑖的鄰切點𝐶𝑖共圓，𝑖 = 1~𝑛，且圓心𝑂𝐶 = 𝐷，如圖 4-8。 

(4) 任意兩個環切圓的外切點𝐴𝑖、𝐵𝑖、𝐴𝑗、𝐵𝑗共圓，𝑖, 𝑗 = 1~𝑛，且𝑖 ≠ j。 

<證明> 

(1)(2)如圖 4-7， 𝑂𝑖𝑂̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑅 + 𝑟𝑖，𝑑(𝑂𝑖, 𝐿) = 𝑟𝑖，𝑂𝑖𝑂̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑑(𝑂𝑖, 𝐿) + 𝑅；將 L 向下平移𝑅單位得𝐾， 

則 𝑂𝑖𝑂̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑑(𝑂𝑖, 𝐾)，即圓心𝑂𝑖在拋物線上(焦點 O，準線𝐾)；仿照【定理 2-2】可得證𝐴𝑖𝐵𝑖
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗共交𝐷點。 

(3)(4)如圖 4-8，仿照【定理 2-3】利用相似及圓冪性質可分別證得，證明省略。                     ▋         

      

圖 4-7                                  圖 4-8 

圖 4-6 直線𝐶1與圓𝐶2 對圓𝑋1作反演的兩圓𝐶1
′、𝐶2

′  
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    給定直線𝐿與直線外圓 O，若其環切圓𝑂1~𝑂6，外切點𝐴1~𝐴6、𝐵1~𝐵6、鄰切點𝐶1~𝐶6，則

有以下性質： 

【定理 4-7】對應外切點、鄰切點、環切圓圓心分別連線共點、共 Pascal線 

(1) 𝐴1𝐴4
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ∩ 𝐴2𝐴5

⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ∩ 𝐴3𝐴6
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝐴、𝐶1𝐶4

⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ∩ 𝐶2𝐶5
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ∩ 𝐶3𝐶6

⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 𝐶、𝑂1𝑂4
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ∩ 𝑂2𝑂5

⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ∩ 𝑂3𝑂6
⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝑂𝑐，且𝑂𝑐 = 𝐷 

(2)當環切圓轉動時，上述 A、C、D 皆為定點，且在通過圓心 O 與直線𝐿垂直的Brianchon 線上。 

(3)如圖 4-10，六邊形𝐴1~𝐴6、𝐶1~𝐶6、𝑂1~𝑂6的三組對應邊延長線交點均在直線𝐿上，即共同

一條 Pascal 線。 

    

圖 4-9                                      圖 4-10 

<證明> 如圖 4-9，根據【定理 1-1】及仿照前述利用極點、極線即可得證，證明省略。   ▋ 

(三) 阿波羅尼斯圓族中的雙心多圓 

    如圖 4-11，阿波羅尼斯圓族(參考文獻[8])為橘色圓族，其與上下藍色圓族的每一個圓均正

交。本研究最後就以對其中「兩內離圓、兩外離圓或圓與直線」不同選擇來說明關係變化， 

     

圖 4-11：兩內離圓、兩外離圓或圓與直線的雙心多圓，其環切圓圓心軌跡的變化 

然後透過極限點推導雙心多圓構成關係式，藉以構圖實驗。綜合前述結果，摘列如下： 

https://zh.wikipedia.org/wiki/%E6%AD%A3%E4%BA%A4
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E6%AD%A3%E4%BA%A4
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E6%AD%A3%E4%BA%A4
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E6%AD%A3%E4%BA%A4
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1. 阿波羅尼斯圓族有共同的根軸，同時也是雙心多圓的 Pascal 線。 

2. 環切圓圓心共錐(橢圓、雙曲線、拋物線)。 

3. 環切圓的鄰切點共圓，圓心恰為各環切圓與兩定圓(或圓與直線)切點連線的共點。 

4. 以雙心六圓為例，各類點對應連線均分別共交不同定點，即為其各自所構成雙心六邊

形的 Brianchon 點，但其 Pascal 線都是同一條。此結果異於雙心六邊形，如圖 4-12。 

  

圖 4-12(a) 雙心六邊形的共定點定線        圖 4-12(b) 雙心六圓的共定點定線 

最後，由【定理 2-1】、【定理 4-1】、【定理 4-5】所推導的構成關係式，若以雙心六圓為

例，透過所發現的性質，推導出各定點、定線、定圓、定錐的軌跡方程式，以進一步描述圖

形，表列如下，詳細過程因篇幅有限，不另贅述。 

類型 構成條件 
環切圓圓心軌跡為錐線 

Pascal 線 
鄰切點軌跡為圓 

兩內離圓 

𝑂(0,0)  

𝑂′(𝑑, 0) 

𝑑 = 𝑂𝑂′̅̅ ̅̅ ̅ 

𝑟 =
5𝑅 − √16𝑅2 + 9𝑑2

3
 

0 ≤ 𝑑 < 𝑅 − 𝑟 

(x −
𝑑
2
)
2

(𝑅 + 𝑟)2

4

+
𝑦2

(𝑅+𝑟)2 − 𝑑2

4

= 1 

(𝑥 −
𝑅𝑑

𝑅 + 𝑟
)
2

+ 𝑦2 =
𝑅𝑟𝑑2

(𝑅 + 𝑟)2
 

𝑥 =
𝑑2 + 𝑅2 − 𝑟2

2𝑑
 

兩外離圓 

𝑂(0,0) 

𝑂′(𝑑, 0) 

𝑑 = 𝑂𝑂′̅̅ ̅̅ ̅ 

𝑟 =
−5𝑅 + √16𝑅2 + 9𝑑2

3
 

𝑑 > 𝑅 + 𝑟 

(𝑥 −
𝑑
2
)
2

(𝑅 − 𝑟)2

4

−
𝑦2

𝑑2 − (𝑅−𝑟)2

4

= 1 

(𝑥 −
𝑅𝑑

𝑅 − 𝑟
)
2

+ 𝑦2 = 𝑅𝑟 (
𝑑2

(𝑅 − 𝑟)2
− 1) 

𝑥 =
𝑑2 + 𝑅2 − 𝑟2

2𝑑
 

圓與直線 

𝑂(0,0) 

𝑂′(𝑑, 0) 

𝑑 = 𝑑(𝑂′, 𝐿) 

𝑟 =
3𝑑

5
，𝑑 > 𝑟 

𝑦2 = 2(𝑑 + r) (𝑥 −
𝑑 − 𝑟

2
) 

(𝑥 − (𝑑 + 𝑟))2+𝑦2 = 2𝑟(𝑑 + 𝑟) 

𝑥 = 𝑑 
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伍、結  論 

    正如本研究作品名稱“ 渾「圓」有「定」 ”，從七圓定理一堆渾圓中，觀察共點的現

象，推廣至兩內離圓、兩外離圓及圓與直線三種情形的雙心六圓，發現許多共點、共線、共

圓、共錐，且有定點、定線之不變性，以至雙心多圓也成立。茲將重要結論摘列如下： 

一、無論相鄰外切的六個小圓內切或外切於大圓的七圓定理，對應切點連線共交一點，

稱之為 Stanley 點，就是 Brianchon 點，與 Pascal 線互為極點極線。 

二、4n+2 個與大圓均內切的小圓，若連接對應內切點所成 2n+1 條直線共點，則其兩相

鄰的小圓均外切，反之不一定成立。 

三、給定兩圓(內離、外離)或圓與直線，有 n 個環切圓的雙心 n 圓，具有下列性質： 

(一) 透過極限點可推導出雙心 n 圓的構成條件，如下： 

兩內離圓：𝑟 =     
(1+𝑘2)𝑅−√(1+𝑘2)2𝑅2−4𝑘2(𝑅2−𝑑2)

2𝑘
 ，0 ≤ 𝑑 < 𝑅 − 𝑟，0 < 𝑘 < 1 

兩外離圓：𝑟 = −
(1+𝑘2)𝑅−√(1+𝑘2)2𝑅2−4𝑘2(𝑅2−𝑑2)

2𝑘
 ，𝑑 > 𝑅 + 𝑟，𝑘 > 1 

圓與直線：𝑟 =
2𝑑𝑘

𝑘2+1
，𝑑 > 𝑟，𝑘 > 1 

( 𝑘為正雙心𝑛圓的半徑比，𝑑為連心線長 或 圓心到直線距離) 

(二) 環切圓的圓心共錐(橢圓、雙曲線、拋物線)，鄰切點共圓，且均固定不動。 

(三) 任一個環切圓與兩定圓(或圓與直線)的切點連線共點，且為鄰切點共圓的圓心。 

(四) 任兩個環切圓的內切點、外切點與鄰切點中，任選兩種對應切點均分別四點共

圓。 

(五) 若 n 為偶數，則對應內切點、對應外切點、對應鄰切點、對應環切圓圓心均分

別連線共點；若 n 為奇數，則內切點、外切點、環切圓圓心各自與對應的鄰切

點均分別連線共點。這些共點即為其所構成雙心 n 邊形的 Brianchon 點，在連

心線上形成 Brianchon 線；但即使在不同的雙心 n 邊形卻共同一條 Pascal 線。 

(六) 當環切圓轉動時，這些共點、共線均保持不動，恆為定點、定線。 

四、雙心多圓的 Pascal 線同時為其在阿波羅尼斯圓族中的根軸。 
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陸、未來展望 

    若將七圓定理及雙心六圓推廣至空間中的球面或球體，其諸點共線、諸線共點及諸點共

圓的性質能否成立？亦或是有更令人意想不到的發現？如圖 5-1。 

 

  圖 5-1(a)                圖 5-1(b)                    圖 5-1(c) 

另外，若將環切圓想像是一個系統運轉的星體，從上述可發現縱使在渾圓的系統中運作

也必存一些「共定點、定線、定圓或定錐」之不變性，未來再透過幾何量關係的描述，或許

有機會勾勒出一些天體運行所蘊藏的機制，註如熱門的黑洞議題，值得日後進一步的探討。 
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【評語】050413  

本文探討圓內接多圓以及圓外切多圓之圓心以及切點之各種

性質。作品研究方向明確且聚焦，就文獻探討部分而言相當詳細。

作者透過將雙心六圓變換成同心圓的手法(亦即是射影幾何的手法)

給出許多有趣的觀察，例如內外切點連線共點、圓心共橢圓等等。

然後作者也試著將結果推展至一般 n個圓的情況，原本 6圓的許多

也都可以有對應的多圓的結果。整體而言是一篇相當豐富完整的作

品，若可以將結果作更好的統整會更好。 
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Pascal 線 

Brianchon 點 

摘   要 
        本研究從七圓定理出發，試圖改變切圓個數，探討其共點的存在性，進而推廣「六個與兩內離圓
分別均外切與內切的環切圓」之雙心六圓，探討其共點、共線、共圓及共圓錐曲線等性質。研究有驚
人的發現「當六個環切圓轉動時，各類對應點連線之共點必為定點，且在連心線上。」推廣至不同個
數的環切圓時亦成立；甚至推廣至兩外離圓或是圓與直線時，亦發現其諸線共點、諸點共線、諸點共
圓、諸點共圓錐曲線等性質。 

        在閱讀有關反演變換的文獻時，意外發現一個有趣形似湯圓的七圓定理：「在一個大圓中有六個
小圓均與其內切，若兩相鄰小圓均外切，則其對應內切點連線共點」；雖名為「七圓」，關鍵卻在於
其中的「六圓」。這樣一個恰巧相切又共點的圖形，該如何作圖呢？除了諸線共點的性質外，是否會
有諸點共線、諸點共圓等特性呢？如果不是六個小圓而是更多圓？又或同時內、外切於兩內離圓，甚
至同時外切於兩外離圓的情形呢？於是展開本研究。 

壹、研究動機 

貳、研究目的與問題 

二、文獻探討 

 一、研究方法與架構  參、研究方法 

【性質2】共點共線的極線判別法 

設 𝐿𝐴、𝐿𝐵、𝐿𝐶 分別為 A、B、C 關於圓O 的極線， 
若 A 、 B 、 C 三點共線，則 𝐿𝐴、𝐿𝐵、𝐿𝐶 三線共點； 
反之亦然。 

【性質1】極線的判別法 

圓O 外P 點作兩割線交於A、B、C、D；若𝐴𝐷 ∩ 𝐵𝐶 = 𝑄1 

、𝐴𝐶 ∩ 𝐵𝐷 = 𝑄2 ，則𝑄1、𝑄2必在P 關於圓O 的極線上。 

圓心不共線三圓 A、B、C ，若𝐿𝐴𝐵、𝐿𝐵𝑐、 𝐿𝐶𝐴分別為圓A 

與B、圓B 與C、圓C 與 A 的根軸，則𝐿𝐴𝐵 、𝐿𝐵𝑐、𝐿𝐶𝐴三線
共點，此點稱為此「三圓A、B、C 的根心」。 

一、探討七圓定理的性質與多圓的推廣。 
二、探討雙心六圓的構成關係式與性質。 
三、以雙心六圓的結果探討雙心多圓的性質。 
四、試研究雙心多圓在兩外離圓及圓與直線等情形的性質。 

• 對應內切點連線共點，稱為𝑺𝒕𝒂𝒏𝒍𝒆𝒚點 

1.   P 點關於圓O 的極線，也會
通過以A、B為切點的兩切
線交點𝑄3 。  

2.   當兩割線變為切線時，兩切
點連線即為P 點關於圓O 的
極線。 

1. 兩圓的根軸上任
一點到兩圓的切
線等長。 

2. 三圓中，任兩圓
根軸必共交一點
R (根心)，其到三
圓的切線等長。 

[參考文獻2] 

【性質4】根心定理 
[參考文獻2] 

      主要透過 GSP 與 GeoGebra 

幾何軟體進行幾何問題實驗研究，
透過實驗觀察、臆測與驗證，最
後提出研究結果並加以證明。 

三、前置研究 

【性質5】雙心 n 圓的構成條件 

給定兩圓(半徑R、r )或圓(半徑r )與直線，d為連心距或圓

心到直線距離，則雙心 n 圓的構成條件如下： 

圓與直線：𝑟 =
2𝑑𝑘

𝑘2+1
，𝑑 > 𝑟，𝑘 > 1 

 

• 透過極限點[參考文獻3]，可分別推導出上述構成條件，其中𝑘為正雙心𝑛
圓時的半徑比。 

若六邊形內接於一圓，則三組對邊延長線交點共線； 

若六邊形外切於一圓，則三條對頂點連線共交一點。 

上述，反之亦然，推廣至圓錐曲線也成立。 

【性質3】 Pascal  定理及 Brianchon 定理 
[參考文獻1] 

圓O上六點𝐴1~𝐴6，若𝐴1𝐴4、 𝐴2𝐴5、 𝐴3𝐴6共交一點， 

則 𝐴1𝐴2 × 𝐴3𝐴4 × 𝐴5𝐴6  = 𝐴2𝐴3 × 𝐴4𝐴5 × 𝐴6𝐴1， 

反之亦然。 

【性質5】圓上Ceva定理與兩切點距離 

▲ 4 n+2 個點時，若對應點連線共交一點，則 奇數邊乘積 = 偶數邊乘積 

1. 利用相鄰兩切點距離可證得。 

     A𝑘A𝑘+1=2R 
𝑟𝑘

(𝑅−𝑟𝑘)
 

𝑟𝑘+1

 (𝑅−𝑟𝑘+1)
 

2. 可推廣至4 n+2 的情形。 

[參考文獻4] 

1.  Pascal 定理即為著名的Pascal 
神秘六邊形定理。 

2.  雙心六邊形的Brianchon 點與 
Pascal 線為定點定線。推廣至
雙心2n邊形亦成立。 

3.  關於圓O，Brianchon 點與 
Pascal 線互為極點、極線。 

4.  稱𝑂𝐵 為 Brianchon 線，與 
Pascal 線垂直。 

【性質6】雙心 n 圓的環切圓圓心共圓錐曲線 

給定一個雙心 n 圓，則其環切圓圓心共錐：當兩圓內離

時共橢圓，外離時共雙曲線，圓與直線時則共拋物線。 

兩內離圓：𝑟 =     
1+𝑘2 𝑅− 1+𝑘2 2𝑅2−4𝑘2 𝑅2−𝑑2

2𝑘
                   

        0 ≤ 𝑑 < 𝑅 − 𝑟，0 < 𝑘 < 1 

兩外離圓：𝑟 = −
1+𝑘2 𝑅− 1+𝑘2 2𝑅2−4𝑘2 𝑅2−𝑑2

2𝑘
  

𝑑 > 𝑅 + 𝑟，𝑘 > 1 

兩內離圓 兩外離圓 圓與直線 

• 上述，以雙心六圓為例，透過圓錐曲線幾何定義即證得，推廣至
雙心𝑛圓均成立。 

• 此時，關於圓O ，P 點與
直線L互為極點、極線。  

[參考文獻1] 

七
圓
定
理 

4 n+2個圓 

雙心六圓 

兩外離圓 

雙心多圓 圓與直線 



肆、研究結果與討論

二、雙心六圓的構成條件與性質探討

【定理3】雙心六圓的性質I (推廣至雙心n圓亦成立 )

4 n+2個圓分別內切圓𝑂於𝐴1~𝐴4𝑛+2，且皆與前一圓外切，若對

應內切點連線共點，則兩相鄰圓均外切。

【定理2】 4n+2個切圓之推廣

設一個雙心六圓的兩個內離圓𝑂與𝑂′半徑分別為R、r，連心距d；
若環切圓𝑂1~𝑂6，內切點𝐴1~𝐴6，外切點𝐵1~𝐵6，鄰切點𝐶1~𝐶6，則有以下性質：

▲內、外切點連線𝐴𝑖𝐵𝑖 共交一點
▲鄰切點𝐶1~𝐶6共圓

【定理1】𝑺𝒕𝒂𝒏𝒍𝒆𝒚點 = 𝑩𝒓𝒊𝒂𝒏𝒄𝒉𝒐𝒏點

由性質1、2 、3可證得。

1.P的極線 𝐵1𝐵4 會過 A點，

同理Q、R 的極線也會過A 點。

2.因圓外切六邊形對角線共交B 點，

∴ B =A 。

一、七圓定理的性質和推廣

◆同一個環切圓內外切點連線共點

𝐴1𝐵1 ∩ 𝐴2𝐵2 ∩ 𝐴3𝐵3 ∩ 𝐴4𝐵4 ∩ 𝐴5𝐵5 ∩ 𝐴6𝐵6 = 𝐷

◆環切圓的鄰切點共圓

鄰切點𝐶1~𝐶6共圓，圓心𝑂𝑐為環切圓根心，

且𝑂𝑐恰為𝐷點，也就是𝑂𝑐 = 𝐷。

1.設𝐴1𝐵1交𝑂𝑂‘於𝐷點。

2.透過相似性質可證得𝑂𝐷：𝑂‘𝐷 = 𝑅：𝑟 比值固定，

且因𝑂𝑂‘、𝑅、𝑟均為定值，故 𝐴𝑖𝐵𝑖 交於D點， i=1~6。

1.作𝑂𝑃、 𝑂‘𝑄、 𝑂𝑐𝐶1垂直𝑂1𝑂2 ，並交𝑂𝑂‘於𝑂𝑐。

2.由相似及畢氏定理得𝑂𝑂𝑐：𝑂‘𝑂𝑐 = 𝑃𝐶1：𝑄𝐶1 = 𝑅：𝑟

(= 𝑂𝐷：𝑂‘𝐷)。因𝑂𝑂‘、 𝑅、𝑟均為定值，故兩相鄰環切
圓的根軸通過𝑂𝑐為根心，𝑂𝑐𝐶𝑖均等長，故鄰切點共圓
且𝑂𝑐 = 𝐷。

圓𝑂與兩相鄰均外切的六個切圓內切於𝐴1~𝐴6，若其𝑆𝑡𝑎𝑛𝑙𝑒𝑦點為

A，其切線遞延之圓外切六邊形的𝐵𝑟𝑖𝑎𝑛𝑐ℎ𝑜𝑛點為 B，則 A =B。

▲以10個切圓為例，
若對應內切點連線共點，
則兩相鄰圓外切。

1.7個以上切圓，兩相鄰圓均外切，但對應

內切點連線不一定共點。

2.反之，只有在4 n+2個切圓情形下，若對

應內切點連線共點，則兩相鄰圓均外切。

▲ 𝑆𝑡𝑎𝑛𝑙𝑒𝑦點 A  在 Brianchon 線上，與Pascal線垂直。

▲名詞約定

▲內切點與外切點、內切點與鄰切點，外切點
與鄰切點的不同組合，也會有四點共圓的情形。

◆兩個環切圓的內外切點四點共圓

任兩個環切圓的內、外切點𝐴𝑖𝐵𝑖𝐴𝑗𝐵𝑗 四點

共圓， 𝑖, 𝑗 = 1~6，且𝑖 ≠ 𝑗。

1.因為鄰切點共圓且𝑂𝑐 = 𝐷，根據圓冪定理可證得
𝐷𝐴𝑖 × 𝐷𝐵𝑖 = 𝐷𝐶𝑖

2
= 𝐷𝐴𝑗 × 𝐷𝐵𝑗，故𝐴𝑖 𝐵𝑖 𝐴𝑗 𝐵𝑗共圓。

2. 此外，內切點𝐴𝑖或外切點𝐵𝑖對鄰切點C𝑗不同組合也會有四點共圓

▲環切圓轉動時根心的軌跡為定線L▲圓𝑂1、𝑂與圓𝑂4、𝑂′的根軸共交P點，
軌跡為一直線

◆ Stanley點A、B為定點

𝐴1𝐴4 ∩ 𝐴2𝐴5 ∩ 𝐴3𝐴6 = 𝐴

𝐵1𝐵4 ∩ 𝐵2𝐵5 ∩ 𝐵3𝐵6 = 𝐵

◆圓𝑂與圓𝑂’內接六邊形共 Pascal 線

1. 圓𝑂𝑖、𝑂𝑖+3、 𝑂、𝑂′共根心，軌跡為定線L

2. Pascal 線 𝐿𝐴 = 𝐿𝐵 為共定線L 。

由定理3四點共圓、性質4 根心定理及性質1、2可得證。
1. 𝐴 , 𝐵分別關於圓O與O’ 的極線為Pascal 線 𝐿𝐴、𝐿𝐵。

(互為極點極線)

2. 𝐴 , 𝐵在𝑂𝑂′ 𝐵𝑟𝑖𝑎𝑛𝑐ℎ𝑜𝑛 線上，且垂直Pascal線。

1. 根據七圓定理可證得
圓𝑂 的對應內切點連線共點，如A 點，
圓𝑂′的對應外切點連線共點，如B點。

2. 軌跡點圖形
T：橢圓
S：雙曲線
P：直線

▲環切圓轉動時 𝐶 為定點， 𝐿 為定線

◆環切圓對應鄰切點、圓心連線分別共點

1. 𝐶1𝐶4 ∩ 𝐶2𝐶5 ∩ 𝐶3𝐶6=𝑪 = 𝑂1𝑂4 ∩ 𝑂2𝑂5 ∩ 𝑂3𝑂6=𝑶𝒐

2. Pascal 線𝐿𝐶 = 𝐿𝑂 為共定線L 。

由性質1、2 、3及仿照𝐿𝐴 = 𝐿𝐵 = L可得證。

1. 𝐶, 𝑂𝑜分別關於圓𝑂𝑐與橢圓的極線同為Pascal 線𝐿𝐶、𝐿𝑂。

2. 𝐶, 𝑂𝑜在𝑂𝑂′ 𝐵𝑟𝑖𝑎𝑛𝑐ℎ𝑜𝑛線上，且垂直 Pascal線。

【定理4】雙心六圓的性質II



◆兩外離圓的情形
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伍、研究結論

陸、未來展望
若將本研究推廣至空間中的球面或球體，則諸點共線、諸線共點及諸點共圓的性質能否成立？或

有更令人意想不到的發現？若將環切圓想像是一個系統運轉的星體，從上述可發現縱使在渾圓的系統
中運作，也必存在諸多「共定點、定線、定圓或定圓錐曲線」之不變性，透過幾何量關係的描述，或
許有機會勾勒出一些天體運行所蘊藏的機制，諸如熱門的黑洞議題，值得日後進一步的探討。

正如本研究作品名稱“渾「圓」有「定」”，從七圓定理一堆渾圓中，其對應內切點連線共點的
現象，推廣至兩內離圓、兩外離圓及圓與直線等情形的雙心六圓，發現諸多共點、共線、共圓、共錐，
且有定點、定線之不變性，以至雙心多圓也成立。茲將重要結論摘列如下：

一、相鄰外切的六個小圓內切或外切於大圓的七圓定理，對應切點連線共交一點，稱之為Stanley點，
就是Brianchon點，與Pascal線互為極點極線。

三、雙心多圓的Pascal線同時為其在Apollonius圓族中的根軸。

關於圓𝑂、𝑂’、橢圓𝑂𝑜、𝑂𝑐，
𝐴𝑐、𝐵𝑐、C、𝐷 的極線
分別為 𝐿𝐴𝑐 , 𝐿𝐵𝑐 , 𝐿𝐶 , 𝐿𝐷
均共同𝑃𝑎𝑠𝑐𝑎𝑙線。

三、雙心六圓性質在雙心多圓的推廣

▲以雙心八圓為例，仍保有雙心六圓之性質。

四、雙心多圓在兩外離圓及圓與直線的推廣

二、藉由極限點推導構成條件，作出兩圓(內離、外離)或圓與直線等情形的雙心n圓，有下列性質：
（一）環切圓的圓心共錐(橢圓、雙曲線、拋物線)，鄰切點共圓，且均固定不動。
（二）任一個環切圓與兩定圓(或圓與直線)的切點連線共點，且恰為鄰切點共圓的圓心。
（三）任兩個環切圓的內切點、外切點與鄰切點中，任選兩種對應切點均分別四點共圓。
（四）若 n 為偶數，則對應內切點、對應外切點、對應鄰切點、對應環切圓圓心均分別連線共點；

若 n 為奇數，則上述各點均分別與對應的鄰切點連線共點。
（五）上述共點，即分別為其所構成的不同雙心n邊形的Brianchon點，在連心線上形成Brianchon線；

但其卻共同一條Pascal線。當環切圓轉動時，這些共點、共線均保持不動，恆為定點、定線。

◆雙心2n圓 ◆雙心2n+1圓

◆圓與直線的情形

若偶數情形考慮同類型對應
兩點連線；奇數情形則考慮
異類型對應兩點連線。

利用「雙心六邊形的 Brianchon 點
及 Pascal 線性質，推廣至雙心2 n
邊形也成立」可推得。

▲以雙心七圓為例，仍保有雙心2n圓之類似性質。

▲以雙心六圓為例，仍保有兩內離圓時的性質。

關於圓𝑂、𝑂’、橢圓𝑂𝑜、𝑂𝑐，
𝐴、𝐵、C、𝐷的極線
分別為 𝐿𝐴、𝐿𝐵、𝐿𝐶、𝐿𝐷
均共同𝑃𝑎𝑠𝑐𝑎𝑙線。

直線 L 即為 Pascal 線

◆Apollonius圓族中的雙心多圓

▲球面上的七圓定理
▲球面上的雙心六圓
之共線情形

▲球心在同一平面
上的七球定理

類型 構成條件 環切圓的圓心共錐 / 鄰切點共圓 共𝑷𝒂𝒔𝒄𝒂𝒍線

兩內離圓
𝑂 0,0
𝑂′ 𝑑, 0

𝑑 = 𝑂𝑂′

𝑟 =
5𝑅 − 16𝑅2 + 9𝑑2

3
0 ≤ 𝑑 < 𝑅 − 𝑟

𝑥 −
𝑑
2

2

𝑅 + 𝑟 2

4

+
𝑦2

(𝑅 +𝑟)2 −𝑑2

4

= 1 𝑥 −
𝑅𝑑

𝑅 + 𝑟

2

+ 𝑦2 =
𝑅𝑟𝑑2

(𝑅 + 𝑟)2
𝑥 =

𝑑2 + 𝑅2 − 𝑟2

2𝑑

兩外離圓
𝑂 0,0
𝑂′ 𝑑, 0

𝑑 = 𝑂𝑂′

𝑟 =
−5𝑅 + 16𝑅2 + 9𝑑2

3
𝑑 > 𝑅 + 𝑟

𝑥 −
𝑑
2

2

(𝑅 − 𝑟)2

4

−
𝑦2

𝑑2 − (𝑅 −𝑟)2

4

= 1 𝑥 −
𝑅𝑑

𝑅 − 𝑟

2

+ 𝑦2 = 𝑅𝑟
𝑑2

(𝑅 − 𝑟)2
− 1 𝑥 =

𝑑2 + 𝑅2 − 𝑟2

2𝑑

圓與直線
𝑂 0,0

𝑑 = 𝑑(𝑂, 𝐿)

𝑟 =
3𝑑

5
，𝑑 > 𝑟 𝑦2 = −2(𝑑 + 𝑅) 𝑥 −

𝑑+𝑅

2
𝑥 + 𝑅 2+𝑦2= 2𝑅 𝑑 + 𝑅 𝑥 = 𝑑

◆雙心六圓的構成條件與共錐、共圓及共線方程式

▲球面上的雙心六圓
之共點情形

▲以兩外離圓情形為例
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