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摘要 

從蝴蝶定理（Butterfly theorem）的圖形進行發想，在前人作品發想出研究方向，除了在圓與

正方形以外，在其他圖形上討論蝴蝶形的其他性質是否有不同的發現？我們在圓、橢圓、拋

物線與雙曲線之重疊圖形上作出對稱與非對稱蝴蝶形，對其面積、邊長、角度進行計算與歸

納，再推廣到在拋物線上另找任意兩點做蝴蝶形；在研究過程中，我們也發現了圖形上一些

特殊的性質，進行一連串的研究。且以普通高級中學課程綱要中數學科課程綱要內容為我們

推論工具，希望能讓多數高中程度的學生均能了解我們的發現。 

壹、研究動機 

之前在網路上看到全國科展第 55 屆的參展作品：正方形內接蝴蝶形的相關性質與研究（張華

恩、吳尚澂、葉承恩，2015），討論蝴蝶定理在正方形內的推廣，引起我們對這方面的興趣。

但在搜尋的過程中，我們發現大部分資料主要在講述蝴蝶形的邊長的特性（ej0cl6，2009；

Weisstein, Eric W.，2019；王銳騰，2019），並無對面積的討論，因此我們想對蝴蝶形面積進行

更進一步的研究。另外，我們以二次曲線為研究主題，運用高中教材裡的圓、橢圓、拋物線

與雙曲線作圖，以普通高級中學課程綱要中數學科課程綱要內容為我們推論工具，希望能讓

多數高中程度的學生均能了解我們的發現。 

 

貳、研究目的 

一、尋找蝴蝶形中間點位置與蝴蝶線的關係 

二、尋找二次曲線上之蝴蝶形面積和角度與座標數值之關係 

三、拋物線上蝴蝶形之邊長與𝑦𝑦軸上蝴蝶形中間點之關係 

四、尋找拋物線上蝴蝶形兩外邊延長而得的交點與蝴蝶形中間點之關係 

五、尋找圓與拋物線之重疊圖形上的對稱蝴蝶形中，特定線段長度與點座標數值之關係 

六、尋找拋物線上任意兩點連線與拋物線所圍面積之關係 

參、研究設備及器材 

紙筆和其餘文書用具、電腦、GeoGebra 軟體 
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肆、研究過程或方法 

 

一、符號與名詞定義 

定義 一  任意凸四邊形的對角線相連，所產生四個三角形中，取兩個不相鄰的三角形為蝴蝶 

         形。且以四條組成蝴蝶形的線段命名，如圖 1 為蝴蝶形 ABCD，即是以𝐴𝐴𝐴𝐴����、𝐴𝐴𝐵𝐵����、 

         𝐵𝐵𝐶𝐶����、𝐶𝐶𝐴𝐴����所圍成。（張華恩等人，2015） 

定義 二  蝴蝶形中，兩個三角形的共用頂點，稱為蝴蝶形中間點，如圖 2 的 E。 

        （張華恩等人，2015） 

定義 三  組成蝴蝶形的其中一個三角形中，頂點為蝴蝶形中間點的內角，稱為蝴蝶形內夾 

         角，如圖 2 的∠DEC。 

定義 四  作一直線通過蝴蝶形的中間點，交蝴蝶形的兩側，當一側交點到蝴蝶形中間點的距 

         離等於另一側交點到蝴蝶形中間點的距離，這條直線即是蝴蝶線，如圖 2 的 𝐹𝐹𝐹𝐹�⃖���⃗ 。 

        （張華恩等人，2015） 

定義 五  為方便閱讀，我們將點𝐴𝐴(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)的𝑥𝑥座標以𝐴𝐴𝑥𝑥， 𝑦𝑦座標以𝐴𝐴𝑦𝑦表示。例：若𝐹𝐹(−4,8)為坐 

         標上一點，則𝐹𝐹𝑥𝑥 = −4，𝐹𝐹𝑦𝑦 = 8。 

      

 

 

  

圖 1 圖 2 
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研究一：尋找蝴蝶形中間點位置與蝴蝶線的關係 

  一開始，我們先觀察一種作圖，試圖找出它的特性： 

（一）以特定情況討論：拋物線： 𝒚𝒚 = 𝟏𝟏
𝟐𝟐
𝒙𝒙𝟐𝟐、圓： 𝒙𝒙𝟐𝟐 + (𝒚𝒚 − 𝟒𝟒)𝟐𝟐 = 𝟏𝟏𝟏𝟏及拋物線上一點(−𝟐𝟐,𝟐𝟐) 

作圖（圖 3） 

(1) 作拋物線：𝑦𝑦 = 1
2
𝑥𝑥2、圓：𝑥𝑥2 + (𝑦𝑦 − 4)2 = 16，其中圓心

為 A (0 , 4)，經計算後可得兩方程式交點分別為 (−2√3, 6)、 

   (2√3, 6)、(0,0)，其中取(−2√3, 6)為 B，並在拋物線上取一 

   點 C (－2 , 2)  

(2) 設 F 為 y 軸上一動點 

(3) 作𝐴𝐴𝐹𝐹�����⃗ 交拋物線於 E，再作𝐵𝐵𝐹𝐹�����⃗ 交拋物線於 G 

(4) 作 𝐵𝐵𝐴𝐴����、𝐴𝐴𝐵𝐵����、𝐵𝐵𝐹𝐹����、𝐹𝐹𝐵𝐵����，得蝴蝶形 CBEG 

     
𝐵𝐵𝑦𝑦 − 𝐴𝐴𝑦𝑦
𝐵𝐵𝑥𝑥 − 𝐴𝐴𝑥𝑥

=
𝐹𝐹𝑦𝑦 − 𝐴𝐴𝑦𝑦
𝐹𝐹𝑥𝑥 − 𝐴𝐴𝑥𝑥

 

⇒
1
2
𝐵𝐵𝑥𝑥2 − 6

𝐵𝐵𝑥𝑥 + 2√3
=
𝐹𝐹𝑦𝑦 − 6

2√3
 

⇒ √3𝐵𝐵𝑥𝑥2 − 12√3 = 𝐵𝐵𝑥𝑥𝐹𝐹𝑦𝑦 + 2√3𝐹𝐹𝑦𝑦 − 6𝐵𝐵𝑥𝑥 − 12√3 

⇒ √3𝐵𝐵𝑥𝑥2 + �6 − 𝐹𝐹𝑦𝑦�𝐵𝐵𝑥𝑥 − 2√3𝐹𝐹𝑦𝑦 = 0 

⇒ �√3𝐵𝐵𝑥𝑥 − 𝐹𝐹𝑦𝑦��𝐵𝐵𝑥𝑥 + 2√3� = 0 

⇒ 𝐵𝐵𝑥𝑥 =
𝐹𝐹𝑦𝑦
√3

 𝑜𝑜𝑜𝑜 − 2√3       ∴ 𝐵𝐵 � 
𝐹𝐹𝑦𝑦
√3

 ,
𝐹𝐹𝑦𝑦2

6
 � or (−2√3, 6)(不合，因與𝐴𝐴相同) 

     
𝐹𝐹𝑦𝑦 − 𝐵𝐵𝑦𝑦
𝐹𝐹𝑥𝑥 − 𝐵𝐵𝑥𝑥

=
𝐹𝐹𝑦𝑦 − 𝐵𝐵𝑦𝑦
𝐹𝐹𝑥𝑥 − 𝐵𝐵𝑥𝑥

 

⇒
 𝐹𝐹𝑦𝑦 − 2
𝐹𝐹𝑥𝑥 + 2

=
𝐹𝐹𝑦𝑦 − 2

2
 

⇒ (𝐹𝐹𝑥𝑥 + 2)�𝐹𝐹𝑥𝑥 − 𝐹𝐹𝑦𝑦� = 0 

⇒ 𝐹𝐹𝑥𝑥 = 𝐹𝐹𝑦𝑦 𝑜𝑜𝑜𝑜 − 2       ∴ 𝐹𝐹 � 𝐹𝐹𝑦𝑦 ,
1
2
𝐹𝐹𝑦𝑦2 � 𝑜𝑜𝑜𝑜(−2,2)(不合，因與𝐵𝐵相同) 

因此，圖 3 中的𝐵𝐵 � 
𝐹𝐹𝑦𝑦
√3

 ,
𝐹𝐹𝑦𝑦2

6
 �、𝐹𝐹 � 𝐹𝐹𝑦𝑦 ,

1
2
𝐹𝐹𝑦𝑦2 � 

 

圖 3 
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而我們在電腦作圖時發現，依照上述方式作圖並改變 E 點在拋物線上的位置，蝴蝶線似乎會

與𝑥𝑥軸平行，證明如下： 

設蝴蝶形𝐵𝐵𝐴𝐴𝐵𝐵𝐹𝐹的蝴蝶線過蝴蝶形中間點𝐹𝐹(0,𝑘𝑘)分別交𝐴𝐴𝐵𝐵����、𝐹𝐹𝐵𝐵����於𝑃𝑃、𝑄𝑄（圖 4）， 

由於 F 為 P、Q 中點，可設𝑃𝑃(−𝑎𝑎,𝑘𝑘 − 𝑏𝑏)、𝑄𝑄(𝑎𝑎, 𝑘𝑘 + 𝑏𝑏) 

由圖 3 的計算及𝐹𝐹𝑦𝑦 = 𝑘𝑘，可得𝐴𝐴�−2√3, 6�、𝐵𝐵(−2,2)、𝐵𝐵 � 𝑘𝑘
√3

 , 𝑘𝑘
2

6
 �、𝐹𝐹 ( 𝑘𝑘 , 1

2
𝑘𝑘2 ) 

    �

𝑃𝑃𝑥𝑥−𝐶𝐶𝑥𝑥
𝑃𝑃𝑦𝑦−𝐶𝐶𝑦𝑦

= 𝐶𝐶𝑥𝑥−𝐵𝐵𝑥𝑥
𝐶𝐶𝑦𝑦−𝐵𝐵𝑦𝑦

𝑄𝑄𝑥𝑥−𝐸𝐸𝑥𝑥
𝑄𝑄𝑦𝑦−𝐸𝐸𝑦𝑦

= 𝐺𝐺𝑥𝑥−𝐸𝐸𝑥𝑥
𝐺𝐺𝑦𝑦−𝐸𝐸𝑦𝑦

 

⇒  

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧−𝑎𝑎 − (−2)

(𝑘𝑘 − 𝑏𝑏) − 2
=
−2 − �−2√3�

2 − 6
𝑎𝑎 − 𝑘𝑘

√3

(𝑘𝑘 + 𝑏𝑏) − 𝑘𝑘2

6

=
𝑘𝑘 − 𝑘𝑘

√3
𝑘𝑘2

2
− 𝑘𝑘2

6

            
 

⇒   

⎩
⎨

⎧
−𝑎𝑎+2

(𝑘𝑘−𝑏𝑏)−2
= 1−√3

2
   

𝑎𝑎− 𝑘𝑘
√3

(𝑘𝑘+𝑏𝑏)−𝑘𝑘
2
6

= 3−√3
𝑘𝑘

   
  

⇒  �
−2𝑎𝑎 = 𝑘𝑘 − 𝑘𝑘√3 − 𝑏𝑏 + 𝑏𝑏√3 − 6 + 2√3___①                 
2𝑘𝑘𝑎𝑎 = (√3 − 1)𝑘𝑘2 + 6𝑏𝑏 − 2𝑏𝑏√3 + 6𝑘𝑘 − 2𝑘𝑘√3___②

 

① × 𝑘𝑘 ⇒  �
−2𝑘𝑘𝑎𝑎 = 𝑘𝑘2 − 𝑘𝑘2√3 − 𝑏𝑏𝑘𝑘 + 𝑏𝑏𝑘𝑘√3 − 6𝑘𝑘 + 2𝑘𝑘√3___③
2𝑘𝑘𝑎𝑎 = (√3 − 1)𝑘𝑘2 + 6𝑏𝑏 − 2𝑏𝑏√3 + 6𝑘𝑘 − 2𝑘𝑘√3___④

 

③ + ④ ⇒  𝑏𝑏𝑘𝑘√3 − 𝑏𝑏𝑘𝑘 + 6𝑏𝑏 − 2𝑏𝑏√3 = 0 ⇒ 𝑏𝑏��√3− 1�𝑘𝑘 − (2√3 − 6)� = 0 

               ⇒  𝑘𝑘 =
2√3 − 6
√3 − 1

�不合，因為𝑘𝑘非定值� 𝑜𝑜𝑜𝑜 𝑏𝑏 = 0 

∴ 𝑃𝑃(−𝑎𝑎,𝑘𝑘)、𝑄𝑄(𝑎𝑎,𝑘𝑘)，故𝑃𝑃𝑄𝑄���� ∥ 𝑥𝑥軸 

⇒蝴蝶線與𝑥𝑥軸平行∎ 

根據此結果，可以得知：若蝴蝶線交蝴蝶形於𝐴𝐴𝐵𝐵、𝐹𝐹𝐵𝐵，蝴蝶線會平行 𝑥𝑥 軸，而當𝐹𝐹𝑦𝑦 > 𝐴𝐴𝑦𝑦時

（圖 5），顯然通過𝐹𝐹且平行𝑥𝑥軸的𝑃𝑃𝑄𝑄�⃖���⃗ 不會通過𝐴𝐴𝐵𝐵、𝐹𝐹𝐵𝐵，而是通過𝐴𝐴𝐹𝐹、𝐵𝐵𝐵𝐵，因此讓我們懷疑：

蝴蝶形𝐴𝐴𝐹𝐹𝐵𝐵𝐵𝐵的蝴蝶線是否就是𝑃𝑃𝑄𝑄�⃖���⃗ ？ 

 

圖 4 
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設蝴蝶形𝐴𝐴𝐹𝐹𝐵𝐵𝐵𝐵的蝴蝶線過蝴蝶形中間點𝐹𝐹(0,𝑘𝑘)分別交𝐴𝐴𝐹𝐹����、𝐵𝐵𝐵𝐵����於𝑃𝑃、𝑄𝑄（圖 5）， 

由於 F 為 P、Q 中點，可設𝑃𝑃(−𝑎𝑎,𝑘𝑘 − 𝑏𝑏)、𝑄𝑄(𝑎𝑎, 𝑘𝑘 + 𝑏𝑏) 

由圖 3 的計算及𝐹𝐹𝑦𝑦 = 𝑘𝑘，可得𝐴𝐴�−2√3, 6�、𝐵𝐵(−2,2)、𝐵𝐵 � 𝑘𝑘
√3

 , 𝑘𝑘
2

6
 �、𝐹𝐹 ( 𝑘𝑘 , 1

2
𝑘𝑘2 ) 

     

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧𝐹𝐹𝑥𝑥 − 𝐴𝐴𝑥𝑥
𝐹𝐹𝑦𝑦 − 𝐴𝐴𝑦𝑦

=
𝐴𝐴𝑥𝑥 − 𝑃𝑃𝑥𝑥
𝐴𝐴𝑦𝑦 − 𝑃𝑃𝑦𝑦

𝐵𝐵𝑥𝑥 − 𝐵𝐵𝑥𝑥
𝐵𝐵𝑦𝑦 − 𝐵𝐵𝑦𝑦

=
𝑄𝑄𝑥𝑥 − 𝐵𝐵𝑥𝑥
𝑄𝑄𝑦𝑦 − 𝐵𝐵𝑦𝑦

 

⇒

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧𝑘𝑘 + 2√3

𝑘𝑘2

2
− 6

=
−2√3 − (−𝑎𝑎)

6 − (𝑘𝑘 − 𝑏𝑏)

𝑘𝑘
√3
− (−2)
𝑘𝑘2

6
− 2

=
𝑎𝑎 − (−2)

(𝑘𝑘 + 𝑏𝑏) − 2

 

⇒

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ 2𝑘𝑘 + 4√3

𝑘𝑘2 − 12
=

𝑎𝑎 − 2√3
6 − 𝑘𝑘 + 𝑏𝑏

2√3𝑘𝑘 + 12
𝑘𝑘2 − 12

=
𝑎𝑎 + 2

𝑘𝑘 + 𝑏𝑏 − 2

 

⇒ �12𝑘𝑘 + 24√3 − 2𝑘𝑘2 + 2𝑏𝑏𝑘𝑘 − 4√3𝑘𝑘 + 4√3𝑏𝑏 = 𝑎𝑎𝑘𝑘2 − 12𝑎𝑎 − 2√3𝑘𝑘2 + 24√3
2√3𝑘𝑘2 + 2√3𝑏𝑏𝑘𝑘 + 12𝑘𝑘 + 12𝑏𝑏 − 4√3𝑘𝑘 − 24 = 𝑎𝑎𝑘𝑘2 − 12𝑎𝑎 + 2𝑘𝑘2 − 24        

 

⇒ �
𝑎𝑎𝑘𝑘2 − 12𝑎𝑎 = 2�√3 − 1�𝑘𝑘2 + �12 + 2𝑏𝑏 − 4√3�𝑘𝑘 + 4√3𝑏𝑏___⑤   
𝑎𝑎𝑘𝑘2 − 12𝑎𝑎 = 2�√3 − 1�𝑘𝑘2 + �12 + 2√3𝑏𝑏 − 4√3�𝑘𝑘 + 12𝑏𝑏___⑥

 

⑥−⑤ ⇒ �2√3 − 2�𝑏𝑏𝑘𝑘 + �12 − 4√3�𝑏𝑏 = 0 ⇒ 𝑏𝑏�𝑘𝑘 + 2√3� = 0 

                ⇒  𝑘𝑘 = −2√3�不合，因為𝑘𝑘非定值� 𝑜𝑜𝑜𝑜 𝑏𝑏 = 0 

∴ 𝑃𝑃(−𝑎𝑎,𝑘𝑘)、𝑄𝑄(𝑎𝑎,𝑘𝑘)，故𝑃𝑃𝑄𝑄���� ∥ 𝑥𝑥軸 

⇒蝴蝶線與𝑥𝑥軸平行∎ 

由上述兩個證明可知： 

  依前述作圖（圖 3）得出的蝴蝶形之蝴蝶線必與 𝑥𝑥 軸平行 

 

已經知道在原本限制重重的作圖中，當蝴蝶形中間點在 𝑦𝑦 軸上時，蝴蝶線就會平行𝑥𝑥軸，於是

我們想知道：在任意一個四個頂點都在拋物線上的蝴蝶形中，若蝴蝶形中間點在 𝑦𝑦 軸上且有

蝴蝶線時，蝴蝶線是否平行𝑥𝑥軸？ 

 

圖 5 
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（二）一般情況：開口朝上的拋物線方程式 

作圖（圖 6） 

(1) 作拋物線：𝑦𝑦 = 𝑎𝑎𝑥𝑥2(𝑎𝑎 > 0) 

(2) 取拋物線上兩點𝐴𝐴(𝑏𝑏,𝑎𝑎𝑏𝑏2)、𝐵𝐵(𝑐𝑐,𝑎𝑎𝑐𝑐2) 

   (0 > 𝑐𝑐 > 𝑏𝑏) 

(3) 取𝑦𝑦軸上一動點𝐹𝐹(0,𝑑𝑑)�𝐴𝐴𝑦𝑦 > 𝑑𝑑 > 0� 

(4) 作𝐴𝐴𝐹𝐹�����⃗ 、𝐵𝐵𝐹𝐹�����⃗ 分別交拋物線於𝐹𝐹、𝐻𝐻 

(5) 作𝐻𝐻𝐹𝐹�����⃗ 、𝐴𝐴𝐵𝐵�����⃗ 分別交𝑥𝑥軸於𝐽𝐽、𝐾𝐾 

(6) 作蝴蝶形 CBFH 的蝴蝶線分別交𝐻𝐻𝐹𝐹�����⃗ 、𝐴𝐴𝐵𝐵�����⃗ 於 P、Q 

     
𝐹𝐹𝑦𝑦 − 𝐹𝐹𝑦𝑦
𝐹𝐹𝑥𝑥 − 𝐹𝐹𝑥𝑥

=
𝐴𝐴𝑦𝑦 − 𝐹𝐹𝑦𝑦
𝐴𝐴𝑥𝑥 − 𝐹𝐹𝑥𝑥

  

⇒
𝑎𝑎𝐹𝐹𝑥𝑥2 − 𝑑𝑑

𝐹𝐹𝑥𝑥
=
𝑎𝑎𝑏𝑏2 − 𝑑𝑑

𝑏𝑏
 

⇒ 𝐹𝐹𝑥𝑥 = −
𝑑𝑑
𝑎𝑎𝑏𝑏

，𝐹𝐹𝑦𝑦 =
𝑑𝑑2

𝑎𝑎𝑏𝑏2
 

     
𝐻𝐻𝑦𝑦 − 𝐹𝐹𝑦𝑦
𝐻𝐻𝑥𝑥 − 𝐹𝐹𝑥𝑥

=
𝐵𝐵𝑦𝑦 − 𝐹𝐹𝑦𝑦
𝐵𝐵𝑥𝑥 − 𝐹𝐹𝑥𝑥

 

⇒
𝑎𝑎𝐻𝐻𝑥𝑥2 − 𝑑𝑑
𝐻𝐻𝑥𝑥

=
𝑎𝑎𝑐𝑐2 − 𝑑𝑑

𝑐𝑐
 

⇒ 𝐻𝐻𝑥𝑥 = −
𝑑𝑑
𝑎𝑎𝑐𝑐

，𝐻𝐻𝑦𝑦 =
𝑑𝑑2

𝑎𝑎𝑐𝑐2
 

      𝐴𝐴𝐵𝐵�⃖���⃗ 斜率：(𝑎𝑎𝑏𝑏2 − 𝑎𝑎𝑐𝑐2) ÷ (𝑏𝑏 − 𝑐𝑐) = 𝑎𝑎(𝑏𝑏 + 𝑐𝑐) 

      𝐻𝐻𝐹𝐹�⃖���⃗ 斜率：
𝑑𝑑2(𝑏𝑏2 − 𝑐𝑐2)

𝑎𝑎𝑏𝑏2𝑐𝑐2
÷
−𝑑𝑑(𝑏𝑏 − 𝑐𝑐)

𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐
=
−𝑑𝑑(𝑏𝑏 + 𝑐𝑐)

𝑏𝑏𝑐𝑐
 

⇒ 𝐻𝐻𝐹𝐹�⃖���⃗ 方程式：𝑦𝑦 =
−𝑑𝑑(𝑏𝑏 + 𝑐𝑐)

𝑏𝑏𝑐𝑐
𝑥𝑥 −

𝑑𝑑2

𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐
 

⇒再將𝑦𝑦 = 0 代入得 𝐽𝐽𝑥𝑥 =
𝑑𝑑2

𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐
∙

𝑏𝑏𝑐𝑐
−𝑑𝑑(𝑏𝑏 + 𝑐𝑐) =

−𝑑𝑑
𝑎𝑎(𝑏𝑏 + 𝑐𝑐) 

  𝐹𝐹𝐽𝐽 �⃖���⃗斜率：𝑑𝑑 ÷
𝑑𝑑

𝑎𝑎(𝑏𝑏 + 𝑐𝑐) = 𝑎𝑎(𝑏𝑏 + 𝑐𝑐) = 𝐴𝐴𝐵𝐵�⃖���⃗ 斜率 

⇒得𝐹𝐹𝐽𝐽�⃖�⃗ ∥ 𝐴𝐴𝐵𝐵�⃖���⃗ ，同理𝐹𝐹𝐾𝐾�⃖���⃗ ∥ 𝐻𝐻𝐹𝐹�⃖���⃗  

 

 

圖 6 
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∵ 𝑄𝑄𝐹𝐹���� = 𝐹𝐹𝑃𝑃�����蝴蝶線�                        

  ∠𝐾𝐾𝑄𝑄𝐹𝐹 = ∠𝐽𝐽𝐹𝐹𝑃𝑃�因𝐹𝐹𝐽𝐽�⃖�⃗ ∥ 𝐴𝐴𝐵𝐵�⃖���⃗ �                 

  ∠𝑄𝑄𝐹𝐹𝐾𝐾 = ∠𝐹𝐹𝑃𝑃𝐽𝐽�因𝐹𝐹𝐾𝐾�⃖���⃗ ∥ 𝐻𝐻𝐹𝐹�⃖���⃗ �               

  ∴  △𝑄𝑄𝐹𝐹𝐾𝐾 ≅△ 𝐹𝐹𝑃𝑃𝐽𝐽�𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴全等� 

故△𝑄𝑄𝐹𝐹𝐾𝐾中𝑄𝑄𝐹𝐹����的高 =△ 𝐹𝐹𝑃𝑃𝐽𝐽中𝐹𝐹𝑃𝑃����的高 

⇒ 𝑄𝑄𝑃𝑃���� ∥ 𝑥𝑥軸∎ 

因此，圖 6 中的𝐹𝐹 �−
𝑑𝑑
𝑎𝑎𝑏𝑏

,
𝑑𝑑2

𝑎𝑎𝑏𝑏2
�、𝐻𝐻�−

𝑑𝑑
𝑎𝑎𝑐𝑐

,
𝑑𝑑2

𝑎𝑎𝑐𝑐2
�，且𝐹𝐹𝐽𝐽�⃖�⃗ ∥ 𝐴𝐴𝐵𝐵�⃖���⃗ 、𝐹𝐹𝐾𝐾�⃖���⃗ ∥ 𝐻𝐻𝐹𝐹�⃖���⃗ 、𝑃𝑃𝑄𝑄�⃖���⃗ ∥ 𝑥𝑥軸 

 

根據此結果，可以得知：若蝴蝶線交蝴蝶形於𝐴𝐴𝐵𝐵、𝐻𝐻𝐹𝐹，蝴蝶線會平行 𝑥𝑥 軸，而當𝐹𝐹𝑦𝑦 > 𝐴𝐴𝑦𝑦時 

(圖 7)，顯然通過𝐹𝐹且平行𝑥𝑥軸的直線不會通過𝐴𝐴𝐵𝐵、𝐻𝐻𝐹𝐹，而是經過𝐴𝐴𝐻𝐻、𝐵𝐵𝐹𝐹，因此讓我們懷疑： 

蝴蝶形𝐴𝐴𝐻𝐻𝐵𝐵𝐹𝐹的蝴蝶線是否就是此線？ 

作圖（圖 7） 

(1) 作拋物線：𝑦𝑦 = 𝑎𝑎𝑥𝑥2(𝑎𝑎 > 0) 

(2) 取拋物線上兩點𝐴𝐴(𝑏𝑏,𝑎𝑎𝑏𝑏2)、𝐵𝐵(𝑐𝑐,𝑎𝑎𝑐𝑐2) (0 > 𝑐𝑐 > 𝑏𝑏) 

(3) 取𝑦𝑦軸上一動點𝐹𝐹(0,𝑑𝑑)�𝑑𝑑 > 𝐴𝐴𝑦𝑦� 

(4) 作𝐴𝐴𝐹𝐹�����⃗ 、𝐵𝐵𝐹𝐹�����⃗ 分別交拋物線於𝐹𝐹、𝐻𝐻 

(5) 作𝐻𝐻𝐴𝐴������⃗ 與𝐹𝐹𝐵𝐵�����⃗ 分別交𝑥𝑥軸於𝑁𝑁、𝑀𝑀 

(6) 作蝴蝶形𝐴𝐴𝐻𝐻𝐵𝐵𝐹𝐹的蝴蝶線分別交𝐹𝐹𝐵𝐵�����⃗ 、𝐻𝐻𝐴𝐴������⃗ 於 P、Q 

 

      圖 6 中，𝐹𝐹 �
−𝑑𝑑
𝑎𝑎𝑏𝑏

,
𝑑𝑑2

𝑎𝑎𝑏𝑏2
�、𝐻𝐻�

−𝑑𝑑
𝑎𝑎𝑐𝑐

,
𝑑𝑑2

𝑎𝑎𝑐𝑐2
� 

      𝐴𝐴𝐻𝐻�⃖���⃗ 斜率：�𝑎𝑎𝑏𝑏2 −
𝑑𝑑2

𝑎𝑎𝑐𝑐2
� ÷ �𝑏𝑏 − �−

𝑑𝑑
𝑎𝑎𝑐𝑐
�� =

𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐 − 𝑑𝑑
𝑐𝑐

，同理，𝐵𝐵𝐹𝐹�⃖��⃗ 斜率為
𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐 − 𝑑𝑑

𝑏𝑏
 

⇒ 𝐴𝐴𝐻𝐻�⃖���⃗ 方程式：𝑦𝑦 =
𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐 − 𝑑𝑑

𝑐𝑐
𝑥𝑥 −

𝑏𝑏
𝑐𝑐

(𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐 − 𝑑𝑑) + 𝑎𝑎𝑏𝑏2 =
𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐 − 𝑑𝑑

𝑐𝑐
𝑥𝑥 +

𝑏𝑏𝑑𝑑
𝑐𝑐
， 

⇒再將𝑦𝑦 = 0 帶入得 𝑁𝑁𝑥𝑥 =
−𝑏𝑏𝑑𝑑

𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐 − 𝑑𝑑
 

⇒ 𝑁𝑁𝐹𝐹�⃖���⃗ 斜率：𝑑𝑑 ÷
𝑏𝑏𝑑𝑑

𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐 − 𝑑𝑑
=
𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐 − 𝑑𝑑

𝑏𝑏
= 𝐵𝐵𝐹𝐹�⃖��⃗ 斜率 

圖 7 



8 

⇒得𝑁𝑁𝐹𝐹�⃖���⃗ ∥ 𝐵𝐵𝐹𝐹�⃖��⃗ ，同理𝑀𝑀𝐹𝐹�⃖����⃗ ∥ 𝐴𝐴𝐻𝐻�⃖���⃗  

∵ 𝑄𝑄𝐹𝐹���� = 𝐹𝐹𝑃𝑃�����蝴蝶線�  

   ∠𝑁𝑁𝑄𝑄𝐹𝐹 = ∠𝑀𝑀𝐹𝐹𝑃𝑃�因𝑄𝑄𝑁𝑁�⃖���⃗ ∥ 𝐹𝐹𝑀𝑀�⃖����⃗ �  

   ∠𝑄𝑄𝐹𝐹𝑁𝑁 = ∠𝐹𝐹𝑃𝑃𝑀𝑀�因𝐹𝐹𝑁𝑁�⃖���⃗ ∥ 𝑃𝑃𝑀𝑀�⃖����⃗ �  

∴  △𝑄𝑄𝐹𝐹𝑁𝑁 ≅△ 𝐹𝐹𝑃𝑃𝑀𝑀�𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴全等� 

故△𝑄𝑄𝐹𝐹𝑁𝑁中𝑄𝑄𝐹𝐹����的高 =△𝐹𝐹𝑃𝑃𝑀𝑀中𝐹𝐹𝑃𝑃����的高 

⇒ 𝑄𝑄𝑃𝑃���� ∥ 𝑥𝑥軸∎ 

因此，圖 7 中的𝑁𝑁𝐹𝐹�⃖���⃗ ∥ 𝐵𝐵𝐹𝐹�⃖��⃗ 、𝑀𝑀𝐹𝐹�⃖����⃗ ∥ 𝐴𝐴𝐻𝐻�⃖���⃗ 、𝑃𝑃𝑄𝑄�⃖���⃗ ∥ 𝑥𝑥軸 

 

由以上的作圖（圖 7）可知：只要蝴蝶形中間點在𝑦𝑦軸上，則它的蝴蝶線必平行𝑥𝑥軸，也就是

說，它的蝴蝶線只有一個：平行𝑥𝑥軸的直線，換句話說，如果作一條平行𝑥𝑥軸且過蝴蝶形中間

點的直線，那麼這條直線就是這個蝴蝶形的蝴蝶線。 

結論 

１. 若蝴蝶形中間點在𝑦𝑦軸上，則蝴蝶線平行𝑥𝑥軸 

２. 若平行𝑥𝑥軸的直線𝐿𝐿通過蝴蝶形中間點且蝴蝶形中間點在𝑦𝑦軸上，則直線𝐿𝐿就是蝴蝶線 
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研究二：尋找二次曲線上之蝴蝶形面積和角度與座標數值之關係 

在研究二中，我們分別以𝑎𝑎、𝑏𝑏表示拋物線與圓方程式的係數，從圓與二次曲線既有的交

點著手，繪製出幾種相異的蝴蝶形： 

（一） 蝴蝶形在拋物線與圓的重疊圖形上 

1. 非對稱蝴蝶形 

 作圖（圖 8） 

(1) 作拋物線:𝑦𝑦 = 𝑎𝑎𝑥𝑥2、圓: 𝑥𝑥2 + (𝑦𝑦 − 𝑏𝑏)2 = 𝑏𝑏2 (𝑎𝑎、𝑏𝑏 > 0)，得

圓心𝐴𝐴(0, 𝑏𝑏)及三個交點，取其中位於第二象限的點𝐴𝐴 

(2) 作 𝐴𝐴𝐴𝐴�����⃗  交拋物線於𝐶𝐶 

(3) 取拋物線上一點𝐵𝐵(𝑘𝑘,𝑎𝑎𝑘𝑘2)(𝑘𝑘 < 0)，作𝐵𝐵𝐴𝐴�����⃗ 交拋物線於C 

(4) 連接𝐴𝐴𝐵𝐵����、𝐵𝐵𝐶𝐶����，得蝴蝶形𝐵𝐵𝐴𝐴𝐶𝐶𝐵𝐵 

 �𝑦𝑦 = 𝑎𝑎𝑥𝑥2                    
𝑥𝑥2 + (𝑦𝑦 − 𝑏𝑏)2 = 𝑏𝑏2

⇒ 𝑥𝑥2 + (𝑎𝑎𝑥𝑥2 − 𝑏𝑏)2 = 𝑏𝑏2 ⇒ 𝑥𝑥2[𝑎𝑎2𝑥𝑥2 + (1 − 2𝑎𝑎𝑏𝑏)] = 0 

⇒ 𝑥𝑥 =
±√2𝑎𝑎𝑏𝑏 − 1

𝑎𝑎
 𝑜𝑜𝑜𝑜 0 

 ∴ 𝐴𝐴 �
−√2𝑎𝑎𝑏𝑏 − 1

𝑎𝑎
,
2𝑎𝑎𝑏𝑏 − 1

𝑎𝑎
� (2𝑎𝑎𝑏𝑏 − 1 > 0 時，拋物線與圓才有交點) 

     
𝐴𝐴𝑦𝑦 − 𝐴𝐴𝑦𝑦
𝐴𝐴𝑥𝑥 − 𝐴𝐴𝑥𝑥

=
𝐶𝐶𝑦𝑦 − 𝐴𝐴𝑦𝑦
𝐶𝐶𝑥𝑥 − 𝐴𝐴𝑥𝑥

 

⇒
𝑏𝑏 − 2𝑎𝑎𝑏𝑏−1

𝑎𝑎
√2𝑎𝑎𝑏𝑏−1

𝑎𝑎

=
𝑎𝑎𝐶𝐶𝑥𝑥2 − 𝑏𝑏
𝐶𝐶𝑥𝑥

 

⇒
1 − 𝑎𝑎𝑏𝑏
√2𝑎𝑎𝑏𝑏 − 1

=
𝑎𝑎𝐶𝐶𝑥𝑥2 − 𝑏𝑏
𝐶𝐶𝑥𝑥

 

⇒ 𝑎𝑎√2𝑎𝑎𝑏𝑏 − 1𝐶𝐶𝑥𝑥2 + (𝑎𝑎𝑏𝑏 − 1)𝐶𝐶𝑥𝑥 − 𝑏𝑏√2𝑎𝑎𝑏𝑏 − 1 = 0 

⇒ 𝐶𝐶𝑥𝑥 =
1 − 𝑎𝑎𝑏𝑏 ± (3𝑎𝑎𝑏𝑏 − 1)

2𝑎𝑎√2𝑎𝑎𝑏𝑏 − 1
 

⇒ 𝐶𝐶𝑥𝑥 =
𝑏𝑏

√2𝑎𝑎𝑏𝑏 − 1
𝑜𝑜𝑜𝑜

−4𝑎𝑎𝑏𝑏 + 2
2𝑎𝑎√2𝑎𝑎𝑏𝑏 − 1

�不合，因值同𝐴𝐴𝑥𝑥� 

∴  𝐶𝐶 �
𝑏𝑏

√2𝑎𝑎𝑏𝑏 − 1
,

𝑎𝑎𝑏𝑏2

2𝑎𝑎𝑏𝑏 − 1
� 

  

圖 8 
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𝐵𝐵𝑦𝑦 − 𝐴𝐴𝑦𝑦
𝐵𝐵𝑥𝑥 − 𝐴𝐴𝑥𝑥

=
𝐵𝐵𝑦𝑦 − 𝐴𝐴𝑦𝑦
𝐵𝐵𝑥𝑥 − 𝐴𝐴𝑥𝑥

 

⇒
𝑎𝑎𝐵𝐵𝑥𝑥2 − 𝑏𝑏

𝐵𝐵𝑥𝑥
=
𝑎𝑎𝑘𝑘2 − 𝑏𝑏

𝑘𝑘
 

⇒ 𝑎𝑎𝑘𝑘𝐵𝐵𝑥𝑥2 + (𝑏𝑏 − 𝑎𝑎𝑘𝑘2)𝐵𝐵𝑥𝑥 − 𝑏𝑏𝑘𝑘 = 0 

⇒ 𝐵𝐵𝑥𝑥 =
𝑎𝑎𝑘𝑘2 − 𝑏𝑏 ± (𝑏𝑏 + 𝑎𝑎𝑘𝑘2)

2𝑎𝑎𝑘𝑘
 

⇒ 𝐵𝐵𝑥𝑥 =
−𝑏𝑏
𝑎𝑎𝑘𝑘

 𝑜𝑜𝑜𝑜 𝑘𝑘�不合，因值同𝐵𝐵𝑥𝑥�  

∴  𝐵𝐵(
−𝑏𝑏
𝑎𝑎𝑘𝑘

,
𝑏𝑏2

𝑎𝑎𝑘𝑘2
) 

得知各點座標後，即可用行列式求面積（圖 8）： 

△ 𝐴𝐴𝐶𝐶𝐵𝐵 =
1
2 �
�
0

𝑏𝑏
√2𝑎𝑎𝑏𝑏 − 1

−𝑏𝑏
𝑎𝑎𝑘𝑘

0

𝑏𝑏
𝑎𝑎𝑏𝑏2

2𝑎𝑎𝑏𝑏 − 1
𝑏𝑏2

𝑎𝑎𝑘𝑘2
𝑏𝑏
��             

               =
1
2
�

𝑏𝑏3

𝑎𝑎𝑘𝑘2√2𝑎𝑎𝑏𝑏 − 1
−
𝑏𝑏2

𝑎𝑎𝑘𝑘
−

𝑏𝑏2

√2𝑎𝑎𝑏𝑏 − 1
+

𝑏𝑏3

𝑘𝑘(2𝑎𝑎𝑏𝑏 − 1)�               

               =
1
2

(
𝑏𝑏2√2𝑎𝑎𝑏𝑏 − 1(𝑏𝑏 − 𝑎𝑎𝑘𝑘2) − 𝑎𝑎𝑏𝑏3𝑘𝑘 + 𝑏𝑏2𝑘𝑘

𝑎𝑎𝑘𝑘2(2𝑎𝑎𝑏𝑏 − 1)
) 

△ 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐵𝐵 =
1
2 �
�
0

−√2𝑎𝑎𝑏𝑏 − 1
𝑎𝑎

𝑘𝑘 0

𝑏𝑏
2𝑎𝑎𝑏𝑏 − 1

𝑎𝑎
𝑎𝑎𝑘𝑘2 𝑏𝑏 

�� 

                =
1
2
�−𝑘𝑘2√2𝑎𝑎𝑏𝑏 − 1 + 𝑏𝑏𝑘𝑘 +

𝑏𝑏√2𝑎𝑎𝑏𝑏 − 1
𝑎𝑎

+
𝑘𝑘(1 − 2𝑎𝑎𝑏𝑏)

𝑎𝑎
� 

                =
1
2
�
√2𝑎𝑎𝑏𝑏 − 1(𝑏𝑏 − 𝑎𝑎𝑘𝑘2) + 𝑘𝑘

𝑎𝑎
− 𝑏𝑏𝑘𝑘�  

但計算完後發現，得出的面積並不簡潔，所以我們朝其他方向發展。 

2. 接圓蝴蝶形 

 作圖（圖 9） 

(1) 作𝑦𝑦 = 𝑎𝑎𝑥𝑥2、𝑥𝑥2 + (𝑦𝑦 − 𝑏𝑏)2 = 𝑏𝑏2�𝑎𝑎、𝑏𝑏 > 0�，得圓心

𝐴𝐴(0, 𝑏𝑏)及交點𝐴𝐴、𝐵𝐵、原點 

(2) 作𝐴𝐴𝐴𝐴�����⃗、𝐵𝐵𝐴𝐴�����⃗分別交拋物線於 D、E 

(3) 連接𝐴𝐴𝐵𝐵����、𝐵𝐵𝐶𝐶����，得一左右對稱之蝴蝶形 EBDC 
圖 9 
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圖 8 中，𝐴𝐴 �
−√2𝑎𝑎𝑏𝑏 − 1

𝑎𝑎
,
2𝑎𝑎𝑏𝑏 − 1

𝑎𝑎
�、𝐶𝐶 �

𝑏𝑏
√2𝑎𝑎𝑏𝑏 − 1

,
𝑎𝑎𝑏𝑏2

2𝑎𝑎𝑏𝑏 − 1
�， 

因圖形左右對稱，可知𝐵𝐵 �
√2𝑎𝑎𝑏𝑏 − 1

𝑎𝑎
,
2𝑎𝑎𝑏𝑏 − 1

𝑎𝑎
�、𝐵𝐵 �

−𝑏𝑏
√2𝑎𝑎𝑏𝑏 − 1

,
𝑎𝑎𝑏𝑏2

2𝑎𝑎𝑏𝑏 − 1
� 

 若令
∠𝐵𝐵𝐴𝐴𝐶𝐶

2
= 𝜃𝜃，則 𝑡𝑡𝑎𝑎𝑡𝑡 𝜃𝜃 =

𝐵𝐵𝑦𝑦 − 𝐴𝐴𝑦𝑦
𝐵𝐵𝑥𝑥 − 𝐴𝐴𝑥𝑥

=
2𝑎𝑎𝑏𝑏−1
𝑎𝑎

− 𝑏𝑏
√2𝑎𝑎𝑏𝑏−1

𝑎𝑎

=
𝑎𝑎𝑏𝑏−1
𝑎𝑎

√2𝑎𝑎𝑏𝑏−1
𝑎𝑎

=
𝑎𝑎𝑏𝑏 − 1
√2𝑎𝑎𝑏𝑏 − 1

 

△ 𝐴𝐴𝐵𝐵𝐶𝐶 =
1
2 �
�
0

𝑏𝑏
√2𝑎𝑎𝑏𝑏 − 1

√2𝑎𝑎𝑏𝑏 − 1
𝑎𝑎

0

𝑏𝑏
𝑎𝑎𝑏𝑏2

2𝑎𝑎𝑏𝑏 − 1
2𝑎𝑎𝑏𝑏 − 1

𝑎𝑎
𝑏𝑏
�� 

               =
1
2
�

𝑏𝑏
√2𝑎𝑎𝑏𝑏 − 1

×
2𝑎𝑎𝑏𝑏 − 1

𝑎𝑎
+
√2𝑎𝑎𝑏𝑏 − 1

𝑎𝑎
× 𝑏𝑏 −

𝑏𝑏
√2𝑎𝑎𝑏𝑏 − 1

× 𝑏𝑏 −
√2𝑎𝑎𝑏𝑏 − 1

𝑎𝑎
×

𝑎𝑎𝑏𝑏2

2𝑎𝑎𝑏𝑏 − 1
� 

               =  
1
2
�

2𝑏𝑏√2𝑎𝑎𝑏𝑏 − 1
𝑎𝑎

−
2𝑏𝑏2

√2𝑎𝑎𝑏𝑏 − 1
� 

               =
𝑏𝑏(𝑎𝑎𝑏𝑏 − 1)
𝑎𝑎√2𝑎𝑎𝑏𝑏 − 1

=
𝑏𝑏
𝑎𝑎
𝑡𝑡𝑎𝑎𝑡𝑡 𝜃𝜃 

因左右對稱，得蝴蝶形𝐵𝐵𝐴𝐴𝐶𝐶𝐵𝐵總面積 =
2𝑏𝑏(𝑎𝑎𝑏𝑏 − 1)
𝑎𝑎√2𝑎𝑎𝑏𝑏 − 1

 𝑜𝑜𝑜𝑜 
2𝑏𝑏
𝑎𝑎

 𝑡𝑡𝑎𝑎𝑡𝑡 𝜃𝜃 

（二） 蝴蝶形在拋物線與橢圓的重疊圖形上 

1. 接橢圓蝴蝶形 

作圖（圖 10） 

(1) 作拋物線:𝑦𝑦 = 𝑎𝑎𝑥𝑥2橢圓
𝑥𝑥2

𝑐𝑐2
+ (𝑦𝑦−𝑏𝑏)2

𝑏𝑏2
= 1�𝑎𝑎、𝑏𝑏、𝑐𝑐 > 0� 

得橢圓中心𝐹𝐹(0, 𝑏𝑏)及交點𝐴𝐴、𝐵𝐵、原點  

(2) 作𝐴𝐴𝐹𝐹�����⃗ 、𝐵𝐵𝐹𝐹�����⃗ 分別交拋物線於 D、E 

(3) 連接𝐴𝐴𝐵𝐵����、𝐵𝐵𝐶𝐶����，得一左右對稱之蝴蝶形 EBDC 

  �
𝑦𝑦 = 𝑎𝑎𝑥𝑥2           

(𝑦𝑦 − 𝑏𝑏)2

𝑏𝑏2
+
𝑥𝑥2

𝑐𝑐2
= 1

⇒
(𝑎𝑎𝑥𝑥2 − 𝑏𝑏)2

𝑏𝑏2
+
𝑥𝑥2

𝑐𝑐2
= 1 

 ⇒ 𝑎𝑎2𝑐𝑐2𝑥𝑥4 − 2𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐2𝑥𝑥2 + 𝑏𝑏2𝑐𝑐2 + 𝑏𝑏2𝑥𝑥2 = 𝑏𝑏2𝑐𝑐2 

 ⇒ 𝑎𝑎2𝑐𝑐2𝑥𝑥2 = 2𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐2 − 𝑏𝑏2 ⇒ 𝑥𝑥 =
±√2𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐2 − 𝑏𝑏2

𝑎𝑎𝑐𝑐
  ∴ 𝐵𝐵 �

√2𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐2 − 𝑏𝑏2

𝑎𝑎𝑐𝑐
,
2𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐2 − 𝑏𝑏2

𝑎𝑎𝑐𝑐2
� 

 由於此作圖為對稱圖形，所以𝐴𝐴座標為�−√2𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐2−𝑏𝑏2

𝑎𝑎𝑐𝑐
, 2𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐

2−𝑏𝑏2

𝑎𝑎𝑐𝑐2
� 

 另外，代表平面上符合2𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐2 − 𝑏𝑏2 > 0時，拋物線與橢圓才會有交點。 

圖 10 
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𝐶𝐶𝑦𝑦 − 𝐹𝐹𝑦𝑦
𝐶𝐶𝑥𝑥 − 𝐹𝐹𝑥𝑥

=
𝐹𝐹𝑦𝑦 − 𝐵𝐵𝑦𝑦
𝐹𝐹𝑥𝑥 − 𝐵𝐵𝑥𝑥

⇒
𝑎𝑎𝐶𝐶𝑥𝑥2 − 𝑏𝑏
𝐶𝐶𝑥𝑥

=
𝑏𝑏 − 2𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐2−𝑏𝑏2

𝑎𝑎𝑐𝑐2

√2𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐2−𝑏𝑏2

𝑎𝑎𝑐𝑐

=
𝑏𝑏2 − 𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐2

𝑐𝑐√2𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐2 − 𝑏𝑏2
 

   ⇒ 𝑎𝑎𝑐𝑐�2𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐2 − 𝑏𝑏2𝐶𝐶𝑥𝑥2 + (𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐2 − 𝑏𝑏2)𝐶𝐶𝑥𝑥 − 𝑏𝑏𝑐𝑐�2𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐2 − 𝑏𝑏2 = 0 

  判別式 = (𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐2 − 𝑏𝑏2)2 + 4𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐2(2𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐2 − 𝑏𝑏2) = (3𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐2 − 𝑏𝑏2)2 

  𝐶𝐶𝑥𝑥 =
(𝑏𝑏2 − 𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐2) ± (3𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐2 − 𝑏𝑏2)

2𝑎𝑎𝑐𝑐√2𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐2 − 𝑏𝑏2
 

   ⇒ 𝐶𝐶𝑥𝑥 =
𝑏𝑏𝑐𝑐

√2𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐2 − 𝑏𝑏2
 𝑜𝑜𝑜𝑜 −

√2𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐2 − 𝑏𝑏2

𝑎𝑎𝑐𝑐
�不合，因值同𝐴𝐴𝑥𝑥� 

 ∴ 𝐶𝐶座標為�
𝑏𝑏𝑐𝑐

√2𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐2 − 𝑏𝑏2
,

𝑎𝑎𝑏𝑏2𝑐𝑐2

2𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐2 − 𝑏𝑏2
� 

 由於此作圖為對稱圖形，所以𝐵𝐵點座標為 � −𝑏𝑏𝑐𝑐
√2𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐2−𝑏𝑏2

, 𝑎𝑎𝑏𝑏2𝑐𝑐2

2𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐2−𝑏𝑏2
� 

若令
∠𝐵𝐵𝐹𝐹𝐶𝐶

2
= 𝜃𝜃，則 𝑡𝑡𝑎𝑎𝑡𝑡 𝜃𝜃 =

𝐵𝐵𝑦𝑦 − 𝐹𝐹𝑦𝑦
𝐵𝐵𝑥𝑥 − 𝐹𝐹𝑥𝑥

= �
2𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐2 − 𝑏𝑏2

𝑎𝑎𝑐𝑐2
− 𝑏𝑏� ×

𝑎𝑎𝑐𝑐
√2𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐2 − 𝑏𝑏2

=
𝑏𝑏(𝑎𝑎𝑐𝑐2 − 𝑏𝑏)

𝑐𝑐√2𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐2 − 𝑏𝑏2
 

△ 𝐵𝐵𝐹𝐹𝐶𝐶 =
1
2 �
�
0

𝑏𝑏𝑐𝑐
√2𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐2 − 𝑏𝑏2

√2𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐2 − 𝑏𝑏2

𝑎𝑎𝑐𝑐
0

𝑏𝑏
𝑎𝑎𝑏𝑏2𝑐𝑐2

2𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐2 − 𝑏𝑏2
2𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐2 − 𝑏𝑏2

𝑎𝑎𝑐𝑐2
𝑏𝑏
�� 

               =
1
2
�

𝑏𝑏𝑐𝑐
√2𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐2 − 𝑏𝑏2

×
2𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐2 − 𝑏𝑏2

𝑎𝑎𝑐𝑐2
+
√2𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐2 − 𝑏𝑏2

𝑎𝑎𝑐𝑐
× 𝑏𝑏 −

𝑏𝑏𝑐𝑐
√2𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐2 − 𝑏𝑏2

× 𝑏𝑏

−
√2𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐2 − 𝑏𝑏2

𝑎𝑎𝑐𝑐
×

𝑎𝑎𝑏𝑏2𝑐𝑐2

2𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐2 − 𝑏𝑏2
� 

               =  
1
2
�
𝑏𝑏√2𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐2 − 𝑏𝑏2

𝑎𝑎𝑐𝑐
+
𝑏𝑏√2𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐2 − 𝑏𝑏2

𝑎𝑎𝑐𝑐
−

𝑏𝑏2𝑐𝑐
√2𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐2 − 𝑏𝑏2

−
𝑏𝑏2𝑐𝑐

√2𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐2 − 𝑏𝑏2
� 

               =
𝑏𝑏(2𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐2 − 𝑏𝑏2) − 𝑎𝑎𝑏𝑏2𝑐𝑐2

𝑎𝑎𝑐𝑐√2𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐2 − 𝑏𝑏2
=

𝑎𝑎𝑏𝑏2𝑐𝑐2 − 𝑏𝑏3

𝑎𝑎𝑐𝑐√2𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐2 − 𝑏𝑏2
=

𝑏𝑏2(𝑎𝑎𝑐𝑐2 − 𝑏𝑏)
𝑎𝑎𝑐𝑐√2𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐2 − 𝑏𝑏2

=
𝑏𝑏
𝑎𝑎
𝑡𝑡𝑎𝑎𝑡𝑡 𝜃𝜃 

 

因左右對稱，得蝴蝶形𝐵𝐵𝐴𝐴𝐶𝐶𝐵𝐵總面積 =
2𝑏𝑏2(𝑎𝑎𝑐𝑐2 − 𝑏𝑏)
𝑎𝑎𝑐𝑐√2𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐2 − 𝑏𝑏2

 𝑜𝑜𝑜𝑜 
2𝑏𝑏
𝑎𝑎

 𝑡𝑡𝑎𝑎𝑡𝑡 𝜃𝜃 

  



13 

（三） 蝴蝶形在拋物線上 

1. 任兩點蝴蝶形 

現在把條件簡化成拋物線上任意兩點與蝴蝶形中間點在𝑦𝑦軸： 

作圖（圖 11） 

(1) 在拋物線:𝑦𝑦 = 𝑎𝑎𝑥𝑥2(𝑎𝑎 > 0)上任取二點

 𝐴𝐴(𝑏𝑏,𝑎𝑎𝑏𝑏2)、𝐴𝐴(𝑐𝑐,𝑎𝑎𝑐𝑐2)，且𝑏𝑏 < 𝑐𝑐 < 0 

(2) 以𝑦𝑦軸為對稱軸作𝐴𝐴′(−𝑏𝑏,𝑎𝑎𝑏𝑏2)、𝐴𝐴′(−𝑐𝑐,𝑎𝑎𝑐𝑐2) 

(3) 連接𝐴𝐴𝐴𝐴、𝐴𝐴𝐴𝐴′、𝐴𝐴′𝐴𝐴′、𝐴𝐴′𝐴𝐴，得一蝴蝶形𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴′𝐴𝐴′ 

(4) 設𝐴𝐴𝐴𝐴′、𝐴𝐴′𝐴𝐴交於𝐵𝐵 

 
𝐵𝐵𝑦𝑦 − 𝐴𝐴𝑦𝑦
𝐵𝐵𝑥𝑥 − 𝐴𝐴𝑥𝑥

=
𝐴𝐴𝑦𝑦 − 𝐴𝐴′𝑦𝑦
𝐴𝐴𝑥𝑥 − 𝐴𝐴′𝑥𝑥

 

⇒ (𝐵𝐵𝑦𝑦 − 𝐴𝐴𝑦𝑦)(𝐴𝐴𝑥𝑥 − 𝐴𝐴′𝑥𝑥) = (𝐵𝐵𝑥𝑥 − 𝐴𝐴𝑥𝑥)(𝐴𝐴𝑦𝑦 − 𝐴𝐴′𝑦𝑦) 

⇒ (𝐵𝐵𝑦𝑦 − 𝑎𝑎𝑐𝑐2)[𝑐𝑐 − (−𝑏𝑏)] = (−𝑐𝑐)(𝑎𝑎𝑐𝑐2 − 𝑎𝑎𝑏𝑏2) 

⇒ 𝐵𝐵𝑦𝑦 = 𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐 = 𝑎𝑎𝐴𝐴𝑥𝑥𝐴𝐴𝑥𝑥        ∴ 𝐵𝐵(0,𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐) 

 若令
∠𝐴𝐴′𝐵𝐵𝐴𝐴′

2
= 𝜃𝜃， 

則 𝑡𝑡𝑎𝑎𝑡𝑡 𝜃𝜃 = �
𝐴𝐴′𝑦𝑦 − 𝐵𝐵𝑦𝑦
𝐴𝐴′𝑥𝑥

� = �
𝑎𝑎𝑏𝑏2 − 𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐

−𝑏𝑏
� = |𝑎𝑎𝑐𝑐 − 𝑎𝑎𝑏𝑏| = |𝑎𝑎(𝑐𝑐 − 𝑏𝑏)| = 𝑎𝑎(𝑐𝑐 − 𝑏𝑏) = 𝑎𝑎(𝐴𝐴𝑥𝑥 − 𝐴𝐴𝑥𝑥) 

△ 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐵𝐵 =
1
2
� 0
𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐  𝑏𝑏𝑎𝑎𝑏𝑏2   𝑐𝑐𝑎𝑎𝑐𝑐2   0

𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐 � =
1
2

(𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐2 + 𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐2 − 𝑎𝑎𝑏𝑏2𝑐𝑐 − 𝑎𝑎𝑏𝑏2𝑐𝑐) 

   = 𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐(𝑐𝑐 − 𝑏𝑏) = 𝑎𝑎𝐴𝐴𝑥𝑥𝐴𝐴𝑥𝑥(𝐴𝐴𝑥𝑥 − 𝐴𝐴𝑥𝑥) = 𝐴𝐴𝑥𝑥𝐴𝐴𝑥𝑥 𝑡𝑡𝑎𝑎𝑡𝑡 𝜃𝜃 

∴蝴蝶形𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴′𝐴𝐴′總面積 = 2𝑎𝑎𝐴𝐴𝑥𝑥𝐴𝐴𝑥𝑥(𝐴𝐴𝑥𝑥 − 𝐴𝐴𝑥𝑥)  𝑜𝑜𝑜𝑜  2𝐴𝐴𝑥𝑥𝐴𝐴𝑥𝑥 𝑡𝑡𝑎𝑎𝑡𝑡 𝜃𝜃  

  

圖 11 
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（四） 雙曲線上的對稱蝴蝶形 

1. 接雙曲線蝴蝶形Ⅰ 

 作圖（圖 12） 

(1) 在𝑥𝑥2

𝑎𝑎2
− 𝑦𝑦2

𝑏𝑏2
= 1(𝑎𝑎、𝑏𝑏 > 0)上任取二點𝐴𝐴、𝐴𝐴， 

且𝐴𝐴𝑥𝑥、𝐴𝐴𝑥𝑥 < 0、𝐴𝐴𝑦𝑦 < 𝐴𝐴𝑦𝑦 

(2) 以 𝑦𝑦軸為對稱軸作 𝐴𝐴′、𝐴𝐴′ 

(3) 連接𝐴𝐴𝐴𝐴、𝐴𝐴𝐴𝐴′、𝐴𝐴′𝐴𝐴′、𝐴𝐴′𝐴𝐴，得一蝴蝶形𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴′𝐴𝐴′ 

(4) 設𝐴𝐴𝐴𝐴′、𝐴𝐴′𝐴𝐴交於𝐵𝐵 

 由
𝑥𝑥2

𝑎𝑎2
−
𝑦𝑦2

𝑏𝑏2
= 1 得|𝑥𝑥| =

𝑎𝑎
𝑏𝑏
�𝑏𝑏2 + 𝑦𝑦2，若令𝐴𝐴𝑦𝑦 = 𝐴𝐴′𝑦𝑦 = 𝑐𝑐、𝐴𝐴𝑦𝑦 = 𝐴𝐴′𝑦𝑦 = 𝑑𝑑， 

 則座標可表示為： 

 𝐴𝐴 �−
𝑎𝑎
𝑏𝑏
�𝑏𝑏2 + 𝑐𝑐2, 𝑐𝑐�、𝐴𝐴′ �

𝑎𝑎
𝑏𝑏
�𝑏𝑏2 + 𝑐𝑐2, 𝑐𝑐�  、𝐴𝐴 �−

𝑎𝑎
𝑏𝑏
�𝑏𝑏2 + 𝑑𝑑2, 𝑑𝑑�、𝐴𝐴′ �

𝑎𝑎
𝑏𝑏
�𝑏𝑏2 + 𝑑𝑑2,𝑑𝑑� 

 𝐴𝐴′𝐴𝐴�⃖����⃗ 斜率 =
𝐴𝐴′𝑦𝑦 − 𝐴𝐴𝑦𝑦
𝐴𝐴′𝑥𝑥 − 𝐴𝐴𝑥𝑥

=
𝑐𝑐 − 𝑑𝑑

𝑎𝑎
𝑏𝑏

(√𝑏𝑏2 + 𝑑𝑑2 + √𝑏𝑏2 + 𝑐𝑐2)
 

⇒ 𝐴𝐴′𝐴𝐴�⃖����⃗ 方程式 ∶ 𝑦𝑦 =
𝑐𝑐 − 𝑑𝑑

𝑎𝑎
𝑏𝑏

(√𝑏𝑏2 + 𝑑𝑑2 + √𝑏𝑏2 + 𝑐𝑐2)
𝑥𝑥 − (𝑐𝑐 − 𝑑𝑑)

√𝑏𝑏2 + 𝑐𝑐2

√𝑏𝑏2 + 𝑑𝑑2 + √𝑏𝑏2 + 𝑐𝑐2
+ 𝑐𝑐 

⇒將𝑥𝑥 = 0 代入可得： 

  𝐵𝐵𝑦𝑦 =
𝑑𝑑√𝑏𝑏2 + 𝑐𝑐2 + 𝑐𝑐√𝑏𝑏2 + 𝑑𝑑2

√𝑏𝑏2 + 𝑑𝑑2 + √𝑏𝑏2 + 𝑐𝑐2
=
𝐴𝐴′𝑥𝑥𝐴𝐴′𝑦𝑦 + 𝐴𝐴′𝑥𝑥𝐴𝐴′𝑦𝑦

𝐴𝐴′𝑥𝑥 + 𝐴𝐴′𝑥𝑥
 

 若令
∠𝐴𝐴′𝐵𝐵𝐴𝐴′

2
= 𝜃𝜃,則 𝑡𝑡𝑎𝑎𝑡𝑡 𝜃𝜃 =

𝐴𝐴′𝑦𝑦 − 𝐴𝐴𝑦𝑦
𝐴𝐴′𝑥𝑥 − 𝐴𝐴𝑥𝑥

=
𝐴𝐴′𝑦𝑦 − 𝐴𝐴′𝑦𝑦
𝐴𝐴′𝑥𝑥 + 𝐴𝐴′𝑥𝑥

 

 △ 𝐵𝐵𝐴𝐴′𝐴𝐴′ =
1
2
�

0 𝐴𝐴′𝑥𝑥 𝐴𝐴′𝑥𝑥 0
𝐴𝐴′𝑥𝑥𝐴𝐴′𝑦𝑦 + 𝐴𝐴′𝑥𝑥𝐴𝐴′𝑦𝑦

𝐴𝐴′𝑥𝑥 + 𝐴𝐴′𝑥𝑥
𝐴𝐴′𝑦𝑦 𝐴𝐴′𝑦𝑦

𝐴𝐴′𝑥𝑥𝐴𝐴′𝑦𝑦 + 𝐴𝐴′𝑥𝑥𝐴𝐴′𝑦𝑦
𝐴𝐴′𝑥𝑥 + 𝐴𝐴′𝑥𝑥

� 

                 =
1
2
�𝐴𝐴′𝑥𝑥𝐴𝐴′𝑦𝑦 − 𝐴𝐴′𝑥𝑥𝐴𝐴′𝑦𝑦 + (𝐴𝐴′𝑥𝑥 − 𝐴𝐴′𝑥𝑥)

𝐴𝐴′𝑥𝑥𝐴𝐴′𝑦𝑦 + 𝐴𝐴′𝑥𝑥𝐴𝐴′𝑦𝑦
𝐴𝐴′𝑥𝑥 + 𝐴𝐴′𝑥𝑥

� 

                 =
𝐴𝐴′𝑥𝑥𝐴𝐴′𝑥𝑥�𝐴𝐴′𝑦𝑦 − 𝐴𝐴′𝑦𝑦�

𝐴𝐴′𝑥𝑥 + 𝐴𝐴′𝑥𝑥
= 𝐴𝐴′𝑥𝑥𝐴𝐴′𝑥𝑥 𝑡𝑡𝑎𝑎𝑡𝑡 𝜃𝜃 

 

 

圖 12 
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2. 接雙曲線蝴蝶形Ⅱ 

作圖（圖 13） 

(1) 在
𝑦𝑦2

𝑎𝑎2
− 𝑥𝑥2

𝑏𝑏2
= 1(𝑎𝑎、𝑏𝑏 > 0)上任取二點 A、B， 

   且𝐴𝐴、𝐴𝐴分別位於第二、三象限 

(2) 以𝑦𝑦軸為對稱軸作  𝐴𝐴′、𝐴𝐴′ 

(3) 連接𝐴𝐴𝐴𝐴、𝐴𝐴𝐴𝐴′、𝐴𝐴′𝐴𝐴′、𝐴𝐴′𝐴𝐴，得一蝴蝶形𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴′𝐴𝐴′ 

(4) 設𝐴𝐴𝐴𝐴′、𝐴𝐴′𝐴𝐴交於𝐵𝐵 

 由
𝑦𝑦2

𝑎𝑎2
−
𝑥𝑥2

𝑏𝑏2
= 1 得|𝑦𝑦| =

𝑎𝑎
𝑏𝑏
�𝑏𝑏2 + 𝑥𝑥2，若令𝐴𝐴𝑥𝑥 = 𝑐𝑐、𝐴𝐴′𝑥𝑥 = −𝑐𝑐、𝐴𝐴𝑥𝑥 = 𝑑𝑑、𝐴𝐴′𝑥𝑥 = −𝑑𝑑， 

 則座標可表示為： 

 𝐴𝐴 �𝑐𝑐,
𝑎𝑎
𝑏𝑏
�𝑏𝑏2 + 𝑐𝑐2�  、𝐴𝐴′ �−𝑐𝑐,

𝑎𝑎
𝑏𝑏
�𝑏𝑏2 + 𝑐𝑐2�、𝐴𝐴 �𝑑𝑑,−

𝑎𝑎
𝑏𝑏
�𝑏𝑏2 + 𝑑𝑑2�、𝐴𝐴′ �−𝑑𝑑,−

𝑎𝑎
𝑏𝑏
�𝑏𝑏2 + 𝑑𝑑2� 

 𝐴𝐴′𝐴𝐴�⃖����⃗ 斜率 =
𝐴𝐴′𝑦𝑦 − 𝐴𝐴𝑦𝑦
𝐴𝐴′𝑥𝑥 − 𝐴𝐴𝑥𝑥

=
 𝑎𝑎
𝑏𝑏
√𝑏𝑏2 + 𝑐𝑐2 − �−   𝑎𝑎

𝑏𝑏
√𝑏𝑏2 + 𝑑𝑑2�

−𝑐𝑐 − 𝑑𝑑
=
−   𝑎𝑎

𝑏𝑏
�√𝑏𝑏2 + 𝑐𝑐2 + √𝑏𝑏2 + 𝑑𝑑2�

𝑐𝑐 + 𝑑𝑑
 

⇒ 𝐴𝐴′𝐴𝐴�⃖����⃗ 方程式 ∶ 𝑦𝑦 =
−   𝑎𝑎

𝑏𝑏
�√𝑏𝑏2 + 𝑐𝑐2 + √𝑏𝑏2 + 𝑑𝑑2�

𝑐𝑐 + 𝑑𝑑
𝑥𝑥 −

 𝑎𝑎𝑐𝑐
𝑏𝑏
�√𝑏𝑏2 + 𝑐𝑐2 + √𝑏𝑏2 + 𝑑𝑑2�

𝑐𝑐 + 𝑑𝑑
+
𝑎𝑎
𝑏𝑏
�𝑏𝑏2 + 𝑐𝑐2 

⇒將𝑥𝑥 = 0 代入可得：𝐵𝐵𝑦𝑦 =
𝑎𝑎
𝑏𝑏
�−𝑐𝑐√𝑏𝑏2 + 𝑐𝑐2 − 𝑐𝑐√𝑏𝑏2 + 𝑑𝑑2 + 𝑐𝑐√𝑏𝑏2 + 𝑐𝑐2 + 𝑑𝑑√𝑏𝑏2 + 𝑐𝑐2�

𝑐𝑐 + 𝑑𝑑
 

           =
𝑎𝑎
𝑏𝑏
�𝑑𝑑√𝑏𝑏2 + 𝑐𝑐2 − 𝑐𝑐√𝑏𝑏2 + 𝑑𝑑2�

𝑐𝑐 + 𝑑𝑑
=
𝐴𝐴′𝑥𝑥𝐴𝐴′𝑦𝑦 + 𝐴𝐴′𝑥𝑥𝐴𝐴′𝑦𝑦

𝐴𝐴′𝑥𝑥 + 𝐴𝐴′𝑥𝑥
 

 若令
∠𝐴𝐴′𝐵𝐵𝐴𝐴′

2
= 𝜃𝜃,則 𝑡𝑡𝑎𝑎𝑡𝑡 𝜃𝜃 =

𝐴𝐴′𝑦𝑦 − 𝐴𝐴𝑦𝑦
𝐴𝐴′𝑥𝑥 − 𝐴𝐴𝑥𝑥

=
𝐴𝐴′𝑦𝑦 − 𝐴𝐴′𝑦𝑦
𝐴𝐴′𝑥𝑥 + 𝐴𝐴′𝑥𝑥

 

 △ 𝐵𝐵𝐴𝐴′𝐴𝐴′ =
1
2
�

0 𝐴𝐴′𝑥𝑥 𝐴𝐴′𝑥𝑥 0
𝐴𝐴′𝑥𝑥𝐴𝐴′𝑦𝑦 + 𝐴𝐴′𝑥𝑥𝐴𝐴′𝑦𝑦

𝐴𝐴′𝑥𝑥 + 𝐴𝐴′𝑥𝑥
𝐴𝐴′𝑦𝑦 𝐴𝐴′𝑦𝑦

𝐴𝐴′𝑥𝑥𝐴𝐴′𝑦𝑦 + 𝐴𝐴′𝑥𝑥𝐴𝐴′𝑦𝑦
𝐴𝐴′𝑥𝑥 + 𝐴𝐴′𝑥𝑥

� 

                 =
1
2
�𝐴𝐴′𝑥𝑥𝐴𝐴′𝑦𝑦 − 𝐴𝐴′𝑥𝑥𝐴𝐴′𝑦𝑦 + (𝐴𝐴′𝑥𝑥 − 𝐴𝐴′𝑥𝑥)

𝐴𝐴′𝑥𝑥𝐴𝐴′𝑦𝑦 + 𝐴𝐴′𝑥𝑥𝐴𝐴′𝑦𝑦
𝐴𝐴′𝑥𝑥 + 𝐴𝐴′𝑥𝑥

� 

                 =
𝐴𝐴′𝑥𝑥𝐴𝐴′𝑥𝑥�𝐴𝐴′𝑦𝑦 − 𝐴𝐴′𝑦𝑦�

𝐴𝐴′𝑥𝑥 + 𝐴𝐴′𝑥𝑥
= 𝐴𝐴′𝑥𝑥𝐴𝐴′𝑥𝑥 𝑡𝑡𝑎𝑎𝑡𝑡 𝜃𝜃 

除了非對稱蝴蝶形以外，其餘作圖皆為對稱的蝴蝶形，且以座標數值表示得出的結果相似，

所以我們去除二次曲線的限制，直接在座標平面作圖，得出一個簡潔的結論： 

 

圖 13 
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１. 如圖 14，並以 A、B 的座標數值直接計算： 

  
𝐴𝐴𝑦𝑦 − 𝐵𝐵𝑦𝑦
𝐴𝐴𝑥𝑥 − 0

=
𝐵𝐵𝑦𝑦 − 𝐴𝐴′𝑦𝑦
0 − 𝐴𝐴′𝑥𝑥

 

 ⇒ (𝐴𝐴𝑦𝑦 − 𝐵𝐵𝑦𝑦)(−𝐴𝐴′𝑥𝑥) = 𝐴𝐴𝑥𝑥(𝐵𝐵𝑦𝑦 − 𝐴𝐴′𝑦𝑦) 

 ⇒ −𝐴𝐴𝑥𝑥𝐵𝐵𝑦𝑦 + 𝐴𝐴′𝑥𝑥𝐵𝐵𝑦𝑦 = −𝐴𝐴𝑥𝑥𝐴𝐴′𝑦𝑦 + 𝐴𝐴𝑦𝑦𝐴𝐴′𝑥𝑥 

 ⇒ 𝐵𝐵𝑦𝑦 = 𝐴𝐴𝑦𝑦𝐵𝐵′𝑥𝑥−𝐴𝐴𝑥𝑥𝐵𝐵′𝑦𝑦
−𝐴𝐴𝑥𝑥+𝐵𝐵′𝑥𝑥

 

            =
−𝐴𝐴𝑥𝑥𝐴𝐴𝑦𝑦 − 𝐴𝐴𝑦𝑦𝐴𝐴𝑥𝑥
−(𝐴𝐴𝑥𝑥 + 𝐴𝐴𝑥𝑥) �因𝐴𝐴′𝑥𝑥 = −𝐴𝐴𝑥𝑥、𝐴𝐴′𝑦𝑦 = 𝐴𝐴𝑦𝑦� =

𝐴𝐴𝑥𝑥𝐴𝐴𝑦𝑦 + 𝐴𝐴𝑦𝑦𝐴𝐴𝑥𝑥
𝐴𝐴𝑥𝑥 + 𝐴𝐴𝑥𝑥

 

    ∴ 𝐵𝐵 �0,
𝐴𝐴𝑥𝑥𝐴𝐴𝑦𝑦 + 𝐴𝐴𝑦𝑦𝐴𝐴𝑥𝑥
𝐴𝐴𝑥𝑥 + 𝐴𝐴𝑥𝑥

� 

  △ 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐵𝐵 =
1
2
�

0 𝐴𝐴𝑥𝑥 𝐴𝐴𝑥𝑥 0
𝐴𝐴𝑥𝑥𝐴𝐴𝑦𝑦 + 𝐴𝐴𝑦𝑦𝐴𝐴𝑥𝑥
𝐴𝐴𝑥𝑥 + 𝐴𝐴𝑥𝑥

𝐴𝐴𝑦𝑦 𝐴𝐴𝑦𝑦
𝐴𝐴𝑥𝑥𝐴𝐴𝑦𝑦 + 𝐴𝐴𝑦𝑦𝐴𝐴𝑥𝑥
𝐴𝐴𝑥𝑥 + 𝐴𝐴𝑥𝑥

� 

                =
1
2
�𝐴𝐴𝑥𝑥𝐴𝐴𝑦𝑦 +

𝐴𝐴𝑥𝑥�𝐴𝐴𝑥𝑥𝐴𝐴𝑦𝑦 + 𝐴𝐴𝑦𝑦𝐴𝐴𝑥𝑥�
𝐴𝐴𝑥𝑥 + 𝐴𝐴𝑥𝑥

−
𝐴𝐴𝑥𝑥�𝐴𝐴𝑥𝑥𝐴𝐴𝑦𝑦 + 𝐴𝐴𝑦𝑦𝐴𝐴𝑥𝑥�

𝐴𝐴𝑥𝑥 + 𝐴𝐴𝑥𝑥
− 𝐴𝐴𝑥𝑥𝐴𝐴𝑦𝑦� 

               =
1
2
�
𝐴𝐴𝑥𝑥2𝐴𝐴𝑦𝑦 + 2𝐴𝐴𝑥𝑥𝐴𝐴𝑥𝑥𝐴𝐴𝑦𝑦 + 𝐴𝐴𝑥𝑥2𝐴𝐴𝑦𝑦 − 𝐴𝐴𝑥𝑥2𝐴𝐴𝑦𝑦 − 2𝐴𝐴𝑥𝑥𝐴𝐴𝑥𝑥𝐴𝐴𝑦𝑦 + 𝐴𝐴𝑥𝑥2𝐴𝐴𝑦𝑦

𝐴𝐴𝑥𝑥 + 𝐴𝐴𝑥𝑥
� 

               =
1
2
�

2𝐴𝐴𝑥𝑥𝐴𝐴𝑥𝑥𝐴𝐴𝑦𝑦 − 2𝐴𝐴𝑥𝑥𝐴𝐴𝑥𝑥𝐴𝐴𝑦𝑦
𝐴𝐴𝑥𝑥 + 𝐴𝐴𝑥𝑥

� 

               =  𝐴𝐴𝑥𝑥𝐴𝐴𝑥𝑥 ∙
𝐴𝐴𝑦𝑦 − 𝐴𝐴𝑦𝑦
𝐴𝐴𝑥𝑥 + 𝐴𝐴𝑥𝑥

 

 ∴蝴蝶形𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴′𝐴𝐴′ 總面積 = 2𝐴𝐴𝑥𝑥𝐴𝐴𝑥𝑥 ∙
𝐴𝐴𝑦𝑦 − 𝐴𝐴𝑦𝑦
𝐴𝐴𝑥𝑥 + 𝐴𝐴𝑥𝑥

 

２. 如圖 15，令蝴蝶形 BAB’A’內夾角為2θ， 

   且同樣以 A、B 的座標數值計算：  

 𝑡𝑡𝑎𝑎𝑡𝑡 𝜃𝜃 =
𝐴𝐴′𝑦𝑦 − 𝐵𝐵𝑦𝑦
𝐴𝐴′𝑥𝑥 − 0

=
𝐴𝐴𝑦𝑦 −

𝐴𝐴𝑥𝑥𝐵𝐵𝑦𝑦+𝐴𝐴𝑦𝑦𝐵𝐵𝑥𝑥
𝐴𝐴𝑥𝑥+𝐵𝐵𝑥𝑥

−𝐴𝐴𝑥𝑥
 

            =
𝐴𝐴𝑥𝑥𝐴𝐴𝑦𝑦 + 𝐴𝐴𝑦𝑦𝐴𝐴𝑥𝑥 − 𝐴𝐴𝑥𝑥𝐴𝐴𝑦𝑦 − 𝐴𝐴𝑦𝑦𝐴𝐴𝑥𝑥

−𝐴𝐴𝑥𝑥(𝐴𝐴𝑥𝑥 + 𝐴𝐴𝑥𝑥)  

            = 𝐴𝐴𝑥𝑥�𝐴𝐴𝑦𝑦−𝐵𝐵𝑦𝑦�
−𝐴𝐴𝑥𝑥(𝐴𝐴𝑥𝑥+𝐵𝐵𝑥𝑥) = 𝐵𝐵𝑦𝑦−𝐴𝐴𝑦𝑦

𝐴𝐴𝑥𝑥+𝐵𝐵𝑥𝑥
 

 △ 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐵𝐵 = 𝐴𝐴𝑥𝑥𝐴𝐴𝑥𝑥 ∙
𝐴𝐴𝑦𝑦 − 𝐴𝐴𝑦𝑦
𝐴𝐴𝑥𝑥 + 𝐴𝐴𝑥𝑥

= 𝐴𝐴𝑥𝑥𝐴𝐴𝑥𝑥 ∙ 𝑡𝑡𝑎𝑎𝑡𝑡 𝜃𝜃 

 ∴蝴蝶形𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴′𝐴𝐴′ 總面積 = 2𝐴𝐴𝑥𝑥𝐴𝐴𝑥𝑥 ∙ 𝑡𝑡𝑎𝑎𝑡𝑡 𝜃𝜃 

圖 14 

圖 15 
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圖 

圖 16 

結論 

在座標平面上作一對稱軸為𝑦𝑦軸的對稱蝴蝶形，其面積可以表示成： 

１. �2 × 兩點𝑥𝑥座標之積 × 兩點𝑥𝑥座標之差

兩點𝑥𝑥座標之和
 �  

２. �2 × 兩點𝑥𝑥座標之積 × 𝑡𝑡𝑎𝑎𝑡𝑡蝴蝶形內夾角

2
 � 

 

研究三：拋物線上蝴蝶形之邊長與𝒚𝒚軸上蝴蝶形中間點之關係 

經研究一的計算後得圖 3 的𝐵𝐵 � 1
√3
𝐹𝐹𝑦𝑦  , 1

6
𝐹𝐹𝑦𝑦2 �、𝐹𝐹 ( 𝐹𝐹𝑦𝑦 , 1

2
𝐹𝐹𝑦𝑦2 )，觀察後可發現 𝐹𝐹𝑦𝑦：𝐵𝐵𝑦𝑦 = 3：1，

讓我們提出疑問：若圖形上 B、C 為定點，F 為𝑦𝑦軸上動點，F、E、G 座標關係是否會因 F 改

變而異動？ 

 

作圖（圖 16） 

(1) 作拋物線：𝑦𝑦 = 𝑎𝑎𝑥𝑥2(𝑎𝑎 > 0) 

(2) 取拋物線上兩點𝐴𝐴(𝑏𝑏,𝑎𝑎𝑏𝑏2)、𝐵𝐵(𝑐𝑐,𝑎𝑎𝑐𝑐2)(0 > 𝑐𝑐 > 𝑏𝑏)， 

取𝑦𝑦軸上一動點𝐹𝐹(0,𝑑𝑑)(𝑑𝑑 > 0) 

(3) 作𝐴𝐴𝐹𝐹�����⃗ 、𝐵𝐵𝐹𝐹�����⃗ 分別交拋物線於𝐵𝐵、𝐹𝐹 

 

       
𝐵𝐵𝑦𝑦 − 𝐹𝐹𝑦𝑦
𝐵𝐵𝑥𝑥 − 𝐹𝐹𝑥𝑥

=
𝐴𝐴𝑦𝑦 − 𝐹𝐹𝑦𝑦
𝐴𝐴𝑥𝑥 − 𝐹𝐹𝑥𝑥

 

 ⇒
𝑎𝑎𝐵𝐵𝑥𝑥2 − 𝑑𝑑

𝐵𝐵𝑥𝑥
=
𝑎𝑎𝑏𝑏2 − 𝑑𝑑

𝑏𝑏
 

 ⇒ 𝑎𝑎𝑏𝑏𝐵𝐵𝑥𝑥2 + (𝑑𝑑 − 𝑎𝑎𝑏𝑏2)𝐵𝐵𝑥𝑥 − 𝑏𝑏𝑑𝑑 = 0 

 ⇒ 𝐵𝐵𝑥𝑥 =
𝑎𝑎𝑏𝑏2 − 𝑑𝑑 ± (𝑑𝑑 + 𝑎𝑎𝑏𝑏2)

2𝑎𝑎𝑏𝑏
�取−，因取 + 時值為𝐴𝐴𝑥𝑥� =

−𝑑𝑑
𝑎𝑎𝑏𝑏

 

 ∴  𝐵𝐵(
−𝑑𝑑
𝑎𝑎𝑏𝑏

,
𝑑𝑑2

𝑎𝑎𝑏𝑏2
) 

 依此同理求 𝐹𝐹座標，得𝐹𝐹(
−𝑑𝑑
𝑎𝑎𝑐𝑐

,
𝑑𝑑2

𝑎𝑎𝑐𝑐2
) 
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即可推得𝐹𝐹、𝐵𝐵、𝐹𝐹 座標關係： 

𝐹𝐹𝑦𝑦：𝐵𝐵𝑥𝑥：𝐵𝐵𝑦𝑦：𝐹𝐹𝑥𝑥：𝐹𝐹𝑦𝑦 = 𝑑𝑑：
−𝑑𝑑
𝑎𝑎𝑏𝑏

：
𝑑𝑑2

𝑎𝑎𝑏𝑏2
：
−𝑑𝑑
𝑎𝑎𝑐𝑐

：
𝑑𝑑2

𝑎𝑎𝑐𝑐2
= 𝑎𝑎𝑏𝑏2𝑐𝑐2：− 𝑏𝑏𝑐𝑐2：𝑐𝑐2𝑑𝑑：− 𝑏𝑏2𝑐𝑐：𝑏𝑏2𝑑𝑑 

故𝐹𝐹、𝐵𝐵、𝐹𝐹坐標關係會因𝐹𝐹改變而異動。 

但𝐹𝐹𝑦𝑦：𝐵𝐵𝑥𝑥：𝐹𝐹𝑥𝑥 = 𝑎𝑎𝑏𝑏2𝑐𝑐2：− 𝑏𝑏𝑐𝑐2：− 𝑏𝑏2𝑐𝑐、 𝐵𝐵𝑦𝑦：𝐹𝐹𝑦𝑦 = 𝑐𝑐2：𝑏𝑏2，兩關係不隨𝐹𝐹改變而異動。 

因𝐹𝐹、𝐹𝐹、𝐵𝐵共線和𝐴𝐴、𝐹𝐹、𝐵𝐵共線，運用平行線截比例線段的性質，可得出： 

 𝐹𝐹𝐹𝐹����：𝐹𝐹𝐵𝐵���� = (𝐹𝐹𝑥𝑥 − 𝐹𝐹𝑥𝑥)：(𝐹𝐹𝑥𝑥 − 𝐵𝐵𝑥𝑥) = 𝐹𝐹𝑥𝑥：− 𝐵𝐵𝑥𝑥=
−𝑑𝑑
𝑎𝑎𝑐𝑐

： − 𝑐𝑐 =
𝑑𝑑
𝑎𝑎𝑐𝑐2

 

 𝐵𝐵𝐹𝐹����：𝐹𝐹𝐴𝐴���� = (𝐵𝐵𝑥𝑥 − 𝐹𝐹𝑥𝑥)：(𝐹𝐹𝑥𝑥 − 𝐴𝐴𝑥𝑥) = 𝐵𝐵𝑥𝑥：− 𝐴𝐴𝑥𝑥=
−𝑑𝑑
𝑎𝑎𝑏𝑏

：− 𝑏𝑏 =
𝑑𝑑
𝑎𝑎𝑏𝑏2

 

由上可知：若𝐴𝐴、𝐵𝐵為固定點且𝐹𝐹為𝑦𝑦軸上動點，必滿足
𝐹𝐹𝐹𝐹����

𝐹𝐹𝐵𝐵����
∝
𝐵𝐵𝐹𝐹����
𝐹𝐹𝐴𝐴����

∝ 𝐹𝐹𝐹𝐹���� 

結論 

在拋物線上作任意蝴蝶形，只要蝴蝶形中點位於 𝑦𝑦 軸，左右兩個三角形上過同一直線的邊 

長之比值會與蝴蝶形中點的𝑦𝑦座標數值成正比 

 

研究四：尋找拋物線上蝴蝶形兩外邊延長而得的交點與蝴蝶形中間點之關係 

 

在研究二中的任兩點蝴蝶形(圖 11)中，我們可以發現（圖 17）： 

若作𝐴𝐴′𝐴𝐴′�⃖������⃗：𝑦𝑦 = −𝑎𝑎(𝑏𝑏 + 𝑐𝑐)𝑥𝑥 − 𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐、𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ ：𝑦𝑦 = 𝑎𝑎(𝑏𝑏 + 𝑐𝑐)𝑥𝑥 − 𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐 

�𝑎𝑎 > 0、𝑏𝑏 < 𝑐𝑐 < 0�，其中𝑎𝑎為拋物線二次項係數、𝑏𝑏為𝐴𝐴𝑥𝑥、𝑐𝑐為𝐴𝐴𝑥𝑥， 

則兩直線交於一點𝐶𝐶(0,−𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐)，又在研究二時計算出𝐵𝐵(0,𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐)， 

因此可推得：𝐶𝐶和𝐵𝐵到𝑥𝑥軸的距離相等。 

 

如果延長任兩點蝴蝶形兩外邊(即𝐴𝐴𝐴𝐴、𝐴𝐴′𝐴𝐴′������ )，其交點與蝴蝶形中間點到 𝑥𝑥 軸距離相等(即

�𝐵𝐵𝑦𝑦� = �𝐶𝐶𝑦𝑦�)。我們一開始認為是因為任兩點蝴蝶形對稱，而兩外邊延長所得出的交點一定在 𝑦𝑦 

軸上，才能使得此關係成立，故我們仿研究一圖 6 的作圖方式使得兩外邊延長而得的交點不

在 𝑦𝑦 軸，進而驗證我們的假設是否成立。 

圖 17 
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作圖（圖 18） 

(1) 作拋物線：𝑦𝑦 = 𝑎𝑎𝑥𝑥2(𝑎𝑎 > 0) 

(2) 取拋物線上兩點𝐴𝐴(𝑏𝑏, 𝑎𝑎𝑏𝑏2)、𝐵𝐵(𝑐𝑐,𝑎𝑎𝑐𝑐2)(0 > 𝑐𝑐 > 𝑏𝑏) 

(3) 取 𝑦𝑦 軸上一動點 𝐹𝐹(0,𝑑𝑑)(𝑑𝑑 > 0) 

(4) 作𝐴𝐴𝐹𝐹�����⃗ 、𝐵𝐵𝐹𝐹�����⃗ 分別交拋物線於𝐹𝐹、𝐻𝐻 

(5) 作𝐻𝐻𝐹𝐹�����⃗ 、𝐴𝐴𝐵𝐵�����⃗ 交於𝐼𝐼 

圖 6 中，𝐹𝐹 �
−𝑑𝑑
𝑎𝑎𝑏𝑏

,
𝑑𝑑2

𝑎𝑎𝑏𝑏2
�、𝐻𝐻 �

−𝑑𝑑
𝑎𝑎𝑐𝑐

,
𝑑𝑑2

𝑎𝑎𝑐𝑐2
� 

�
𝐴𝐴𝐵𝐵�⃖���⃗ 方程式：𝑦𝑦 = 𝑎𝑎(𝑏𝑏 + 𝑐𝑐)𝑥𝑥 − 𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐__①      

𝐻𝐻𝐹𝐹�⃖���⃗ 方程式：𝑦𝑦 =
−𝑑𝑑(𝑏𝑏 + 𝑐𝑐)

𝑏𝑏𝑐𝑐
𝑥𝑥 −

𝑑𝑑2

𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐
__②

 

⇒① −②： �𝑎𝑎(𝑏𝑏 + 𝑐𝑐) +
𝑑𝑑(𝑏𝑏 + 𝑐𝑐)

𝑏𝑏𝑐𝑐
� 𝑥𝑥 − 𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐 +

𝑑𝑑2

𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐
= 0 

⇒ 𝑥𝑥 =
𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐 − 𝑑𝑑2

𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐

𝑎𝑎(𝑏𝑏 + 𝑐𝑐) + 𝑑𝑑(𝑏𝑏+𝑐𝑐)
𝑏𝑏𝑐𝑐

=
𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐 − 𝑑𝑑
𝑎𝑎(𝑏𝑏 + 𝑐𝑐)

 

再代入①得𝑦𝑦 = −𝑑𝑑  ⇒ 𝐼𝐼 �
𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐 − 𝑑𝑑
𝑎𝑎(𝑏𝑏 + 𝑐𝑐) ,−𝑑𝑑�    ∴ �𝐹𝐹𝑦𝑦� = �𝐼𝐼𝑦𝑦� = 𝑑𝑑 

經由上述證明可知，蝴蝶形中間點在 𝑦𝑦 軸上時，即使交點(圖 18 中的 𝐼𝐼 點)不在 𝑦𝑦 軸，交 

點與蝴蝶形中間點到 𝑥𝑥 軸距離相等。 

在圖 18 中，我們將 𝐴𝐴𝐵𝐵、𝐻𝐻𝐹𝐹 延長，得到 𝐼𝐼 與 𝐹𝐹 的關係，另外，我們也試著將 𝐴𝐴𝐻𝐻、𝐵𝐵𝐹𝐹 延長，

觀察其交點與 𝐹𝐹 點的關係。 

作圖（圖 19） 

(1) 作拋物線：𝑦𝑦 = 𝑎𝑎𝑥𝑥2(𝑎𝑎 > 0) 

(2) 取拋物線上兩點𝐴𝐴(𝑏𝑏,𝑎𝑎𝑏𝑏2)、𝐵𝐵(𝑐𝑐,𝑎𝑎𝑐𝑐2)(0 > 𝑐𝑐 > 𝑏𝑏) 

(3) 取 𝑦𝑦 軸上一動點 𝐹𝐹(0,𝑑𝑑)(𝑑𝑑 > 0) 

(4) 作𝐴𝐴𝐹𝐹�����⃗ 、𝐵𝐵𝐹𝐹�����⃗ 分別交拋物線於𝐹𝐹、𝐻𝐻 

(5) 作𝐻𝐻𝐴𝐴�⃖���⃗ 、𝐹𝐹𝐵𝐵�⃖��⃗ 交於𝐿𝐿 

 

 

圖 18 

圖 19 
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由圖 6 可知：𝐻𝐻 �
−𝑑𝑑
𝑎𝑎𝑐𝑐

,
𝑑𝑑2

𝑎𝑎𝑐𝑐2
�、𝐹𝐹 �

−𝑑𝑑
𝑎𝑎𝑏𝑏

,
𝑑𝑑2

𝑎𝑎𝑏𝑏2
� 

      𝐻𝐻𝐴𝐴�⃖���⃗ 斜率：
𝐴𝐴𝑦𝑦 − 𝐻𝐻𝑦𝑦
𝐴𝐴𝑥𝑥 − 𝐻𝐻𝑥𝑥

=
𝑎𝑎2𝑏𝑏2𝑐𝑐2 − 𝑑𝑑2

𝑎𝑎𝑐𝑐2
÷
𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐 + 𝑑𝑑
𝑎𝑎𝑐𝑐

=
𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐 − 𝑑𝑑

𝑐𝑐
 

⇒ 𝐻𝐻𝐴𝐴�⃖���⃗ 方程式：𝑦𝑦 = 𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐−𝑑𝑑
𝑐𝑐

𝑥𝑥 − 𝑏𝑏
𝑐𝑐

(𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐 − 𝑑𝑑) + 𝑎𝑎𝑏𝑏2 

⇒ 𝑦𝑦 =
𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐 − 𝑑𝑑

𝑐𝑐
𝑥𝑥 +

𝑏𝑏𝑑𝑑
𝑐𝑐

 

⇒ (𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐 − 𝑑𝑑)𝑥𝑥 = 𝑐𝑐𝑦𝑦 − 𝑏𝑏𝑑𝑑___① 

    同理，𝐹𝐹𝐵𝐵�⃖��⃗ 斜率 =
𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐 − 𝑑𝑑

𝑏𝑏
 

⇒ 𝐹𝐹𝐵𝐵�⃖��⃗ 方程式：𝑦𝑦 =
𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐 − 𝑑𝑑

𝑏𝑏
𝑥𝑥 +

𝑐𝑐𝑑𝑑
𝑏𝑏

 

⇒ (𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐 − 𝑑𝑑)𝑥𝑥 = 𝑏𝑏𝑦𝑦 − 𝑐𝑐𝑑𝑑___②  

 由①、②可得：𝑐𝑐𝐿𝐿𝑦𝑦 − 𝑏𝑏𝑑𝑑 = 𝑏𝑏𝐿𝐿𝑦𝑦 − 𝑐𝑐𝑑𝑑 

⇒ (𝑐𝑐 − 𝑏𝑏)𝐿𝐿𝑦𝑦 = 𝑏𝑏𝑑𝑑 − 𝑐𝑐𝑑𝑑 ⇒ 𝐿𝐿𝑦𝑦 = −𝑑𝑑再代入① 

⇒ (𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐 − 𝑑𝑑)𝑥𝑥 = −𝑏𝑏𝑑𝑑 − 𝑐𝑐𝑑𝑑 ⇒ 𝐿𝐿𝑥𝑥 =
−𝑑𝑑(𝑏𝑏 + 𝑐𝑐)
𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐 − 𝑑𝑑

   

⇒ 𝐿𝐿�
−𝑑𝑑(𝑏𝑏 + 𝑐𝑐)
𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐 − 𝑑𝑑

,−𝑑𝑑�    ∴ �𝐹𝐹𝑦𝑦� = �𝐿𝐿𝑦𝑦� = 𝑑𝑑 

將圖 18 及圖 19 作圖結合後，可以得到圖 20， 

而由圖 18 的計算結果可得𝐼𝐼 �
𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐 − 𝑑𝑑
𝑎𝑎(𝑏𝑏 + 𝑐𝑐) ,−𝑑𝑑�  

故𝐿𝐿𝐼𝐼�⃖�⃗為一條平行𝑥𝑥軸的直線 

 

結論 

１. 在拋物線𝑦𝑦 = 𝑎𝑎𝑥𝑥2上作一蝴蝶形，且蝴蝶形中間點𝑦𝑦軸上，則此蝴蝶形的兩外邊延長而得 

的交點到𝑥𝑥軸的距離與蝴蝶形中間點到𝑥𝑥軸的距離相等 

２. 在拋物線𝑦𝑦 = 𝑎𝑎𝑥𝑥2上作一蝴蝶形，且蝴蝶形中間點𝑦𝑦軸上，則包含此蝴蝶形的凸四邊形， 

兩組對邊延長而得的兩個交點連線會平行𝑥𝑥軸 

 

 

圖 20 
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而我們也試著將拋物線上蝴蝶形與其他二次曲線疊合，再將兩外邊延長： 

作圖（圖 21） 

(1) 作橢圓：
𝑥𝑥2

𝑎𝑎2
+ 𝑦𝑦2

𝑏𝑏2
= 1、雙曲線：

𝑥𝑥2

𝑎𝑎2
− 𝑦𝑦2

𝑏𝑏2
= 1 

�𝑎𝑎、𝑏𝑏 > 0�、拋物線：𝑦𝑦 = 𝑐𝑐𝑥𝑥2(𝑐𝑐 > 0) 

(2) 設雙曲線與拋物線交於第二象限的 A、B、 

   第一象限的 A’、B’，且𝐴𝐴𝑥𝑥′ > 𝐴𝐴′𝑥𝑥、𝐴𝐴𝑥𝑥 < 𝐴𝐴𝑥𝑥  

(3) 連接𝐴𝐴𝐴𝐴����、𝐴𝐴𝐴𝐴′�����、𝐴𝐴′𝐴𝐴′������、𝐴𝐴′𝐴𝐴�����， 

得蝴蝶形𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴′𝐴𝐴′及蝴蝶形中間點𝐵𝐵 

 

我們使用 𝐹𝐹𝐺𝐺𝑜𝑜𝐹𝐹𝐺𝐺𝑏𝑏𝑜𝑜𝑎𝑎 繪製圖形後發現：無論 𝑎𝑎、𝑏𝑏、𝑐𝑐 數值怎麼改變，只要能產生蝴蝶形 

𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴′𝐴𝐴′，蝴蝶形中間點與兩外邊延長而得的交點會在橢圓上 

 �
𝑥𝑥2

𝑎𝑎2
−
𝑦𝑦2

𝑏𝑏2
= 1

𝑦𝑦 = 𝑐𝑐𝑥𝑥2   
 ⇒ �

𝑥𝑥2

𝑎𝑎2
−
𝑦𝑦2

𝑏𝑏2
= 1

𝑥𝑥2 =
𝑦𝑦
𝑐𝑐

     
 ⇒

𝑦𝑦2

𝑏𝑏2
−

𝑦𝑦
𝑎𝑎2𝑐𝑐

+ 1 = 0 ⇒ 𝑦𝑦 =

1
𝑎𝑎2𝑐𝑐

± � 1
𝑎𝑎4𝑐𝑐2

− 4
𝑏𝑏2

2
𝑏𝑏2

 

  若令� 1
𝑎𝑎4𝑐𝑐2

−
4
𝑏𝑏2

= ℎ，則𝑦𝑦 =
1
𝑎𝑎2𝑐𝑐

± ℎ
2
𝑏𝑏2

，再將此式代入𝑦𝑦 = 𝑐𝑐𝑥𝑥2 

⇒ 𝑥𝑥 = ±�
𝑏𝑏2

𝑎𝑎2𝑐𝑐
± 𝑏𝑏2ℎ
2𝑐𝑐

 ∴ 𝐴𝐴′��
𝑏𝑏2

𝑎𝑎2𝑐𝑐
+ 𝑏𝑏2ℎ
2𝑐𝑐

,
1
𝑎𝑎2𝑐𝑐

+ ℎ
2
𝑏𝑏2

�、𝐴𝐴′��
𝑏𝑏2

𝑎𝑎2𝑐𝑐
− 𝑏𝑏2ℎ
2𝑐𝑐

,
1
𝑎𝑎2𝑐𝑐

− ℎ
2
𝑏𝑏2

� 

 由圖 11 的性質可知： 

 𝐵𝐵𝑦𝑦 = 𝑐𝑐𝐴𝐴𝑥𝑥𝐴𝐴𝑥𝑥 = 𝑐𝑐𝐴𝐴′𝑥𝑥𝐴𝐴′𝑥𝑥 = 𝑐𝑐 ∙ �
𝑏𝑏2

𝑎𝑎2𝑐𝑐
+ 𝑏𝑏2ℎ
2𝑐𝑐

∙ �
𝑏𝑏2

𝑎𝑎2𝑐𝑐
− 𝑏𝑏2ℎ
2𝑐𝑐

= 𝑐𝑐�
𝑏𝑏4

𝑎𝑎4𝑐𝑐2
− 𝑏𝑏4ℎ2

4𝑐𝑐2
 

                                         = 𝑐𝑐�
𝑏𝑏4

𝑎𝑎4𝑐𝑐2
− 𝑏𝑏4 � 1

𝑎𝑎4𝑐𝑐2
− 4

𝑏𝑏2
�

4𝑐𝑐2
= 𝑐𝑐 ∙

𝑏𝑏
𝑐𝑐

= 𝑏𝑏 

而由上文中的性質得知�𝐵𝐵𝑦𝑦� = �𝐶𝐶𝑦𝑦�，故𝐵𝐵(0, 𝑏𝑏)、𝐶𝐶(0,−𝑏𝑏) 

∴ 𝐵𝐵、𝐶𝐶皆在橢圓
𝑥𝑥2

𝑎𝑎2
+
𝑦𝑦2

𝑏𝑏2
= 1 上∎ 

圖 21 
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結論 

 在座標平面上，作橢圓：
𝑥𝑥2

𝑎𝑎2
+ 𝑦𝑦2

𝑏𝑏2
= 1、雙曲線：

𝑥𝑥2

𝑎𝑎2
− 𝑦𝑦2

𝑏𝑏2
= 1�𝑎𝑎、𝑏𝑏 > 0�、拋物線： 

𝑦𝑦 = 𝑐𝑐𝑥𝑥2(𝑐𝑐 > 0)，由拋物線與雙曲線產生的四個交點作一左右對稱的蝴蝶形中，蝴蝶形 

中間點與兩外邊延長而得的交點皆在橢圓上 

 

研究五：尋找圓與拋物線之重疊圖形上的對稱蝴蝶形中，特定線段長度與點座標數值之關係 

計算完接圓蝴蝶形的面積後，試著計算各邊邊長，其中𝐴𝐴𝐶𝐶����具有特殊的

性質：（圖 22） 

圖 9 中，𝐴𝐴(0, 𝑏𝑏)、𝐶𝐶�
𝑏𝑏

√2𝑎𝑎𝑏𝑏 − 1
,

𝑎𝑎𝑏𝑏2

2𝑎𝑎𝑏𝑏 − 1
� 

 𝐴𝐴𝐶𝐶���� = �(𝐶𝐶𝑥𝑥 − 𝐴𝐴𝑥𝑥)2 + �𝐶𝐶𝑦𝑦 − 𝐴𝐴𝑦𝑦�
2

= �
𝑏𝑏2

2𝑎𝑎𝑏𝑏 − 1
+

(𝑎𝑎𝑏𝑏2 − 2𝑎𝑎𝑏𝑏2 + 𝑏𝑏)2

(2𝑎𝑎𝑏𝑏 − 1)2  

       = 𝑏𝑏
2𝑎𝑎𝑏𝑏−1

�(1 − 𝑎𝑎𝑏𝑏)2 + 2𝑎𝑎𝑏𝑏 − 1 = 𝑎𝑎𝑏𝑏2

2𝑎𝑎𝑏𝑏−1
 

因此，在圖 22 的接圓蝴蝶形作圖中，𝐴𝐴𝐶𝐶����與𝐶𝐶𝑦𝑦相等 

試圖以幾何方式說明兩線段相等時，我們發現拋物線有以下的特殊關係： 

  作拋物線：𝑦𝑦 = 𝑎𝑎𝑥𝑥2，再作一條割線交其於(𝑏𝑏,𝑎𝑎𝑏𝑏2)、(𝑐𝑐,𝑎𝑎𝑐𝑐2)，則： 

  割線斜率：(𝑎𝑎𝑏𝑏2 − 𝑎𝑎𝑐𝑐2) ÷ (𝑏𝑏 − 𝑐𝑐) = 𝑎𝑎(𝑏𝑏 + 𝑐𝑐) 

⇒割線方程式：𝑦𝑦 = 𝑎𝑎(𝑏𝑏 + 𝑐𝑐)𝑥𝑥 − 𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐 

 再將𝑥𝑥 = 0 代入割線方程式得𝑦𝑦 = −𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐 

因此，若一條拋物線(𝑦𝑦 = 𝑎𝑎𝑥𝑥2)的割線交其於(𝑏𝑏,𝑎𝑎𝑏𝑏2)、(𝑐𝑐,𝑎𝑎𝑐𝑐2)， 

則此割線與 𝑦𝑦 軸交於 (0,−𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐) 

  

圖 22 
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我們可以再將其作延伸： 

作圖（圖 23） 

(1) 作拋物線𝑦𝑦 = 𝑎𝑎𝑥𝑥2(𝑎𝑎 > 0) 

(2) 取𝐹𝐹(0,0)、拋物線上一點𝐴𝐴、𝑦𝑦軸上一點𝐴𝐴�𝐴𝐴𝑦𝑦 > 0� 

(3) 作𝐴𝐴𝐴𝐴�⃖���⃗ 交拋物線於𝐵𝐵 

(4) 作 A、𝐵𝐵在𝑥𝑥軸上的投影點𝐴𝐴′、𝐵𝐵′ 

 割線𝐴𝐴𝐵𝐵�⃖���⃗ 交𝑦𝑦軸於𝐴𝐴，故可由上述性質得出： 

  𝐴𝐴𝑦𝑦 = −𝑎𝑎𝐴𝐴𝑥𝑥𝐵𝐵𝑥𝑥 ⇒ 𝐴𝐴𝐹𝐹���� = 𝑎𝑎𝐴𝐴′𝐹𝐹����� × 𝐹𝐹𝐵𝐵′����� 

 又𝐴𝐴𝑦𝑦 = 𝑎𝑎𝐴𝐴𝑥𝑥𝐴𝐴𝑥𝑥   ⇒ 𝐴𝐴𝐴𝐴′����� = 𝑎𝑎𝐴𝐴′𝐹𝐹����� × 𝐴𝐴′𝐹𝐹����� 

 ⇒ 𝐴𝐴𝐴𝐴′�����:𝐴𝐴𝐹𝐹���� = 𝐴𝐴′𝐹𝐹�����:𝐹𝐹𝐵𝐵′����� 

  在△ 𝐴𝐴𝐴𝐴′𝐹𝐹和△ 𝐴𝐴𝐹𝐹𝐵𝐵′中 

 ∵ 𝐴𝐴𝐴𝐴′�����:𝐴𝐴𝐹𝐹���� = 𝐴𝐴′𝐹𝐹�����:𝐹𝐹𝐵𝐵′����� 

    ∠𝐴𝐴𝐴𝐴′𝐹𝐹 = 90° = ∠𝐴𝐴𝐹𝐹𝐵𝐵′  

 ∴ △ 𝐴𝐴𝐴𝐴′𝐹𝐹~ △ 𝐴𝐴𝐹𝐹𝐵𝐵′ (𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴相似)  

 故∠𝐴𝐴𝐹𝐹𝐴𝐴′ = ∠𝐴𝐴𝐵𝐵′𝐹𝐹 �對應角相等� 

 ⇒  𝐴𝐴𝐵𝐵′�⃖����⃗∥𝐴𝐴𝐹𝐹�⃖���⃗  (同位角相等) 

  在△ 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐹𝐹和△ 𝐴𝐴𝐵𝐵𝐵𝐵′中 

 ∵∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐹𝐹 = ∠𝐴𝐴𝐵𝐵𝐵𝐵′ (因𝐴𝐴𝐹𝐹�⃖���⃗∥𝐵𝐵𝐵𝐵′�⃖����⃗，同位角相等) 

      ∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐹𝐹 = ∠𝐵𝐵𝐴𝐴𝐵𝐵′ (因𝐴𝐴𝐹𝐹�⃖���⃗∥𝐴𝐴𝐵𝐵′�⃖����⃗，同位角相等) 

 ∴  △ 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐹𝐹~ △ 𝐴𝐴𝐵𝐵𝐵𝐵′ (𝐴𝐴𝐴𝐴相似) 

 由此可知𝐴𝐴𝐴𝐴����:𝐴𝐴𝐹𝐹���� = 𝐴𝐴𝐵𝐵����:𝐵𝐵𝐵𝐵′����� 

因此，在此作圖中，𝐴𝐴𝐵𝐵′�⃖����⃗∥𝐴𝐴𝐹𝐹�⃖���⃗ 且𝐴𝐴𝐴𝐴����:𝐴𝐴𝐹𝐹���� = 𝐴𝐴𝐵𝐵����:𝐵𝐵𝐵𝐵′����� 

將此結果套用在接圓蝴蝶形(圖 24)上，可發現 

當𝐴𝐴𝐴𝐴���� = 𝐴𝐴𝐹𝐹���� (圓半徑等長)，則𝐴𝐴𝐶𝐶���� = 𝐶𝐶𝐶𝐶′����� = 𝐶𝐶𝑦𝑦 

 

圖 23 

圖 24 
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因為在接圓蝴蝶形中發現𝐴𝐴𝐶𝐶���� = 𝐶𝐶𝑦𝑦，我們想知道在接橢圓蝴蝶形上此性質是否成立？ 

圖 10 中，𝐹𝐹(0, 𝑏𝑏)、𝐶𝐶 � 𝑏𝑏𝑐𝑐
√2𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐2−𝑏𝑏2

, 𝑎𝑎𝑏𝑏2𝑐𝑐2

2𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐2−𝑏𝑏2
� 

𝐶𝐶𝐹𝐹���� = �(𝐶𝐶𝑥𝑥 − 𝐹𝐹𝑥𝑥)2 + �𝐶𝐶𝑦𝑦 − 𝐹𝐹𝑦𝑦�
2
 

       = ��
𝑏𝑏𝑐𝑐

√2𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐2 − 𝑏𝑏2
�
2

+ �
𝑎𝑎𝑏𝑏2𝑐𝑐2 − 2𝑎𝑎𝑏𝑏2𝑐𝑐2 + 𝑏𝑏3

2𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐2 − 𝑏𝑏2
�
2

 

       = � 𝑏𝑏2𝑐𝑐2

2𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐2−𝑏𝑏2
+ �𝑏𝑏

2(𝑏𝑏−𝑎𝑎𝑐𝑐2)
2𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐2−𝑏𝑏2

�
2
 

       =
�𝑏𝑏𝑐𝑐2(2𝑎𝑎𝑐𝑐2 − 𝑏𝑏) + (𝑏𝑏2 − 𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐2)2

2𝑎𝑎𝑐𝑐2 − 𝑏𝑏
≠

𝑎𝑎𝑏𝑏2𝑐𝑐2

2𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐2 − 𝑏𝑏2
 

∴  𝐶𝐶𝐹𝐹���� ≠ 𝐶𝐶𝑦𝑦，故在橢圓圖形上此性質不成立。 

 

研究六：尋找拋物線上任意兩點連線與拋物線所圍面積之關係 

在計算蝴蝶形面積的過程中，我們注意到弧線與直線所形成的圖形，如圖 26 中的藍色部分，

用積分計算此面積： 

已知拋物線為𝑦𝑦 = 𝑎𝑎𝑥𝑥2、𝜃𝜃 為∠𝐵𝐵𝐴𝐴𝐶𝐶
2

、 𝑡𝑡𝑎𝑎𝑡𝑡 𝜃𝜃 = 𝑎𝑎(𝐵𝐵𝑥𝑥 − 𝐴𝐴𝑥𝑥)、 

𝐴𝐴(𝑏𝑏,𝑎𝑎𝑏𝑏2)、𝐵𝐵(𝑐𝑐,𝑎𝑎𝑐𝑐2) 

由𝐴𝐴、𝐵𝐵座標可得𝐴𝐴𝐵𝐵�⃖���⃗ 方程式：𝑦𝑦 = 𝑎𝑎(𝐴𝐴𝑥𝑥 + 𝐵𝐵𝑥𝑥)𝑥𝑥 − 𝑎𝑎𝐴𝐴𝑥𝑥𝐵𝐵𝑥𝑥 

面積 = � (−𝑎𝑎𝑥𝑥2 + 𝑎𝑎(𝐴𝐴𝑥𝑥 + 𝐵𝐵𝑥𝑥)
𝐶𝐶𝑥𝑥

𝐵𝐵𝑥𝑥
𝑥𝑥 − 𝑎𝑎𝐴𝐴𝑥𝑥𝐵𝐵𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥 

= �
−𝑎𝑎𝑐𝑐3

3
+
𝑎𝑎(𝑏𝑏 + 𝑐𝑐)𝑐𝑐2

2
− 𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐2� − �

−𝑎𝑎𝑏𝑏3

3
+
𝑎𝑎(𝑏𝑏 + 𝑐𝑐)𝑏𝑏2

2
− 𝑎𝑎𝑏𝑏2𝑐𝑐� 

=
𝑎𝑎(𝑐𝑐 − 𝑏𝑏)(−2𝑏𝑏2 − 2𝑏𝑏𝑐𝑐 − 2𝑐𝑐2 + 3𝑐𝑐2 + 6𝑏𝑏𝑐𝑐 + 3𝑏𝑏2 − 6𝑏𝑏𝑐𝑐)

6
 

= 𝑎𝑎(𝑐𝑐−𝑏𝑏)3

6
 

=
𝑎𝑎(𝐵𝐵𝑥𝑥 − 𝐴𝐴𝑥𝑥)3

6
=

1
6𝑎𝑎2

𝑡𝑡𝑎𝑎𝑡𝑡3𝜃𝜃 

  

圖 26 

圖 25 
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結論 

在座標平面上，拋物線上任意兩點連線與拋物線所圍成的圖形，其面積可以表示成： 

１.  
1
6

× ��拋物線二次項係數� × �兩點𝑥𝑥座標之差�
3
� 

２.  
1
6

× �
1

�拋物線二次項係數�
2 × �𝑡𝑡𝑎𝑎𝑡𝑡

蝴蝶形內夾角

2
�
3

� 

 

伍、結論 

一、 在頂點皆於拋物線上的蝴蝶形中： 

       （一） 若蝴蝶形中間點在𝑦𝑦軸上，則蝴蝶線平行𝑥𝑥軸 

       （二）若平行𝑥𝑥軸的直線𝐿𝐿通過蝴蝶形中間點且蝴蝶形中間點在𝑦𝑦軸上，則直線𝐿𝐿就是 

             蝴蝶線 

二、 在座標平面上作一對稱軸為𝑦𝑦軸的對稱蝴蝶形，其面積可以表示成： 

（一） �2 × 兩點𝑥𝑥座標之積 ×
兩點𝑥𝑥座標之差

兩點𝑥𝑥座標之和
� 

（二） �2 × 兩點𝑥𝑥座標之積 × 𝑡𝑡𝑎𝑎𝑡𝑡
蝴蝶形內夾角

2
� 

三、 在拋物線上作任意蝴蝶形，只要蝴蝶形中點位於 𝑦𝑦 軸，左右兩個三角形上過同一直線

的邊長之比值會與蝴蝶形中點的𝑦𝑦座標數值成正比。 

四、 （一）  在拋物線𝑦𝑦 = 𝑎𝑎𝑥𝑥2上作一蝴蝶形，且蝴蝶形中間點𝑦𝑦軸上，則此蝴蝶形的兩外

邊延長而得的交點到𝑥𝑥軸的距離與蝴蝶形中間點到𝑥𝑥軸的距離相等。 

（二）  在橢圓：
𝑥𝑥2

𝑎𝑎2
+
𝑦𝑦2

𝑏𝑏2
= 1、雙曲線：

𝑥𝑥2

𝑎𝑎2
−
𝑦𝑦2

𝑏𝑏2
= 1�𝑎𝑎、𝑏𝑏 > 0�、 

拋物線：𝑦𝑦 = 𝑐𝑐𝑥𝑥2(𝑐𝑐 > 0)，無論 a、b、c 數值怎麼改變，雙曲線和拋物線所產生的蝴蝶形，

蝴蝶形中間點與兩外邊延長而得的交點皆會在橢圓上。 

五、 在接圓蝴蝶形上，可發現蝴蝶形中間點到拋物線上非圓跟拋物線交點的頂點，其距離

與頂點的𝑦𝑦座標數值相同。 

六、 在座標平面上，拋物線上任意兩點連線與拋物線所圍成的圖形，其面積可以表示成： 

（一）   
1
6

× ��拋物線二次項係數� × �兩點𝑥𝑥座標之差�
3
� 

（二）  
1
6

× �
1

�拋物線二次項係數�
2 × �𝑡𝑡𝑎𝑎𝑡𝑡

蝴蝶形內夾角

2
�
3

� 
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陸、未來展望 

我們希望在未來可以對拋物線上的蝴蝶形作更廣泛的討論，像在非對稱蝴蝶形上作更進一步

的研究，並討論蝴蝶形中間點不在𝑦𝑦軸的情況。 
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作品海報 

【評語】050409  

作品內容主要是探討二次曲線之「拋物線」圖形，並在分項中，

分別加入雙曲線、圓、橢圓等三種圖形，建議作品可以呈現多種二

次曲線之結合圖形，以符合主題名稱「二次曲線」。作品呈現多為

「對稱型」的蝴蝶形線之探討結果，但實驗記錄中有詳細的書寫「非

對稱型」之研究產出，卻沒有展示出來，建議可以在研究報告中展

現此努力的成果，這會是此報告之特色亮點所在。建議也可以考慮

更深入的問題，如：蝴蝶線是唯一的嗎？給定一條平行於 x軸，可

不可以求做出所有的蝴蝶形以這條直線為蝴蝶線嗎？ 

C:\Users\ShariChen\Desktop\NSF\排版\050409-評語 

 



壹、研究動機 

貳、研究目的 

參、名詞定義 

一、尋找蝴蝶形中間點位置與蝴蝶線的關係 

二、拋物線上蝴蝶形之邊長與𝑦𝑦軸上蝴蝶形中間點之關係 

三、尋找二次曲線上之蝴蝶形面積和角度與座標數值之關係 

四、尋找圓與拋物線之重疊圖形上的對稱蝴蝶形中，特定線段長度與點座標數值之關係 

五、尋找拋物線上蝴蝶形兩外邊延長而得的交點與蝴蝶形中間點之關係 

六、尋找拋物線上任意兩點連線與拋物線所圍面積之關係 

之前在網路上看到全國科展第55屆的參展作品：〈正方形內接蝴蝶形的相關性質與研究〉，討論蝴蝶定理在正方形內的推廣，

引起我們對這方面的興趣。但在搜尋的過程中，我們發現大部分資料主要在講述蝴蝶形的邊長的特性，並無對面積的討論，因

此我們想對蝴蝶形面積進行更進一步的研究。以普通高級中學課程綱要中數學科課程綱要內容為我們推論工具，希望能讓多數

高中程度的學生均能了解我們的發現。 

。 

肆、研究過程或方法 

 
      

研究一：尋找蝴蝶形中間點位置與蝴蝶線的關係 

一、任意凸四邊形的對角線相連，所產生四個三角形中，取兩個不相鄰的三角形為蝴蝶形。且以四條組 

  成蝴蝶形的線段命名，如圖中為蝴蝶形 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴，即是以𝐴𝐴𝐴𝐴、𝐴𝐴𝐴𝐴、𝐴𝐴𝐴𝐴、𝐴𝐴𝐴𝐴所圍成。 

二、蝴蝶形中，兩個三角形的共用頂點，稱為蝴蝶形中間點，如圖中的𝐸𝐸。 

三、組成蝴蝶形的其中一個三角形中，頂點為蝴蝶形中間點的內角，稱為蝴蝶形內夾角，如圖中的∠𝐴𝐴𝐸𝐸𝐴𝐴。 

四、作一直線通過蝴蝶形的中間點，交蝴蝶形的兩側，當一側交點到蝴蝶形中間點的距離等於另一側交 

  點到蝴蝶形中間點的距離，這條直線即是蝴蝶線，如圖中的  𝐹𝐹𝐹𝐹過中間點𝐸𝐸且𝐸𝐸𝐹𝐹 = 𝐸𝐸𝐹𝐹，為一蝴蝶線。 

五、為方便閱讀，我們將點𝐴𝐴(𝑥𝑥,𝑦𝑦)的𝑥𝑥座標以𝐴𝐴𝑥𝑥， 𝑦𝑦座標以𝐴𝐴𝑦𝑦表示。例：若𝐹𝐹(−4,8)為坐標上一點，則 

  𝐹𝐹𝑥𝑥 = −4，𝐹𝐹𝑦𝑦 = 8。 

1 作拋物線：𝑦𝑦 = 𝑎𝑎𝑥𝑥2 𝑎𝑎 > 0  

2 取拋物線上兩點𝐴𝐴 𝑏𝑏,𝑎𝑎𝑏𝑏2 、 

       𝐴𝐴 𝑐𝑐,𝑎𝑎𝑐𝑐2 　 𝑏𝑏 < 𝑐𝑐 < 0  

(3)取𝑦𝑦軸上一動點𝐹𝐹 0,𝑑𝑑 𝐴𝐴𝑦𝑦 > 𝑑𝑑 > 0  

(4)作𝐴𝐴𝐹𝐹、𝐴𝐴𝐹𝐹分別交拋物線於𝐹𝐹、𝐻𝐻 

(5)作𝐻𝐻𝐹𝐹、𝐴𝐴𝐴𝐴分別交𝑥𝑥軸於𝐽𝐽、𝐾𝐾  

(6)作蝴蝶形𝐴𝐴𝐴𝐴𝐹𝐹𝐻𝐻的蝴蝶線分別交 

     𝐻𝐻𝐹𝐹、𝐴𝐴𝐴𝐴於𝑃𝑃、𝑄𝑄 

由點𝐴𝐴、𝐴𝐴、𝐹𝐹計算後可得𝐹𝐹 −
𝑑𝑑
𝑎𝑎𝑏𝑏

,
𝑑𝑑2

𝑎𝑎𝑏𝑏2
、𝐻𝐻 −

𝑑𝑑
𝑎𝑎𝑐𝑐

,
𝑑𝑑2

𝑎𝑎𝑐𝑐2
 

𝐴𝐴𝐴𝐴斜率： 𝑎𝑎𝑏𝑏2 − 𝑎𝑎𝑐𝑐2 ÷ 𝑏𝑏 − 𝑐𝑐 = 𝑎𝑎 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐  

𝐻𝐻𝐹𝐹斜率：
𝑑𝑑2(𝑏𝑏2 − 𝑐𝑐2)

𝑎𝑎𝑏𝑏2𝑐𝑐2
÷
−𝑑𝑑(𝑏𝑏 − 𝑐𝑐)

𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐
=
−𝑑𝑑(𝑏𝑏 + 𝑐𝑐)

𝑏𝑏𝑐𝑐
 

𝐻𝐻𝐹𝐹方程式：𝑦𝑦 =
−𝑑𝑑 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐

𝑏𝑏𝑐𝑐
𝑥𝑥 −

𝑑𝑑2

𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐
⇒ 𝑦𝑦 = 0代入得 𝐽𝐽𝑥𝑥 =

−𝑑𝑑
𝑎𝑎 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐

　 

𝐹𝐹𝐽𝐽 斜率：𝑑𝑑 ÷
𝑑𝑑

𝑎𝑎 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐
= 𝑎𝑎 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 = 𝐴𝐴𝐴𝐴斜率 

⇒得𝐹𝐹𝐽𝐽∥ 𝐴𝐴𝐴𝐴，同理𝐹𝐹𝐾𝐾∥ 𝐻𝐻𝐹𝐹 

∵ 𝑄𝑄𝐹𝐹 = 𝐹𝐹𝑃𝑃 蝴蝶線  

   ∠𝐾𝐾𝑄𝑄𝐹𝐹 = ∠𝐽𝐽𝐹𝐹𝑃𝑃 因𝐹𝐹𝐽𝐽∥ 𝐴𝐴𝐴𝐴  

   ∠𝑄𝑄𝐹𝐹𝐾𝐾 = ∠𝐹𝐹𝑃𝑃𝐽𝐽 因𝐹𝐹𝐾𝐾∥ 𝐻𝐻𝐹𝐹  

∴  △𝑄𝑄𝐹𝐹𝐾𝐾 ≅△ 𝐹𝐹𝑃𝑃𝐽𝐽 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴全等  

故△𝑄𝑄𝐹𝐹𝐾𝐾中𝑄𝑄𝐹𝐹的高 =△ 𝐹𝐹𝑃𝑃𝐽𝐽中𝐹𝐹𝑃𝑃的高 ⇒ 𝑄𝑄𝑃𝑃∥ 𝑥𝑥軸∎ 

經計算得𝐹𝐹
−𝑑𝑑
𝑎𝑎𝑏𝑏

,
𝑑𝑑2

𝑎𝑎𝑏𝑏2
、𝐻𝐻

−𝑑𝑑
𝑎𝑎𝑐𝑐

,
𝑑𝑑2

𝑎𝑎𝑐𝑐2
 

𝐴𝐴𝐻𝐻斜率： 𝑎𝑎𝑏𝑏2 −
𝑑𝑑2

𝑎𝑎𝑐𝑐2
÷ 𝑏𝑏 − −

𝑑𝑑
𝑎𝑎𝑐𝑐

=
𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐 − 𝑑𝑑

𝑐𝑐
 

𝐴𝐴𝐻𝐻方程式：𝑦𝑦 =
𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐 − 𝑑𝑑

𝑐𝑐
𝑥𝑥 +

𝑏𝑏𝑑𝑑
𝑐𝑐
⇒ 𝑦𝑦 = 0代入得 𝑁𝑁𝑥𝑥 =

−𝑏𝑏𝑑𝑑
𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐 − 𝑑𝑑

 

𝑁𝑁𝐹𝐹斜率 =
𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐 − 𝑑𝑑

𝑏𝑏
 = 𝐴𝐴𝐹𝐹斜率 

⇒得𝑁𝑁𝐹𝐹∥ 𝐴𝐴𝐹𝐹，同理𝑀𝑀𝐹𝐹∥ 𝐴𝐴𝐻𝐻 

∵ 𝑄𝑄𝐹𝐹 = 𝐹𝐹𝑃𝑃 蝴蝶線  

   ∠𝑁𝑁𝑄𝑄𝐹𝐹 = ∠𝑀𝑀𝐹𝐹𝑃𝑃 因𝑄𝑄𝑁𝑁∥ 𝐹𝐹𝑀𝑀  

   ∠𝑄𝑄𝐹𝐹𝑁𝑁 = ∠𝐹𝐹𝑃𝑃𝑀𝑀 因𝐹𝐹𝑁𝑁∥ 𝑃𝑃𝑀𝑀  

∴  △𝑄𝑄𝐹𝐹𝑁𝑁 ≅△ 𝐹𝐹𝑃𝑃𝑀𝑀 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴全等  

故△𝑄𝑄𝐹𝐹𝑁𝑁中𝑄𝑄𝐹𝐹的高 =△ 𝐹𝐹𝑃𝑃𝑀𝑀中𝐹𝐹𝑃𝑃的高 ⇒ 𝑄𝑄𝑃𝑃∥ 𝑥𝑥軸∎ 

研究二：拋物線上蝴蝶形之邊長與𝒚𝒚軸上蝴蝶形中間點之關係 

作拋物線 𝑦𝑦 = 𝑎𝑎𝑥𝑥2 並取其上兩點𝐴𝐴 𝑏𝑏,𝑎𝑎𝑏𝑏2 、𝐴𝐴 𝑐𝑐,𝑎𝑎𝑐𝑐2 及𝑦𝑦軸上一動點𝐹𝐹 0,𝑑𝑑 ，再作𝐴𝐴𝐹𝐹、𝐴𝐴𝐹𝐹分別交拋物線於𝐸𝐸、𝐹𝐹 

𝐸𝐸𝑦𝑦 − 𝐹𝐹𝑦𝑦
𝐸𝐸𝑥𝑥 − 𝐹𝐹𝑥𝑥

=
𝐴𝐴𝑦𝑦 − 𝐹𝐹𝑦𝑦
𝐴𝐴𝑥𝑥 − 𝐹𝐹𝑥𝑥

⇒ 𝐸𝐸𝑥𝑥 =
𝑎𝑎𝑏𝑏2 − 𝑑𝑑 ± 𝑑𝑑 + 𝑎𝑎𝑏𝑏2

2𝑎𝑎𝑏𝑏
取−，因取+時值為𝐴𝐴𝑥𝑥 =

−𝑑𝑑
𝑎𝑎𝑏𝑏

 

∴ 𝐸𝐸
−𝑑𝑑
𝑎𝑎𝑏𝑏

,
𝑑𝑑2

𝑎𝑎𝑏𝑏2
、𝐹𝐹

−𝑑𝑑
𝑎𝑎𝑐𝑐

,
𝑑𝑑2

𝑎𝑎𝑐𝑐2
 

𝐹𝐹𝑦𝑦：𝐸𝐸𝑥𝑥：𝐸𝐸𝑦𝑦：𝐹𝐹𝑥𝑥：𝐹𝐹𝑦𝑦 = 𝑎𝑎𝑏𝑏2𝑐𝑐2：− 𝑏𝑏𝑐𝑐2：𝑐𝑐2𝑑𝑑：− 𝑏𝑏2𝑐𝑐：𝑏𝑏2𝑑𝑑 

𝐹𝐹、𝐹𝐹、𝐴𝐴共線和𝐴𝐴、𝐹𝐹、𝐸𝐸共線，運用平行線截比例線段的性質，可得出： 

𝐹𝐹𝐹𝐹：𝐹𝐹𝐴𝐴 =  𝐹𝐹𝑥𝑥 − 𝐹𝐹𝑥𝑥 ： 𝐹𝐹𝑥𝑥 − 𝐴𝐴𝑥𝑥 = 𝐹𝐹𝑥𝑥：− 𝐴𝐴𝑥𝑥=
−𝑑𝑑
𝑎𝑎𝑐𝑐

：− 𝑐𝑐 =
𝑑𝑑
𝑎𝑎𝑐𝑐2

 

𝐸𝐸𝐹𝐹：𝐹𝐹𝐴𝐴 = 𝐸𝐸𝑥𝑥 − 𝐹𝐹𝑥𝑥 ： 𝐹𝐹𝑥𝑥 − 𝐴𝐴𝑥𝑥 = 𝐸𝐸𝑥𝑥：− 𝐴𝐴𝑥𝑥=
−𝑑𝑑
𝑎𝑎𝑏𝑏

：− 𝑏𝑏 =
𝑑𝑑
𝑎𝑎𝑏𝑏2

 

由上可知：若𝐴𝐴、𝐴𝐴為固定點且𝐹𝐹為𝑦𝑦軸上動點，必滿足
𝐹𝐹𝐹𝐹
𝐹𝐹𝐴𝐴

∝
𝐸𝐸𝐹𝐹
𝐹𝐹𝐴𝐴

∝ 𝐹𝐹𝐹𝐹 

(1)作拋物線：𝑦𝑦 = 𝑎𝑎𝑥𝑥2 𝑎𝑎 > 0  

(2)取拋物線上兩點𝐴𝐴 𝑏𝑏,𝑎𝑎𝑏𝑏2 、 

      𝐴𝐴 𝑐𝑐,𝑎𝑎𝑐𝑐2 　 𝑏𝑏 < 𝑐𝑐 < 0  

(3)取𝑦𝑦軸上一動點𝐹𝐹 0,𝑑𝑑 𝑑𝑑 > 𝐴𝐴𝑦𝑦  

(4)作𝐴𝐴𝐹𝐹、𝐴𝐴𝐹𝐹分別交拋物線於𝐹𝐹、𝐻𝐻   

(5)作𝐻𝐻𝐴𝐴與𝐹𝐹𝐴𝐴分別交𝑥𝑥軸於𝑁𝑁、𝑀𝑀 

(6)作蝴蝶形𝐴𝐴𝐻𝐻𝐴𝐴𝐹𝐹的蝴蝶線分別 

     交𝐹𝐹𝐴𝐴、𝐻𝐻𝐴𝐴於𝑃𝑃、𝑄𝑄  



我們去除二次曲線的限制，直接在座標平面作對稱於𝑦𝑦軸的蝴蝶形並以𝐴𝐴、𝐵𝐵
的座標數值計算，得出一個簡潔的結論： 

𝐴𝐴𝑦𝑦 − 𝐶𝐶𝑦𝑦
𝐴𝐴𝑥𝑥 − 0

=
𝐶𝐶𝑦𝑦 − 𝐵𝐵′𝑦𝑦
0 − 𝐵𝐵′𝑥𝑥

⇒ −𝐴𝐴𝑥𝑥𝐶𝐶𝑦𝑦 + 𝐵𝐵′𝑥𝑥𝐶𝐶𝑦𝑦= −𝐴𝐴𝑥𝑥𝐵𝐵′𝑦𝑦 + 𝐴𝐴𝑦𝑦𝐵𝐵′𝑥𝑥 

⇒ 𝐶𝐶𝑦𝑦 =
𝐴𝐴𝑦𝑦𝐵𝐵′𝑥𝑥 − 𝐴𝐴𝑥𝑥𝐵𝐵′𝑦𝑦
−𝐴𝐴𝑥𝑥 + 𝐵𝐵′𝑥𝑥

=
𝐴𝐴𝑥𝑥𝐵𝐵𝑦𝑦 + 𝐴𝐴𝑦𝑦𝐵𝐵𝑥𝑥
𝐴𝐴𝑥𝑥 + 𝐵𝐵𝑥𝑥

     

∴ 𝐶𝐶 0,
𝐴𝐴𝑥𝑥𝐵𝐵𝑦𝑦 + 𝐴𝐴𝑦𝑦𝐵𝐵𝑥𝑥
𝐴𝐴𝑥𝑥 + 𝐵𝐵𝑥𝑥

 

若令
∠𝐴𝐴′𝐶𝐶𝐵𝐵𝐵

2
= 𝜃𝜃，則 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 𝜃𝜃 =

𝐴𝐴′𝑦𝑦 − 𝐶𝐶𝑦𝑦
𝐴𝐴′𝑥𝑥 − 0

=
𝐴𝐴𝑦𝑦 −

𝐴𝐴𝑥𝑥𝐵𝐵𝑦𝑦 + 𝐴𝐴𝑦𝑦𝐵𝐵𝑥𝑥
𝐴𝐴𝑥𝑥 + 𝐵𝐵𝑥𝑥
−𝐴𝐴𝑥𝑥

=
𝐵𝐵𝑦𝑦 −𝐴𝐴𝑦𝑦
𝐴𝐴𝑥𝑥 + 𝐵𝐵𝑥𝑥

 

△ 𝐴𝐴𝐵𝐵𝐶𝐶 =
1
2

0 𝐴𝐴𝑥𝑥 𝐵𝐵𝑥𝑥 0
𝐴𝐴𝑥𝑥𝐵𝐵𝑦𝑦 + 𝐴𝐴𝑦𝑦𝐵𝐵𝑥𝑥
𝐴𝐴𝑥𝑥 + 𝐵𝐵𝑥𝑥

𝐴𝐴𝑦𝑦 𝐵𝐵𝑦𝑦
𝐴𝐴𝑥𝑥𝐵𝐵𝑦𝑦 + 𝐴𝐴𝑦𝑦𝐵𝐵𝑥𝑥
𝐴𝐴𝑥𝑥 + 𝐵𝐵𝑥𝑥

 

　　　 =
1
2

2𝐴𝐴𝑥𝑥𝐵𝐵𝑥𝑥𝐵𝐵𝑦𝑦 − 2𝐴𝐴𝑥𝑥𝐵𝐵𝑥𝑥𝐴𝐴𝑦𝑦
𝐴𝐴𝑥𝑥 + 𝐵𝐵𝑥𝑥

= 𝐴𝐴𝑥𝑥𝐵𝐵𝑥𝑥 ∙
𝐵𝐵𝑦𝑦 − 𝐴𝐴𝑦𝑦
𝐴𝐴𝑥𝑥 + 𝐵𝐵𝑥𝑥

= 𝐴𝐴𝑥𝑥𝐵𝐵𝑥𝑥 ∙ 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 𝜃𝜃 

蝴蝶形𝐵𝐵𝐴𝐴𝐵𝐵′𝐴𝐴′總面積 = 2𝐴𝐴𝑥𝑥𝐵𝐵𝑥𝑥 ∙
𝐵𝐵𝑦𝑦 − 𝐴𝐴𝑦𝑦
𝐴𝐴𝑥𝑥 + 𝐵𝐵𝑥𝑥

= 2𝐴𝐴𝑥𝑥𝐵𝐵𝑥𝑥 ∙ 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 𝜃𝜃 

算完面積後，試著計算接圓蝴蝶形各邊邊長，我們發現𝐴𝐴𝐴𝐴與𝐴𝐴𝑦𝑦相等： 

已知𝐴𝐴 0, 𝑏𝑏 、𝐴𝐴
𝑏𝑏

2𝑡𝑡𝑏𝑏 − 1
,

𝑡𝑡𝑏𝑏2

2𝑡𝑡𝑏𝑏 − 1
 

　𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝐴𝐴𝑥𝑥 − 𝐴𝐴𝑥𝑥 2 + 𝐴𝐴𝑦𝑦 − 𝐴𝐴𝑦𝑦
2 

=
𝑏𝑏2

2𝑡𝑡𝑏𝑏 − 1
+

𝑡𝑡𝑏𝑏2 − 2𝑡𝑡𝑏𝑏2 + 𝑏𝑏 2

2𝑡𝑡𝑏𝑏 − 1 2  

=
𝑏𝑏

2𝑡𝑡𝑏𝑏 − 1
(1 − 𝑡𝑡𝑏𝑏)2+2𝑡𝑡𝑏𝑏 − 1 =

𝑡𝑡𝑏𝑏2

2𝑡𝑡𝑏𝑏 − 1
 

 

試圖以幾何方式說明兩線段相等時，我們發現拋物線有以下的特殊關係： 

作拋物線：𝑦𝑦 = 𝑡𝑡𝑎𝑎2，再作一條割線交其於 𝑏𝑏,𝑡𝑡𝑏𝑏2 、 𝑐𝑐,𝑡𝑡𝑐𝑐2 ，則：

割線斜率： 𝑡𝑡𝑏𝑏2 − 𝑡𝑡𝑐𝑐2 ÷ 𝑏𝑏 − 𝑐𝑐 = 𝑡𝑡 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐  

⇒割線方程式：𝑦𝑦 = 𝑡𝑡 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 𝑎𝑎 − 𝑡𝑡𝑏𝑏𝑐𝑐 

再將𝑎𝑎 = 0代入割線方程式得𝑦𝑦 = −𝑡𝑡𝑏𝑏𝑐𝑐 

接圓蝴蝶形 

(1)作𝑦𝑦 = 𝑡𝑡𝑎𝑎2、𝑎𝑎2 + 𝑦𝑦 − 𝑏𝑏 2 = 𝑏𝑏2 𝑡𝑡、𝑏𝑏 > 0 ， 

    得圓心𝐴𝐴 0, 𝑏𝑏 及交點𝐵𝐵、𝐶𝐶、原點 

(2)作𝐵𝐵𝐴𝐴、𝐶𝐶𝐴𝐴分別交拋物線於𝐴𝐴、𝐸𝐸 

(3)連接𝐵𝐵𝐸𝐸、𝐶𝐶𝐴𝐴，得一左右對稱之蝴蝶形𝐸𝐸𝐵𝐵𝐴𝐴𝐶𝐶 

研究三：尋找二次曲線上之蝴蝶形面積和角度與座標數值之關係 

接橢圓蝴蝶形 

(1)作拋物線: 𝑦𝑦 = 𝑡𝑡𝑎𝑎2、橢圓 ∶ 𝑥𝑥
2

𝑐𝑐2
+ 𝑦𝑦−𝑏𝑏 2

𝑏𝑏2
= 1 

    𝑡𝑡、𝑏𝑏、c > 0  

(2)得橢圓中心𝐹𝐹 0, 𝑏𝑏 及交點𝐵𝐵、𝐶𝐶、原點 

(3)作𝐵𝐵𝐹𝐹、𝐶𝐶𝐹𝐹分別交拋物線於𝐴𝐴、𝐸𝐸 

(4)連接𝐵𝐵𝐸𝐸、𝐶𝐶𝐴𝐴得一左右對稱之蝴蝶形𝐸𝐸𝐵𝐵𝐴𝐴𝐶𝐶 

接雙曲線蝴蝶形 

(1)在𝑥𝑥2

𝑎𝑎2
− 𝑦𝑦2

𝑏𝑏2
= 1上任取二點𝐴𝐴、𝐵𝐵， 

     且𝐴𝐴𝑥𝑥、𝐵𝐵𝑥𝑥 < 0、𝐵𝐵𝑦𝑦 < 𝐴𝐴𝑦𝑦 

(2)以𝑦𝑦軸為對稱軸作𝐴𝐴′、𝐵𝐵′ 

(3)連接𝐵𝐵𝐴𝐴、𝐴𝐴𝐵𝐵𝐵、𝐵𝐵𝐵𝐴𝐴𝐵、𝐴𝐴𝐵𝐵𝐵， 

     得一蝴蝶形𝐵𝐵𝐴𝐴𝐵𝐵𝐵𝐴𝐴𝐵  

(4)設𝐴𝐴𝐵𝐵′、𝐴𝐴′𝐵𝐵交於𝐶𝐶 

 
由雙曲線方程式：

𝑎𝑎2

𝑡𝑡2
−
𝑦𝑦2

𝑏𝑏2
= 1，可得 𝑎𝑎 =

𝑡𝑡
𝑏𝑏

𝑏𝑏2 + 𝑦𝑦2， 

此時若令𝐴𝐴𝑦𝑦 = 𝐴𝐴′𝑦𝑦 = 𝑐𝑐、𝐵𝐵𝑦𝑦 = 𝐵𝐵′𝑦𝑦 = 𝑑𝑑，則座標可表示為： 

𝐴𝐴 −
𝑡𝑡
𝑏𝑏

𝑏𝑏2 + 𝑐𝑐2, 𝑐𝑐 、𝐴𝐴𝐵
𝑡𝑡
𝑏𝑏

𝑏𝑏2 + 𝑐𝑐2, 𝑐𝑐 、𝐵𝐵 −
𝑡𝑡
𝑏𝑏

𝑏𝑏2 + 𝑑𝑑2,𝑑𝑑 、𝐵𝐵𝐵
𝑡𝑡
𝑏𝑏

𝑏𝑏2 + 𝑑𝑑2,𝑑𝑑  

　𝐴𝐴𝐵𝐵𝐵斜率=
𝐴𝐴𝐵𝑦𝑦 − 𝐵𝐵𝑦𝑦
𝐴𝐴𝐵𝑥𝑥 − 𝐵𝐵𝑥𝑥

=
𝑐𝑐 − 𝑑𝑑

𝑡𝑡
𝑏𝑏 ( 𝑏𝑏2 + 𝑑𝑑2 + 𝑏𝑏2 + 𝑐𝑐2)

 

⇒ 𝐴𝐴𝐵𝐵𝐵:𝑦𝑦 =
𝑐𝑐 − 𝑑𝑑

𝑡𝑡
𝑏𝑏 ( 𝑏𝑏2 + 𝑑𝑑2 + 𝑏𝑏2 + 𝑐𝑐2)

𝑎𝑎 − 𝑐𝑐 − 𝑑𝑑
𝑏𝑏2 + 𝑐𝑐2

𝑏𝑏2 + 𝑑𝑑2 + 𝑏𝑏2 + 𝑐𝑐2
+ 𝑐𝑐 

⇒將𝑎𝑎 = 0代入可得： 

　　𝐶𝐶𝑦𝑦 =
𝑑𝑑 𝑏𝑏2 + 𝑐𝑐2 + 𝑐𝑐 𝑏𝑏2 + 𝑑𝑑2

𝑏𝑏2 + 𝑑𝑑2 + 𝑏𝑏2 + 𝑐𝑐2
=
𝐴𝐴𝐵𝑥𝑥𝐵𝐵𝐵𝑦𝑦 + 𝐵𝐵𝐵𝑥𝑥𝐴𝐴𝐵𝑦𝑦

𝐴𝐴𝐵𝑥𝑥 + 𝐵𝐵𝐵𝑥𝑥
 

　若令
∠𝐴𝐴𝐵𝐶𝐶𝐵𝐵𝐵

2
= 𝜃𝜃,則 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 𝜃𝜃 =

𝐴𝐴𝐵𝑦𝑦 − 𝐵𝐵𝑦𝑦
𝐴𝐴𝐵𝑥𝑥 − 𝐵𝐵𝑥𝑥

=
𝐴𝐴𝐵𝑦𝑦 − 𝐵𝐵𝐵𝑦𝑦
𝐴𝐴𝐵𝑥𝑥 + 𝐵𝐵𝐵𝑥𝑥

 

　△ 𝐶𝐶𝐵𝐵𝐵𝐴𝐴𝐵 =
1
2
𝐵𝐵′𝑥𝑥𝐴𝐴′𝑦𝑦 − 𝐴𝐴′𝑥𝑥𝐵𝐵′𝑦𝑦 + 𝐴𝐴′𝑥𝑥 − 𝐵𝐵′𝑥𝑥

𝐴𝐴′𝑥𝑥𝐵𝐵′𝑦𝑦 + 𝐵𝐵′𝑥𝑥𝐴𝐴′𝑦𝑦
𝐴𝐴′𝑥𝑥 + 𝐵𝐵′𝑥𝑥

 

　 =
𝐴𝐴′𝑥𝑥𝐵𝐵′𝑥𝑥 𝐴𝐴′𝑦𝑦 − 𝐵𝐵′𝑦𝑦

𝐴𝐴′𝑥𝑥 + 𝐵𝐵′𝑥𝑥
= 𝐴𝐴𝐵𝑥𝑥𝐵𝐵𝐵𝑥𝑥 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 𝜃𝜃 

  
 

在座標平面上作一對稱軸為 𝑦𝑦 軸的對稱蝴蝶形，其面積可以表示成： 

1. 2 ×兩點𝑎𝑎座標之積 ×
兩點𝑦𝑦座標之差
兩點𝑎𝑎座標之和

 

2. 2 ×兩點𝑎𝑎座標之積 × 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡
蝴蝶形內夾角

2
 

 

已知𝐵𝐵
− 2𝑡𝑡𝑏𝑏 − 1

𝑡𝑡
,
2𝑡𝑡𝑏𝑏 − 1

𝑡𝑡
、𝐶𝐶

2𝑡𝑡𝑏𝑏 − 1
𝑡𝑡

,
2𝑡𝑡𝑏𝑏 − 1

𝑡𝑡
、 

        𝐴𝐴
𝑏𝑏

2𝑡𝑡𝑏𝑏 − 1
,

𝑡𝑡𝑏𝑏2

2𝑡𝑡𝑏𝑏 − 1
、𝐸𝐸

−𝑏𝑏
2𝑡𝑡𝑏𝑏 − 1

,
𝑡𝑡𝑏𝑏2

2𝑡𝑡𝑏𝑏 − 1
 

若令
∠𝐶𝐶𝐴𝐴𝐴𝐴

2
= 𝜃𝜃，則 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 𝜃𝜃 =

𝑡𝑡𝑏𝑏 − 1
2𝑡𝑡𝑏𝑏 − 1

 

△ 𝐴𝐴𝐶𝐶𝐴𝐴 =
1
2

0
𝑏𝑏

2𝑡𝑡𝑏𝑏 − 1
2𝑡𝑡𝑏𝑏 − 1
𝑡𝑡

0

𝑏𝑏
𝑡𝑡𝑏𝑏2

2𝑡𝑡𝑏𝑏 − 1
2𝑡𝑡𝑏𝑏 − 1

𝑡𝑡
𝑏𝑏

=
𝑏𝑏(𝑡𝑡𝑏𝑏 − 1)
𝑡𝑡 2𝑡𝑡𝑏𝑏 − 1

=
𝑏𝑏
𝑡𝑡
𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 𝜃𝜃 

蝴蝶形𝐸𝐸𝐵𝐵𝐴𝐴𝐶𝐶總面積 =
2𝑏𝑏(𝑡𝑡𝑏𝑏 − 1)
𝑡𝑡 2𝑡𝑡𝑏𝑏 − 1

=  
2𝑏𝑏
𝑡𝑡
𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 𝜃𝜃 

已知𝐶𝐶
2𝑡𝑡𝑏𝑏𝑐𝑐2 − 𝑏𝑏2

𝑡𝑡𝑐𝑐
,
2𝑡𝑡𝑏𝑏𝑐𝑐2 − 𝑏𝑏2

𝑡𝑡𝑐𝑐2
、𝐵𝐵

− 2𝑡𝑡𝑏𝑏𝑐𝑐2 − 𝑏𝑏2

𝑡𝑡𝑐𝑐
,
2𝑡𝑡𝑏𝑏𝑐𝑐2 − 𝑏𝑏2

𝑡𝑡𝑐𝑐2
、 

         𝐴𝐴
𝑏𝑏𝑐𝑐

2𝑡𝑡𝑏𝑏𝑐𝑐2 − 𝑏𝑏2
,

𝑡𝑡𝑏𝑏2𝑐𝑐2

2𝑡𝑡𝑏𝑏𝑐𝑐2 − 𝑏𝑏2
、𝐸𝐸

−𝑏𝑏𝑐𝑐
2𝑡𝑡𝑏𝑏𝑐𝑐2 − 𝑏𝑏2

,
𝑡𝑡𝑏𝑏2𝑐𝑐2

2𝑡𝑡𝑏𝑏𝑐𝑐2 − 𝑏𝑏2
 

若令
∠𝐶𝐶𝐹𝐹𝐴𝐴

2
= 𝜃𝜃，則 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 𝜃𝜃 =

𝑏𝑏 𝑡𝑡𝑐𝑐2 − 𝑏𝑏
𝑐𝑐 2𝑡𝑡𝑏𝑏𝑐𝑐2 − 𝑏𝑏2

 

△ 𝐶𝐶𝐹𝐹𝐴𝐴 =
1
2

0
𝑏𝑏𝑐𝑐

2𝑡𝑡𝑏𝑏𝑐𝑐2 − 𝑏𝑏2
2𝑡𝑡𝑏𝑏𝑐𝑐2 − 𝑏𝑏2

𝑡𝑡𝑐𝑐
0

𝑏𝑏
𝑡𝑡𝑏𝑏2𝑐𝑐2

2𝑡𝑡𝑏𝑏𝑐𝑐2 − 𝑏𝑏2
2𝑡𝑡𝑏𝑏𝑐𝑐2 − 𝑏𝑏2

𝑡𝑡𝑐𝑐2
𝑏𝑏

=
𝑏𝑏2 𝑡𝑡𝑐𝑐2 − 𝑏𝑏

𝑡𝑡𝑐𝑐 2𝑡𝑡𝑏𝑏𝑐𝑐2 − 𝑏𝑏2
=
𝑏𝑏
𝑡𝑡
𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 𝜃𝜃 

蝴蝶形𝐸𝐸𝐵𝐵𝐴𝐴𝐶𝐶總面積 =
2𝑏𝑏2 𝑡𝑡𝑐𝑐2 − 𝑏𝑏
𝑡𝑡𝑐𝑐 2𝑡𝑡𝑏𝑏𝑐𝑐2 − 𝑏𝑏2

=  
2𝑏𝑏
𝑡𝑡
𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 𝜃𝜃 

我們可以再將其作延伸： 

(1)作拋物線𝑦𝑦 = 𝑡𝑡𝑎𝑎2 𝑡𝑡 > 0  

(2)取𝑂𝑂 0,0 、拋物線上一點𝐴𝐴、𝑦𝑦軸上一點𝐵𝐵 

(3)作𝐴𝐴𝐵𝐵交拋物線於𝐶𝐶 

(4)作𝐴𝐴、𝐶𝐶在𝑎𝑎軸上的投影點𝐴𝐴𝐵、𝐶𝐶𝐵 

研究四：尋找圓與拋物線之重疊圖形上的對稱蝴蝶形中特定線段 

        長度與點座標數值之關係 

𝐵𝐵𝑦𝑦 = −𝑡𝑡𝐴𝐴𝑥𝑥𝐶𝐶𝑥𝑥 ⇒ 𝐵𝐵𝑂𝑂 = 𝑡𝑡𝐴𝐴′𝑂𝑂 × 𝑂𝑂𝐶𝐶′ 

又𝐴𝐴𝑦𝑦 = 𝑡𝑡𝐴𝐴𝑥𝑥𝐴𝐴𝑥𝑥   ⇒ 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐵 = 𝑡𝑡𝐴𝐴𝐵𝑂𝑂 × 𝐴𝐴𝐵𝑂𝑂 

利用上面發現的關係⇒ 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐵:𝐵𝐵𝑂𝑂 = 𝐴𝐴𝐵𝑂𝑂:𝑂𝑂𝐶𝐶𝐵 

在△ 𝐴𝐴𝐴𝐴′𝑂𝑂和△ 𝐵𝐵𝑂𝑂𝐶𝐶′中 

∵ 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐵:𝐵𝐵𝑂𝑂 = 𝐴𝐴𝐵𝑂𝑂:𝑂𝑂𝐶𝐶𝐵 

∠𝐴𝐴𝐴𝐴′𝑂𝑂 = 90° = ∠𝐵𝐵𝑂𝑂𝐶𝐶′ 

∴ △ 𝐴𝐴𝐴𝐴′𝑂𝑂~ △ 𝐵𝐵𝑂𝑂𝐶𝐶′ 𝑆𝑆𝐴𝐴𝑆𝑆相似  

故∠𝐴𝐴𝑂𝑂𝐴𝐴𝐵 = ∠𝐵𝐵𝐶𝐶𝐵𝑂𝑂 對應角相等 ⇒ 𝐵𝐵𝐶𝐶𝐵∥𝐴𝐴𝑂𝑂 同位角相等  

在△ 𝐴𝐴𝐵𝐵𝑂𝑂和△ 𝐵𝐵𝐶𝐶𝐶𝐶′中 

∠𝐴𝐴𝐵𝐵𝑂𝑂 = ∠𝐵𝐵𝐶𝐶𝐶𝐶𝐵 (因𝐵𝐵𝑂𝑂∥𝐶𝐶𝐶𝐶𝐵，同位角相等)  

∠𝐵𝐵𝐴𝐴𝑂𝑂 = ∠𝐶𝐶𝐵𝐵𝐶𝐶𝐵 (因𝐴𝐴𝑂𝑂∥𝐵𝐵𝐶𝐶𝐵，同位角相等)  

∴  △ 𝐴𝐴𝐵𝐵𝑂𝑂~ △𝐵𝐵𝐶𝐶𝐶𝐶𝐵 (𝐴𝐴𝐴𝐴相似) 

由此可知 𝐴𝐴𝐵𝐵:𝐵𝐵𝑂𝑂 = 𝐵𝐵𝐶𝐶:𝐶𝐶𝐶𝐶𝐵 

將此結果套用在接圓蝴蝶形上，可發現 

當𝐵𝐵𝐴𝐴 = 𝐴𝐴𝑦𝑦 (圓半徑等長)，則𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝐴𝐴𝑦𝑦 



1 作橢圓：
𝑥𝑥2

𝑎𝑎2
+
𝑦𝑦2

𝑏𝑏2
= 1、雙曲線： 

       
𝑥𝑥2

𝑎𝑎2
−
𝑦𝑦2

𝑏𝑏2
= 1、拋物線：𝑦𝑦 = 𝑐𝑐𝑥𝑥2 

      𝑎𝑎、𝑏𝑏、c > 0  
(2)設雙曲線與拋物線交於第二象限的𝐴𝐴、𝐵𝐵、 

     第一象限的𝐴𝐴𝐴、𝐵𝐵𝐴 

(3)連接𝐵𝐵𝐴𝐴、𝐴𝐴𝐵𝐵𝐴、𝐵𝐵𝐴𝐴𝐴𝐴、𝐴𝐴𝐴𝐵𝐵，得蝴蝶形 

      𝐵𝐵𝐴𝐴𝐵𝐵′𝐴𝐴′及蝴蝶形中間點𝐶𝐶 
 

(1)作拋物線：𝑦𝑦 = 𝑎𝑎𝑥𝑥2 𝑎𝑎 > 0  

(2)取拋物線上兩點𝐵𝐵 𝑏𝑏,𝑎𝑎𝑏𝑏2 、𝐶𝐶 𝑐𝑐,𝑎𝑎𝑐𝑐2  
　 𝑏𝑏 < 𝑐𝑐 < 0  

(3)取𝑦𝑦 軸上一動點𝐺𝐺 0,𝑑𝑑 𝑑𝑑 > 0  

(4)作𝐵𝐵𝐺𝐺、𝐶𝐶𝐺𝐺分別交拋物線於𝐹𝐹、𝐻𝐻 

(5)作𝐻𝐻𝐹𝐹、𝐵𝐵𝐶𝐶交於𝐼𝐼 
 

計算後可得：𝐻𝐻
−𝑑𝑑
𝑎𝑎𝑐𝑐

,
𝑑𝑑2

𝑎𝑎𝑐𝑐2
、𝐹𝐹

−𝑑𝑑
𝑎𝑎𝑏𝑏

,
𝑑𝑑2

𝑎𝑎𝑏𝑏2
 

�
𝐵𝐵𝐶𝐶方程式：𝑦𝑦 = 𝑎𝑎 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 𝑥𝑥 − 𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐__①      

𝐻𝐻𝐹𝐹方程式：𝑦𝑦 =
−𝑑𝑑 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐

𝑏𝑏𝑐𝑐
𝑥𝑥 −

𝑑𝑑2

𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐
__②

 

⇒①−②： 𝑎𝑎 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 +
𝑑𝑑 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐

𝑏𝑏𝑐𝑐
𝑥𝑥 − 𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐 +

𝑑𝑑2

𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐
= 0 ⇒ 𝑥𝑥 =

𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐 − 𝑑𝑑
𝑎𝑎(𝑏𝑏 + 𝑐𝑐)

 

再代入①得𝑦𝑦 = −𝑑𝑑 ⇒ 𝐼𝐼
𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐 − 𝑑𝑑
𝑎𝑎 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐

,−𝑑𝑑 ∴ 𝐺𝐺𝑦𝑦 = 𝐼𝐼𝑦𝑦 = 𝑑𝑑 

一、在拋物線𝑦𝑦 = 𝑎𝑎𝑥𝑥2上作蝴蝶形： 

   （一）若蝴蝶形中間點在𝑦𝑦軸上，則蝴蝶線平行𝑥𝑥軸。 

   （二）若平行𝑥𝑥軸的直線𝐿𝐿通過蝴蝶形中間點且蝴蝶形中間點在𝑦𝑦軸上，則直線𝐿𝐿就是蝴蝶線。 

二、在拋物線𝑦𝑦 = 𝑎𝑎𝑥𝑥2上作中間點位於𝑦𝑦軸的蝴蝶形，若固定同一側的蝴蝶形頂點，則無論中間點如何移動，左右兩個三角形過同一直

線的邊長之比值會與中間點的𝑦𝑦座標數值成正比。 

三、在座標平面上作一對稱軸為𝑦𝑦軸的對稱蝴蝶形，其面積可以表示成： 

         （一） 2 ×兩點𝑥𝑥座標之積 ×
兩點𝑦𝑦座標之差
兩點𝑥𝑥座標之和

 

         （二） 2 ×兩點𝑥𝑥座標之積 × 𝑡𝑡𝑎𝑎𝑡𝑡
蝴蝶形內夾角

2
 

四、接圓蝴蝶形中非於圓上的兩個頂點，其與中間點的距離與其𝑦𝑦座標數值相同。 

五、（一）在拋物線𝑦𝑦 = 𝑎𝑎𝑥𝑥2上作一蝴蝶形，且蝴蝶形中間點𝑦𝑦軸上，則此蝴蝶形的兩外邊延長而得的交點到𝑥𝑥軸的距離與蝴蝶形中間點 

     到𝑥𝑥軸的距離相等。 

         （二）在橢圓： 𝑥𝑥2

𝑎𝑎2
+ 𝑦𝑦2

𝑏𝑏2
= 1、雙曲線： 𝑥𝑥2

𝑎𝑎2
− 𝑦𝑦2

𝑏𝑏2
= 1 𝑎𝑎、𝑏𝑏 > 0 、拋物線：𝑦𝑦 = 𝑐𝑐𝑥𝑥2 𝑐𝑐 > 0 ，無論𝑎𝑎、𝑏𝑏、𝑐𝑐 數值怎麼改變， 

                   雙曲線和拋物線所產生的蝴蝶形，蝴蝶形中間點與兩外邊延長而得的交點皆會在橢圓上。 

六、在座標平面上，拋物線上任意兩點連線與拋物線所圍成的圖形，其面積可以表示成：  

         （一） 
1
6

× 拋物線二次項係數 × 兩點𝑥𝑥座標之差 3  

         （二） 
1
6

×
1

拋物線二次項係數 2 × 𝑡𝑡𝑎𝑎𝑡𝑡
蝴蝶形內夾角

2

3
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伍、結論 

研究六：尋找拋物線上任意兩點連線與拋物線所圍面積 

        之關係 

已知拋物線為𝑦𝑦 = 𝑎𝑎𝑥𝑥2、𝜃𝜃 =
∠𝐵𝐵𝐴𝐴𝐶𝐶

2
、 

𝑡𝑡𝑎𝑎𝑡𝑡 𝜃𝜃 = 𝑎𝑎(𝐶𝐶𝑥𝑥−𝐵𝐵𝑥𝑥)、𝐵𝐵 𝑏𝑏,𝑎𝑎𝑏𝑏2 、𝐶𝐶 𝑐𝑐,𝑎𝑎𝑐𝑐2  

由𝐵𝐵、𝐶𝐶座標可得 

𝐵𝐵𝐶𝐶方程式：𝑦𝑦 = 𝑎𝑎 𝐵𝐵𝑥𝑥 + 𝐶𝐶𝑥𝑥 𝑥𝑥 − 𝑎𝑎𝐵𝐵𝑥𝑥𝐶𝐶𝑥𝑥 

面積 = � (−𝑎𝑎𝑥𝑥2 + 𝑎𝑎(𝐵𝐵𝑥𝑥 + 𝐶𝐶𝑥𝑥)
𝐶𝐶𝑥𝑥

𝐵𝐵𝑥𝑥
𝑥𝑥 − 𝑎𝑎𝐵𝐵𝑥𝑥𝐶𝐶𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥 

          =
−𝑎𝑎𝑐𝑐3

3
+
𝑎𝑎 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 𝑐𝑐2

2
− 𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐2 −

−𝑎𝑎𝑏𝑏3

3
+
𝑎𝑎 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 𝑏𝑏2

2
− 𝑎𝑎𝑏𝑏2𝑐𝑐  

          =
𝑎𝑎 𝑐𝑐 − 𝑏𝑏 −2𝑏𝑏2 − 2𝑏𝑏𝑐𝑐 − 2𝑐𝑐2 + 3𝑐𝑐2 + 6𝑏𝑏𝑐𝑐 + 3𝑏𝑏2 − 6𝑏𝑏𝑐𝑐

6
 

          =
𝑎𝑎 𝑐𝑐 − 𝑏𝑏 3

6
=
𝑎𝑎(𝐶𝐶𝑥𝑥 − 𝐵𝐵𝑥𝑥)3

6
=

1
6𝑎𝑎2

𝑡𝑡𝑎𝑎𝑡𝑡3𝜃𝜃 

研究五：尋找拋物線上蝴蝶形兩外邊延長而得的交點與 
        蝴蝶形中間點之關係 

(1)作拋物線：𝑦𝑦 = 𝑎𝑎𝑥𝑥2 𝑎𝑎 > 0  

(2)取拋物線上兩點𝐵𝐵 𝑏𝑏,𝑎𝑎𝑏𝑏2 、𝐶𝐶 𝑐𝑐,𝑎𝑎𝑐𝑐2  

　 𝑏𝑏 < 𝑐𝑐 < 0  

(3)取𝑦𝑦 軸上一動點𝐺𝐺 0,𝑑𝑑 𝑑𝑑 > 0  

(4)作𝐵𝐵𝐺𝐺、𝐶𝐶𝐺𝐺分別交拋物線於𝐹𝐹、𝐻𝐻 

(5)作𝐻𝐻𝐹𝐹、𝐵𝐵𝐶𝐶交於𝐼𝐼 

(6)作𝐻𝐻𝐵𝐵、𝐹𝐹𝐶𝐶交於𝐿𝐿 

𝐻𝐻𝐵𝐵斜率：
𝐵𝐵𝑦𝑦 − 𝐻𝐻𝑦𝑦
𝐵𝐵𝑥𝑥 − 𝐻𝐻𝑥𝑥

=
𝑎𝑎2𝑏𝑏2𝑐𝑐2 − 𝑑𝑑2

𝑎𝑎𝑐𝑐2
÷
𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐 + 𝑑𝑑
𝑎𝑎𝑐𝑐

=
𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐 − 𝑑𝑑

𝑐𝑐
 

⇒ 𝐻𝐻𝐵𝐵方程式：𝑦𝑦 =
𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐 − 𝑑𝑑

𝑐𝑐
𝑥𝑥 +

𝑏𝑏𝑑𝑑
𝑐𝑐

 

⇒ 𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐 − 𝑑𝑑 𝑥𝑥 = 𝑐𝑐𝑦𝑦 − 𝑏𝑏𝑑𝑑__① 

同理，𝐹𝐹𝐶𝐶斜率 =
𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐 − 𝑑𝑑

𝑏𝑏
 

⇒ 𝐹𝐹𝐶𝐶方程式：𝑦𝑦 =
𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐 − 𝑑𝑑

𝑏𝑏
𝑥𝑥 +

𝑐𝑐𝑑𝑑
𝑏𝑏

 

⇒ 𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐 − 𝑑𝑑 𝑥𝑥 = 𝑏𝑏𝑦𝑦 − 𝑐𝑐𝑑𝑑__② 

由①、②可得：𝑐𝑐𝐿𝐿𝑦𝑦 − 𝑏𝑏𝑑𝑑 = 𝑏𝑏𝐿𝐿𝑦𝑦 − 𝑐𝑐𝑑𝑑 

⇒ 𝑐𝑐 − 𝑏𝑏 𝐿𝐿𝑦𝑦 = 𝑏𝑏𝑑𝑑 − 𝑐𝑐𝑑𝑑 ⇒ 𝐿𝐿𝑦𝑦 = −𝑑𝑑  ，再代入① 

⇒ 𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐 − 𝑑𝑑 𝑥𝑥 = −𝑏𝑏𝑑𝑑 − 𝑐𝑐𝑑𝑑 ⇒ 𝐿𝐿𝑥𝑥 =
−𝑑𝑑 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐
𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐 − 𝑑𝑑

 

⇒ 𝐿𝐿
−𝑑𝑑 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐
𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐 − 𝑑𝑑

,−𝑑𝑑 ∴ 𝐺𝐺𝑦𝑦 = 𝐿𝐿𝑦𝑦 = 𝑑𝑑 

而由計算結果可得𝐼𝐼
𝑎𝑎𝑏𝑏𝑐𝑐 − 𝑑𝑑
𝑎𝑎 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐

,−𝑑𝑑 ，故𝐿𝐿𝐼𝐼為一條平行𝑥𝑥軸的直線 

我們試著將拋物線上蝴蝶形與其他二次曲線疊合，再將兩外邊延長， 
經𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝑏𝑏𝐺𝐺𝑎𝑎繪製圖形後發現：無論𝑎𝑎、𝑏𝑏、𝑐𝑐數值怎麼改變，只要能
產生蝴蝶形𝐵𝐵𝐴𝐴𝐵𝐵′𝐴𝐴′，中間點與兩外邊延長而得的交點會在橢圓上： 

�
𝑥𝑥2

𝑎𝑎2
−
𝑦𝑦2

𝑏𝑏2
= 1

𝑦𝑦 = 𝑐𝑐𝑥𝑥2　
⇒
𝑦𝑦2

𝑏𝑏2
−

𝑦𝑦
𝑎𝑎2𝑐𝑐

+ 1 = 0 ⇒ 𝑦𝑦 =

1
𝑎𝑎2𝑐𝑐 ± 1

𝑎𝑎4𝑐𝑐2 −
4
𝑏𝑏2

2
𝑏𝑏2

 

若令
1

𝑎𝑎4𝑐𝑐2
−

4
𝑏𝑏2

= ℎ，再將此式代入𝑦𝑦 = 𝑐𝑐𝑥𝑥2 ⇒ 𝑥𝑥 = ±
𝑏𝑏2
𝑎𝑎2𝑐𝑐 ± 𝑏𝑏2ℎ

2𝑐𝑐
 

∴ 𝐴𝐴𝐴
𝑏𝑏2
𝑎𝑎2𝑐𝑐 + 𝑏𝑏2ℎ

2𝑐𝑐
,

1
𝑎𝑎2𝑐𝑐 + ℎ

2
𝑏𝑏2

、𝐵𝐵𝐴
𝑏𝑏2
𝑎𝑎2𝑐𝑐 − 𝑏𝑏2ℎ

2𝑐𝑐
,

1
𝑎𝑎2𝑐𝑐 − ℎ

2
𝑏𝑏2

 

𝐶𝐶𝑦𝑦 = 𝑐𝑐𝐴𝐴𝑥𝑥𝐵𝐵𝑥𝑥 = 𝑐𝑐𝐴𝐴𝐴𝑥𝑥𝐵𝐵𝐴𝑥𝑥 = 𝑐𝑐 ∙
𝑏𝑏2
𝑎𝑎2𝑐𝑐 + 𝑏𝑏2ℎ

2𝑐𝑐
∙

𝑏𝑏2
𝑎𝑎2𝑐𝑐 − 𝑏𝑏2ℎ

2𝑐𝑐
= 𝑐𝑐 ∙

𝑏𝑏
𝑐𝑐

= 𝑏𝑏 

𝐶𝐶𝑦𝑦 = 𝐷𝐷𝑦𝑦 ，故𝐶𝐶 0, 𝑏𝑏 、𝐷𝐷(0,−𝑏𝑏) ∴ 𝐶𝐶、𝐷𝐷皆在橢圓
𝑥𝑥2

𝑎𝑎2
+
𝑦𝑦2

𝑏𝑏2
= 1上∎ 
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