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摘要 

 本研究旨在探討由 0 與 1 組成長度為 n的二元字串中滿足000-子字串數和111-子字串數

相同（稱為平衡）之排列方法數。我們從 3 個面向來探討：一、首先將直接推導出之算式，

輸入 python計算在各種 n值下，觀察平衡與非平衡字串個數之規律性；二、接著我們發現

非平衡字串個數在000-子字串和111-子字串之差值為一固定形式時，不同長度之字串符合個

數會形成一階差數列，我們對此猜測提出證明並嘗試利用此性質推導出二元 3 平衡 𝑛 字串個

數之一般式；三、最後探討二元 3 平衡 𝑛 字串個數之成長速度，推論當 𝑛 值極大時，其個數

會以趨近 2 倍速成長。同時，我們也將 3 平衡推廣至 r平衡，提出一些相關的結果。 

壹、 研究動機 

在 100 學年度全國高中數學能力競賽的題目中，有一道題目內容如下：「由 0, 1 排成長

度 𝑛 的字串，稱為二元 𝑛 字串。若一個二元 𝑛 字串中出現字串 00 和字串 11 的個數一樣多，

則稱為長度的 𝑛 二元平衡字串。若以 𝑎𝑛 表示長度 𝑛 的二元平衡字串之個數，已知 𝑎1 = 𝑎2 =

𝑎3 = 2, 𝑎4 = 4, 𝑎5 = 6，試求 𝑎𝑛 的一般公式。」但題目給出的解法卻是特例解，只有在 00-

子字串, 11-子字串平衡的狀況下才適用，因此我們便想要改變作法，試圖用一個一般化的解

法來處理這個問題。此外，我們也想將此問題拓展，討論在 000-子字串,111-子字串平衡時，

 𝑛 位數列排列之符合個數是否也有一般解，也就是二元 3 平衡 𝑛 字串個數是否有一般式。因

此，我們便展開了一段有趣的數學研究之旅。 

貳、 研究目的 

一、原題目之非特例解。 

二、二元 3 平衡 𝑛 字串之關係式探討。 

三、二元 𝑟 平衡 𝑛 字串在滿足字串中無連續 r 個 0 或連續 r 個 1 時之個數遞迴式探討。 

四、二元 3 非平衡 𝑛 字串之關係式探討。 

五、觀察二元 3 非平衡 𝑛 字串在改變 000-子字串及 111-子字串之差值或字串之長度時，符

合個數彼此間有何性質存在？ 

六、階差數列中各階階差首項值之求解過程與性質。 

七、將第五點推廣至二元 𝑟 非平衡 𝑛 字串。 

八、二元平衡 𝑛 字串、二元 3 平衡 𝑛 字串之 lim
𝑛→∞

𝑆(𝑛,𝑖,0)

𝑆(𝑛−1,𝑖,0)
(i = 2,3) 探討，其中𝑆(𝑛,𝑖,0)代表長度

為𝑛的字串中滿足𝑖-0-子字串(連續𝑖個 0 所形成的子字串)與𝑖-1-子字串(連續𝑖個 1 所形成

的子字串)數目相同的個數。 

 

參、 研究設備及器材 

一、利用 python 幫助我們算出不同下之字串符合個數 

二、利用 excel 幫助我們列出研究中各個階差數列 
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肆、 研究過程或方法 

一、研究架構 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

二、先備知識 

(一) 組合數與費氏數列{𝐹𝑛}之恆等式 

恆等式 1 

 

   【證明】 

   以下利用數學歸納法來證明此恆等式。 

1. 當 𝑛 = 1 時，∁0
1= 1 = 𝐹2 

2. 當 𝑛 = 2 時，∁0
2 + ∁1

1= 2 = 𝐹3 

3. 設 𝑘 是正整數，且𝑘 ≥ 2。證明：若 𝑛 = 𝑘、𝑛 = 𝑘 − 1 時原式成立，則

 𝑛 = 𝑘 + 1 時原式亦成立。 

假設 𝑛 = 𝑘，𝑛 = 𝑘 − 1 時原式成立，考慮 𝑛 = 𝑘 + 1 時情形： 

(1) 𝑘 + 1 為偶數時 

∁0
k+1 + ∁1

k +⋯+ ∁
[
𝑘−1
2
]

[
𝑘+4
2
]
+ ∁

[
𝑘+1
2
]

[
𝑘+2
2
]
= ∁0

k+1 + ∁1
k +⋯+ ∁𝑘−1

2

𝑘+3
2 + ∁𝑘+1

2

𝑘+1
2  

lim
𝑛→∞

𝑆(𝑛,3,0)

𝑆(𝑛−1,3,0)
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= ∁0
k + (∁0

k−1 + ∁1
k−1) + ⋯+ (∁𝑘−3

2

𝑘+1
2 + ∁𝑘−1

2

𝑘+1
2 ) + ∁𝑘−1

2

𝑘−1
2  

= (∁0
k + ∁1

k−1 +⋯+ ∁𝑘−1
2

𝑘+1
2 ) + (∁0

k−1 + ∁1
k−2 +⋯+ ∁𝑘−3

2

𝑘+1
2 + ∁𝑘−1

2

𝑘−1
2 ) 

=∑∁𝑖
k−i

𝑘−1
2

𝑖=0

+∑∁𝑖
k−1−i

𝑘−1
2

𝑖=0

=∑∁𝑖
k−i

[
𝑘
2
]

𝑖=0

+ ∑ ∁𝑖
k−1−i

[
𝑘−1
2
]

𝑖=0

= 𝐹𝑘+1 + 𝐹𝑘 = 𝐹𝑘+2. 

(2) 𝑘 + 1 為奇數時 

∁0
k+1 + ∁1

k +⋯+ ∁
[
𝑘−1
2
]

[
𝑘+4
2
]
+ ∁

[
𝑘+1
2
]

[
𝑘+2
2
]
= ∁0

k+1 + ∁1
k +⋯+ ∁𝑘−2

2

𝑘+4
2 + ∁𝑘

2

𝑘+2
2  

= ∁0
k + (∁0

k−1 + ∁1
k−1) + ⋯+ (∁𝑘−4

2

𝑘+2
2 + ∁𝑘−2

2

𝑘+2
2 ) + (∁𝑘−2

2

𝑘
2 + ∁𝑘

2

𝑘
2) 

= (∁0
k + ∁1

k−1 +⋯+ ∁𝑘−2
2

𝑘+2
2 + ∁𝑘

2

𝑘
2) + (∁0

k−1 + ∁1
k−2 +⋯+ ∁𝑘−4

2

𝑘+2
2 + ∁𝑘−2

2

𝑘
2 ) 

=∑∁𝑖
k−i

𝑘
2

𝑖=0

+∑∁𝑖
k−1−i

𝑘−2
2

𝑖=0

=∑∁𝑖
k−i

[
𝑘
2
]

𝑖=0

+ ∑ ∁𝑖
k−1−i

[
𝑘−1
2
]

𝑖=0

= 𝐹𝑘+1 + 𝐹𝑘 = 𝐹𝑘+2. 

綜合步驟1、2、3，由數學歸納法得證原式成立。 

(二) 階差數列的定義 

「階差數列」又名高階等差數列，其定義如下：「設 {𝑎𝑛} 是一個給定的數列，定義 

∆𝑎𝑛 = 𝑎𝑛+1 − 𝑎𝑛, 𝑛 = 1,2,3…，稱{∆𝑎𝑛}為 {𝑎𝑛} 的一階等差數列，定義∆2𝑎𝑛 =

∆(∆𝑎𝑛), n = 1,2,3…，稱它為 {𝑎𝑛} 的二階等差數列，一般定義∆𝑘𝑎𝑛 = ∆(∆
𝑘−1𝑎𝑛),

𝑛 = 1,2,3…， 𝑘 為自然數，稱它為 {𝑎𝑛} 的 𝑘 階等差數列。設 {𝑎𝑛} 是一個給定的數

列，若其 𝑝 階等差數列 {∆𝑝𝑎𝑛} 是一非零的常數數列，而 𝑝 + 1 階等差數列

 {∆𝑝+1𝑎𝑛} 是零數列，就稱 {𝑎𝑛} 是一個 𝑝 階等差數列。」[參考資料-二] 

(三) 𝑝 階等差數列之組合公式表達 

 𝑝 階等差數列的通項可表示為 

          𝑎𝑛 = 𝑎1 + ∆𝑎1𝐶1
𝑛−1 + ∆2𝑎1𝐶2

𝑛−1 +⋯+ ∆𝑝𝑎1𝐶𝑝
𝑛−1      [參考資料-二] 

(四) 差分關係式 

組合數之差分關係式 

         ∆𝐶𝑝
𝑛 = 𝐶𝑝

𝑛+1 − 𝐶𝑝
𝑛 = 𝐶𝑝−1

𝑛             [參考資料-三] 

 

伍、 名詞定義 

一、 區塊(𝒃𝒍𝒐𝒄𝒌)：一個二元 𝑛 字串由一或多個區塊組成，每個區塊內所有的字元均相同，

且與每個區塊相鄰的左右兩個字元均與該區塊內所有的字元相異。在此令由 𝑘 個字

元組成的區塊記做 𝒌 − 𝒃𝒍𝒐𝒄𝒌，由 𝛼 個 0 組成的區塊記做𝜶 − 𝟎 − 𝒃𝒍𝒐𝒄𝒌 (1 個 0 組成

的區塊記做 𝟎 − 𝒃𝒍𝒐𝒄𝒌，2 個 0 組成的區塊記做 𝟎𝟎 − 𝒃𝒍𝒐𝒄𝒌)，同理，由 𝛽 個 1 組成
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的區塊記做 𝜷 − 𝟏 − 𝒃𝒍𝒐𝒄𝒌 (1 個 1 組成的區塊記做 𝟏 − 𝒃𝒍𝒐𝒄𝒌，2 個 1 組成的區塊記

做 𝟏𝟏 − 𝒃𝒍𝒐𝒄𝒌 )。 

二、 𝑙𝑘(0)表示在二元 𝑛 字串中k-0-子字串的數目， 𝑙𝑘(1) 表示在二元 𝑛 字串中k-1-子字串

的數目。(例如：10011010001, 𝑙2(0) = 3,  𝑙3(0) = 1,  𝑙2(1) = 1)。 

三、 二元 𝒓 平衡 𝒏 字串表示二元 𝑛 字串中滿足 𝑙𝑟(0) = 𝑙𝑟(1) 的字串(以下二元 𝑛 字串中

滿足 𝑙2(0) = 𝑙2(1) 簡稱為二元平衡 𝑛 字串) 

四、 𝑆(𝑛,𝑟,𝑚)表二元 𝑛 字串滿足 |𝑙𝑟(0) − 𝑙𝑟(1)| = 𝑚 之個數 

 

陸、 研究結果 

一、原題目之非特例解 

定理一 

二元平衡 𝑛 字串個數之一般式為 {
𝑆(1,2,0) = 𝑆(2,2,0) = 2

  𝑆(𝑛,2,0) = 2𝐶
[
𝑛

2
]−1

𝑛−2 , 𝑛 ≥ 3  

【證明】 

將二元 𝑛 字串分成 𝑎 個區塊，限制 0 只能放入奇數區塊(從最左邊算起)，1 只能放入

偶數區塊內。依對稱性可知，其符合條件之方法數會與 1 放入奇數區塊，0 放入偶數區

塊之方法數相同，因此只需考慮一種情況即可。起初，先在每個奇數區塊內各填入 1 個

0 並在每個偶數區塊內各填入 1 個 1 保持奇偶交錯。以下將 𝑛 分為奇、偶討論： 

(一)  𝑛 為偶數 

𝑛 = 2時，𝑆(2,2,0) = 2。當 𝑛 ≥ 4， 𝑎 = 1時，𝑙2(0) = 𝑛 − 1 > 0,  𝑙2(1) = 0，矛盾。

因此當 𝑛 ≥ 4 時，有 2 ≤ 𝑎 ≤ 𝑛。 

1.  𝑎 為偶數時，令 𝑎 = 2𝑎′(𝑎′ = 1,2, … ,
𝑛

2
 )，由於各區塊內皆已有 1 個字元，因此

之後再放入的字元皆會使 𝑙2(0) 或 𝑙2(1) 增加 1，故此字串滿足 

 𝑙2(0) + 𝑙2(1) = 𝑛 − 𝑎 ，且為了符合二元平衡 𝑛 字串之條件，故有 

 𝑙2(0) = 𝑙2(1) =
𝑛−𝑎

2
 。因此，應在 𝑎′ 個奇數區塊中填入 

𝑛−𝑎

2
 個 0，其方法數為

 𝐻𝑛−𝑎

2

𝑎

2 = 𝐶𝑛−𝑎
2

𝑛

2
−1
= 𝐶𝑎

2
−1

𝑛

2
−1
= 𝐶

𝑎′−1

𝑛

2
−1
 ，相同的，在 𝑎′ 個偶數區塊中亦須填入 

𝑛−𝑎

2
 個 1，

其方法數為 𝐶
𝑎′−1

𝑛

2
−1
 。可得總方法數為 𝐶

𝑎′−1

𝑛

2
−1

× 𝐶
𝑎′−1

𝑛

2
−1

= (𝐶
𝑎′−1

𝑛

2
−1
)2 。 

2.  𝑎 為奇數時， 𝑙2(0) + 𝑙2(1) = 𝑛 − 𝑎 ，且需符合 𝑙2(0) = 𝑙2(1) =
𝑛−𝑎

2
 ，但 𝑛 為偶

數， 𝑎 為奇數，故 
𝑛−𝑎

2
 不為整數，在此情況下找不到符合的二元平衡 𝑛 字串。 

根據上述，當 𝑛 為偶數時，二元平衡 𝑛 字串之個數為 



5 
 

𝑆(𝑛,2,0) = 2 ∑(𝐶
𝑎′−1

𝑛
2
−1
)2

𝑛
2

𝑎′=1

= 2 ∑ 𝐶
𝑎′−1

𝑛
2
−1
× 𝐶𝑛

2
−𝑎′

𝑛
2
−1

𝑛
2

𝑎′=1

 

以生成多項式的角度來看，可將其視為求 

 2 × (𝑥 + 1)𝑛−2 = 2 × (𝑥 + 1)
𝑛

2
−1 × (𝑥 + 1)

𝑛

2
−1 之 𝑥

𝑛

2
−1 項係數，故 

𝑆(𝑛,2,0) = 2 ∑ 𝐶
𝑎′−1

𝑛
2
−1
× 𝐶𝑛

2
−𝑎′

𝑛
2
−1

𝑛
2

𝑎′=1

= 2𝐶𝑛
2
−1

𝑛−2 = 2𝐶
[
𝑛
2
]−1

𝑛−2  

(二)  𝑛 為奇數 

𝑛 = 1 時，𝑆(1,2,0) = 2，當𝑛 ≥ 3, 𝑎 = 1時，𝑙2(0) ≠ 𝑙2(1)，矛盾，因此 2 ≤ 𝑎 ≤ 𝑛。 

1.  𝑎 為偶數時，𝑙2(0) + 𝑙2(1) = 𝑛 − 𝑎，須符合 𝑙2(0) = 𝑙2(1) =
𝑛−𝑎

2
 ，但 𝑛 為奇數，

 𝑎 為偶數，故 
𝑛−𝑎

2
 不為整數，在此情況下找不到符合的二元平衡 𝑛 字串。 

2.  𝑎 為奇數時，令 𝑎 = 2𝑎′ + 1, 𝑎′ = 1,2, … ,
𝑛−1

2
 ，𝑙2(0) + 𝑙2(1) = 𝑛 − 𝑎，則 

𝑙2(0) = 𝑙2(1) =
𝑛−𝑎

2
。因此，應在 

𝑎+1

2
 個奇數區塊中填入 

𝑛−𝑎

2
 個 0，其方法數為

 𝐻𝑛−𝑎

2

𝑎+1

2 = 𝐶𝑛−𝑎
2

𝑛+1

2
−1
= 𝐶𝑎−1

2

𝑛−1

2 = 𝐶
𝑎′

𝑛−1

2 ，並在 
𝑎−1

2
 個偶數區塊中填入 

𝑛−𝑎

2
 個 1，其方法數

為 𝐻𝑛−𝑎

2

𝑎−1

2 = 𝐶𝑛−𝑎
2

𝑛−1

2
−1
= 𝐶𝑎−3

2

𝑛−3

2 = 𝐶
𝑎′−1

𝑛−3

2 ，所以總方法數為 𝐶
𝑎′

𝑛−1

2 × 𝐶
𝑎′−1

𝑛−3

2 。 

根據上述，當 𝑛 為偶數時，二元平衡 𝑛 字串之個數為 

𝑆(𝑛,2,0) = 2 ∑ 𝐶
𝑎′

𝑛−1
2 × 𝐶

𝑎′−1

𝑛−3
2

𝑛−1
2

𝑎′=1

= 2 ∑ 𝐶𝑛−1
2
−𝑎′

𝑛−1
2 × 𝐶

𝑎′−1

𝑛−3
2

𝑛−1
2

𝑎′=1

 

以生成多項式的角度來看，可將其視為求 

2 × (𝑥 + 1)𝑛−2 = 2 × (𝑥 + 1)
𝑛−1

2 × (𝑥 + 1)
𝑛−3

2 之𝑥
𝑛−3

2 項係數，故 

𝑆(𝑛,2,0) = 2 ∑ 𝐶𝑛−1
2
−𝑎′

𝑛−1
2 × 𝐶

𝑎′−1

𝑛−3
2

𝑛−1
2

𝑎′=1

= 2𝐶𝑛−3
2

𝑛−2 = 2𝐶
[
𝑛
2
]−1

𝑛−2 . 
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二、二元 3 平衡 n 字串之關係式 

關係式 1 

 定義𝑀(𝑛,𝑎,𝑏1,𝑏2)為在[
𝑎+1

2
]個區塊中取𝑏1個區塊、在[

𝑎

2
]個區塊中取𝑏2個區塊之總方法數； 

  𝑀(𝑛,𝑎,𝑏1,𝑏2,𝑐)為在𝑏1個區塊中填入𝑐個0、𝑏2個區塊中填入𝑐個1之總方法數； 

 集合𝐴𝑛 = {𝑀(𝑛,𝑎,𝑏1,𝑏2) ×𝑀(𝑛,𝑎,𝑏1,𝑏2,𝑐)|

𝑎, 𝑏1, 𝑏2, 𝑐𝜖ℕ,

 𝑎 ≥ 2; 𝑏1 ≤ [
𝑎+1

2
] ; 𝑏2 ≤ [

𝑎

2
] ; 𝑐 ≥ 1,

𝑎 + 𝑏1 + 𝑏2 + 2𝑐 = 𝑛

}， 

𝑀(𝑛,𝑎,𝑏1,𝑏2) ×𝑀(𝑛,𝑎,𝑏1,𝑏2,𝑐) = ∁𝑏1
[
𝑎+1
2
]
× ∁𝑏2

[
𝑎
2
]
× 𝐻𝑐

𝑏1 × 𝐻𝑐
𝑏2 

定義 𝑛(𝑇) 代表集合 𝑇 內所有元素的個數； 

  則有以下公式： 

𝑆(𝑛,3,0) = 2(𝐹𝑛+1 + ∑ 𝑥𝑖

𝑛(𝐴𝑛)

𝑖=1

), 

其中 𝑥𝑖 ∈ 𝐴𝑛. 

【說明】 

在推導二元 3 平衡 n 字串之關係式時，我們將利用二元平衡 n 字串之解法加以延伸。並

將 𝑙3(0) = 𝑙3(1) = 0 與 𝑙3(0) = 𝑙3(1) > 0 之個數分開討論。 

(一) 𝑙3(0) = 𝑙3(1) = 0 

假設字串有 𝑥 個單字元區塊( 0 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘 或 1 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘  )， 𝑦 個雙字元區塊( 00 −

𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘或 11 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘 )，而字串必須符合  𝑙3(0) = 𝑙3(1) = 0，因此，不會出現長度為 3

以上的區塊，故有 𝑥 + 2𝑦 = 𝑛, 𝑥, 𝑦 ∈ ℕ0。我們先討論單字元區塊與雙字元區塊的所

有排列情形。 

1. 當 𝑛 為奇數時，其解為(n, 0), (𝑛 − 2,1)… (3,
𝑛−3

2
) , (1,

𝑛−1

2
) ，則排列數總和為 

∁0
n + ∁1

n−1 +⋯+ ∁𝑛−3
2

𝑛+3
2 + ∁𝑛−1

2

𝑛+1
2 =∑∁𝑖

n−i

𝑛−1
2

𝑖=0

 

2. 當 𝑛 為偶數時，其解為(n, 0), (𝑛 − 2,1)… (2,
𝑛−2

2
) , (0,

𝑛

2
)，則排列數總和為 

 ∁0
n + ∁1

n−1 +⋯+ ∁𝑛−2
2

𝑛+2
2 + ∁𝑛

2

𝑛
2=∑∁𝑖

n−i

𝑛
2

𝑖=0

 

當字串內區塊的排列已決定後，只剩下考慮「第奇數個區塊皆填入 0 且第偶數個區

塊皆填入 1」和「第奇數個區塊皆填入 1 且第偶數個區塊皆填入 0」兩種可能。綜合上

述二式，得二元 3 平衡 𝑛 字串之個數為 
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2(∁0
n + ∁1

n−1 +⋯+ ∁
[
𝑛−2
2
]

[
𝑛+3
2
]
+ ∁

[
𝑛
2
]

[
𝑛+1
2
]
) = 2∑∁𝑖

n−i

[
𝑛
2
]

𝑖=0

, 

由文獻探討及前置研究(二)得 

2∑∁𝑖
n−i

[
𝑛
2
]

𝑖=0

= 2𝐹𝑛+1. 

(二) 𝑙3(0) = 𝑙3(1) > 0 

在這個情況中，𝑙3(0), 𝑙3(1) ≥ 1，故 𝑛 ≥ 6。以下分三個步驟來解決此問題。 

1. 將二元 𝑛 字串分成 𝑎 個區塊，並限制 0 只能放入第奇數個區塊內，而 1 只能放

入第偶數個區塊內。起初，先在奇數區塊內各放入 1 個 0，並在偶數區塊內各放

入 1 個 1。此外，因為 𝑙3(0), 𝑙3(1) > 0，故 𝑎 ≥ 2。(說明：步驟 1 結束後，此

二元 3 平衡 𝑛 字串處於未完成的狀態，每一個區塊皆僅放入 1 個字元。) 

2. 接著，在奇數區塊中取 𝑏1 個再各填入 1 個 0 使其成為 𝟎𝟎 − 𝒃𝒍𝒐𝒄𝒌，而奇數區塊

有 [
𝑎+1

2
] 個，且須符合 𝑙3(0) > 0，故 1 ≤ 𝑏1 ≤ [

𝑎+1

2
]。在偶數區塊中取 𝑏2 個再各

填入 1 個 1 使其成為 𝟏𝟏 − 𝒃𝒍𝒐𝒄𝒌，而偶數區塊有 [
𝑎

2
] 個，且需符合 𝑙3(1) > 0 ，

故 1 ≤ 𝑏2 ≤ [
𝑎

2
] 。其解的個數為 𝑀(𝑛,𝑎,𝑏1,𝑏2) ，則 

𝑀(𝑛,𝑎,𝑏1,𝑏2) = ∁𝑏1
[
𝑎+1
2
]
× ∁𝑏2

[
𝑎
2
]
. 

(說明：步驟 2 結束後，此二元 3 平衡 𝑛 字串仍處於未完成的狀態，然而有些區

塊已放入 2 個字元，這些區塊成為了 𝒌 − 𝒃𝒍𝒐𝒄𝒌 (𝒇𝒐𝒓 𝒌 ≥ 𝟑) 的候補。) 

3. 將剩下的字元填入雙字元區塊中，當每填一個字元進入 𝟐 − 𝒃𝒍𝒐𝒄𝒌時，𝑙3(0)或

 𝑙3(1) 便會增加 1，而為符合𝑙3(0) = 𝑙3(1)，剩餘n − a − 𝑏1 − 𝑏2個字元必為偶數，

0,1各 
n−a−𝑏1−𝑏2

2
 個。令 𝑐 =

𝑛−𝑎−𝑏1−𝑏2

2
 ，為滿足 𝑙3(0) = 𝑙3(1) > 0 ，故 𝑐 ≥ 1 。其

方法數為 𝑀(𝑛,𝑎,𝑏1,𝑏2,𝑐)，則 

𝑀(𝑛,𝑎,𝑏1,𝑏2,𝑐) = 𝐻𝑐
𝑏1 × 𝐻𝑐

𝑏2 = ∁𝑐
𝑐+𝑏1−1 × ∁𝑐

𝑐+𝑏2−1. 

其關係式可被歸納為為 

(𝑎, 𝑏1, 𝑏2, 𝑐) {

𝑎, 𝑏1, 𝑏2, 𝑐𝜖ℕ

𝑎 ≥ 2; 𝑏1 ≤ [
𝑎 + 1

2
] ;  𝑏2 ≤ [

𝑎

2
] ;  𝑐 ≥ 1 

𝑎 + 𝑏1 + 𝑏2 + 2𝑐 = 𝑛

 

𝑀(𝑛,𝑎,𝑏1,𝑏2) ×𝑀(𝑛,𝑎,𝑏1,𝑏2,𝑐) = ∁𝑏1
[
𝑎+1
2
]
× ∁𝑏2

[
𝑎
2
]
× 𝐻𝑐

𝑏1 × 𝐻𝑐
𝑏2 

將字串對稱後即可得 1 開頭之所有組合。定義一集合 
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𝐴𝑛 = {𝑀(𝑛,𝑎,𝑏1,𝑏2) ×𝑀(𝑛,𝑎,𝑏1,𝑏2,𝑐)|

𝑎, 𝑏1, 𝑏2, 𝑐𝜖ℕ,

 𝑎 ≥ 2; 𝑏1 ≤ [
𝑎+1

2
] ; 𝑏2 ≤ [

𝑎

2
] ; 𝑐 ≥ 1,

𝑎 + 𝑏1 + 𝑏2 + 2𝑐 = 𝑛

}，則在 

 𝑙3(0) = 𝑙3(1) > 0 之狀況中，二元 3 平衡 𝑛 字串之個數為 2 ∑ 𝑥𝑖
𝑛(𝐴𝑛)
𝑖=1 。 

綜上， 

𝑆(𝑛,3,0) = 2(𝐹𝑛+1 + ∑ 𝑥𝑖

𝑛(𝐴𝑛)

𝑖=1

). 

我們將上式利用 Python 程式運算 𝑆(𝑛,3,0) 之值，計算 𝑛 = 1 至  𝑛 = 100 ，皆與 OEIS

資料吻合(參考資料四)，其中前幾項為2, 4, 6, 10, 16, 28, 46, 82, 142, 256, 460，由於其規

律隱晦不明，於是我們轉而探討二元 3 非平衡 𝑛 字串之關係式，並觀察其性質。 

 

三、二元 𝑟 平衡 𝑛 字串 𝑙𝑟(0) = 𝑙𝑟(1) = 0 之遞迴式探討 

定理二 

二元 𝑟 平衡 𝑛 字串 𝑙𝑟(0) = 𝑙𝑟(1) = 0 個數之遞迴式 𝑟𝑛 為： 

𝑟𝑛 =∑𝑟(𝑛−𝑖)

𝑟−1

𝑖=1

 ,當 𝑛 ≥ 𝑟 

【說明】 

 將滿足 𝑙𝑟(0) = 𝑙𝑟(1) = 0 的二元 𝑟 平衡 𝑛 字串分成 𝑟 − 1 種情況討論： 

1. 若此二元 𝑟 平衡 𝑛 字串的開頭為一長度 1 的 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘，則在此情況下剩餘字元 𝑛 − 1 個字

元的排列方法數須滿足 𝑙𝑟(0) = 𝑙𝑟(1) = 0 ，故方法數為 𝑟(𝑛−1)。 

2. 若此二元 𝑟 平衡 𝑛 字串的開頭為一長度 2 的 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘，則在此情況下剩餘字元 𝑛 − 2 個字

元的排列方法數須滿足 𝑙𝑟(0) = 𝑙𝑟(1) = 0 ，故方法數為 𝑟(𝑛−2)。 

以此類推， 若此二元 𝑟 平衡 𝑛 字串的開頭為一長度 𝑟 − 1 的 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘，則在此情況下剩餘字元

 𝑛 − 𝑟 + 1 個字元的排列方法數須滿足 𝑙𝑟(0) = 𝑙𝑟(1) = 0 ，故方法數為 𝑟(𝑛−𝑟+1)。故二元 𝑟 平

衡 𝑛 字串 𝑙𝑟(0) = 𝑙𝑟(1) = 0 之遞迴式 𝑟𝑛 為 

𝑟𝑛 =∑𝑟(𝑛−𝑖)

𝑟−1

𝑖=1

 ,當 𝑛 ≥ 𝑟 
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四、二元 3 非平衡 𝑛 字串之關係式探討 

關係式 2 

定義集合 𝐵𝑛 = {∁𝑏2
[
𝑎

2
]
×𝐻𝑐

𝑏2| 

𝑎, 𝑏1, 𝑏2, 𝑐𝜖ℕ0,

𝑎 ≥ 2; 𝑏1 = 0; 1 ≤ 𝑏2 ≤ [
𝑎

2
] ; 𝑐 = 𝑚,

𝑎 + 𝑏2 = 𝑛 −𝑚

}； 

集合 𝐶𝑛 = {∁𝑏1
[
𝑎+1

2
]
× 𝐻𝑐

𝑏1| 

𝑎, 𝑏1, 𝑏2, 𝑐𝜖ℕ0,

𝑎 ≥ 1; 1 ≤ 𝑏1 ≤ [
𝑎+1

2
] ;  𝑏2 = 0; 𝑐 = 𝑚,

𝑎 + 𝑏1 = 𝑛 −𝑚

}； 

集合 𝐷𝑛 = {𝑀(𝑛,𝑎,𝑏1,𝑏2) ×𝑀(𝑛,𝑎,𝑏1,𝑏2,𝑐,𝑚)|

𝑎, 𝑏1, 𝑏2, 𝑐𝜖ℕ,

 𝑎 ≥ 2;  1 ≤ 𝑏1 ≤ [
𝑎+1

2
] ; 1 ≤ 𝑏2 ≤ [

𝑎

2
] ; 𝑐 ≥ 𝑚,

𝑎 + 𝑏1 + 𝑏2 + 2𝑐 = 𝑛 +𝑚

}； 

其中，定義𝑀(𝑛,𝑎,𝑏1,𝑏2)為在[
𝑎+1

2
]個區塊中取𝑏1個區塊、[

𝑎

2
]個區塊中取𝑏2個區塊之方法數； 

   𝑀(𝑛,𝑎,𝑏1,𝑏2,𝑐)為在𝑏1個區塊中填入𝑐個0、𝑏2個區塊中填入𝑐 − 𝑚個1或在𝑏1個區  

   塊中填入𝑐 − 𝑚個0、𝑏2個區塊中填入𝑐個1之總方法數。 

因此 𝑀(𝑛,𝑎,𝑏1,𝑏2) = ∁𝑏1
[
𝑎+1

2
]
× ∁𝑏2

[
𝑎

2
]
, 𝑀(𝑛,𝑎,𝑏1,𝑏2,𝑐,𝑚) = 𝐻𝑐

𝑏1 × 𝐻𝑐−𝑚
𝑏2 + 𝐻𝑐−𝑚

𝑏1 × 𝐻𝑐
𝑏2 , 

    則有以下公式： 

𝑆(𝑛,3,𝑚) = 2(∑ 𝑥𝑖

𝑛(𝐵𝑛)

𝑖=1

+ ∑ 𝑦𝑖

n(𝐶𝑛)

𝑖=1

+ ∑ 𝑧𝑖

n(𝐷𝑛)

𝑖=1

) ,m ≥ 1, 

其中𝑥𝑖 ∈ 𝐵𝑛,  𝑦𝑖 ∈ 𝐶𝑛, 𝑧𝑖 ∈ 𝐷𝑛. 

【說明】 

我們將二元 3 平衡 n 字串的討論方法延伸以解決此問題，以下變數的涵義亦與其相同。 

先考慮 0 為開頭時的個數。假設 |𝑙3(0) − 𝑙3(1)| = 𝑚 ，當 𝑚 = 0 時，字串為一個二元 3 平

衡 𝑛 字串，並非我們要討論的範圍，故 𝑚 ≥ 1 ，且𝑛 ≥ 3。而 max(𝑚) 發生在字串 𝑛 個字元

全部為 0 時，𝑙3(0) = 𝑛 − 2，故可知 𝑚 ≤ 𝑛 − 2 ，因此 1 ≤ 𝑚 ≤ 𝑛 − 2，𝑚 ∈ ℕ 。假設 𝑛 − 2 ≥

𝑐 ≥ 1，則當 𝑙3(0) = 𝑐 時，𝑙3(1) = 𝑐 − 𝑚；當 𝑙3(0) = 𝑐 − 𝑚 時，𝑙3(1) = 𝑐。在討論二元 3 平

衡 𝑛 字串時，需符合之條件為 𝑙3(0) = 𝑙3(1) = 𝑐 ，而此狀況為( 𝑙3(0), 𝑙3(1) ) = (𝑐, 𝑐 − 𝑚)或

(𝑐 − 𝑚, 𝑐) ， 故 滿 足 之 前 狀 況 的 方 程 式 𝑎 + 𝑏1 + 𝑏2 + 2𝑐 = 𝑛 須 改 為                      

 𝑎 + 𝑏1 + 𝑏2 + 𝑐 + (𝑐 − 𝑚) = 𝑛，以下我們將 𝑏1、𝑏2 分成 4 個狀況討論。 

(一) 𝑏1 = 𝑏2 = 0 

因為𝑏1 = 𝑏2 = 0，代表字串 𝑙2(0) = 𝑙2(1) = 0 ，由此可知 𝑙3(0) = 𝑙3(1) = 0 , 𝑐 = 0，

所以𝑚 = 0 < 1，矛盾。 

(二) 𝑏1 = 0,  𝑏2 > 0 

1. 因為 𝑏2 > 0，代表此字串必包含 1，故 𝑎 ≥ 2，且根據二元 3 平衡 𝑛 字串之討論，

 1 ≤ 𝑏2 ≤ [
𝑎

2
]。 

2. 因為 𝑏1 = 0，則由(一)知 𝑙3(0) = 0，但 𝑐 ≥ 1，故在此狀況下 𝑙3(0) ≠ 𝑐，因此



10 
 

𝑙3(0),  𝑙3(1)只有 1 種可能，即為 𝑙3(0) = 𝑐 − 𝑚 = 0，𝑙3(1) = 𝑐，並可得 𝑐 = 𝑚。 

3. (𝑎, 𝑏1, 𝑏2, 𝑐)須滿足方程式 𝑎 + 𝑏1 + 𝑏2 + 𝑐 + (𝑐 − 𝑚) = 𝑎 + 𝑏2 +𝑚 = 𝑛，移項後

得𝑎 + 𝑏2 = 𝑛 −𝑚。 

根據上述，𝑀(𝑛,𝑎,𝑏1,𝑏2) = ∁𝑏1
[
𝑎+1

2
]
× ∁𝑏2

[
𝑎

2
]
= ∁𝑏2

[
𝑎

2
]
；𝑀(𝑛,𝑎,𝑏1,𝑏2,𝑐,𝑚) = 𝐻𝑐

𝑏2，故其關係式可歸納

為 

(𝑎, 𝑏1, 𝑏2, 𝑐) {

𝑎, 𝑏1, 𝑏2, 𝑐𝜖ℕ0,

𝑎 ≥ 2; 𝑏1 = 0; 1 ≤ 𝑏2 ≤ [
𝑎

2
] ; 𝑐 = 𝑚,

𝑎 + 𝑏2 = 𝑛 −𝑚

 

 𝑀(𝑛,𝑎,𝑏1,𝑏2) ×𝑀(𝑛,𝑎,𝑏1,𝑏2,𝑐,𝑚) = ∁𝑏2
[
𝑎
2
]
× 𝐻𝑐

𝑏2 . 

將字串對稱後即可得 1 開頭之所有組合。定義一集合 

𝐵𝑛 = {∁𝑏2
[
𝑎

2
]
×𝐻𝑐

𝑏2|  

𝑎, 𝑏1, 𝑏2, 𝑐𝜖ℕ0,

𝑎 ≥ 2; 𝑏1 = 0; 1 ≤ 𝑏2 ≤ [
𝑎

2
] ; 𝑐 = 𝑚,

𝑎 + 𝑏2 = 𝑛 −𝑚

} ， 則 在  𝑏1 = 0,  𝑏2 > 0 、

|𝑙3(0) − 𝑙3(1)| = 𝑚 之狀況中，二元 3 平衡 𝑛 字串之個數為2∑ 𝑥𝑖
𝑛(𝐵𝑛)
𝑖=1 ，其中 𝑥𝑖 ∈ 𝐵𝑛。 

(三) 𝑏1 > 0,  𝑏2 = 0 

1. 因為 𝑏2 = 0，代表此字串有可能不包含 1，故 𝑎 ≥ 1。根據二元 3 平衡 𝑛 字串之

討論，可知 1 ≤ 𝑏1 ≤ [
𝑎+1

2
]。 

2. 因為  𝑏2 = 0，由(一)知 𝑙3(1) = 0，但  𝑐 ≥ 1，故在此狀況下  𝑙3(1) ≠ 𝑐，因此

𝑙3(0),  𝑙3(1)只有 1 種可能，即為 𝑙3(0) = 𝑐, 𝑙3(1) = 𝑐 − 𝑚 = 0，並可得 𝑐 = 𝑚。 

3. (𝑎, 𝑏1, 𝑏2, 𝑐)須滿足方程式 𝑎 + 𝑏1 + 𝑏2 + 𝑐 + (𝑐 − 𝑚) = 𝑎 + 𝑏1 +𝑚 = 𝑛，移項後

得𝑎 + 𝑏1 = 𝑛 −𝑚。 

根據上述，𝑀(𝑛,𝑎,𝑏1,𝑏2) = ∁𝑏1
[
𝑎+1

2
]
× ∁𝑏2

[
𝑎

2
]
= ∁𝑏1

[
𝑎+1

2
]
；𝑀(𝑛,𝑎,𝑏1,𝑏2,𝑐,𝑚) = 𝐻𝑐

𝑏1，故其關係式可歸

納為 

(𝑎, 𝑏1, 𝑏2, 𝑐) {

𝑎, 𝑏1, 𝑏2, 𝑐 𝜖ℕ0,

𝑎 ≥ 1; 1 ≤ 𝑏1 ≤ [
𝑎 + 1

2
] ; 𝑏2 = 0;  𝑐 = 𝑚 

𝑎 + 𝑏1 = 𝑛 −𝑚

, 

 𝑀(𝑛,𝑎,𝑏1,𝑏2) ×𝑀(𝑛,𝑎,𝑏1,𝑏2,𝑐,𝑚) = ∁𝑏1
[
𝑎+1
2
]
× 𝐻𝑐

𝑏1 . 

將字串對稱後即可得 1 開頭之所有組合。定義一集合 

𝐶𝑛 = {∁𝑏1
[
𝑎+1

2
]
× 𝐻𝑐

𝑏1|  

𝑎, 𝑏1, 𝑏2, 𝑐𝜖ℕ0,

𝑎 ≥ 1; 1 ≤ 𝑏1 ≤ [
𝑎+1

2
] ;  𝑏2 = 0; 𝑐 = 𝑚,

𝑎 + 𝑏1 = 𝑛 −𝑚

}，則在 

 𝑏1 > 0,  𝑏2 = 0、|𝑙3(0) − 𝑙3(1)| = 𝑚之狀況中，二元 3 平衡 𝑛 字串之個數為
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2∑ 𝑦𝑖
𝑛(𝐶𝑛)
𝑖=1 ，其中 𝑦𝑖 ∈ 𝐶𝑛。 

(四) 𝑏1,  𝑏2 > 0 

1. 因為𝑏1,  𝑏2 > 0，因此 𝑎 ≥ 2。根據二元 3 平衡 𝑛 字串之討論，可知 

1 ≤ 𝑏1 ≤ [
𝑎+1

2
] ; 1 ≤ 𝑏2 ≤ [

𝑎

2
]。 

2. 𝑏1, 𝑏2 > 0，代表0, 1皆有 𝟐 − 𝒃𝒍𝒐𝒄𝒌，故其皆可再填入最後剩餘字元，因此當

𝑙3(0) = c 時，𝑙3(1) = 𝑐 − 𝑚；𝑙3(0) = 𝑐 − 𝑚 時，𝑙3(1) = 𝑐。 

3. (𝑎, 𝑏1, 𝑏2, 𝑐)須滿足方程式𝑎 + 𝑏1 + 𝑏2 + 𝑐 + (𝑐 − 𝑚) = 𝑛，移項後得 

 𝑎 + 𝑏1 + 𝑏2 + 2𝑐 = 𝑛 +𝑚 

根據上述，𝑀(𝑛,𝑎,𝑏1,𝑏2) = ∁𝑏1
[
𝑎+1

2
]
× ∁𝑏2

[
𝑎

2
]
；而放入最後剩餘 2c − m 個字元時會有兩種狀

況，分別是 0 放 𝑐 個，1 放 𝑐 − 𝑚 個，其方法數為 𝐻𝑐
𝑏1 ×𝐻𝑐−𝑚

𝑏2  ，及 0 放 𝑐 − 𝑚 個，

1 放 𝑐 個，其方法數為 𝐻𝑐−𝑚
𝑏1 × 𝐻𝑐

𝑏2  ，故 𝑀(𝑛,𝑎,𝑏1,𝑏2,𝑐,𝑚) = 𝐻𝑐
𝑏1 × 𝐻𝑐−𝑚

𝑏2 + 𝐻𝑐−𝑚
𝑏1 × 𝐻𝑐

𝑏2，

故其關係式可歸納為 

(𝑎, 𝑏1, 𝑏2, 𝑐) {

𝑎, 𝑏1, 𝑏2, 𝑐𝜖ℕ,

 𝑎 ≥ 2;  1 ≤ 𝑏1 ≤ [
𝑎 + 1

2
] ; 1 ≤ 𝑏2 ≤ [

𝑎

2
] ; 𝑐 ≥ 𝑚 

𝑎 + 𝑏1 + 𝑏2 + 2𝑐 = 𝑛 +𝑚

, 

𝑀(𝑛,𝑎,𝑏1,𝑏2) ×𝑀(𝑛,𝑎,𝑏1,𝑏2,𝑐,𝑚) = ∁𝑏1
[
𝑎+1
2
]
× ∁𝑏2

[
𝑎
2
]
× (𝐻𝑐

𝑏1 × 𝐻𝑐−𝑚
𝑏2 + 𝐻𝑐−𝑚

𝑏1 ×𝐻𝑐
𝑏2) 

將字串對稱後即可得 1 開頭之所有組合。定義一集合 

 𝐷𝑛 = {𝑀(𝑛,𝑎,𝑏1,𝑏2) ×𝑀(𝑛,𝑎,𝑏1,𝑏2,𝑐,𝑚)|

𝑎, 𝑏1, 𝑏2, 𝑐𝜖ℕ,

 𝑎 ≥ 2;  1 ≤ 𝑏1 ≤ [
𝑎+1

2
] ; 1 ≤ 𝑏2 ≤ [

𝑎

2
] ; 𝑐 ≥ 𝑚,

𝑎 + 𝑏1 + 𝑏2 + 2𝑐 = 𝑛 +𝑚

}，則

在𝑏1, 𝑏2 > 0、|𝑙3(0) − 𝑙3(1)| = 𝑚 之狀況中，二元 3 平衡 𝑛 字串之個數為 2 ∑ 𝑧𝑖
n(𝐷𝑛)
𝑖=1 ，

其中 𝑧𝑖 ∈ 𝐷𝑛。 

 綜上所述， 

𝑆(𝑛,3,𝑚) = 2(∑ 𝑥𝑖

𝑛(𝐵𝑛)

𝑖=1

+ ∑ 𝑦𝑖

n(𝐶𝑛)

𝑖=1

+ ∑ 𝑧𝑖

n(𝐷𝑛)

𝑖=1

) ,m ≥ 1, 

其中 𝑥𝑖 ∈ 𝐵𝑛,  𝑦𝑖 ∈ 𝐶𝑛, 𝑧𝑖 ∈ 𝐷𝑛. 
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三、觀察二元 3 非平衡 𝑛 字串改變 𝑚, 𝑛 值時彼此間關係 

(一) 利用 Python 跑出 𝑆(𝑛,3,𝑚) 之值，並製成以下表格 

   n 

m 
3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 

n-2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 

n-3  4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 

n-4   10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 

n-5    20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40 

n-6     44 50 56 62 68 74 80 86 92 98 

n-7      84 100 116 132 148 164 180 196 212 

n-8       172 214 258 304 352 402 454 508 

n-9        332 430 536 650 772 902 1040 

n-10         654 876 1122 1392 1686 2004 

n-11          1264 1752 2312 2946 3656 

n-12           2466 3516 4754 6190 

n-13            4760 6972 9652 

n-14             9258 13880 

n-15              17908 

在表格中我們發現了一些性質並加以探討。以下研究令 𝑚 = 𝑛 − 2 所形成的數列為

 {𝑎𝑛(1)} ， 𝑚 = 𝑛 − (𝑢 + 1) 所形成之數列為 {𝑎𝑛(𝑢)}。 

(二)  {𝑎𝑛(𝑖)} 之階差探討 

性質一 

{𝑎𝑛(3𝑘+1)}, {𝑎𝑛(3𝑘+2)}, {𝑎𝑛(3𝑘+3)}為一 𝑘 階等差數列，k ≥ 0 

【證明】 

由文獻探討及前置研究(四)可知，若一數列{𝑏𝑛}為 𝑝 階等差數列，則有

deg 𝑏𝑛 = 𝑝。因此我們將問題改為：證明 {𝑎𝑛(3𝑘+1)}, {𝑎𝑛(3𝑘+2)}, {𝑎𝑛(3𝑘+3)}一般式之

 deg 𝑎𝑛(3𝑘+1) =  deg 𝑎𝑛(3𝑘+2) =  deg 𝑎𝑛(3𝑘+3) = 𝑘。 

(說明：{𝑎𝑛(3𝑘+1)}為𝑚 =  𝑛 − 2 − 3𝑘, 𝑘 = 0,1, … , [
𝑛−3

3
] , 𝑛 ≥ 3所形成的數列，也就是

此部分字串皆滿足|𝑙3(0) − 𝑙3(1)| = 𝑚 = 𝑛 − 2 − 3𝑘； 

而{𝑎𝑛(3𝑘+2)}為𝑚 =  𝑛 − 3 − 3𝑘, 𝑘 = 0,1, … , [
𝑛−4

3
] , 𝑛 ≥ 4所形成的數列； 
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{𝑎𝑛(3𝑘+3)}則為𝑛 − 4 − 3𝑘, 𝑘 = 0,1, … , [
𝑛−5

3
] , 𝑛 ≥ 5所形成的數列。) 

不失一般性，當 𝑚 = 𝑛 − 𝑖 − 3𝑘，𝑖 = 2, 3, 4 時，假設 𝑙3(0) > 𝑙3(1)、 

𝑙3(1) = 𝑤，則  𝑙3(0) = 𝑚 + 𝑙3(1) = 𝑛 − 𝑖 − 3𝑘 + 𝑤。接著，假設字串中 α ≥ 3 之 𝛼 −

0 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘 個數為 𝑡，注意到每個區塊中的前 2 個 0 不能構成一000-子字串，從第三

個0起每增加一個0才會多組成一組000子字串，則在 𝛼 − 0 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘  裡0的總數為

𝑙3(0) + 2𝑡 = 𝑛 − 𝑖 − 3𝑘 + 𝑤 + 2𝑡；同樣地，假設 β ≥ 3 之 𝛽 − 1 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘 個數為 𝑡′，

則在 𝛽 − 1 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘 裡1的總數為 𝑙3(1) + 2 𝑡
′ = 𝑤 + 2 𝑡′，因此，剩餘字元個數為 

 𝑛 − (𝑛 − 𝑖 − 3𝑘 + 𝑤 + 2𝑡) − (𝑤 + 2 𝑡′) = 𝑖 + 3𝑘 − 2𝑤 − 2(𝑡 + 𝑡′)。我們先在  𝑡 個

 𝛼 − 0 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘中各填入 3 個 0，此時 𝑙3(0) = 𝑡，之後在這 𝑡 個區塊中再任意放入 

 𝑛 − 𝑖 − 3𝑘 + 𝑤 − 𝑡 個 0 以滿足 𝑙3(0) = 𝑛 − 𝑖 − 3𝑘 + 𝑤，其方法數為 

 𝐻𝑛−𝑖−3𝑘+𝑤−𝑡
𝑡 = 𝐶𝑡−1

𝑛−𝑖−3𝑘+𝑤−1 ，也就是此時 𝑛 之最高冪次為 𝑡 − 1；而構成 

 𝛽 − 1 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘 之字元 1 與剩餘字元可填入 𝑡 − 1個 𝛼 − 0 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘 之間隔與字串頭

尾內，共有  𝑡 + 1 個位置可選擇，然而其並不會影響  𝑛 之冪次。因此，得出

 deg 𝑎𝑛(3𝑘+𝑖) = max(𝑡 − 1) , 𝑖 = 1, 2, 3，故我們將問題再改為： 

證明 deg 𝑎𝑛(3𝑘+𝑖) = max(𝑡 − 1) = 𝑘，也就是證明當 

 𝑚 =

{
 
 

 
 𝑛 − 2 − 3𝑘, 𝑘 = 0,1, … , [

𝑛−3

3
] , 𝑛 ≥ 3

𝑛 − 3 − 3𝑘, 𝑘 = 0,1, … , [
𝑛−4

3
] , 𝑛 ≥ 4

𝑛 − 4 − 3𝑘, , 𝑘 = 0,1, … , [
𝑛−5

3
] , 𝑛 ≥ 5

,  𝑙3(0) > 𝑙3(1)時， 

α ≥ 3 之 𝛼 − 0 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘 個數  𝑡  最多為  𝑘 + 1  個。 

 字串中α ≥ 3之 𝛼 − 0 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘 個數為 𝑡 ，且 𝛼 − 0 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘 內 0 之總數為 

 𝑛 − 2 − 3𝑘 + 𝑤 + 2𝑡 個。再者，這 𝑡 個區塊彼此間必須包含至少 1 個 1 作為間隔，

總共為 𝑡 − 1個，且 𝑙3(1) = 𝑤，故至少需再放 𝑤 + 1個 1 進入 1 個 1 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘內。如

下圖所示：(紅色框代表𝛼 − 0 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘，黃色框代表𝛽 − 1 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘) 

 

綜合上述，可得出以下關係式 

𝑛 − 𝑖 − 3𝑘 + 𝑤 + 2𝑡 + (𝑡 − 1) + (𝑤 + 1) ≤ 𝑛 

移項後得 

(2𝑤 + 1) + 3𝑡 ≤ 3𝑘 + 1 + 𝑖, 𝑖 = 2,3,4 

當 𝑤 = 0 時 𝑤 + 1 個 1 亦不需放入 1 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘 內，此時不等式為 

3𝑡 ≤ 3𝑘 + 1 + 𝑖 ⟶ 𝑡 ≤ 𝑘 + [
1 + 𝑖

3
] , 𝑖 = 2,3,4 ⟶ 𝑡 ≤ 𝑘 + 1 

可得 max(𝑡 − 1) = 𝑘，故得證。 
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(三)  𝑘 階等差數列之 ∆𝑘𝑎𝑛 一般式 

性質二 

∆𝑘𝑎𝑛(3𝑘+1) = 2, k ≥ 0. 

【證明】 

由文獻探討及前置研究(三)、(四)可知， 𝑝 階等差數列 {𝑎𝑛} 一般式之 deg 𝑎𝑛 = 𝑝，

且 {∆𝑝+1𝑎𝑛} 為一零數列，因此求 ∆𝑘𝑎𝑛(3𝑘+1) 不須考慮其一般式之 𝑛𝑖  項，其中 

  𝑖 = 0,1, … , 𝑘 − 1。由性質一： {𝑎𝑛(3𝑘+1)}為一 𝑘 階等差數列，意即其一般式之 

 deg 𝑎𝑛 = 𝑘 ，因此我們只需討論 𝑛𝑘項即可，而又由性質一之討論可知：此字串為一

 𝑚 =  𝑛 − 2 − 3𝑘形式之字串，且產生 𝑛𝑘 之字串發生在 𝑤 =  0, 𝑡 = 𝑘 + 1 ，也就是

 字串滿足 𝑙3(0) = 𝑛 − 2 − 3𝑘, 𝑙3(1) = 0 且 α ≥ 3 之 𝛼 − 0 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘個數= 𝑘 + 1時。 

以下我們將上述情況之排列方法分為兩個部分來討論，分別是 

 字串滿足 𝑙3(0) = 𝑛 − 2 − 3𝑘, 𝑙3(1) = 0 且 α ≥ 3 之 𝛼 − 0 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘個數= 𝑘 + 1時。 

1. α ≥ 3之 𝛼 − 0 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘 內排列方法的個數 

此時區塊內0的總數為𝑛 − 2 − 3𝑘 + 2𝑡 = 𝑛 − 2 − 3𝑘 + 2(𝑘 + 1) = 𝑛 − 𝑘個，

且因為每個區塊內0之個數必≥ 3，因此我們先在區塊內各填入3個0，則剩餘  

𝑛 − 4𝑘 − 3 個0則可任意填入這 𝑘 + 1 個區塊中，其方法數為 

𝐻𝑛−4𝑘−3
𝑘+1 = 𝐶𝑘

𝑛−3𝑘−3. 

2. 剩餘字元排列方法的個數 

由 1.知所有 α ≥ 3 之 𝛼 − 0 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘 個數內 0 的總數為 𝑛 − 𝑘 個，故剩餘字元

為 𝑘 個，而 𝑘 + 1 個區塊兩兩間必須用至少 1 個 1 區隔，總共為 𝑘 個，故剩餘字

元之排列方法只有 1 個，所成字串為： 

 

由上述 2 點可得，在 𝑙3(0) = 𝑛 − 2 − 3𝑘, 𝑙3(1) = 0 且 

 α ≥ 3 之 𝛼 − 0 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘 個數= 𝑘 + 1之條件下，二元 3 非平衡 𝑛 字串排列個數為 

𝐶𝑘
𝑛−3𝑘−3 × 1 = 𝐶𝑘

𝑛−3𝑘−3. 

依據對稱性，𝑙3(1) = 𝑛 − 2 − 3𝑘, 𝑙3(0) = 0且α ≥ 3之 𝛼 − 0 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘 個數= 𝑘 + 1之個

數亦為 𝐶𝑘
𝑛−3𝑘−3，故其總數為 2𝐶𝑘

𝑛−3𝑘−3。 

由文獻探討及前置研究(五)—差分關係式可知，∆𝐶𝑝
𝑛 = 𝐶𝑝

𝑛+1 − 𝐶𝑝
𝑛 = 𝐶𝑝−1

𝑛 ，由此可延伸

推出：∆𝑝𝐶𝑝
𝑛 = ∆𝑝−1𝐶𝑝−1

𝑛 = ∆𝑝−2𝐶𝑝−2
𝑛 = ⋯ = ∆𝐶1

𝑛 = 𝐶0
𝑛 = 1，故 

∆𝑘𝑎𝑛(3𝑘+1) ≡ ∆𝑘2𝐶𝑘
𝑛−3𝑘−3 = 2∆𝑘𝐶𝑘

𝑛−3𝑘−3 = 2. 

性質三 

∆𝑘𝑎𝑛(3𝑘+2) = 2𝑘 + 4, k ≥ 0.  

【證明】 

由性質一知deg 𝑎𝑛(3𝑘+2) = 𝑘，又由性質二可知：求 ∆𝑘𝑎𝑛(3𝑘+2) 不須考慮其一般

式之 𝑛𝑖  項，其中 𝑖 = 0,1, … , 𝑘 − 1 ，因此在此狀況中也只需考慮 𝑛𝑘 項即可。依性質
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一，其發生於 𝑤 =  0, 𝑡 = 𝑘 + 1 ，也就是字串滿足 𝑙3(0) = 𝑛 − 3 − 3𝑘, 𝑙3(1) = 0且 

α ≥ 3之 𝛼 − 0 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘 個數= 𝑘 + 1時。 

     以下將上述情況之排列方法分為兩個部分來討論，分別是α ≥ 3之 𝛼 − 0 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘

內排列方法的個數和剩餘字元排列方法的個數。 

1. α ≥ 3之 𝛼 − 0 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘 內排列方法個數 

  此時區塊內0之總數為 𝑛 − 2 − 3𝑘 + 2𝑡 = 𝑛 − 3 − 3𝑘 + 2(𝑘 + 1) = 𝑛 − 𝑘 −

1 個，先在各個區塊內填入3個0，因此剩餘 𝑛 − 4𝑘 − 4 個0可任意填入這 𝑘 + 1 個

區塊中，其方法數為 

𝐻𝑛−4𝑘−4
𝑘+1 = 𝐶𝑘

𝑛−3𝑘−4 

2. 剩餘字元排列方法的個數 

由 1.知所有α ≥ 3之 𝛼 − 0 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘 內 0 的總數為 𝑛 − 𝑘 − 1 個，故剩餘字元

為 𝑘 + 1 個，而其中有 𝑘 個 1 必須作為 α ≥ 3 之 𝛼 − 0 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘 間彼此之區隔，而

最後一個字元的擺放方法如下圖所示(紅色區域內不可放置)： 

 

若最後一個字元為0，不難發現不管將它擺放於字串何處都會使 𝑙3(0) 增加 1，

而違反條件，故最後一個字元必為1，且1不能放入α ≥ 3之 𝛼 − 0 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘 內(紅色

方框範圍)，否則會違反原先規則，並改變𝑙3(0)之值，故它只能放入區塊間的間隙

與頭尾，共 𝑘 + 2 個位置，故剩餘字元之排列方法個數為 𝑘 + 2 個。 

  由上述 2 點可得：在 𝑙3(0) = 𝑛 − 3 − 3𝑘, 𝑙3(1) = 0 且 

α ≥ 3之 𝛼 − 0 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘 個數= 𝑘 + 1之條件下，二元 3 非平衡 𝑛 字串排列個數為 

𝐶𝑘
𝑛−3𝑘−4 × (𝑘 + 2) = (𝑘 + 2)𝐶𝑘

𝑛−3𝑘−4. 

依據對稱性，𝑙3(1) = 𝑛 − 3 − 3𝑘, 𝑙3(0) = 0且 

α ≥ 3之 𝛼 − 0 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘 個數= 𝑘 + 1之個數亦為 (𝑘 + 2)𝐶𝑘
𝑛−3𝑘−4，故其總數為 

 (2𝑘 + 4)𝐶𝑘
𝑛−3𝑘−4。因此， 

∆𝑘𝑎𝑛(3𝑘+2) ≡ ∆𝑘(2𝑘 + 4)𝐶𝑘
𝑛−3𝑘−4 = (2𝑘 + 4)∆𝑘𝐶𝑘

𝑛−3𝑘−4 = 2𝑘 + 4. 

性質四 

∆𝑘𝑎𝑛(3𝑘+3) = 𝑘
2 + 5𝑘 + 10.  

【證明】 

由性質一知 𝑎𝑛(3𝑘+3) 為一 𝑘 階多項式，又由性質二之敘述可知，求 ∆𝑘𝑎𝑛(3𝑘+3)不

需考慮其一般式之 𝑛𝑖  項，其中 𝑖 = 0,1, … , 𝑘 − 1 ，因此我們也只需考慮 𝑛𝑘 項即可。

依性質一，其發生於 𝑤 =  0, 𝑡 = 𝑘 + 1 ，也就是字串滿足 

 𝑙3(0) = 𝑛 − 4 − 3𝑘,  𝑙3(1) = 0 且α ≥ 3之 𝛼 − 0 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘 個數= 𝑘 + 1時。 

 以下分為兩個部分討論上述情況之排列方法。 

1. α ≥ 3之 𝛼 − 0 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘 內排列方法個數 

此時區塊內0之總數為 𝑛 − 4 − 3𝑘 + 2𝑡 = 𝑛 − 𝑘 − 2 個，且先在各個區塊內

填入3個0，因此剩餘 𝑛 − 4𝑘 − 5 個0可任意填入這 𝑘 + 1 個區塊中，其方法數為 
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𝐻𝑛−4𝑘−5
𝑘+1 = 𝐶𝑘

𝑛−3𝑘−5. 

2. 剩餘字元排列方法的個數 

由 1.知所有 α ≥ 3 之 𝛼 − 0 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘 內0的總數為 𝑛 − 𝑘 − 2 個，故剩餘字元

為 𝑘 + 2 個，而其中有 𝑘 個1必須作為 α ≥ 3 之 𝛼 − 0 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘 間彼此之區隔，而

最後兩個字元的擺放方法如下圖所示： 

 
   若最後兩個字元一起填入頭尾，如虛線方框所示，一個位置只有 2 種方法，

總共有 2 個位置，故為 4 種方法；若最後兩個字元一起填入 

 α ≥ 3 之 𝛼 − 0 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘 之間隙內，如虛線方框所示，一個位置只有 1 種方法，總

共有 𝑘 個位置，故為 𝑘 種方法；若最後兩個字元填入不同位置，則如性質三之討

論，字元皆必須為 1，故其方法數為從 𝑘 + 2 個位置中任取兩個，即 𝐶2
𝑘+2 ，故總

數為 

4 + k + 𝐶2
𝑘+2 =

1

2
𝑘2 +

5

2
𝑘 + 5 

由上述 2 點可得，在 𝑙3(0) = 𝑛 − 4 − 3𝑘, 𝑙3(1) = 0 且 α ≥ 3 之 𝛼 − 0 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘 個

數= 𝑘 + 1 之條件下，二元 3 平衡 𝑛 字串排列個數為 

𝐶𝑘
𝑛−3𝑘−5 × (

1

2
𝑘2 +

5

2
𝑘 + 5) = (

1

2
𝑘2 +

5

2
𝑘 + 5)𝐶𝑘

𝑛−3𝑘−5 

依據對稱性，𝑙3(1) = 𝑛 − 4 − 3𝑘,  𝑙3(0) = 0 且 α ≥ 3 之  𝛼 − 0 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘 個數=

𝑘 + 1之個數亦為 (
1

2
𝑘2 +

5

2
𝑘 + 5)𝐶𝑘

𝑛−3𝑘−5，故其總數為 (𝑘2 + 5𝑘 + 10)𝐶𝑘
𝑛−3𝑘−5。 

因此， 

∆𝑘𝑎𝑛(3𝑘+3) ≡ ∆
𝑘(𝑘2 + 5𝑘 + 10)𝐶𝑘

𝑛−3𝑘−5 

= (𝑘2 + 5𝑘 + 10)∆𝑘𝐶𝑘
𝑛−3𝑘−5 = (𝑘2 + 5𝑘 + 10) 

 

以下表格為 𝑘 值不同時之 ∆𝑘𝑎𝑛(3𝑘+𝑗), 𝑗 = 1,2,3 

 ∆𝑘𝑎𝑛(3𝑘+1) ∆𝑘𝑎𝑛(3𝑘+2) ∆𝑘𝑎𝑛(3𝑘+3) 

𝑘 = 0 2 4 10 

𝑘 = 1 2 6 16 

𝑘 = 2 2 8 24 

𝑘 = 3 2 20 44 

𝑘 = 4 2 12 56 

𝑘 = 5 2 14 70 

𝑘 = 6 2 16 86 

𝑘 = 7 2 18 104 
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性質五 

    ∆𝑘𝑎𝑛(3𝑘+𝑗) + ∆
𝑘−1𝑎𝑛(3(𝑘−1)+𝑗+1) = ∆

𝑘𝑎𝑛(3𝑘+𝑗+1), 𝑘 ≥ 1, 𝑗 = 1,2  

【證明】 

以下分為 𝑗 = 1, 𝑗 = 2來討論 

1. 𝑗 = 1 

∆𝑘𝑎𝑛(3𝑘+1) + ∆
𝑘−1𝑎𝑛(3(𝑘−1)+2) = 2 + 2(𝑘 − 1) + 4 = 2𝑘 + 4 = ∆𝑘𝑎𝑛(3𝑘+2) 

2. 𝑗 = 2 

∆𝑘𝑎𝑛(3𝑘+2) + ∆
𝑘−1𝑎𝑛(3(𝑘−1)+3) = 2𝑘 + 4 + (𝑘 − 1)2 + 5(𝑘 − 1) + 10 

     = 𝑘2 + 5𝑘 + 10 = ∆𝑘𝑎𝑛(3𝑘+3). 

綜上述兩點，原式得證。 

 

四、 ∆𝑡𝑎1 求解過程與性質 

以下我們列出一部分在不同 𝑚 值下之 ∆𝑡𝑎1 值： 

m           𝑎1 ∆1𝑎1 ∆2𝑎1 ∆3𝑎1 ∆4𝑎1 ∆5𝑎1 ∆6𝑎1 

n − 2 2       

n − 3 4       

n − 4 10       

n − 5 20 2      

n − 6 44 6      

n − 7 84 16      

n − 8 172 42 2     

n − 9 332 98 8     

n − 10 654 222 24     

n − 11 1246 488 72 2    

n − 12 2466 1050 188 10    

n − 13 4760 2212 468 34    

n − 14 9258 4622 1126 112 2   

n − 15 17908 9528 2612 324 12   

n − 16 34792 19520 5918 874 46   

n − 17 67488 29708 13164 2270 164 2  

n − 18 131232 80402 28790 5642 518 14  

n − 19 255168 162080 62172 13618 1504 60  

n − 20 497062 325796 132828 32106 4174 230 2 

(將每一橫排的 ∆𝑡𝑎1 值帶入前置研究及文獻探討(四)— 

 𝑎𝑛 = 𝑎1 + ∆
1𝑎1𝐶1

𝑛−1 + ∆2𝑎1𝐶2
𝑛−1 +⋯+ ∆𝑝𝑎1𝐶𝑝

𝑛−1中即可得出 

 𝑚 = 𝑛 − 𝑖 − 3𝑘, 𝑖 = 2, 3, 4 時，其形成的 𝑘 階等差數列之組合表達式。) 

將上表每行直排之  ∆𝑡𝑎1 向上移  3𝑡 格，發現每一橫排會形成一  𝑟 階等差數列    

(𝑟 = 0,1,2… )，其對應到之  ∆𝑡𝑎1 依  𝑚 值不同其值亦不同，紅、綠、藍排分別表示      
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𝑚 = 𝑛 − 2 − 3𝑘,𝑚 = 𝑛 − 3 − 3𝑘,𝑚 = 𝑛 − 4 − 3𝑘三種 𝑚 之不同形式。令第一列數列為

𝑏(𝑢,0)，第μ列數列為𝑏(𝑢,𝜇−1)。如下表： 

  𝑎1 ∆1𝑎1 ∆2𝑎1 ∆3𝑎1 ∆4𝑎1 ∆5𝑎1 ∆6𝑎1 ∆7𝑎1 

0 階 
𝑏(𝑢,0) 

2 2 2 2 2 2 2 2 
∆𝑘𝑎1 

1 階 
𝑏(𝑢,1) 

4 6 8 10 12 14 16 18 
∆𝑘𝑎1 

2 階 
𝑏(𝑢,2) 

10 16 24 34 46 60 76 94 
∆𝑘𝑎1 

3 階 
𝑏(𝑢,3) 

20 42 72 112 164 230 312 412 
∆𝑘−1𝑎1 

4 階 
𝑏(𝑢,4) 

44 98 188 324 518 784 1138 1598 
∆𝑘−1𝑎1 

5 階 
𝑏(𝑢,5) 

84 222 468 874 1504 2436 3764 5600 
∆𝑘−1𝑎1 

6 階 
𝑏(𝑢,6) 

172 488 1126 2270 4174 7176 11714 18344 
∆𝑘−2𝑎1 

7 階 
𝑏(𝑢,7) 

332 1050 2612 5642 11048 20112 34596 56866 
∆𝑘−2𝑎1 

8 階 
𝑏(𝑢,8) 

654 2212 5918 13618 28232 54164 97824 168280 
∆𝑘−2𝑎1 

9 階 
𝑏(𝑢,9) 

1246 4622 13164 32106 70200 141438 267320 479822 
∆𝑘−3𝑎1 

 

性質六 

{𝑏(𝑢,𝑠)}為一s階等差數列，s ≥ 0 

【證明】 

依上表可知，證明{𝑏(𝑢,𝑠)}為一s階等差數列，等價於證明當 𝑚 = 𝑛 − 𝑖 − 3𝑘 

(𝑖 = 2, 3, 4)時，{∆𝑘−𝑗𝑎1} (𝑗 = 0, 1, 2…𝑘)為一 3𝑗 + 𝑖′(𝑖′ = 0,1,2)階等差數列，又等價於

證明deg ∆𝑘−𝑗𝑎1 = 3𝑗 + 𝑖
′(在此將∆𝑘−𝑗𝑎1視為一對於 k值之函數)。 

在性質二、三、四中我們已證明了  𝑗 = 0 時之一般式，也就是  ∆𝑘𝑎1 (因為        

 𝑚 = 𝑛 − 𝑖 − 3𝑘 (𝑖 = 2, 3, 4)所形成之數列{ 𝑎𝑛(3𝑘+𝑖′)} (𝑖
′ = 1,2,3) 其 deg  𝑎𝑛(3𝑘+𝑖′) = 𝑘 ，

故 {∆𝑘𝑎𝑛} 為一常數數列，意即∆𝑘𝑎𝑛 = ∆
𝑘𝑎1)，分別是：𝑚 = 𝑛 − 2 − 3𝑘, ∆𝑘𝑎1 = 2 (0階等

差 數 列 ) ； 𝑚 = 𝑛 − 3 − 3𝑘, ∆𝑘𝑎1 = 2𝑘 + 4 ( 1 階 等 差 數 列 ) ； 𝑚 = 𝑛 − 4 − 3𝑘,             

∆𝑘𝑎1 = 𝑘2 + 5𝑘 + 10(2階等差數列)，其做法皆為在會出現 𝑛𝑘 之狀況中(即字串滿足

 𝑙3(0) = 𝑛 − 2 − 3𝑘, 𝑙3(1) = 0 且  α ≥ 3 之  𝛼 − 0 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘 個 數 = 𝑘 + 1) ， 討 論        

α ≥ 3, 𝛼 − 0 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘 外之剩餘字元排列方法數，相似地，在求 deg ∆𝑘−𝑗𝑎1 時，我們考慮
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數列{ 𝑎𝑛(3𝑘+𝑖′)} (𝑖
′ = 1,2,3) 一般式之 𝑛𝑘−𝑗 項係數。 

由文獻探討及前置研究(四)-- 𝑝 階等差數列之組合表達式可知，會影響 𝑛𝑘−𝑗 之係數的

有 ∆𝑘𝑎1𝐶𝑘
𝑛−1, ∆𝑘−1𝑎1𝐶𝑘−1

𝑛−1…∆𝑘−𝑗𝑎1𝐶𝑘−𝑗
𝑛−1，且由性質二、三、四可知，𝐶𝑘−𝜇

𝑛−1影響的是n的

冪次(也就是字串 α ≥ 3之 𝛼 − 0 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘 內排列方法個數)，而 ∆𝑘−𝛾𝑎1 (𝛾 = 0, 1… 𝑗)影響

的則是係數冪次(也就是剩餘字元排列方法個數)。 

 ∆𝑘−𝛾𝑎𝑛 (𝛾 = 0, 1… 𝑗)所對應到的 𝑛 之最高冪次為𝑘 − 𝛾，代表α ≥ 3, 𝛼 − 0 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘 個

數= 𝑘 − 𝛾 + 1。假設 𝑙3(0) = 𝑛 − 𝑖 − 3𝑘 + 𝑤, 𝑙3(1) = 𝑤 (𝑖 = 2, 3, 4)，則 𝛼 − 0 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘 內

0的總數為 𝑛 − 𝑖 − 3𝑘 + 𝑤 + 2(𝑘 − 𝛾 + 1) = 𝑛 − 𝑖 − 𝑘 + 2 − 2𝛾 + 𝑤 個，因此剩餘個數為

 𝑖 + 𝑘 − 2 + 2𝛾 − 𝑤 個(此時 𝑖, 𝑘 為定值)。顯然，deg 𝒏𝒌−𝒋之係數 (其亦為一對於 k之函數

)發生在剩餘個數最多之時，即max(𝑖 + 𝑘 − 2 + 2𝛾 − 𝑤)，其為字串在𝛾 = 𝑗, 𝑤 = 0之狀況

下，因此max( 𝑖 + 𝑘 − 2 + 2𝛾 − 𝑤) = 𝑖 + 𝑘 − 2 + 2𝑗，也就是deg 𝒏𝒌−𝒋之係數 = deg∆𝑘−𝑗𝑎1。 

以下將其分為 3 個部分來討論： 

1. 當𝑚 = 𝑛 − 2 − 3𝑘， 

此時 𝑖 = 2，α ≥ 3, 𝛼 − 0 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘 個數= 𝑘 − 𝑗 + 1,                     

max(剩餘個數) =  𝑖 + 𝑘 − 2 + 2𝑗 = 𝑘 + 2𝑗個，而其中有 𝑘 − 𝑗 個 1 必須作為區塊彼

此間之間隔，則剩餘字元個數為 3𝑗 個，因此剩餘之 3𝑗 個字元可以放入 𝑘 − 𝑗 個間

隔與頭尾 2 個位置中，其方法數為 

𝐻3𝑗
𝑘−𝑗+2

= 𝐶3𝑗
𝑘+2𝑗+1

, 

故得其最高冪次為 3𝑗 ，即 deg 𝒏𝒌−𝒋之係數 = 3𝑗。 

2. 當𝑚 = 𝑛 − 3 − 3𝑘， 

此時 𝑖 = 3，α ≥ 3, 𝛼 − 0 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘 個數= 𝑘 − 𝑗 + 1,                      

max(剩餘個數) =  𝑖 + 𝑘 − 2 + 2𝑗 = 𝑘 + 2𝑗 + 1個，而其中有 𝑘 − 𝑗 個 1 必須作為區

塊彼此間之間隔，則剩餘字元個數為 3𝑗 + 1 個，因此剩餘之 3𝑗 + 1 個字元可以放

入 𝑘 − 𝑗 個間隔與頭尾 2 個位置中，其方法數為 

𝐻3𝑗+1
𝑘−𝑗+2

= 𝐶3𝑗+1
𝑘+2𝑗+1

, 

故得其最高冪次為 3𝑗 + 1 ，即 deg 𝒏𝒌−𝒋之係數 = 3𝑗 + 1。 

3. 當𝑚 = 𝑛 − 4 − 3𝑘， 

此時 𝑖 = 4，α ≥ 3, 𝛼 − 0 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘 個數= 𝑘 − 𝑗 + 1,                     

max(剩餘個數) =  𝑖 + 𝑘 − 2 + 2𝑗 = 𝑘 + 2𝑗 + 2個，而其中有 𝑘 − 𝑗 個 1 必須作為區

塊彼此間之間隔，則剩餘字元個數為 3𝑗 + 2 個，因此剩餘之 3𝑗 + 2 個字元可以放

入 𝑘 − 𝑗 個間隔與頭尾 2 個位置中，其方法數為 

𝐻3𝑗+2
𝑘−𝑗+2

= 𝐶3𝑗+2
𝑘+2𝑗+1

, 

故得其最高冪次為 3𝑗 + 1，即 deg 𝒏𝒌−𝒋之係數 = 3𝑗 + 2。 

綜合上述，當𝑚 = 𝑛 − 𝑖 − 3𝑘 (𝑖 = 2, 3, 4)時， 

 deg 𝒏𝒌−𝒋之係數 = 3𝑗 + 𝑖′(𝑖′ = 0,1,2) = deg ∆𝑘−𝑗𝑎1，故性質得證。 
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五、二元 3 平衡 n 字串個數之表達式 

以下我們列出一些 {𝑏(𝑢,𝑠)}, 𝑠 ≥ 0 之組合表達式： 

𝑏(𝑢,0) 2 

𝑏(𝑢,1) 2𝐶1
𝑢−1 + 4 

𝑏(𝑢,2) 2𝐶2
𝑢−1 + 6𝐶1

𝑢−1 + 10 

𝑏(𝑢,3) 2𝐶3
𝑢−1 + 8𝐶2

𝑢−1 + 22𝐶1
𝑢−1 + 20 

𝑏(𝑢,4) 2𝐶4
𝑢−1 + 10𝐶3

𝑢−1 + 36𝐶2
𝑢−1 + 54𝐶1

𝑢−1 + 44 

𝑏(𝑢,5) 2𝐶5
𝑢−1 + 12𝐶4

𝑢−1 + 52𝐶3
𝑢−1 + 108𝐶2

𝑢−1 + 138𝐶1
𝑢−1 + 84 

𝑏(𝑢,6) 2𝐶6
𝑢−1 + 14𝐶5

𝑢−1 + 70𝐶4
𝑢−1 + 184𝐶3

𝑢−1 + 322𝐶2
𝑢−1 + 316𝐶1

𝑢−1 + 172 

𝑏(𝑢,7) 2𝐶7
𝑢−1 + 16𝐶6

𝑢−1 + 90𝐶5
𝑢−1 + 284𝐶4

𝑢−1 + 624𝐶3
𝑢−1 + 844𝐶2

𝑢−1 + 718𝐶1
𝑢−1 + 332 

接著，將其帶入 𝑎𝑛(𝑢) (𝑢 = 1, 2… )之組合表達式內可得 

𝑎𝑛(3𝑘+1) = 𝑏(𝑘+1,0)𝐶𝑘
𝑛−1 + 𝑏(𝑘,3)𝐶𝑘−1

𝑛−1 +⋯+ 𝑏(1,3𝑘)𝐶0
𝑛−1 =∑𝑏(𝑘+1−𝑖,3𝑖)𝐶𝑘−𝑖

𝑛−1

𝑘

𝑖=0

; 

𝑎𝑛(3𝑘+2) = 𝑏(𝑘+1,1)𝐶𝑘
𝑛−1 + 𝑏(𝑘,4)𝐶𝑘−1

𝑛−1 +⋯+ 𝑏(1,3𝑘+1)𝐶0
𝑛−1 =∑𝑏(𝑘+1−𝑖,3𝑖+1)𝐶𝑘−𝑖

𝑛−1

𝑘

𝑖=0

; 

𝑎𝑛(3𝑘+3) = 𝑏(𝑘+1,2)𝐶𝑘
𝑛−1 + 𝑏(𝑘,5)𝐶𝑘−1

𝑛−1 +⋯+ 𝑏(1,3𝑘+2)𝐶0
𝑛−1 =∑𝑏(𝑘+1−𝑖,3𝑖+2)𝐶𝑘−𝑖

𝑛−1

𝑘

𝑖=0

. 

歸納上式，則 

𝑎𝑛(𝑢) =

{
 
 
 
 

 
 
 
 
∑𝑏(𝑘+1−𝑖,3𝑖)𝐶𝑘−𝑖

𝑛−1

𝑘

𝑖=0

,    𝑢 = 3𝑘 + 1 

∑𝑏(𝑘+1−𝑖,3𝑖+1)𝐶𝑘−𝑖
𝑛−1

𝑘

𝑖=0

,    𝑢 = 3𝑘 + 2

∑𝑏(𝑘+1−𝑖,3𝑖+2)𝐶𝑘−𝑖
𝑛−1

𝑘

𝑖=0

,    𝑢 = 3𝑘 + 3

  . 

有了 𝑎𝑛(𝑢) 之表達式後，就能將二元3非平衡 𝑛 字串個數之表達式表示出來。二元 3

非平衡 𝑛 字串之個數為 ∑ 𝑆(𝑛,3,𝑚)
𝑛−2
𝑚=1 ，以下將其令為 𝑆′𝑛(𝑛 ≥ 3)。二元 3 非平衡 𝑛 字串

個數之表達式為： 

𝑆′3 𝑎1(1) 

𝑆′4 𝑎2(1) + 𝑎1(2) 

𝑆′5 𝑎3(1) + 𝑎2(2) + 𝑎1(3) 

𝑆′6 𝑎4(1) + 𝑎3(2) + 𝑎2(3) + 𝑎1(4) 

𝑆′7 𝑎5(1) + 𝑎4(2) + 𝑎3(3) + 𝑎2(4) + 𝑎1(5) 

𝑆′8 𝑎6(1) + 𝑎5(2) + 𝑎4(3) + 𝑎3(4) + 𝑎2(5) + 𝑎1(6) 
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由上表可得 

𝑆′𝑛 = 𝑎𝑛−2(1) + 𝑎𝑛−3(2) +⋯+ 𝑎1(𝑛−2) = ∑𝑎𝑛−1−𝑖(𝑖)

𝑛−2

𝑖=1

. 

因此，二元平衡 𝑛 字串個數之表達式為 

𝑆(𝑛,3,0) = {   
2,    𝑛 = 1
4,    𝑛 = 2

2𝑛 − 𝑆′𝑛,    𝑛 ≥ 3
  . 

六、二元 𝑟 非平衡 𝑛 字串改變 𝑚, 𝑛 值時彼此間關係 

當我們將二元3非平衡 𝑛 字串之特性推廣到二元 𝑟 非平衡 𝑛 字串時，能得出相關特

性與特徵方程式。以下之研究令 𝑚 = 𝑛 − (𝑟 − 1) 所形成的數列為 {𝑐𝑛(1)}，        

 𝑚 = 𝑛 − (𝑟 + 𝑖 − 2) 所形成之數列為 {𝑐𝑛(𝑖)}。 

性質七 

二元 𝑟 非平衡 𝑛 字串{𝑐𝑛(𝑟𝑘+1)}, {𝑐𝑛(𝑟𝑘+2)},… , {𝑐𝑛(𝑟𝑘+𝑟)}為一 𝑘 階等差數列 ，𝑘 ≥ 0 

【證明】 

由性質一之證明可知，證明 {𝑐𝑛(𝑟𝑘+1)}, {𝑐𝑛(𝑟𝑘+2)}, … , {𝑐𝑛(𝑟𝑘+𝑟)}為一 𝑘 階等差數列等

價於證明 deg 𝑐𝑛(𝑟𝑘+1) =  deg 𝑐𝑛(𝑟𝑘+2) = ⋯ =  deg 𝑐𝑛(𝑟𝑘+𝑟) = 𝑘。(此為一關於 n之函數) 

(說明： {𝑐𝑛(𝑟𝑘+1)}為一 m = 𝑛 − (𝑟 − 1) − 𝑟𝑘, 𝑘 = 1,2, … , [
𝑛−𝑟

𝑟
] , 𝑛 ≥ 𝑟 

所形成之數列，也就是此部分字串皆滿足|𝑙𝑟(0) − 𝑙𝑟(1)| = 𝑚 = 𝑛 − (𝑟 − 1) − 𝑟𝑘；而

{𝑐𝑛(𝑟𝑘+2)}為一 𝑛 − 𝑟 − 𝑟𝑘, 𝑘 = 1,2, … , [
𝑛−𝑟−1

𝑟
] , 𝑛 ≥ 𝑟 + 1所形成之數列，以此類推；

{𝑐𝑛(𝑟𝑘+𝑟)}為 m = 𝑛 − (2𝑟 − 2) − 𝑟𝑘, 𝑘 = 1,2, … , [
𝑛−2𝑟+1

𝑟
] , 𝑛 ≥ 2𝑟 − 1所形成之數列。) 

 

 不失一般性，當 𝑚 = 𝑛 − 𝑖 − 𝑟𝑘, 𝑖 = (𝑟 − 1), 𝑟, … , (2𝑟 − 2) 時， 

假設 𝑙𝑟(0) > 𝑙𝑟(1)、 𝑙𝑟(1) = 𝑤，則𝑙𝑟(0) = 𝑚 +  𝑙𝑟(1) = 𝑛 − 𝑖 − 𝑟𝑘 + 𝑤。接著， 

假設α ≥ r 之 𝛼 − 0 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘 個數為 𝑡，注意到每個區塊中的前 r − 1個0不能構成一r-0-子

字串，從第r個0起每增加一個0才會多組成一組r-0子字串，則在 𝛼 − 0 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘 裡0的總

數為𝑙𝑟(0) + (𝑟 − 1)𝑡 = 𝑛 − 𝑖 − 𝑟𝑘 + 𝑤 + 𝑟𝑡 − 𝑡；同樣地，假設β ≥ 𝑟 之 𝛽 − 1 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘 

個數為 𝑡′，則在 𝛽 − 1 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘 裡1的總數為 𝑙𝑟(1) + (𝑟 − 1)𝑡
′ = 𝑤 + 𝑟𝑡′ − 𝑡′個，因此，

剩餘字元個數為 𝑛 − (𝑛 − 𝑖 − 𝑟𝑘 + 𝑤 + 𝑟𝑡 − 𝑡) − (𝑤 + 𝑟𝑡′ − 𝑡′) 

= 𝑖 + 𝑟𝑘 − 2𝑤 − (𝑟 − 1)(𝑡 + 𝑡′) 個。我們先在𝑡 個 𝛼 − 0 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘中各填入 𝑟 個 0，此時

 𝑙𝑟(0) = 𝑡，之後在這 𝑡 個區塊中再任意填入 𝑛 − 𝑖 − 𝑟𝑘 + 𝑤 − 𝑡 個0以滿足 

 𝑙𝑟(0) = 𝑛 − 𝑖 − 𝑟𝑘 + 𝑤，其方法數為 𝐻𝑛−𝑖−𝑟𝑘+𝑤−𝑡
𝑡 = 𝐶𝑡−1

𝑛−𝑖−𝑟𝑘+𝑤−1，其形成 𝑛 之最高冪

次為 𝑡 − 1，而構成 𝛽 − 1 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘 之字元1與剩餘字元可填入 𝑡 − 1個 𝛼 − 0 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘 之

間隔與字串頭尾內，共有 𝑡 + 1 個位置可選擇，然而其並不會影響 𝑛 之冪次。因此能得

出 deg 𝑐𝑛(𝑟𝑘+𝑖) = max( 𝑡 − 1) , 𝑖 = 1,2… 𝑟，故我們將問題改為： 

證明deg 𝑐𝑛(𝑟𝑘+𝑖) = max( 𝑡 − 1) = 𝑘，意即證明 max 𝑡 = 𝑘 + 1。 
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 字串中α ≥ 𝑟之 𝛼 − 0 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘 個數為 𝑡 ，且 𝛼 − 0 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘 內 0 的總數為𝑛 − 𝑖 −

𝑟𝑘 + 𝑤 + 𝑟𝑡 − 𝑡個。再者，而在 𝑡 個區塊兩兩間至少需填入 1 個 1 作為區隔，總共為

 𝑡 − 1個，且 𝑙𝑟(1) = 𝑤，因此至少需再填入 𝑤 + 𝑟 − 2 個 1 進入其中一個區塊間隔內。

如下圖所示：(紅色框為𝛼 − 0 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘，黃色框為𝛽 − 1 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘) 

 

故能得出以下關係式 

(𝑛 − 𝑖 − 𝑟𝑘 + 𝑤 + 𝑡𝑟 − 𝑡) + (𝑡 − 1) + (𝑤 + 𝑟 − 2) ≤ 𝑛， 

移項後得 

𝑡𝑟 + (2𝑤 + 𝑟 − 2) ≤ 𝑟𝑘 + 1 + 𝑖, 𝑖 = 𝑟 − 1, 𝑟, … ,2𝑟 − 2 

當 𝑤 = 0 時，𝑤 + 𝑟 − 2個 1 亦不須放入1 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘內，此時不等式為 

𝑡𝑟 ≤ 𝑟𝑘 + 1 + 𝑖, 𝑖 = 𝑟 − 1, 𝑟, … ,2𝑟 − 2 

        ⇒ 𝑡 ≤ 𝑘 + [
𝑗

𝑟
] , 𝑗 = 𝑟, 𝑟 + 1,… ,2𝑟 − 1 

        ⇒ 𝑡 ≤ 𝑘 + 1, 

可得 max(𝑡 − 1) = 𝑘，故得證。 

性質八 

 

(𝑎 = 𝑖 − (𝑟 − 1))  

【證明】 

由性質七知，{𝑐𝑛(𝑟𝑘+1)}, {𝑐𝑛(𝑟𝑘+2)}, … , {𝑐𝑛(𝑟𝑘+𝑟)}一般式之              

 deg 𝑐𝑛(𝑟𝑘+1) =  deg 𝑐𝑛(𝑟𝑘+2) = ⋯ =  deg 𝑐𝑛(𝑟𝑘+𝑟) = 𝑘，且由性質二之敘述可知，求

 ∆𝑘𝑐𝑛(𝑟𝑘+𝑖), 𝑖 = 1,2, … , 𝑟 不需考慮其一般式之 𝑛𝑖
′
 項，其中𝑖′ = 0, 1, … , 𝑘 − 1，因此只需

考慮 𝑛𝑘 項即可。依性質七， 𝑛𝑘 項對應的排列情形為𝑤 = 0, 𝑡 = 𝑘 + 1，也就是字串滿

足𝑙𝑟(0) = 𝑛 − 𝑖 − 𝑟𝑘 (𝑖 = 𝑟 − 1, 𝑟, … ,2𝑟 − 2),  𝑙𝑟(1) = 0，且α ≥ r之 𝛼 − 0 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘 個數

為𝑘 + 1時。 

首先討論 𝑙𝑟(0) > 𝑙𝑟(1)之狀況。以下將此排列情形分成兩部分討論。 

1. α ≥ r之𝛼 − 0 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘內排列方法個數 

此時α ≥ r 之 𝛼 − 0 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘 內 0 的總數為 𝑛 − 𝑖 − 𝑟𝑘 + (𝑟 − 1)(𝑘 + 1)  =

𝑛 + 𝑟 − 𝑘 − 1 − 𝑖, 𝑖 = 𝑟 − 1, 𝑟, … ,2𝑟 − 2個。我們先在 𝑘 + 1 個區塊內各放入 𝑟 個

0，而剩餘 𝑛 − 𝑟𝑘 − 𝑘 − 1 − 𝑖 個 0 則可任意填入 𝑘 + 1 個區塊內，方法數為： 
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𝐻𝑛−𝑟𝑘−𝑘−1−𝑖
𝑘+1 = 𝐶𝑘

𝑛−𝑟𝑘−1−𝑖 

2. 剩餘字元排列方法的個數 

I. 𝑖 = 𝑟 − 1 ⇒ 𝑚 =  𝑛 − (𝑟 − 1) − 𝑟𝑘 

由 1.知 α ≥ r 之 𝛼 − 0 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘 內 0 的總數為 𝑛 + 𝑟 − 𝑘 − 1 − 𝑖 =    

𝑛 + 𝑟 − 𝑘 − 1 − (𝑟 − 1) = 𝑛 − 𝑘個，則剩餘字元數為 𝑘 個。在 𝑘 + 1 個區塊

彼此間至少須用 1 個 1 作為區隔，總共為 𝑘 個，故此排列方法為 1 個。其

形式如下： 

 

II. 𝑖 = 𝑟 ⇒ 𝑚 =  𝑛 − 𝑟 − 𝑟𝑘 

由 1.知α ≥ r 之 𝛼 − 0 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘 內 0 的總數為 𝑛 + 𝑟 − 𝑘 − 1 − 𝑖 =   

𝑛 + 𝑟 − 𝑘 − 1 − 𝑟 = 𝑛 − 𝑘 − 1個，則剩餘字元數為 𝑘 + 1 個。將 𝑘 個作為

區塊間之間隔後還剩餘 1 個，它可填入方式如下圖所示： 

 

若最後一個字元為 0，不管將它擺放於字串何處都會使𝑙𝑟(0)增加 1，

違反條件，故最後一個字元為 1，且 1 不能放入 α ≥ r 之 𝛼 − 0 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘 內

(紅色方框範圍)，否則會違反規則且改變 𝑙𝑟(0) 之值，故它只能放入區塊

間的間隙與字串頭尾，共 𝑘 + 2 個位置，因此剩餘字元之排列方法個數為

 𝑘 + 2 個。 

III. 𝑚 =  𝑛 − 𝑖 − 𝑟𝑘, 𝑖 = 𝑟 + 1, 𝑟 + 2…2𝑟 − 3 

由 1.知𝛼 − 0 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘 內 0 的總數為 𝑛 + 𝑟 − 𝑘 − 1 − 𝑖,              

𝑖 = 𝑟 + 1, r + 2,… ,2r − 3個，故剩餘字元數為 𝑘 + 𝑖 − (𝑟 − 1)個，將 𝑘 個字

元作為區塊間之間隔後還剩下 𝑖 − (𝑟 − 1) 個字元。設 𝑎 = 𝑖 − (𝑟 − 1),   

𝑖 = 𝑟 + 1, 𝑟 + 2…2𝑟 − 3，則 𝑎 = 2,3, … , 𝑟 − 2，其填入字串方法如圖所示： 

 

    字串共有 𝑘 + 2 個位置可使剩餘字元填入，假設填入位置數量為 𝑗,  

  𝑗 = 1,2, … , 𝑎，則其選擇位置方法有 𝐶𝑗
𝑘+2 種方式。再者，每個選擇的位置

皆會有一個字元與紅色方框相鄰，故其只能填入1以保持 𝑙𝑟(0) 不變，共有j

個 (即虛線方框中的1，前虛線方框為間隙之填法，而後虛線方框為字串頭

尾之填法)，共有 𝑗 個。而剩下 𝑎 − 𝑗 個字元可任意填入 𝑗 個位置內，方法數

為 𝐻𝑎−𝑗
𝑗

= 𝐶𝑗−1
𝑎−1, j = 1,2, … , a，且max(任一間隙中的字元數目) = 𝑎 + 1    

= 𝑟 − 1，無法組成任何一組 𝑟 − 0 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘 或  𝑟 − 1 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘，故剩餘 𝑎 − 𝑗 
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個字元可填入 0 或 1，方法數為 2𝑎−𝑗。令 𝛿 = 𝑎 − 𝑗 ，其總方法數為 

∑𝐶𝑗
𝑘+2 ×

𝑎

𝑗=1

𝐶𝑗−1
𝑎−1 × 2𝑎−𝑗 =∑𝐶𝑎−𝛿

𝑘+2 ×

𝑎−1

𝛿=0

𝐶𝛿
𝑎−1 × 2𝛿  

IV. 𝑖 = 2𝑟 − 2 ⇒ 𝑚 =  𝑛 − (2𝑟 − 2) − 𝑟𝑘 

由 1.知𝛼 ≥ 𝑟 之 𝛼 − 0 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘 內 0 的總數為                       

𝑛 + 𝑟 − 𝑘 − 1 − 𝑖 = 𝑛 + 𝑟 − 𝑘 − 1 − (2𝑟 − 2) = 𝑛 − 𝑟 − 𝑘 + 1個，故剩餘字

元數為 𝑟 + 𝑘 − 1 個，將 𝑘 個字元作為區塊間之間隔後還剩𝑟 − 1 個字元。

其填入方法與情況三類似，差異在當 𝑗 = 1 時，若其位置為兩兩區塊間的間

隙，且全部字元均為 1，會與原本作為區隔的 1 形成一組 𝑟 − 1 − 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘，

𝑙𝑟(1) = 1，違反條件，故須扣除此情形，因共有 𝑘 個間隙，故不符合之情

形為 𝑘 個。不符合方法如下圖所示： 

 
在此狀況下 𝑎 = 𝑟 − 1，故總方法數為 

(∑𝐶𝑎−𝛿
𝑘+2 ×

𝑎−1

𝛿=0

𝐶𝛿
𝑎−1 × 2𝛿) − 𝑘 = (∑𝐶𝑟−1−𝛿

𝑘+2 ×

𝑟−2

𝛿=0

𝐶𝛿
𝑟−2 × 2𝛿) − 𝑘. 

依據對稱性，𝑙𝑟(1) > 𝑙𝑟(0)之個數= 𝑙𝑟(0) > 𝑙𝑟(1)之個數，故總數需× 2。由性質

二、三、四可知，∆𝑘𝐶𝑘
𝑛−𝑟𝑘−1−𝑖 = 1，故 

∆𝑘𝑐𝑛(𝑟𝑘+𝑠), 𝑠 = 1,2, … , 𝑟 = 2 × (剩餘字元排列方法的個數) 

七、二元平衡 𝑛 字串、二元 3 平衡 𝑛 字串之 lim
𝑛→∞

𝑆(𝑛,𝑖,0)

𝑆(𝑛−1,𝑖,0)
 (𝑖 = 2, 3)之探討 

(一) 二元平衡 𝑛 字串之 lim
𝑛→∞

𝑆(𝑛,2,0)

𝑆(𝑛−1,2,0)
探討 

定理三 

二元平衡 𝑛 字串之 lim
𝑛→∞

𝑆(𝑛,2,0)

𝑆(𝑛−1,2,0)
= 2 

【證明】 

由研究結果二可得二元平衡 𝑛 字串個數之一般式為 {
𝑆(1,2,0) = 𝑆(2,2,0) = 2

  𝑛 ≥ 3, 𝑆(𝑛,2,0) = 2𝐶
[
𝑛

2
]−1

𝑛−2  ，以

下將 𝑛 分為奇偶來證明。 

1.  𝑛 為奇數 
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lim
𝑛→∞

𝑆(𝑛,2,0)

𝑆(𝑛−1,2,0)
= lim

𝑛→∞

2𝐶
[
𝑛
2
]−1

𝑛−2

2𝐶
[
𝑛−1
2
]−1

𝑛−3 = lim
𝑛→∞

𝐶𝑛−3
2

𝑛−2

𝐶𝑛−3
2

𝑛−3

= lim
𝑛→∞

(𝑛 − 2)!

(
𝑛 − 3
2 ) ! (

𝑛 − 1
2 ) !

×
(
𝑛 − 3
2 ) ! (

𝑛 − 3
2 ) !

(𝑛 − 3)!
= lim

𝑛→∞

𝑛 − 2

𝑛 − 1
2

= 2. 

2.  𝑛 為偶數 

lim
𝑛→∞

𝑆(𝑛,2,0)

𝑆(𝑛−1,2,0)
= lim

𝑛→∞

2𝐶
[
𝑛
2
]−1

𝑛−2

2𝐶
[
𝑛−1
2
]−1

𝑛−3 = lim
𝑛→∞

𝐶𝑛−2
2

𝑛−2

𝐶𝑛−4
2

𝑛−3

= lim
𝑛→∞

(𝑛 − 2)!

(
𝑛 − 2
2 ) ! (

𝑛 − 2
2 ) !

×
(
𝑛 − 4
2 ) ! (

𝑛 − 2
2 ) !

(𝑛 − 3)!
= lim

𝑛→∞

𝑛 − 2

𝑛 − 2
2

= 2. 

故得證。 

(二) 二元 3 平衡 𝑛 字串之 lim
𝑛→∞

𝑆(𝑛,3,0)

𝑆(𝑛−1,3,0)
探討 

在這個狀況中我們尚無法給出完整的證明，但將 
𝑆(𝑛,3,0)

𝑆(𝑛−1,3,0)
 值製作成折線圖，如下： 

 

由折線圖可以觀察到，隨著 𝑛 值變大，
𝑆(𝑛,3,0)

𝑆(𝑛−1,3,0)
 會漸趨近於 2，因此我們推測

lim
𝑛→∞

𝑆(𝑛,3,0)

𝑆(𝑛−1,3,0)
= 2。 

柒、 討論 

一、在進行本研究時，我們曾嘗試不同方式來解決二元 3 平衡 𝑛 字串之一般式。我們從討論

α ≥ 3, 𝜶 − 𝟎 − 𝒃𝒍𝒐𝒄𝒌的數目，發現其不同數目之排列情形可前後對應，據此推導出二元

3 非平衡 𝒏 字串滿足 𝒍𝟑(𝟎) = 𝒎, 𝒍𝟑(𝟏) = 𝟎個數之遞迴式，這方法雖然突破了先前方法無

法求得的結果。然而其缺點在於當𝑙3(1)變大時，需討論的排列狀況會越來越繁雜，故我

們也還未能利用此法解決二元 3 平衡 𝑛 字串之一般式。 

 

0

0.5

1

1.5

2

2.5

1 7 13 19 25 31 37 43 49 55 61 67 73 79 85 91 97

n

值
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0)
 

 

𝑆(𝑛 ,3,0) 𝑆(𝑛−1,3,0)  
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二、本研究希望利用 lim
𝑛→∞

𝑆(𝑛,3,0)

𝑆(𝑛−1,3,0)
來估算二元3平衡𝑛字串個數之成長速度。而我們認為未來可

以先利用證明當字串數目增加𝟏時，排列方法數增加的量不會比原本字串數目之排列方

法數多，證明
𝑆(𝑛,3,0)

𝑆(𝑛−1,3,0)
會收斂，接著可以嘗試利用夾擠定理探討 lim

𝑛→∞

𝑆(𝑛,3,0)

𝑆(𝑛−1,3,0)
之值。 

三、未來，我們除了繼續探討二元3平衡𝑛字串之一般式外，也希望能將二元3平衡𝑛字串諸

多性質延伸至二元𝑟平衡𝑛字串上，最後能推導出二元𝑟平衡𝑛字串之一般式。再者，此

專題是探討有關 0, 1 排列的問題，未來若有進一步的研究與探討，可以將其應用在密碼

學上，拓展加解密之方法。 

捌、 結論 

我們先給出二元平衡 𝑛 字串的新解法，接著延伸探討二元 3 平衡 𝑛 字串、二元 3 非平衡

 𝑛 字串之個數，給出其關係式並用 𝑝𝑦𝑡ℎ𝑜𝑛 跑出其值，其關係式如下： 

一、二元平衡 𝑛 字串個數之一般式為 {   
𝑆(1,2,0) = 𝑆(2,2,0) = 2

𝑆(𝑛,2,0) = 2𝐶
[
𝑛

2
]−1

𝑛−2 , 𝑛 ≥ 3 。 

二、二元 3 平衡 𝑛 字串個數之關係式為  

𝑆(𝑛,3,0) = 2(𝐹𝑛+1 + ∑ 𝑥𝑖

𝑛(𝐴𝑛)

𝑖=1

) 

其中 𝑥𝑖 ∈ 𝐴𝑛 {𝑀(𝑛,𝑎,𝑏1,𝑏2) ×𝑀(𝑛,𝑎,𝑏1,𝑏2,𝑐)|

𝑎, 𝑏1, 𝑏2, 𝑐𝜖ℕ

𝑎 ≥ 2; 𝑏1 ≤ [
𝑎+1

2
] ; 𝑏2 ≤ [

𝑎

2
] ; 𝑐 ≥ 1 

𝑎 + 𝑏1 + 𝑏2 + 2𝑐 = 𝑛

}, 

𝑀(𝑛,𝑎,𝑏1,𝑏2) ×𝑀(𝑛,𝑎,𝑏1,𝑏2,𝑐) = ∁𝑏1
[
𝑎+1
2
]
× ∁𝑏2

[
𝑎
2
]
×𝐻𝑐

𝑏1 × 𝐻𝑐
𝑏2 . 

三、二元 𝑟 平衡 𝑛 字串 𝑙𝑟(0) = 𝑙𝑟(1) = 0 個數之遞迴式 𝑟𝑛 為 

𝑟𝑛 =∑𝑟(𝑛−𝑖)

𝑟−1

𝑖=1

 ,當 𝑛 ≥ 𝑟. 

四、二元 3 非平衡 𝑛 字串個數之關係式為  

𝑆(𝑛,3,𝑚) = 2(∑ 𝑥𝑖

𝑛(𝐵𝑛)

𝑖=1

+ ∑ 𝑦𝑖

n(𝐶𝑛)

𝑖=1

+ ∑ 𝑧𝑖

n(𝐷𝑛)

𝑖=1

) ,m ≥ 1 

其中𝑥𝑖 ∈ 𝐴𝑛  =  {∁𝑏2
[
𝑎

2
]
×𝐻𝑐

𝑏2| 

𝑎, 𝑏1, 𝑏2, 𝑐𝜖ℕ0,

𝑎 ≥ 2; 𝑏1 = 0; 1 ≤ 𝑏2 ≤ [
𝑎

2
] ; 𝑐 = 𝑚,

𝑎 + 𝑏2 = 𝑛 −𝑚

}； 

 𝑦𝑖 ∈ 𝐵𝑛 = {∁𝑏1
[
𝑎+1

2
]
× 𝐻𝑐

𝑏1| 

𝑎, 𝑏1, 𝑏2, 𝑐𝜖ℕ0,

𝑎 ≥ 1; 1 ≤ 𝑏1 ≤ [
𝑎+1

2
] ; 𝑏2 = 0; 𝑐 = 𝑚,

𝑎 + 𝑏1 = 𝑛 −𝑚

}； 
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𝑧𝑖 ∈  𝐶𝑛 = {𝑀(𝑛,𝑎,𝑏1,𝑏2) ×𝑀(𝑛,𝑎,𝑏1,𝑏2,𝑐,𝑚)|

𝑎, 𝑏1, 𝑏2, 𝑐𝜖ℕ,

 𝑎 ≥ 2;  1 ≤ 𝑏1 ≤ [
𝑎+1

2
] ; 1 ≤ 𝑏2 ≤ [

𝑎

2
] ; 𝑐 ≥ 𝑚,

𝑎 + 𝑏1 + 𝑏2 + 2𝑐 = 𝑛 +𝑚

}； 

 𝑀(𝑛,𝑎,𝑏1,𝑏2) = ∁𝑏1
[
𝑎+1
2
]
× ∁𝑏2

[
𝑎
2
]
, 𝑀(𝑛,𝑎,𝑏1,𝑏2,𝑐,𝑚) = 𝐻𝑐

𝑏1 × 𝐻𝑐−𝑚
𝑏2 + 𝐻𝑐−𝑚

𝑏1 × 𝐻𝑐
𝑏2 . 

接著，我們發現二元 3 非平衡 𝑛 字串個數在不同 𝑛,𝑚 值時會產生如下之特性： 

五、{𝑎𝑛(3𝑘+1)}, {𝑎𝑛(3𝑘+2)}, {𝑎𝑛(3𝑘+3)}為一 𝑘 階等差數列，𝑘 ≥ 0。 

六、𝑘 階等差數列之 ∆𝑘𝑎𝑛 一般式：{

∆𝑘𝑎𝑛(3𝑘+1) = 2

∆𝑘𝑎𝑛(3𝑘+2) = 2𝑘 + 4

∆𝑘𝑎𝑛(3𝑘+3) = 𝑘2 + 5𝑘 + 10

, 𝑘 ≥ 0. 

七、∆𝑘𝑎𝑛(3𝑘+𝑗) + ∆
𝑘−1𝑎𝑛(3(𝑘−1)+𝑗+1) = ∆

𝑘𝑎𝑛(3𝑘+𝑗+1), 𝑘 ≥ 1, 𝑗 = 1,2. 

進一步地，我們探討∆𝑡𝑎1的性質： 

八、{𝑏(𝑢,𝑠)}為一s階等差數列，s ≥ 0。 

綜合上述性質，將二元 3 平衡 𝑛 字串之表達式表示出來： 

九、以下列出一些 {𝑏(𝑛,𝑠−1)} 之組合表達式： 

𝑏(𝑛,0) 2  

𝑏(𝑛,1) 2𝐶1
𝑛−1 + 4  

𝑏(𝑛,2) 2𝐶2
𝑛−1 + 6𝐶1

𝑛−1 + 10  

𝑏(𝑛,3) 2𝐶3
𝑛−1 + 8𝐶2

𝑛−1 + 22𝐶1
𝑛−1 + 20  

𝑏(𝑛,4) 2𝐶4
𝑛−1 + 10𝐶3

𝑛−1 + 36𝐶2
𝑛−1 + 54𝐶1

𝑛−1 + 44  

𝑏(𝑛,5) 2𝐶5
𝑛−1 + 12𝐶4

𝑛−1 + 52𝐶3
𝑛−1 + 108𝐶2

𝑛−1 + 138𝐶1
𝑛−1 + 84  

𝑏(𝑛,6) 2𝐶6
𝑛−1 + 14𝐶5

𝑛−1 + 70𝐶4
𝑛−1 + 184𝐶3

𝑛−1 + 322𝐶2
𝑛−1 + 316𝐶1

𝑛−1 + 172  

十、𝑎𝑛(𝑢) 之表達式： 

𝑎𝑛(𝑢) =

{
 
 
 
 

 
 
 
 
∑𝑏(𝑘+1−𝑖,3𝑖)𝐶𝑘−𝑖

𝑛−1

𝑘

𝑖=0

,    𝑢 = 3𝑘 + 1 

∑𝑏(𝑘+1−𝑖,3𝑖+1)𝐶𝑘−𝑖
𝑛−1

𝑘

𝑖=0

,    𝑢 = 3𝑘 + 2

∑𝑏(𝑘+1−𝑖,3𝑖+2)𝐶𝑘−𝑖
𝑛−1

𝑘

𝑖=0

,    𝑢 = 3𝑘 + 3

  . 

十一、 二元 3 非平衡 𝑛 字串⇒二元 3 平衡 𝑛 字串個數之表達式： 

𝑆′𝑛 = ∑𝑎𝑛−1−𝑖(𝑖)

𝑛−2

𝑖=1

  ⇒   𝑆(𝑛,3,0) = {   
2,    𝑛 = 1
4,    𝑛 = 2

2𝑛 − 𝑆′𝑛,    𝑛 ≥ 3
  . 

我們將其推廣到二元非 𝑟 平衡 𝑛 字串，發現也有類似性質。如下： 

十二、 二元 𝑟 平衡 𝑛 字串{𝑐𝑛(𝑟𝑘+1)}, {𝑐𝑛(𝑟𝑘+2)},… , {𝑐𝑛(𝑟𝑘+𝑟)}為一 𝑘 階等差數列，𝑘 ≥ 0。 

十三、 二元 𝑟 平衡 𝑛 字串之最高階差一般式  ( 以下𝑎 = 𝑖 − (𝑟 − 1) ) 
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∆𝑘𝑐𝑛(𝑢) =

{
 
 
 

 
 
 

2, 𝑢 = 𝑟𝑘 + 1
2𝑘 + 4, 𝑢 = 𝑟𝑘 + 2

2 × (∑𝐶𝑎−𝛿
𝑘+2 ×

𝑎−1

𝛿=0

𝐶𝛿
𝑎−1 × 2𝛿) , 𝑢 = 𝑟𝑘 + 𝑖 (𝑖 = 3,4… 𝑟 − 1) 

2 × [(∑𝐶𝑟−1−𝛿
𝑘+2 ×

𝑟−2

𝛿=0

𝐶𝛿
𝑟−2 × 2𝛿) − 𝑘] , 𝑢 = 𝑟𝑘 + 𝑟

 

最後，我們探討二元平衡 𝑛 字串、二元 3 平衡 𝑛 字串之 lim
𝑛→∞

𝑆(𝑛,𝑖,0)

𝑆(𝑛−1,𝑖,0)
, 𝑖 = 2, 3。如下： 

十四、 二元平衡 𝑛 字串之 lim
𝑛→∞

𝑆(𝑛,2,0)

𝑆(𝑛−1,2,0)
= 2。 

十五、 推測二元 3 平衡 𝑛 字串之 lim
𝑛→∞

𝑆(𝑛,3,0)

𝑆(𝑛−1,3,0)
= 2。 

 總結來說，本研究以三個面向來探討二元 3 平衡 𝑛 字串個數的問題，其成果分別為：直

接推導出算式：可將算式輸入 python，計算二元 3 平衡/非平衡 n 字串之符合個數，幫助我

們發現非平衡時字串的諸多性質；反面解法：此為本研究重點，發現、證明了非平衡字串個

數彼此間存在漂亮的階差性質，並嘗試利用這些性質推導二元 3 平衡 n 字串個數的一般式；

個數成長速度：推論當 𝑛 很大時，二元 3 平衡 𝑛 字串個數會以趨近於 2 倍速成長。 

玖、 參考資料及其他 

[1]  全國高中數學能力競賽歷屆試題 

[2]  王佳怡、吳思穎—階差數列的解法初探 

http://www.shs.edu.tw/works/essay/2011/11/2011110815042866.pdf 

[3]  林開亮—微積分之前奏(或變奏)：高階等差數列的求和 

https://web.math.sinica.edu.tw/math_media/d411/41107.pdf 

[4]  https://oeis.org/A158422 

附錄 

一、二元 3 平衡 𝑛 字串之個數及其前後項比值 

 

http://www.shs.edu.tw/works/essay/2011/11/2011110815042866.pdf
https://web.math.sinica.edu.tw/math_media/d411/41107.pdf
https://oeis.org/A158422
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二、二元 3 非平衡 𝑛 字串之個數及前後項差值(即數列{𝑎𝑛(𝑢)}, {∆
1𝑎𝑛(𝑢)}, {∆

2𝑎𝑛(𝑢)}) 

⚫ 𝑎𝑛(𝑢) 

 

⚫ ∆1𝑎𝑛(𝑢) 

 
⚫ ∆2𝑎𝑛(𝑢) 
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三、二元 4 非平衡 𝑛 字串之個數 

 

 

四、二元非平衡 𝑛 字串、二元 3 非平衡 𝑛 字串個數之程式碼 

(二元 4 非平衡 𝑛 字串個數之程式碼同理)

二元非平衡 𝑛 字串個數之程式碼 

二元 3 非平衡 𝑛 字串之程式碼 



作品海報 

【評語】050408  

本作品研究在一個 n位元的 0、1字串中，出現連續 r個 0與

連續 r個 1的子字串個數相同的情況(稱為二元 r平衡 n字串)共有

幾種。對於 r=2，作者靠著分析與觀察「區塊數」，得出二元 2平衡

n字串的個數公式。對於 r=3，基於同樣對「區塊數」的觀察，作

者得出二元 3平衡 n字串的個數的「關係式」。但是這個關係式，

卻不是一個可以簡單化出這種方式不易被推廣至 r≥4的情況；建議

改採遞迴關係式來表達所希望獲得的答案。 

C:\Users\ShariChen\Desktop\NSF\排版\050408-評語 

 



摘要
本研究旨在探討由0與1組成長度為n的二元字串中滿足000-子字串數和111-子字串數相同（稱為

平衡）之排列方法數。我們從3個面向來探討：一、首先將直接推導出之算式，輸入python計算在各
種n值下，觀察平衡與非平衡字串個數之規律性；二、接著我們發現非平衡字串個數在000-子字串和
111-子字串之差值為一固定形式時，不同長度之字串符合個數會形成一階差數列，我們對此猜測提出
證明並嘗試利用此性質推導出二元 3平衡 𝑛字串個數之一般式；三、最後探討二元 3平衡 𝑛字串個數
之成長速度，推論當 𝑛值極大時，其個數會以趨近2倍速成長。同時，我們也將3平衡推廣至r平衡，
提出一些相關的結果。

壹、研究動機

在100學年度全國高中數學能力競賽的題目中，有一道題目內容如下：「由0,1排成長度 𝑛的字串，
稱為二元 𝑛字串。若一個二元 𝑛字串中出現字串00和字串11的個數一樣多，則稱為長度的 𝑛二元平衡
字串。若以 𝑎𝑛 表示長度 𝑛的二元平衡字串之個數，已知 𝑎1= 𝑎2 = 𝑎3 = 2, 𝑎4 = 4, 𝑎5 = 6，試求 𝑎𝑛
的一般公式。」但題目給出的解法卻是特例解，只有在00-子字串, 11-子字串平衡的狀況下才適用，
因此我們便想要改變作法，試圖用一個一般化的解法來處理這個問題。此外，我們也想將此問題拓展，
討論在000-子字串,111-子字串平衡時， 𝑛位數列排列之符合個數是否也有一般解，也就是二元 3平
衡 𝑛字串個數是否有一般式。因此，我們便展開了一段有趣的數學研究之旅。

貳、研究目的及過程

參、研究結果

𝑇ℎ𝑒𝑜𝑟𝑒𝑚 1

二元平衡 𝑛字串個數之一般式為 ቐ
𝑆(1,2,0) = 𝑆(2,2,0) = 2

𝑆(𝑛,2,0) = 2𝐶 𝑛

2
−1

𝑛−2 , 𝑛 ≥ 3

[名詞定義]
1. 區塊 𝒃𝒍𝒐𝒄𝒌 ：一個二元 𝑛字串由一或多個區塊組成，每個區塊內所有的字元均相同，

且與每個區塊相鄰的左右兩個字元均與該區塊內所有的字元相異。在此令由 𝑘個字元組
成的區塊記做 𝒌 − 𝒃𝒍𝒐𝒄𝒌，由 𝛼個0組成的區塊記做𝜶 − 𝟎 − 𝒃𝒍𝒐𝒄𝒌 (1個0組成的區塊記
做 𝟎 − 𝒃𝒍𝒐𝒄𝒌，2個0組成的區塊記做 𝟎𝟎 − 𝒃𝒍𝒐𝒄𝒌)，同理，由 𝛽個1組成的區塊記做 𝜷 −
𝟏 − 𝒃𝒍𝒐𝒄𝒌 (1個1組成的區塊記做 𝟏 − 𝒃𝒍𝒐𝒄𝒌，2個1組成的區塊記做 𝟏𝟏 − 𝒃𝒍𝒐𝒄𝒌 )。

2. 𝑙𝑘 0 表示在二元 𝑛字串中k-0-子字串的數目， 𝑙𝑘 1 表示在二元 𝑛字串中k-1-子字串
的數目。(例如：10011010001,𝑙2 0 = 3, 𝑙3 0 = 1, 𝑙2 1 = 1)。

3. 二元 𝒓平衡 𝒏字串表示二元 𝑛字串中滿足 𝑙𝑟 0 = 𝑙𝑟(1)的字串(以下二元 𝑛字串中滿足
𝑙2 0 = 𝑙2 1 簡稱為二元平衡 𝑛字串)

4. 若二元 𝑛字串滿足 𝑙𝑟 0 − 𝑙𝑟 1 = 𝑚，令其個數為 𝑆(𝑛,𝑟,𝑚)

5. 令𝑎𝑛 𝑢 = 𝑆(𝑛,3,𝑛−(𝑢+1))，其中 𝑛 ≥ 𝑢 + 2, 𝑢 ∈ Ν

6. 令𝑐𝑛 𝑢 = 𝑆(𝑛,𝑟,𝑛−(𝑟+𝑢−2))，其中 𝑛 ≥ 𝑟 + 𝑢 − 1, 𝑢 ∈ Ν

• 𝑃𝑎𝑟𝑡 1：二元 3 (非)平衡 𝑛字串個數之關係式

𝒍𝒊𝒎
𝒏→∞

𝑺(𝒏,𝟑,𝟎)

𝑺(𝒏−𝟏,𝟑,𝟎)

[研究架構]



關係式二

定義集合 𝐵𝑛 = ∁𝑏2

𝑎

2 × 𝐻𝑐
𝑏2

𝑎, 𝑏1, 𝑏2, 𝑐𝜖ℕ0,

𝑎 ≥ 2; 𝑏1 = 0; 1 ≤ 𝑏2 ≤
𝑎

2
; 𝑐 = 𝑚,

𝑎 + 𝑏2 = 𝑛 −𝑚

；

集合 𝐶𝑛 = ∁𝑏1

𝑎+1

2 × 𝐻𝑐
𝑏1

𝑎, 𝑏1, 𝑏2, 𝑐𝜖ℕ0,

𝑎 ≥ 1; 1 ≤ 𝑏1 ≤
𝑎+1

2
; 𝑏2 = 0; 𝑐 = 𝑚,

𝑎 + 𝑏1 = 𝑛 −𝑚

；

集合 𝐷𝑛= 𝑀(𝑛,𝑎,𝑏1,𝑏2) ×𝑀(𝑛,𝑎,𝑏1,𝑏2,𝑐,𝑚)

𝑎, 𝑏1, 𝑏2, 𝑐𝜖ℕ,

𝑎 ≥ 2; 1 ≤ 𝑏1 ≤
𝑎+1

2
; 1 ≤ 𝑏2 ≤

𝑎

2
; 𝑐 ≥ 𝑚,

𝑎 + 𝑏1 + 𝑏2 + 2𝑐 = 𝑛 +𝑚

；

其中，定義𝑀(𝑛,𝑎,𝑏1,𝑏2,𝑐)為在𝑏1個區塊中填入𝑐個0、𝑏2個區塊中填入𝑐 − 𝑚個1或在𝑏1個區塊中填入𝑐 − 𝑚個0、𝑏2個

區塊中填入𝑐個1之總方法數；

因此𝑀(𝑛,𝑎,𝑏1,𝑏2)= ∁𝑏1

𝑎+1

2 × ∁𝑏2

𝑎

2 , 𝑀(𝑛,𝑎,𝑏1,𝑏2,𝑐,𝑚) = 𝐻𝑐
𝑏1 × 𝐻𝑐−𝑚

𝑏2 + 𝐻𝑐−𝑚
𝑏1 × 𝐻𝑐

𝑏2

則有以下公式：

𝑆 𝑛,3,𝑚 = 2 ෍

𝑖=1

𝑛 𝐵𝑛

𝑥𝑖 + ෍

𝑖=1

n 𝐶𝑛

𝑦𝑖 + ෍

𝑖=1

n 𝐷𝑛

𝑧𝑖 , m ≥ 1，其中𝑥𝑖 ∈ 𝐵𝑛, 𝑦𝑖∈ 𝐶𝑛, 𝑧𝑖 ∈ 𝐷𝑛

關係式一

定義𝑀(𝑛,𝑎,𝑏1,𝑏2)為在
𝑎+1

2
個區塊中取𝑏1個區塊、在

𝑎

2
個區塊中取𝑏2個區塊之總方法數；

𝑀(𝑛,𝑎,𝑏1,𝑏2,𝑐)為在𝑏1個區塊中填入𝑐個0、𝑏2個區塊中填入𝑐個1之總方法數；

集合𝐴𝑛 = 𝑀(𝑛,𝑎,𝑏1,𝑏2) ×𝑀(𝑛,𝑎,𝑏1,𝑏2,𝑐)

𝑎, 𝑏1, 𝑏2, 𝑐𝜖ℕ,

𝑎 ≥ 2; 𝑏1 ≤
𝑎+1

2
; 𝑏2 ≤

𝑎

2
; 𝑐 ≥ 1,

𝑎 + 𝑏1 + 𝑏2 + 2𝑐 = 𝑛

，

𝑀(𝑛,𝑎,𝑏1,𝑏2) ×𝑀(𝑛,𝑎,𝑏1,𝑏2,𝑐) = ∁𝑏1

𝑎+1
2 × ∁𝑏2

𝑎
2 × 𝐻𝑐

𝑏1 × 𝐻𝑐
𝑏2

則有以下公式：

𝑆(𝑛,3,0) = 2 𝐹𝑛+1 + ෍

𝑖=1

𝑛(𝐴𝑛)

𝑥𝑖 ，其中 𝑥𝑖 ∈ 𝐴𝑛

[做法示意圖]

n
m

3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

n-2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
n-3 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4
n-4 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10
n-5 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40
n-6 44 50 56 62 68 74 80 86 92 98
n-7 84 100 116 132 148 164 180 196 212
n-8 172 214 258 304 352 402 454 508
n-9 332 430 536 650 772 902 1040
n-10 654 876 1122 1392 1686 2004
n-11 1264 1752 2312 2946 3656
n-12 2466 3516 4754 6190
n-13 4760 6972 9652
n-14 9258 13880
n-15 17908

【 𝑆(𝑛,3,𝑚) 值】

𝑇ℎ𝑒𝑜𝑟𝑒𝑚 2

二元 𝑟平衡 𝑛字串 𝑝𝑟 0 = 𝑝𝑟 1 = 0個數之遞迴式 𝑟𝑛 =෍

𝑖=1

𝑟−1

𝑟(𝑛−𝑖) ,其中 𝑛 ≥ 𝑟

𝑎𝑛(1)
𝑎𝑛(2)

𝑎𝑛(3)
𝑎𝑛(4)

𝑎𝑛(5)
𝑎𝑛(6)

𝑎𝑛(7)
𝑎𝑛(8)

𝑎𝑛(9)
𝑎𝑛(10)

𝑎𝑛(11)
𝑎𝑛(12)

𝑎𝑛(13)
𝑎𝑛(14)



𝑃𝑟𝑜𝑝𝑒𝑟𝑡𝑦 6

𝑏(𝑢,𝑠) 為一s階階差數列

s ≥ 0

𝑃𝑟𝑜𝑝𝑒𝑟𝑡𝑦 1

𝑎𝑛(3𝑘+1) , 𝑎𝑛(3𝑘+2) , 𝑎𝑛(3𝑘+3) 為一𝑘階階差數列

𝑃𝑟𝑜𝑝𝑒𝑟𝑡𝑦 2~4

∆𝑘𝑎𝑛 一般式 ൞

∆𝑘𝑎𝑛(3𝑘+1) = 2

∆𝑘𝑎𝑛 3𝑘+2 = 2𝑘 + 4

∆𝑘𝑎𝑛(3𝑘+3) = 𝑘2 + 5𝑘 + 10

其中𝑘 ≥ 0

𝑃𝑟𝑜𝑝𝑒𝑟𝑡𝑦 5
∆𝑘𝑎𝑛 3𝑘+𝑗 + ∆𝑘−1𝑎𝑛 3 𝑘−1 +𝑗+1 = ∆𝑘𝑎𝑛 3𝑘+𝑗+1

𝑘 ≥ 1, 𝑗 = 1,2

𝑃𝑟𝑜𝑝𝑒𝑟𝑡𝑦 7

𝑐𝑛(𝑟𝑘+1) , 𝑐𝑛(𝑟𝑘+2) , … , 𝑐𝑛(𝑟𝑘+𝑟) 為一 𝑘階階差數列 ，𝑘 ≥ 0

𝑃𝑟𝑜𝑝𝑒𝑟𝑡𝑦 8

∆𝑘𝑐𝑛(𝑢) =

2 , 𝑢 = 𝑟𝑘 + 1
2𝑘 + 4 , 𝑢 = 𝑟𝑘 + 2

2 × ෍

𝛿=0

𝑎−1

𝐶𝑎−𝛿
𝑘+2 ×𝐶𝛿

𝑎−1 × 2𝛿 , 𝑢 = 𝑟𝑘 + 𝑖 𝑖 = 3,4… 𝑟 − 1

2 × ෍

𝛿=0

𝑟−2

𝐶𝑟−1−𝛿
𝑘+2 ×𝐶𝛿

𝑟−2 × 2𝛿 − 𝑘 , 𝑢 = 𝑟𝑘 + 𝑟

其中𝑎 = 𝑖 − 𝑟 − 1

𝑇ℎ𝑒𝑜𝑟𝑒𝑚 3

二元平衡 𝑛字串之 lim
𝑛→∞

𝑆(𝑛,2,0)

𝑆(𝑛−1,2,0)
= 2

𝑪𝒐𝒓𝒐𝒍𝒍𝒂𝒓𝒚

二元3平衡 𝑛字串之 lim
𝑛→∞

𝑆(𝑛,3,0)

𝑆(𝑛−1,3,0)
= 2

• 𝑃𝑎𝑟𝑡 2 − 1：二元 3非平衡 𝑛字串個數之性質探討— 𝑎𝑛(𝑢)

• 𝑃𝑎𝑟𝑡 2 − 2：二元 3非平衡 𝑛字串個數之性質探討— 𝑏(𝑢,𝑠)

𝑎1 ∆1𝑎1 ∆2𝑎1 ∆3𝑎1 ∆4𝑎1 ∆5𝑎1 ∆6𝑎1 ∆7𝑎1

0階
𝑏(𝑢,0) 2 2 2 2 2 2 2 2
∆𝑘𝑎1

1階
𝑏(𝑢,1) 4 6 8 10 12 14 16 18
∆𝑘𝑎1

2階
𝑏(𝑢,2) 10 16 24 34 46 60 76 94
∆𝑘𝑎1

3階
𝑏(𝑢,3) 20 42 72 112 164 230 312 412
∆𝑘−1𝑎1

4階
𝑏(𝑢,4) 44 98 188 324 518 784 1138 1598
∆𝑘−1𝑎1

5階
𝑏(𝑢,5) 84 222 468 874 1504 2436 3764 5600
∆𝑘−1𝑎1

6階
𝑏(𝑢,6) 172 488 1126 2270 4174 7176 11714 18344
∆𝑘−2𝑎1

[做法簡述]
＊𝐦𝐚𝐱𝛂 ≥ 𝟑, 𝜶 − 𝟎 − 𝒃𝒍𝒐𝒄𝒌個數決定階差數
列之階差數

＊上述情況發生時，剩餘字元之排列方法數

即∆𝒌𝒂𝒏 𝟑𝒌+𝒊 (𝒊 = 𝟏, 𝟐, 𝟑)之一般式

• 𝑃𝑎𝑟𝑡 3：推廣—二元 𝑟非平衡 𝑛字串個數之性質探討— 𝑐𝑛(𝑢)

• 𝑃𝑎𝑟𝑡 4：二元 3平衡 𝑛字串之個數成長速度

綜上性質，推導二元 3平衡 𝑛字串之表達式：

肆、討論
本研究以三個面向來探討二元 3平衡 𝑛字串個數的問題，其成果分別為：直接推導出算式：可將算式輸

入python，計算二元3平衡/非平衡n字串之符合個數，幫助我們發現非平衡時字串的諸多性質；反面解法：此
為本研究重點，發現、證明了非平衡字串個數彼此間存在漂亮的階差性質，並嘗試利用這些性質推導二元3平
衡n字串個數的一般式；個數成長速度：推論當 𝑛很大時，二元 3平衡 𝑛字串個數會以趨近於2倍速成長。

[示意圖]

▲上圖以∆𝑘𝑎𝑛(3𝑘+3)之做法為例，橘色虛線

部份表示剩餘字元在不同間格內可填入
之符合形式

[做法簡述]
＊考慮剩餘字元個數之排列
方法，即可找出右表階差
數列之階差數

𝑎 )𝑛(𝑢 =

෍

𝑖=0

𝑘

𝑏 𝑘+1−𝑖,3𝑖 𝐶𝑘−𝑖
𝑛−1 , 𝑢 = 3𝑘 + 1

෍

𝑖=0

𝑘

𝑏 𝑘+1−𝑖,3𝑖+1 𝐶𝑘−𝑖
𝑛−1 , 𝑢 = 3𝑘 + 2

෍

𝑖=0

𝑘

𝑏 𝑘+1−𝑖,3𝑖+2 𝐶𝑘−𝑖
𝑛−1 , 𝑢 = 3𝑘 + 3

𝑆′𝑛 = ෍

𝑖=1

𝑛−2

𝑎 )𝑛−1−𝑖(𝑖

𝑆 𝑛,3,0 = ቐ
2, 𝑛 = 1
4, 𝑛 = 2

2𝑛 − 𝑆′𝑛, 𝑛 ≥ 3

𝑎𝑛 = 𝑎1 + ∆𝑎1𝐶1
𝑛−1 + ∆2𝑎1𝐶2

𝑛−1 +⋯+ ∆𝑝𝑎1𝐶𝑝
𝑛−1

(公式來源：王佳怡、吳思穎—階差數列的解法初探)

【𝑆(𝑛,3,𝑚)值】

表格之直排總和

定義：
令右表第𝑢行、第𝑠 + 1列之
數字為𝑏(𝑢,𝑠)，其同列所形成

之數列為 𝑏(𝑢,𝑠)
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