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摘要 

    費氏數列中每一項除以任意正整數後所得的餘數數列具有許多有趣的性質，例如：所有

餘數數列均有週期性及每個週期循環列皆是由 0 均勻分割，即數列在固定間隔某幾項後可被

正整數整除，由此性質就可進一步計算週期長度。 

    本作品中我們嘗試將費氏數列中的餘數數列性質推廣到一般高階正整係數齊次線性遞迴

數列(內文簡稱高階線性遞迴數列)的情形。我們發現除了所有餘數數列均為(前)週期數列外，

每個週期循環列中的均勻分割的情形變化出二種：由數個 0 均勻分割(含某項後均為 0)、數個

不全為 0 均勻分割(含某項後皆為不為 0 的常數)，進一步則探討上述二種中的區分週期循環

列之條件。最後由餘數數列性質探討出其數列的因倍數定理。 

壹、研究動機 

    高二上數學專修課時，老師提到費氏數列中每一項除以任意正整數後所得的餘數數列性 

質，因為好奇從而開始研究。首先探討費氏數列中的餘數數列之週期性質，推廣至一般高階 

線性遞迴數列的情形。在過程中我們配合高中數學課程中學過「數列與級數」、「數論中的 

同餘性質」、「多項式函數中因倍數定理」及「矩陣」等概念來解決問題。 

貳、研究目的 

一、探討高階線性遞迴數列中每一項除以任意正整數後所得餘數數列，證明餘數數列均為(前) 

    週期數列。 

二、探討高階線性遞迴數列中係數在何種條件下，其餘數數列中每個週期循環列會有數個 0 均 

    勻分割(含在某項後皆為 0)，深入探討出區分條件。 

三、探討高階線性遞迴數列中係數在何種條件下，其餘數數列中每個週期循環列會有數個不 

    全為 0 均勻分割(含在某項後皆為不為 0 的常數)，深入探討出區分條件。 

四、探討利用餘數數列性質推導出高階線性遞迴數列的因倍數性質。 

參、研究設備及器材 

筆、紙、電腦、Geogebra5.0  動態幾何繪圖板、電腦程式 Visual Basic。 



                                                                                                                                                                                     

2 
 

肆、研究過程或方法 

一、名詞定義與預備知識 

【定義 1】( k 階正整係數齊次線性遞迴數列，張福春、莊淨惠[1] [2]) 

給定一數列 k
na ，若存在 ( 2)k  個正整數 1 2 3, , , , kc c c c ，其中 0kc  ，滿足兩條件： 

(i) (初始條件) 1 1, 0, 0, 1, 2, , ( 2)ia a i k      其中  

(ii) (遞迴關係) 1 1 2 2 3 3 1 1 , 2n n n n k n k k n ka c a c a c a c a c a n            
                  

(1) 

則稱數列 k
na 為 k 階正整係數齊次線性遞迴數列，內文中簡稱 k 階線性遞迴數列。 

 

【定義 2】( k 階餘數數列的週期性質，M. S. Renault [7]、Rogers, N. [8]) 

(1)式中 1 2 1c c  為費氏數列 2
na ，我們知道費氏數列中每一項 na 除以任意正整數 m 所得到的

餘數數列，會有週期性質(Fibonacci Pisano Periods)，參考資料[7]、[8]與表 1。我們稱餘數數

列為週期數列(Period Sequence Modulo m)，其週期記作 2 ( )m ，表 1 中 2 (2) 3  ， 2 (3) 8  ，

2 (4) 6  。由於初始條件： 1 01, 0a a  ，所以表 1 中的 mod 3循環週期列中可用 0均勻分割

再細分，即循環週期列為 01 1 20 2 2 1 0 ，每一小段的長度記作 2 ( )m ，其中段

數記作 s ，即 2 2( ) ( )m s m   。表 1 中的 mod 3的週期為 2 2(3) 4, 2 (3) 2 4 8s       。 

表 1：費氏數列的週期性質 

n  0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

na  
0 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144 233 377 610

mod 2  0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 
mod 3  0 1 1 2 0 2 2 1 0 1 1 2 0 2 2 1 
mod 4  0 1 1 2 3 1 0 1 1 2 3 1 0 1 1 2 

    本作品將上述週期性質推廣至一般 k 階線性遞迴數列 k
na 的情形，稱此餘數數列為 k 階餘

數數列，記作 k
nr ，我們得到 k 階餘數數列為週期數列或前週期數列(前週期數列是指數列在
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某幾項後才出現循環週期列)，其週期記作 ( )k m 。特別地，推廣至一般 k 階線性遞迴數列的

情形，會是由 1k  個0均勻分割(含某項後均為 0)及 1k  個不全為 0 均勻分割(含某項後均為

不為0的常數)等二種。由於初始條件為 1k  個 0 及 1 1a  ，能有 1k  個 0 均勻分割是很直觀的，

參見表 2，但 1k  個不全為 0 均勻分割則是需要深入探討的，正是本作品深入研究的核心之

一，參見表 3。        

表 2：三階線性遞迴數列 3 1 2 3:n n n n na a a a a     且 7m  ( 3 3(7) 16 48    ) 

第一段 1 2 16, , ,r r r  1 1 2 4 0 6 3 2 4 2 1 0 3 4 0 0 
第二段 17 18 32, , ,r r r  4 4 1 2 0 3 5 1 2 1 4 0 5 2 0 0 
第三段 33 34 48, , ,r r r 2 2 4 1 0 5 6 4 1 4 2 0 6 1 0 0 

表 3：三階線性遞迴數列 3
1 2 3: 3 5 8n n n n na a a a a     且 22m   ( 3 5(22) 12 60    ) 

第一段 1 2 12, , ,r r r  1 3 14 21 3 6 3 19 10 17 11 0 
第二段 13 14 24, , ,r r r  15 1 12 7 1 2 1 21 18 13 11 0 
第三段 24 25 36, , ,r r r  5 15 4 17 15 8 15 7 6 19 11 0 
第四段 37 38 48, , ,r r r  9 5 16 13 5 10 5 17 2 21 11 0 
第五段 49 50 60, , ,r r r  3 9 20 19 9 18 9 13 8 7 11 0 

此外，我們也關注兩個問題： 

如何區分循環週期列的條件及探究出 s的準確值或範圍。 

 

【預備定理  1】(二階 Cassini 恆等式，Rogers, N. [8]) 

設 2
na 為二階線性遞迴數列，則對於任意正整數 n ， 2 1

1 1 2( 1)n n
n n na a a c 
     。 

【證明】改寫成行列式形式來證明。 

1 1 1 2 1 12
1 1 2

1 1 1 1 2 2 1 1 2

n n n n n n n n n
n n n

n n n n n n n n n

a a a c a a c a a a a
a a a c

a a a c a a c a a a a
   

 
      


     


 

        由迭代過程可得 2 2
1 1 2 2 1( )n n n n n na a a c a a a        

1 1 2 1 1 1
2 2 0 1 2 2( 1) ( ) ( 1) ( 1) ( 1)n n n n n nc a a a c c              

          因此，對於任意正整數 n ， 2 1
1 1 2( 1)n n

n n na a a c 
     。                             ■ 
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【預備定理  2】( k 階 Cassini 恆等式，Rogers, N. [8]) 

設 k
na 為 k 階線性遞迴數列，則對於任意正整數 n ， 

1 1 2

1 2 1 12

1 2 3
1 12

2 1 2 3

( 1) ,

( 1) ,

n n n n k

k
n n n n k n k

k
n n n n k k

n n k
k

n k n k n k n k

a a a a

a a a a
c k

a a a a

c k

a a a a

   

 
       

   
   

      


 

 





    


為奇數

為偶數

其中

其中

。 

【證明】 

    

1 1 2 1 1 2

1 2 1 1 2 1

1 2 3 1 2 3

2 1 2 3 2 2 1 2 3

1 1 2

n n n n k k n k n n n k

n n n n k k n k n n n k

n n n n k k n k n n n k

n k n k n k n k k n k n k n k n k

n k n n n k

n

k

a a a a c a a a a

a a a a c a a a a

a a a a c a a a a

a a a a c a a a a

a a a a

a

c

        

        

        

             

    





 
 
 

         
 



1 2 1

1 2 3

2 2 1 2 3

k n n n k

n k n n n k

n k n k n k n k

a a a

a a a a

a a a a

    

    

      




    


     

     

1 2 1

1 2 3
1

1 2 3 4 1
1

1 1 2 2

,
,

,

n n n n k

n n n n k
k

n n n n k
k

n k n k n k n k

a a a a

a a a a
c k

a a a a
c k

a a a a

   

   

    

      



    







    


為奇數其中

其中 為偶數
 

1 1

1 21 2

1

2
2 1

1

0
( ) , ( 1) ,

, 0
( ) ,

( 1) ,
0 0 0

k k

k
k kn k

k k
kn k k

k k

a a a

a a
c k k

c k
a a k
a



 
     

 


         
   



 
 

    
  



為奇數 為奇數

為偶數
為偶

其中 其中

數
其中

其中

 

12

1 12

( 1) ,

( 1) ,

k
n k
k

k
n n k

k

c k

c k

 
    

   


 

 

為奇數

為偶數

其中

其中

。                                             ■ 
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【預備定理  3】(鴿籠原理(The Pigeonhole Principle)，Grimaldi, Ralph P[5]) 

若有 n 個籠子與 1n 隻鴿子，所有鴿子都被關在鴿籠裡，則至少有一個籠子有至少 2 隻鴿子。 

 

【預備定理  4】(同餘性質及中國剩餘定理)，Hardy, G. H. and Wright, E. M[6]) 

(i)設 , , N    ，若 (mod )m  ，則 mod
m

d
     

 
，其中 gcd( , )d m 。 

特別地，若 gcd( , ) 1m  ，則 (mod )m  。 

(ii)設 1 2 tm m m m    ，其中 1 2, , , tm m m 為兩兩互質，若 1 2, , , tb b b Z ，則一元線性同餘 

方程組：  modi ix b m ，其中1 i t  ，有共同的整數解 0x ，且所有共同的整數解 x 也構成

一個同餘式為  0 mod ix x m 。 

 

【預備定理  5】(歐拉-費馬定理(Euler-Fermat Theorem))，Hardy, G. H. and Wright, E. M[6]) 

設 ,x m 為正整數且 gcd( , ) 1x m  ，則 

(i) ( ) 1 (mod )mx m  ，其中 ( )m 表示為不大於 m 且與 m 互質之正整數個數。 

(ii)反之，若正整數 s 滿足 1 (mod )sx m 且 s 是最小的一個，則 s ( )m 。 

【註 1】當 m 為質數時，(i)改為 1 1 (mod )mx m  ，稱為費馬小定理(Fermat’s little theorem)。 

【註 2】若正整數 m 的標準分解式為 1 2
1 2

t
tm p p p    ，其中 1 2, , , tp p p 為相異質數，且

1 2, , , t N    ，則
1 2

1 1 1
( ) (1 )(1 ) (1 )

t

m m
p p p

     。此函數稱為歐拉函數 (Euler's totient 

function)。例如： (1) 1, (2) 1, (3) 2, (4) 2, (5) 4, (6) 2, (7) 6, (8) 4               。 

 

    設 1, ,m k d N  ，若 (mod )kx d m 有解，則稱 d 為模 m 的高次剩餘；反之，則稱 d 為模

m 的高次非剩餘。 

【預備定理  6】(高次剩餘，Courant, R. and Robbins, H.[4]) 

設 (mod )kx d m 有解，其中 ,x m 為正整數且 gcd( , ) 1x m  ，若正整數 s 滿足 (mod )sx d m 且 s

是最小的一個，則 s ( )m ，其中 ( )m 表示為不大於 m 且與 m 互質之正整數個數。 
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二、探討 k 階餘數數列的週期性質 

費氏數列 2
na 具有 1 2n n na a a   的特質，因此，若令 nr 為 na 模 m 後的餘數( m N )，則 

很自然地，我們得到 1 2( ) (mod )n n nr r r m   的性質。進一步地，這種線性關係也能推廣至 k 階

線性遞迴數列，參見性質 1。 

【性質 1】設 k
na 為 k 階線性遞迴數列，若 nr 為 na 模 m 後的餘數( m N )，則 

1 1 2 2( ) (mod )n n k n k nc r c r c r r m      。 

【證明】設 1 1 1 2 2 2, , , ,n n n n n n n k k n ka qm r a q m r a q m r a q m r             ，其中

1 2, , , , {0}kq q q q N  ，因為 1 1 2 2 3 3 1 1n n n n k n k k n ka c a c a c a c a c a            ，所以 

1 1 2 2 1 1 1 2 2 2

1 1 2 2 1 1 2 2

1 1 2 2 1 1 2 2

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

n n k n k n n k n k k

n n k n k k n k

n k n k n k n k

c r c r c r c a q m c a q m c a q m

c a c a c a m c q c q c q

a m c q c q c q r m q c q c q c q

     

   

 

         
       
          

 
 
 

 

    因此， 1 1 2 2( ) (mod )n n k n k nc r c r c r r m      。                                    ■ 

 

【定理 1】設 k
na 為 k 階線性遞迴數列，若 nr 為 na 模 m 後的餘數( m N )，則(i)當 gcd( , ) 1kc m 

時，k 階餘數數列為週期數列。(ii)當 gcd( , ) 1kc m  時，k 階餘數數列為週期數列或前週期數列。 

【證明】因為 nr 為 na 模 m 後的餘數( m N )，則 {0,1,2, , 1}nr m  。 

    令 1 1( , , , )i i i kr r r   為 k 階餘數數列中相鄰 k 個項的數對，其中 

    1 1, , , {0,1,2, , 1}i i i kr r r m      ，則數對 1 1( , , , )i i i kr r r   至多可組出 km 種的變化。 

    再由預備定理  3：鴿籠原理知當 k 階餘數數列出現在 km k 項後時，必存在 

        k km j m k   使得 i jr r ，又由於是 k 階餘數數列，故數對 

1 1 1 1( , , , )=( , , , )i i i k j j j kr r r r r r       。 

    又性質 1 知 1 1 2 2( ) (mod )n n k n k nc r c r c r r m      ，得到 1 1, , , ,i i i kr r r   與 

        1 1, , , ,j j j kr r r   完全相同，即 k 階餘數數列從第 i 項後開始出現週期循環列。 
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    接著證明從第1項後開始出現週期循環列的條件。用矩陣來描述 k 階線性遞迴數列為 

存在 k 階矩陣

1 2

1 0 0

0 1

0

0 0 1 0

kc c c

P

 
 
 
 
 
 
  

 
 
  

   


且

1

2

1 3

n

n

n n

n k

a

a

X a

a





 



 
 
 
 
 
 
  


滿足 1n nPX X  。 

    由於 k 階餘數數列從第 i 項後開始出現週期循環列且初始條件為 

        1 1, 0, 0, 1, 2, , ( 2)ia a i k      其中 ，則 

    (i)當 gcd( , ) 1kc m  時，
,

det( )
,

k

k

c k
P

c k


 

為奇數

為偶數

其中

其中
0 (mod )m ，推得矩陣 P 為可逆矩陣，

即存在 N ，使得    1 0 0 1 0 0
T T

P    ，此時數列從第1項後開始出 

    現週期循環列。因此，當 gcd( , ) 1kc m  時， k 階餘數數列為週期數列。                 

    (ii)當 gcd( , ) 1kc m  時， det( ) 0 (mod )P m 或 det( )P  0 (mod )m ，所以有些數列從第1項 

    後開始出現週期循環列，也有從某幾項後才開始出現週期循環列，所以 k 階餘數數列可 

    能會為週期數列或前週期數列。                                              ■ 

 

三、由 1k  個0均勻分割來區分循環週期列 

   (一) 2gcd( , ) 1c m   

        若考慮從第1項後開始出現由 1k  個 0 均勻分割的週期循環列，由於初始條件為 1k  個 0

及 1 1a  ，則由定理 1 知滿足條件為 gcd( , ) 1kc m  ，證明參見性質 2。 

【性質 2】設 k
nr 為 k 階線性遞迴數列 k

na 中的餘數數列，若 gcd( , ) 1kc m  ，則每個週期循環

列中會是由 1k  個 0 均勻分割。 

【證明】由定理 1 可令 k 階餘數數列 k
nr ( 1, 2, , )ki m k  中重複的相鄰 k 項為 

1 1 2 2 1 1, , , ,i j i j i j i k j kr r r r r r r r           。 
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    注意 1 1 2 2 0k k k ka c a c a c a     ，故 1 1 2 2 0( ) (mod )k k k kr c r c r c r m     。 

       又 1 1 2 2( ) (mod )j i k j i k k j i j i kc r c r c r r m            ，故 

         1 1 1 1 1 1 2 2 1 0 0 (mod )j i k j i k k j i k k k kk j i r c r c r r c r c r c r mc r                          (2) 

    當 1kc  時， (2)式為 0 (mod )j i mr   。事實上，當 gcd( , ) 1kc m  時，(2)式同樣地可得到 

    0 (mod )j i mr   。又 k
nr 為 k 階週期數列且循環必由 0 均勻分割，所以 0 的出現的模式為 

    是 1k  個，因此，每個週期循環列中會是由 1k  個 0 均勻分割。                     ■ 

 

接著探討段數 s 的準確值或範圍，先來觀察二階線性遞迴數列 2
1 2: 2n n n na a a a   且

5m  為例子：既然循環週期列中可用 0 來均勻分割，且分成四段，表示 0 前面兩項值 1,i ir r 必

滿足 15 | ( 2 )i ir r ，其中 1, {0,1,2,3,4}i ir r  ，簡單來說，作整數分割即得到數對 1( , )i ir r  可能為

(1, 2), (2, 4), (3,1), (4,3) ，在滿足 0 10, 1r r  下，循環週期列就僅有一種，參見表 4。那麼在 

每段循環週期列是否都如上述作完全整數分割呢？事實上，是不然的。 

                           表 4：二階線性遞迴數列的例子 

n  1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

nr  1 2 0 2 4 0 4 3 0 3 1 0 

段 第一段 第二段 第三段 第四段 

      

【性質 3】設 2
nr 為二階線性遞迴數列 2

na 中的餘數數列且 2gcd( , ) 1c m  ，若 s 為週期循環列

中由 0 均勻分割的段數且 ir 為在 2
nr 中第 i 次由 0 均勻分割的 0 之前一項 (1 1)i s   ，則(i)當

2 1c  時， 1 (mod )i j ijrr r m      ，其中 1ijr r 
   為 1ijr r  模 m 後的餘數且 j N 。(ii)當 2 1c  時，

12 (mod )i j ijc rr r m      ，其中 12 ijc rr 
   為 12 ijc r r  模 m 後的餘數且 j N 。 

【證明】注意到當 2gcd( , ) 1c m  時，有分 2 1c  或 2 1c  的情形：  

    (i)令 2 1c  且 ir 為在 2
nr 中 ir 為在 2

nr 中第 i 次由 0 均勻分割的 0 之前一項 (1 1)i s   且 
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1 2( , {0})q q N  ，則給定一個正整數 j ， 

    

1 1 2 1 1 2 1 1

2 1 1 2 1 1 2 1 1 2 1 1 2

2 1

2
1 1

3 1 1 2 1 1 2

1 1

2 3

2 3
1 1

2

1 3 4

1

( ) ( )

[ ( )] ( ) ( )

( ) (

(1 )

(1 ( 2 )

( )

) )

i i i

i i i i

i i i

i j ij j

a c mq mq r mq mq r

a c c mq mq r mq mq r mq m

a a

c c a a

c c c a a

a a

q r mq

a mq r mq mq r mq

a mq r mq

  

   

 





 

       

           

       

 





 






, j N

  (3) 

    兩邊模 m 得到 1 (mod )i j ijrr r m      ，其中 j N ，以 2
1 2: 2n n n na a a a   且模13為例： 

 

 

1 2 3 4 5 6 7

6
mod 13

2
6

mod 13

25 12 8 2 12

25 12 11 8

1 2 5 12 3 5 0

5 1

0

0

1 8

0

1 0

j

j

j

r r r r r r r r

r r

r r

      
     






1

2

3

   

   

第 段

第 段

第 段

   故 1 (mod )i j ijrr r m      ，其中 1ijr r 
   為 1ijr r  模 m 後的餘數且1 1,i s j N    。 

   (ii)仿照(i)來證明，(3)式改為 2 11 1 2( ) ,i j ij ja mq r jc a qa m N       。                             (4) 

   兩邊模 m 得到 12 (mod )i j ijc rr r m      ，其中 j N 且，其中 12 ijc rr 
   為 12 ijc r r  模 m 後的餘數 

   且1 1,i s j N    ，故 12 (mod )i j ijc rr r m      ，其中 12 ijc rr 
   為 12 ijc r r  模 m 後的餘數且 

   1 1,i s j N    。以 2
1 2: 2n n n na a a a   且模11為例： 

        
1 2

2

2

3 4 5

4

4
mod 11

1 1 1 3 5

10 10 30 5

0

00

2 10 1 80 6 0

i

j

j

c

c

r r r r r r

r r

r r

    

   

第 段

第 段

               ■ 

 

【定理 2】設 2
nr 為二階線性遞迴數列 2

na 中的餘數數列且 2gcd( , ) 1c m  ，若 s 為週期循環列

中由 0 均勻分割的段數， 1r 為週期循環列中第1段由 0 均勻分割的 0 之位置，其中 2 ( ) 1m   ，

則(i)當 2 1c  時， 2 1
2 (mod )r c m


          或 4 2 2

2 (mod )r c m


          ，其中 2r   與 4r   分別為 2r 與 4r

模 m 後的餘數。(ii)當 2 1c  時， 2 1 (mod )r m     或 4 1 (mod )r m     。 

1 1 1 2,i i ia mq r a mq   
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【證明】(i)令 2 ( ) 1m   ，則由性質 2 及定義 2 知每個週期循環列中由 0 均勻分割的 

第一段為 2 1 3 4 51, { }, , , , 0, ,r c r r r r  。 

    第二段為      2
2 1 2 2 2 3 2, 0, , , ,c r r c r r c r r c r   

     。 

    第三段為 2 2 2 2 2 2 2 3
2 2 2 2 3 2, , , ,0,c r c r r c r r c r   

                      。 

    以此類推得由 0 分割的第 s 段為 1 1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 3 2, , , , ,0s s s s s s s sc r c r r c r r c r   
                            。 

    由上得到 1
1 ( 1) 1 2 ( 1) 1 20, ,s s s s

s sr r c r r c r    


               。 

又由預備定理  1：二階 Cassini 恆等式知 2 1
1 1 2( 1)a a a c 

  


     ，兩邊模 m 得到 

2 1 2 1 2 1
1 1 2 1 2 2( 1) (mod ) 0 ( 1) (mod ) (mod )r r r c m r r c m r c m    

     
  

                       

    即 2 1
2 (mod )r c m


            或 4 2 2

2 (mod )r c m


          。                               (5) 

        (ii)仿照(i)來證明，(5)式改為 2 1(mod )r m      ，因此， 

2 1 (mod )r m     或 4 1 (mod )r m                                                          (6) 

■ 

【定理 3】設 2
nr 為二階線性遞迴數列 2

na 中的餘數數列，若 2 2gcd( , ) 1, 1c m c  且 s 為週期

循環列中由 0 均勻分割的段數，則 2 2( ) ( )m s m   ，其中 | ( )s m 。 

【證明】(i)由定理 2 中知每個週期循環列中由 0 均勻分割的每段以 0 分割位置的前一項依序 

    分別為 2 2 3 1
2 2 2, , , , s sr c r c r c r   

 。 

    因為 2gcd( , ) 1r m  且 2gcd( , ) 1c m  ，由預備定理  3：鴿籠原理與預備定理  6：高次剩餘知 

(5)式必有解且循環，以 2
1 2: 3 2n n n na a a a   為例參見表 5。 

由表 5 知循環段數即是 s ，由於要滿足循環長度 2 2 3 1
2 2 2

s sr c r c r c r   
    又回到 

r ，由預備定理  6：高次剩餘知 | ( )s m ，因此， 2 2( ) ( )m s m   ，其中 | ( )s m 。 
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表 5：二階線性遞迴數列 2
1 2: 3 2n n n na a a a   為例 

      t  

m        

1t    2 2 3 1
2 2 2

s sr c r c r c r   
     

s  

5( 5  ) 2 44 2 (mod 5)  4 2 1 3    4  

9( 5  ) 2 44 2 (mod 9)  4 5  2  

13( 3  ) 2 211 2 (mod13)  11 8 7   3  

   例如 1：表 5 中 9( 2)m s  ，
1

| (9) | 9 1 | 6
3

s s s     
 

。            

   例如 2：表 5 中 13( 3)m s  ， | ( 1) |12s m s  。                                   ■ 

 

【定理 4】設 2
nr 為二階線性遞迴數列 2

na 中的餘數數列且 2 2gcd( , ) 1, 1c m c  ，若 s 為週期

循環列中由 0 均勻分割的段數， 1r 為週期循環列中第1段由 0 均勻分割的 0 之位置，其中

2 ( ) 1m   ，則(i) 2 2( ) ( )m s m    ，其中 1, 2, 4s  。(ii)當 1r  時， 1s  ；當 1r m   時，

2s  ；其餘的 滿足 2 1 (mod )r m   的值時， 4s  。 

【證明】(i)由定理 3 知 2 1 (mod )r m     或 4 1 (mod )r m                                                          (6) 

        又 1(mod )sr m     且 gcd( , ) 1r m  ，則由預備定理  5：歐拉-費馬定理知 | 2s 或 | 4s 。 

        因此， 1, 2, 4s  。 

    (ii)因為 0,1, , 1r m   ，顯然 0r  不滿足(6)式，且 1r  必滿足(6)式，即 1s  。 

(a) 當 1r m   時， 2( 1) 1(mod )m m  滿足(6)式，所以 2s  。 

(b) 當 ( 2, , 2)r i i m    時， 2 1(mod )i m  滿足(6)式，所以 4s  。 

因此，
2

1, 1

2, 1

4, 1 (mod )

r

s r m

r r m





 


  
  

其中

其中

其餘 要滿足

。以 10m  為例，r 滿足 gcd( , ) 1r m  的值

為1,3,5,7,9 。(a)當 1r  時，必滿足(6)式，即 1s  。 

    (b)當 9r  時，滿足(6)式，所以 2s  。以 2
1 2: 3n n n na a a a   為例：1 3 0 3 9 0 9 7 0 7 1 0。 

r
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    (c)除了 1,9r  外， r
2 1 (mod )r m  滿足 ，僅有 3r  或 7 ，滿足(6)式，所以 4s  。 

      以 2
1 2:n n n na a a a   且 7r  為例： 

1 1 2 3 5 8 3 1 4 5 9 4 3 7 0 7 7 4 1 5 6 1 7 8 5 3 8 1 9 0 

9 9 8 7 5 2 7 9 6 5 1 6 7 3 0 3 3 6 9 5 4 9 3 2 5 7 2 9 1 0 

    (d)剩下 5r  時，不滿足(6)式。綜合上述情形，故 1,2,4s  。 

    因此， 2 2( ) ( )m s m   ，其中 1, 2, 4s  。                                         ■ 

 

   (二) gcd( , ) 1kc m   

        接著，將定理 3~4 中每個週期循環列性質推廣至 gcd( , ) 1kc m  的情形。 

【性質 4】設 k
nr 為 k 階線性遞迴數列 k

na 中的餘數數列且 gcd( , ) 1kc m  ，若 s 為週期循環列

中由 1k  個 0 均勻分割的段數且 ir 為在 k
nr 中第 i 次由 1k  個 0 均勻分割的第一個出現 0 之前

一項 (1 1)i s   ，則(i)當 1kc  時， 2 1 (mod )j k iji rr r m        ，其中 1ijr r 
   為 1ijr r  模 m 後的餘

數且 j N 。(ii)當 1kc  時，
 2 1 (mod )i j k ik jcr mr r        ，其中 1ik jc rr 

   為 1k ijc r r  模 m 後的餘數

且 j N 。 

【證明】由性質 2 知每個週期循環列中會由 1k  個0 均勻分割。(i)仿照性質 3 來證明，若 ir 為 

    在 k
nr 中第 i 次由 1k  個 0 均勻分割的第一個出現 0 之前一項 (1 1)i s    

    將(3)式改為 

     

1

1 2 2

1 2

1

2 1
2 2

2

1 1 1 1

1

1

( ), , , ,

k

i j k k j k

k

j j

j

i k

a mq a mq

a mq a mq r j N q q N

a


      
 







 


 
    

 

     

 





  
 

 




，兩邊模 m 得到 

2 1 (mod )j k iji rr r m        ，其中 1ijr r 
   為 1ijr r  模 m 後的餘數且1 1,i s j N    。     

以 3 1 2 3: 2n n n n na a a a a     模 7 為例： 
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17

17
mod 7

1 1 2 5 6 5 0 4 6 2 0 1 4 2 2 3 3 4

4 8 20 24 20 0 16 24 8 0 4 16 8

0 0

0 0

1 6 3 6 2 3 1 2 1 1 5

8 12 12 16

2 4 0 0 4 5 2 0 0

j

j

j

r

r r

r r   

第 段

第 段

 

    (ii)仿照性質 3 來證明，(4)式改為

1

1

1 2 2

1 2

1

1

2 1 1 2

1

2 1
2 2

2

1 1 1 1
1

( ) ,

( ), , , ,

i j k i

k

i j k k j k

k

j j i

k j j

j

k k k

a mq rc a a mq j N

a mq a mq

a mq a mq r j N

a c

q q Nc c

   



      
 





  





     

 
    

 

     

 





  
 










。                

    兩邊模 m 得到 2 1 (mod )i j k ik jcr mr r        ，其中 j N 且 1ik jc rr 
   為 1k ijc r r  模 m 後的餘數且 

    j N 。以 3 1 2 3: 2 2n n n n na a a a a     且 5m  為例： 

4

4

3

3
mod 5

0 0

0 0

2 3 0

1 1 1 3 2

4 4 12 8

2 4 4 0

i

j

j

r

r r

r r

c

c   

第 段

第 段

 

                                                                             ■ 

【定理 5】設 k
nr 為 k 階線性遞迴數列 k

na 中的餘數數列且 gcd( , ) 1kc m  ，若 s 為週期循環列 

中由 1k  個 0 均勻分割的段數， 1 2 1, , kr r r      為週期循環列中第1段由 1k  個 0 均勻分割的 

0 之位置，其中 ( ) 1k m k    ，則(i)當 1kc  時，
1

1

,
(mod )

,
k k

k

c k
r m

c k



 






 


   

其中 為 數

為偶數其中

奇
，其中 

kr   為 kr 模 m 後的餘數。(ii)當 1kc  時，
1 ,

(mod )
1,

k k
r m

k


 
   

其中 為 數

為偶數其中

奇
。 

【證明】(i)仿照定理 2 證明。令 ( ) 1k m k    ，則由性質 2 及定義 2 知每個週期循環列 

    中由 1k  個 0 分割的第一段為 2 3 4 5

1

1, , , , , , ,0,0, ,0
k

r r r r r


  
個

。 

    第二段為    2

1

1 2 0,0, , , ,0, ,k k k

k

c r r c r r c r  



     
個

。 

    第三段為 2 2

1

2 2 2 3
2, , , 0,0, ,0,k k

k

kc r c r r c r  



                
個

。 

    以此類推得第 s 段為 1 1 1 1 1 1 1
2 3

1

, , , 0,0, ,, 0,s s s s s s s s
k k k k

k

c r c r r c r r c r   
     



                       
個

。 
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    由上可知   1 1, 0kr r r r         。由預備定理  2： k 階 Cassini 恆等式知  

1 2 3

2 3 4 1 12

3 4 5 2
1 12

1 2 1

( 1) ,

( 1) ,

k k k

k
k k k

k
k k k k

k

k

k

a a a a

a a a a
c k

a a a a

c k

a a a a

   

    

   
 

   

     

 
         

      
   

   


 

 





    


為奇數

為偶數

其中

其中

 

兩邊模 m 得到
1 12

2
1 12

1 2 1

0 0 0

0 0 0
( 1) ,

(mod )

0 0 ( 1) ,

k

k

k
k

k

k

r

r
c k

r m

c k

r r r r



 


 

   

 
   


   

   


 

 




   
  



為奇數

為偶數

其中

其中

 

12
2

1 12

( 1) ,
( 1) (mod )

( 1) ,

k
k

k k

k
k

k

c k
r m

c k




 

 
    

  

   


   

 

   
其中

其 為中

為奇數

偶數

，因此， 

                  
1

1

,
(mod )

,
k k

k

c k
r m

c k



 






 


   

其中 為 數

為偶數其中

奇
                                                 (7) 

    (ii)因為 1kc  ，所以(7)式改為
1 ,

(mod )
1 ,

k k
r m

k


 
   

其中 為 數

為偶數其中

奇
。                  (8)  

                                                                              ■ 

【定理 6】設 k
nr 為 k 階線性遞迴數列 k

na 中的餘數數列且 gcd( , ) 1, 1k kc m c  ，若 s 為週期 

循環列中由 1k  個 0 均勻分割的段數，則 ( ) ( )k km s m   ，其中 | ( )s m 。 

【證明】(i)仿照定理 3 證明。由定理 5 知每個週期循環列中由 1k  個 0 的每段以 0 分割位置 

的前一項依序分別為 2 2 3 1, , , , s s
k k kr c r c r c r   

 。因為gcd( , ) 1r m  且 gcd( , ) 1kc m  ，由預備定 

理  3‐鴿籠原理與預備定理  6：高次剩餘知(7)式必有解且循環，又循環段數即是 s ，由於 

要滿足循環長度 2 2 3 1
2 2 2

s sr c r c r c r   
    ，回到 r ，由預備定理  6：高次剩餘知 

| ( )s m ，因此， ( ) ( )k km s m   ，其中 | ( )s m 。                                 ■ 
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【定理 7】設 k
nr 為 k 階線性遞迴數列 k

na 中的餘數數列且 gcd( , ) 1, 1k kc m c  ，若 s 為週期 

循環列中由 1k  個 0 均勻分割的段數且 1 2 1), , kr r r      為週期循環列中第1段由 1k  個 0 均 

勻分割的 0 之位置，其中 ( ) 1k m k    ，則(i)當 k 為奇數時， ( ) ( )k km s m   ，其中 |s k 。 

(ii)當 k 為偶數時， ( ) ( )k km s m   ，其中 | 2s k 。 

【證明】(i) 當 k 為奇數時，則(8)式為 1 (mod )kr m     ，其中 gcd( , ) 1r m  。 

    顯然 0r  不滿足 1 (mod )kr m     ， r 可能的值為1, , 1m  。 

    由預備定理  5：歐拉-費馬定理且 1 (mod )sr m     得到 |s k 。 

    例如：若 9, | 9k s ，則 1,3,9s  。 

(ii)若 k 為偶數，則(8)式為 1 (mod )kr m      ，即 1 (mod )kr m     或 2 1 (mod )kr m     。 

由預備定理  5：歐拉-費馬定理知gcd( , ) 1r m  。 

顯然 0r  不滿足 1 (mod )kr m     或 2 1 (mod )kr m     ， r 可能的值為1, , 1m  。 

由預備定理  5：歐拉-費馬定理且 1 (mod )sr m     得到 |s k 或 | 2s k 。 

    因此，若 k 為偶數， ( ) ( )k km s m   ，其中 | 2s k 。   

    以 6k  為例， | 2 |12s k s ，所以 1, 2,3, 4,6,12s  。又 0,1,2, , 1r m   。 

    當 0r  不滿足(8)式，且 1r  必滿足(8)式，即 1s  。 

當 1r m   時， 2( 1) 1(mod )m m  滿足(8)式，所以 2s  。 

當 ( 2, , 2)r i i m    時， 2 1(mod )i m  滿足(8)式，所以 4s  。 

當 ( 2, , 2)r i i m    時， 3 1(mod )i m  滿足(8)式，所以 6s  。 

當 ( 2, , 2)r i i m    時， 6 1 (mod )i m  滿足(8)式，所以 12s  。 

因此，若 6k  為偶數， ( ) ( )k km s m   ，其中 1,2,3,4,6,12s  。                    ■ 
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  (三) gcd( , ) 1kc m   

    除了 gcd( , ) 1kc m  是每個週期循環列是由 1k  個 0 均勻分割的情形，係數在哪些條件下也

是由 1k  個 0 均勻分割的情形呢？參見定理 8。 

【定理 8】設 k
nr 為 k 階線性遞迴數列 k

na 中的餘數數列，若 gcd( , ) 1kc m  且

'
1 2gcd( , , , , ) , / , ' /k k kc c c m d c c d m m d   ，則(i)當 'gcd( , ') 1kc m  時， k 階餘數數列是前週期

數列且每個週期循環列中會是由 1k  個 0 均勻分割。(ii)當 'gcd( , ') 1kc m  時，每個週期循環列

中會有由 1k  個 0 均勻分割。 

【證明】(i) 由定理  1 知當 gcd( , ) 1kc m  時， k 階餘數數列可能會為週期數列或前週期數列。 

    得到若 '
1 2gcd( , , , , ) 1, / , ' /k k kc c c m d c c d m m d    ，若 'gcd( , ') 1kc m  ，則 k 階餘數數列 

        為前週期數列。以 2
1 2: 2 6n n n na a a a   且 10m  為例，此餘數數列為前週期數列。  

    考慮 '
2 6 / 2 3, ' 10 / 2 5c m    但 'gcd( , ') gcd(3,5) 1kc m   且 5'm   

    對應新數列  2
1 23: 1n n n na a a a   且 5'm  ： 

 
 

2
1 2

2
1 2

: 2 6 :

: :1,1, 4, 3,3, 2,

,2,4, ,4,8, ,8,6, ,6,2,

2,4, , 2, 2,3, 4,3, , 4, 4,1,3,1,

1, 2, 0 0 0

1 3 0 0 0,

0 0

1, 02,

n n n n

n n n n

a a a a

a a a a

 

 

 

 
 

    由上述兩個餘數數列共同性質為保持由 0 均勻分割且 4s  是相同的。 

    以 2
1 2: 2 6n n n na a a a   且 8m  為例，此餘數數列為前週期數列。  

    考慮 '
2 6 / 2 3, ' 8 / 2 4c m    但 'gcd( , ') gcd(3, 4) 1kc m   且 4'm   

    對應新數列  2
1 23: 1n n n na a a a   且 4'm  ： 

 
 

2
1 2

2
1 2

0,0,0: 2 ,

3,3,

1, 2, 2,0, 4

1 3

6 :

: :1,1, ,0

,

0

n n n n

n n n n

a a a a

a a a a

 

 

 

 


 

    由上述兩個餘數數列共同性質為保持由 0 均勻分割，特別是 8m  時，由0 均勻分割的退 

化情形-在某項後皆為 0。現在證明為何是由 0 均勻分割呢？ 
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    當gcd( , ) 1kc m  時，(2)式化簡為 0 modj
k

i

m

c
r 

 
  

 
，又 1 2gcd( , , , , ) |k kc c c m d d c  ， 

    由預備定理  4 知得到 0 modj i

m

d
r 

   
 

，令 ' / , ' /k kc c d m m d  且 'gcd( , ') 1kc m  ，則由 

性質 2 知每個週期循環列中會是由 1k  個 0 均勻分割。 

    (ii)當 'gcd( , ') 1kc m  時，k 階餘數數列也是前週期數列，同時每個週期循環列中會有由 1k   

    個 0 均勻分割。以 2
1 2: 2 4n n n na a a a   且 24m  為例，此餘數數列為前週期數列。  

    考慮 '
2 4 / 2 2, ' 24 / 2 12c m    但 'gcd( , ') gcd(2,12) 2 1kc m    且 1' 2m   

    對應新數列  2
1 22: 1n n n na a a a   且 1' 2m  ： 

 
 

2
1 2

2
1 2

8,16,16, ,16,8,8,

8, 4, 4, ,

1,: 2 4 : 2,8, 0

1 4,8

0

2 1, 2,8

,

: ,8: , 0,, 0

0

0

n n n n

n n n n

a a a a

a a a a

 

 

 

 
 

    上述兩個餘數數列共同性質為保持由 0 均勻分割且 2s  是相同的，皆是前週期數列。■ 

 

   (四)退化情形：在某項後皆為 0 

    在 gcd( , ) 1kc m  條件下，每個週期循環列中僅有由 1k  個 0 均勻分割，事實上，k 階餘數 

數列在某項後均為 0 可說是由 1k  個 0 均勻分割的退化情形。而區分 k 階餘數數列每個週期循

環列中僅有由 1k  個 0 均勻分割的條件共有 2 種： 

gcd( , ) 1kc m  、 1 2gcd( , ) 1,gcd( , , , , ) 1k kc m c c c m  。 

k 階餘數數列在某項後均為 0 理當區分條件是 2 種，但考慮初始條件中 1 1a  ，所以在某項後 

均為 0 的 k 階餘數數列必為前週期數列，故gcd( , ) 1kc m  的情形不會發生，因此，區分條件僅 

有 1 種： 1 2gcd( , ) 1,gcd( , , , , ) 1k kc m c c c m  。證明參見定理 9。 

【定理 9】設 k
nr 為 k 階線性遞迴數列 k

na 中的餘數數列，若 gcd( , ) 1kc m  且

1 2gcd( , , , ) , t
kc c c m    ( )t N ，則 k 階餘數數列 k

nr 在某項後均為 0。  

【證明】令 1 1 2 2, , , k kc q c q c q      ，其中 1 2 1 1gcd( , , , ) , , , ,gcd( , , ) 1,k k kc c c q q N q q      ， 
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則 ' ' '
1 1 2 2( )n n n k n ka c a c a c a      ，其中 ' ' '

1 1 2 2/ , / , , /k kc c c c c c     。 

  ' ' '
1 2 2

2
1( )n k n k n k k na c a c a c a          

  ' ' '
( 1) 1 ( 1) 1 2 ( 1) 2 ( 2)( )n t k n t k n t k k n t

t
ka c a c a c a            




 

    推知存在 t N ，使得 ( 1) 0 (mod )t
n t ka m     ，因此，k 階餘數數列 在某項後均為 0。  

    (a) 'gcd( , ') 1kc m  ：以三階線性遞迴數列 3 1 2 3: 2 4 2n n n n na a a a a     且 8m  為例： 

1, 2,0,2,0,0, 0,0,,4 ,0,0 ， k 階餘數數列在第 8 項後均為 0。 

    (b) 'gcd( , ') 1kc m  ：以二階線性遞迴數列 2
1 2: 4 8n n n na a a a   且 16m  為例： 

               0,0,1, 4,8, ,0,0 ，k 階餘數數列在第 4 項後均為 0。                     ■ 

 

四、由 1k  個不全為 0 均勻分割來區分循環週期列 

   (一)由 1k  個0 均勻分割與由 k 個不全為 0 均勻分割的關連性 

    我們已探討每個週期循環列中會有由 1k  個 0 均勻分割，事實上，也會有由 1k  個不全

為 0 均勻分割。觀察三階線性遞迴數列 3 1 2 3: 3 5 8n n n n na a a a a     且 22m  的3階餘數數列為  

1,3,14,21,3,6,3,19,10,17, , 15,1,12,7,1,2,1,21,18,13, ,

5,15,4,17,15,8,15,7,6,19, , 9,5,16,13,5,10,5,17,2,21, , 3,9,20,19,9,1

11,0 11,0

11 0 11 8,9,13,8,7,,0 11,0
 

可見3階餘數數列是由 2 個不全為 0 均勻分割， 2 個不全為0 為11,0 。 

表 6：三階線性遞迴數列 3 1 2 3: 3 5 8n n n n na a a a a     為例 

 
1r  2r  3r  4r 5r 6r 7r 8r 9r 10r 11r  12r  

2m   1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 

11m   1 3 3 10 3 6 3 8 10 6 0 0 

22m   1 3 14 21 3 6 3 19 10 17 11 0 

    由於 2 11m   ，所以考慮 2m  及 11m  的第 1 段的週期循環列，參見表 6。因為

2gcd( , ) 1c m  ，則當 2m  及 11m  時，每個週期循環列中會是由 1k  個 0 均勻分割。 

 k
nr
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考慮 11r 與 12r 的線性同餘方程組為 11

11

0 (mod 2)

0 (mod 11)

r

r


 

 且 12

12

1 (mod 2)

0 (mod 11)

r

r


 

， 

則由預備定理  4：中國剩餘定理知 

11 0 (mod 22)r  (餘數必為零)及 12 11 (mod 22)r  (餘數必不為零) 

可見 2m  是三階中退化情形，是由 2 個不全為 0 均勻分割。  

    同樣地，定義由 1k  個不全為 0 均勻分割的週期記作 ( )k m ，其循環週期列中可由 1k  個

不全為 0 均勻分割再細分，每一小段的長度記作 ( )k m ，其中段數記作 s，即 ( ) ( )k km s m   。 

表 6 中 3 35, (22) 12 (22) 5 12 60s       。 

   更一般的情形，只要 1 2 1km p p p     ，其中 1 2 1, , , kp p p  為相異質數，且模 1 2 1, , , kp p p 

後的餘數數列的週期循環列中是由 1k  個 0 均勻分割均勻分割所形成的。則由預備定理  4：

中國剩餘定理知 k 階餘數數列中的週期循環列中會有由 1k  個不全為0 均勻分割。 

 

   (二) 1 2gcd( , ) 1,gcd( , , , , ) 1k kc m c c c m   

    由定理  1 知當 gcd( , ) 1kc m  時， k 階餘數數列可能會為週期數列或前週期數列。當

1 2gcd( , ) 1,gcd( , , , , ) 1k kc m c c c m  時， k 階餘數數列會是週期數列或前週期數列。 

(a)以 2
1 2: 4 3n n n na a a a   且 21m  為例：1, 4,19,4,10,10, ,16,1,10,1,13,13, , 4,16,13,16,19,7 7 19,7  

  此餘數數列為週期數列，是由 7 均勻分割。 

(b)以 2
1 2: 4 3n n n na a a a   且 18m  為例： 7 ,1, 4,4,1, 1,1616,13,10 ,13,, 10,7，此餘數數列為前週期 

數列，每個週期循環列中在第八項後是由 7 均勻分割。 

【性質 5】設 k
nr 為 k 階線性遞迴數列 k

na 中的餘數數列，若 gcd( , ) 1kc m  ，則 

(i)當 1 2gcd( , , , , ) 1kc c c m  時，每個週期循環列中會是由 1k  個不全為0 均勻分割。 

(ii)當 '
1 2gcd( , , , , ) , / , ' /k k kc c c m d c c d m m d   且 'gcd( , ') 1kc m  時，每個週期循環列中會有由 

   1k  個不全為 0 均勻分割。 
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【證明】考慮在 1( , )km k
r r


中重複的相鄰 k 項為 1 1 2 2 1 1, , , ,i j i j i j i k j kr r r r r r r r           。 

        仿照性質 2 類推知 

         1 1 1 1 1 1 2 2 1 1 0 (mod )k j i j i k j i k k j i k k k kc r r c r c r r c r c r c r m                          (2) 

    (i)若 1 2gcd( , , , , ) 1kc c c m  但 gcd( , ) 1kc m  ，可令 gcd( , )kc m d ，由預備定理  4 知(2)式為 

0 modj i
k

m
r

c

 
  

 
，所以 j ir  可為非負整數，但 k

nr 為 k 階週期數列，故每個週期循環列 

是 1k  個不全為 0 的出現模式，因此，每個週期循環列中是由 1k  個不全為 0 均勻分割。 

    (ii)當 'gcd( , ') 1kc m  時，k 階餘數數列必為前週期數列，同時每個週期循環列中會有由  

    個不全為 0 均勻分割。以 2
1 2: 8 12n n n na a a a   且 18m  為例，此餘數數列為前週期數列。  

    考慮 '
2 12 / 2 6, ' 18 / 2 9c m    但 'gcd( , ') gcd(6,9) 3 1kc m    且 9'm   

    對應新數列  2
1 26: 4n n n na a a a   且 9'm  ： 

 
 

2
1 2

2
1 2

,8,4, 2,10,14,16 16

4, 4, 4, ,

1,8, 4, 2,14,

4 6 ,

: 8 12 :

: 4: 1

n n n n

n n n n

a a a a

a a a a

 

 

 

  
 

    上述兩個餘數數列共同性質為保持由1個不全為 0 均勻分割，皆是前週期數列。       ■ 

 

【性質 6】設 2
nr 為二階線性遞迴數列 2

na 中的餘數數列，若 2gcd( , ) 1c m  且 s 為週期循環列 

中由 1 個不全為 0 (記作 1x )均勻分割的段數，及 ir 為在 2
nr 中第 i 次由 1x 均勻分割的 1x 之前一 

項 (1 1)i s   ，則 1 1 2 1 (mod )ji ijjr x rr c r m      ，其中 1 2 11j j icxr r r     為 21 11j ijr c rx r  模 m 後 

的餘數且 j N 。 

【證明】令 ir 為在 2
nr 中第 i 次由 1x 均勻分割之位置(1 1i s   )且 

    1 1 1 2 1 1 2, ( , {0})i i ia mq r a mq x q q N       ，則 

        2 2 11 1 2 1 2 1 1 2 1 1 1

2 2 1 1 13 2 2

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
i i i

i i

a ca c mq x c mq r mq x mq r

a

a

mq x ma c a q r
  

 

         
     

   

1k 
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4 23 2 1 1 1

2 2 11 1

3

1

( ) ( )

( ) ( ),

i i

i j ij j

a mq x mq r

a mq

a c

x mq r j

a

a c a N

 

 

     

      
                     

兩邊模 m 得到 1 1 2 1 (mod )ji ijjr x rr c r m      ，其中 j N ，故 1 1 2 1 (mod )ji ijjr x rr c r m      ，

其中 1 2 11j j icxr r r     為 21 11j ijr c rx r  模 m 後的餘數且 j N 。                   ■ 

 

【定理 10】設 2
nr 為二階線性遞迴數列 2

na 中的餘數數列，若 2 1 2gcd( , ) 1,gcd( , , ) 1c m c c m  且 

s 為週期循環列中由 1x 均勻分割的段數，則 2 2( ) ( )L m s m  ，其中 | ( )s m 。 

【證明】仿照定理 4 與定理 5 來證明。令 2 ( ) 1m   ，則由性質 2 及定義 2 知每個週期循 

環列中由 1x 均勻分割的第一段為 1 2 5 13 4, , , , , , ,r r r r r r x 。 

    第二段為    2 2
2 1 2 1 3 2 2 1 2 11, , , , xr x c r r r x c r r x c r         。 

    第三段為 2 2 2 2 2 2 2 2 2 3
2 1 2 1 1 2 1 3 1 2 2 1 2 2 1 2 1 2 1, , , ,r x c r x c r r r x c r x c r r x c r xr x c                        。 

    以此類推得第 s 段為
2 2

2 1 1 1 2 2 1
2 1 1 1 2 2 1 1 1 2 2

1 1
1, , ,

s s
i i s s i i s s

i i

r x r x c r c r r xx x c r c r   

 
   

 

    
               

。 

    令 2 ( ) 1m   ，則由預備定理  1：二階 Cassini 恆等式知 2 1
1 1 2( 1)a a a c 

  


     。 

    兩邊模 m 得 2 1
1 1 2( 1) (mod )x r r c m 
 


    。                                     (9) 

    (9)式可透過配方法可化為同餘式的最簡表示式為 

' 2 1 ' 2 1
2 2( ) ( 1) (mod ) ( ) (mod )r c m r c m  

 
               。 

    即 ' 2 1
2( ) (mod )r c m


            或  ' 2 2 2

2( ) (mod )r c m


           。                        (10) 

    仿照定理 6 來證明，由預備定理  3：鴿籠原理與預備定理  6：高次剩餘知(10)式必有解 

    且循環。以二階線性遞迴數列 2
1 2: 3 2n n n na a a a   且 10m  為例： 

1 3 1 9 9 5 3 9 3 7 7 5 9 7 9 1 1 5 7 1 7 3 3 5 
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 其中 1 15, 9x r r    滿足(10)式： 2 5 45 9 9 ( 1) 2 (mod10) 36 16 (mod10)      。 

    因為循環段數即是 s ，要滿足循環長度
2

2 2 2 2 1
1 2 1 1 2 2

1

s
i i s s

i

r x c r x x c r c r   






     
           

 

    又回到 r ，由預備定理  5：歐拉-費馬定理知 | ( )s m ，因此，由表 1 知循環段數即是 s ， 

    因此，由預備定理  5：歐拉-費馬定理知 2 2( ) ( )m s m   。                          ■ 

 

【定理 11】設 k
nr 為 k 階線性遞迴數列 k

na 中的餘數數列，若 gcd( , ) 1kc m  且 s 為週期循環列 

中由 1k  個不全為 0 均勻分割的段數且 ir 為在 k
nr 中第 i 次由 1k  個不全為 0 (記作 1 1, , kx x  ) 

均勻分割的出現 1x 之前一項 (1 1)i s   ，則 

(i)當 3k  時， 1 2 1 1 11 2 3 1( ) (mod )j j ji j ijr x x xr c mr r r rc         ，其中  

  2 1 11 2 3 1 1( )j j j j ix x xc r c r rr r      為 1 2 3 12 1 1 1( )ij j j jr c r c r rx x x r    模 m 後的餘數且 j N 。 

(ii)
1

2

1

1 2

2

1

1 2

2 1 1
2 2

1
1

(mod )j

k k

i j k k kj k j ij kr x xr c r r c rc x mr
 

     
 

  




 
    

 
  



 
  

   

     
，其中 

  
1

1 1 2 2

1 2

1

1 2

1 1
2 2 1

k k

k k ij j k j k jr c r c rx x x rc r
 

  
 




  

 
   

 
  



 
  

   

     
為

1 1 2

1

2

1 2

1 2

1 1
2 1

1
2

k k

kj j k jk k j ir c r c r c rx x x r  

 

  



 

 
   

 
  



 
  

    模 m 後的餘數且 j N 。 

(iii) 2 2( ) ( )m s m   ，其中 | ( )s m 。 

【證明】(i)令 1,i ir r 為在 3nr 中第 i 次由 1 2,x x 均勻分割的 2 個不全為0 之位置(1 1i s   )且 

    1 1 1 2 1 1 3 2 1 2 3, , ( , , {0})i i i ia mq r a mq x a mq x q q q N          ，則 

       

2 1 2 3

3 2 2 3 1 3

4 3

2 3 2 2 1 1 1

2 3 2 3

3 3 2 2 1 1 1 2

1 2

1

4 3 2 2 1 1 1 2 1

1 3 2 2 1 3

( ) [ ( ) ( )]

( ) [ ( ) ( )] [ ( )]

( ) [ ( ) ( )] [ ( )]

( ) [ ( ) (

i i

i i

j

i

i j j

i

a mq x mq x mq r

a mq x mq x mq r mq x

a mq x mq x m

a a c c

a a c c a c

a a c c a cq r mq x

a mq x mq xa a c c m

 

 

 

  

     

       

       

      


1 1 1 2 13)] [ ( )],i ja cq r mq x j N    
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兩邊模 m 得到 1 2 1 1 11 2 3 1( ) (mod )j j ji j ijr x x xr c mr r r rc         ，其中 

2 1 11 2 3 1 1( )j j j j ix x xc r c r rr r      為 1 2 3 12 1 1 1( )ij j j jr c r c r rx x x r    模 m 後的餘數且 j N 。 

(ii)仿照(i)推得對於1 1,i s j N    ，當 4k  時，

1 22 3 2 1 2 1 2 13 1 4 1 2 4( ) ( ) (mod )j j j j j j ji j ir c r c r r cr x x x x x r c mr rr r                ， 

    其中 1 2 3 1 43 2 1 2 1 21 2 4 1( ) ( )j j j j j j j ir c r c r r c r r cx x x x x r r r           為

1 2 3 1 4 13 2 1 2 2 41 2 1( ) ( )j j j j j j ijr c r c r r c r rx x x x x r c r r         模 m 後的餘數。 

為了方便寫成
1

2

1

1

2

1 2

3 2

4 2 3 4 1
2 2

1 4
1

(mod )j iji j k j jrr x c x x rr c r c r m    
  

   

 
    

 
  



 


 
 

 

     
 

同理類推至 k 階餘數數列的情形，推得 

1

2

1

1 2

2

1

1 2

2 1 1
2 2

1
1

(mod )j

k k

i j k k kj k j ij kr x xr c r r c rc x mr
 

     
 

  




 
    

 
  



 
  

   

     
。 

    (ii)仿照定理 5 證明，滿足如(7)式的式子可透過配方可化為同餘式的最簡表示式為 

1
'

1

,
( ) (mod )

,
k k

k

c k
r m

c k



 






 


   

為奇

為偶數其中

數其中
 

因此，(ii)當 m 為質數時， ( ) ( )k km s m   ，其中 | 1s m  。 

    (iii)當 m 為合數時， ( ) ( )k km s m   ，其中 | ( )s m 且 ( )m 表示為不大於 m 且與 m 互質 

之正整數個數。                                                             ■ 

 

   (三)退化情形：在某項後皆為不為 0 的常數 

    在 gcd( , ) 1kc m  條件下，每個週期循環列中才會有由 1k  個不全為 0 均勻分割，事實上， 

k 階餘數數列在某項後均為不為 0 的常數可說是由 1k  個不全為 0 均勻分割的退化情形。而區 

分 k 階餘數數列每個週期循環列中僅有由 1k  個不全為 0 均勻分割的條件共有 2 種： 

1 2gcd( , ) 1,gcd( , , , , ) 1k kc m c c c m  及 '
1 2gcd( , , , , ) 1,gcd( , ') 1k kc c c m c m  。 
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所以由 1k  個不全為 0 均勻分割的區分條件也是 2 種，這是正確的。由 1k  個不全為0 均勻分

割不受初始條件中 1 1a  的影響，以五階線性遞迴數列 5
1 2 3 4 5: 2 2 2 2n n n n n n na a a a a a a        

且 2m  為例：1,1,1,1,為週期數列，及以 1 23 2n n na a a   且 4m  為例： 3,3,,1 3,3,，此 k 階

餘數數列為前週期數列，因此，在某項後均為不為 0 的常數的 k 階餘數數列為週期數列或前週

期數列。 

 

五、計算 k 階餘數數列中的循環週期 

    進一步計算循環週期，若 1
1

utt
um p p   ，其中 為相異質數且 1, , {0}ut t N   

且 '
1 2 1, , , , ( ),u k m     分別為 k 階線性遞迴數列 k

na 中模 1 1
1 1 1, , , ,u ut tt t

u up p p p p   後的餘數 

數列的週期，則 1 2( ) ( , , , )k um lcm     且 1 1 '
1 1( ) t

k m p  ，參見表 7。 

                         表 7：以 2
1 2: 3n n n na a a a   為例 

m  2  4  8  16  12t   

1 1 '
2 1 1( ) tm p   

3 2 16 2 3  3 112 2 3   4 124 2 3   
1 1

2 ( ) 2 3tm  

m  3 5 7 12 10 28 

2 1( ) ( , , )uL m lcm    1 24 24 6 (6,1)lcm 24 (3, 24)lcm  24 (6, 24)lcm

 

   (一)計算 2 階餘數數列的週期   

【性質 7】設 nr 分別為 2
na 中模 1 2,m m 後的餘數，且其週期分別 1 2,  ，其中 1 2, 1c N c  。 

(i)若 2 1|m m，則 2 1| 。(ii)若 2 ( )m 為 2
na 中模 1 2m m 後的餘數數列的週期，其中 1 2gcd( , ) 1m m  ，

則 2 1 2( ) ( , )m lcm   。 

【證明】(i)由餘數數列可令
1 11 1 1 1 21,r m q r m q     且 1 2m tm   ，其中 1 2,q q N ，則 

1 11 1 1 1 1 22221 ( ) 1, ( )r m q q r m m t qm t q         

1 2, , , up p p
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        再由週期循環性質知 2 1|  。 

    (ii)設 2 1 2( ) ( , )m lcm   ，則由定理 6 及(i)知
1 11 2| , |m r m r  且    

1 11 1 2 1| 1 , | 1m r m r    。 

    但 1 2gcd( , ) 1m m  ，所以  
1 11 2 1 2 1| , | 1m m r m m r    ，與假設矛盾，因此 2 1 2( ) ( , )m lcm   。 

                                                                              ■ 

【定理 12】設 為 2
na 中模 m 後的餘數數列的週期，若 1 2

1 2
utt t

um p p p    ，其中  

為相異質數且 1 2, , , {0}ut t t N  且 1 2, , , u   分別為 2
na 中模 1 2

1 2, , , utt t
up p p 後的餘數數列 

的週期，則 2 1 2( ) ( , , , )um lcm     。 

【證明】令 1 2 um p p p    且 ' ' '
1 2, , , u   分別為 2

na 中模 1 2, , , up p p 後的餘數數列的週 

        期，則由性質 7 知此時 ' ' '
2 1 2( ) ( , , , )um lcm     。 

        當 1
1
tm p 時，由性質 7 知 '

1 1|  ，即 1 1 '
2 1 1( ) tL m p  ， 

        由上述類推得到若 1 2
1 2

utt t
um p p p    ，則 2 1 2( ) ( , , , )um lcm     。             ■ 

 

   (二)計算 k 階餘數數列的週期 

【性質 8】設 nr 分別為 k
na 中模 1 2,m m 後的餘數，且其週期分別 1 2,  ，其中

1 2 1, , , , 1k kc c c N c   。(i)若 2 1|m m ，則 2 1|  。(ii)若 ( )k m 為 k
na 中模 1 2m m 後的餘數數列的

週期，其中 1 2gcd( , ) 1m m  ，則 1 2( ) ( , )k m lcm   。 

【證明】仿照性質 7 來證明。                                      

(i)由餘數數列可令
1 1 11 1 1 2 1 2 11, , ,k k kr m q r m q r m q         且 1 2m tm   ，其中 1 2,q q N ， 

則
1 1 11 1 1 1 2 1 2 12 22 21 ( ) 1, ( ) , , ( )k k k kr m q q r m q q rm t m t m tm q q              

        再由週期循環性質知 2 1|  。(ii)設 1 2( ) ( , )kL m lcm   ，則由(i)知 

1 11 2| , |m r m r  、
1 11 1 2 1| , |m r m r   、  、

1 11 1 2 1| , |k km r m r     、    
1 11 2| 1 , | 1k km r m r    ， 

1 2, , , up p p
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但 1 2gcd( , ) 1m m  ，所以  
1 11 1 1 2| , | 1km m r m m r    ，與假設矛盾。 

    因此， 1 2( ) ( , )k m lcm   。                                                   ■ 

 

【定理 13】設 為 k
na 中模 m 後的餘數數列的週期，若 1 2

1 2
utt t

um p p p    ，其中  

為相異質數且 1 2, , , {0}ut t t N  且 1 2, , , u   分別為 k
na 中模 1 2

1 2, , , utt t
up p p 後的餘數數列 

的週期，則 1 2( ) ( , , , )k um lcm     。 

【證明】令 1 2 um p p p    且 ' ' '
1 2, , , u   分別為 k

na 中模 1 2, , , up p p 後的餘數數列的週 

        期，則由性質 8 知此時 ' ' '
1 2( , , , )ulcm     。當 1

1
tm p 時，由性質 8 知 '

1 1|  ，即 

    1 1 '
1 1
tp  ，由上述類推得到若 1 2

1 2
utt t

um p p p    ，則 1 2( ) ( , , , )k um lcm     。    ■ 

 

六、探討數列的因倍數性質 

   (一) 2 階數列的因倍數定理 

【定理 14】設 2
ka 為費氏數列，則對於任意正整數 m 與 n ， 1 1m n m n m na a a a a    且 |n mna a 。 

【證明】由於 

2 1 1 2 2 1

1 2 2 3

1 2 1 2 2 3 2

2 3 12 3 12

( ) ( )1

( )
m n m n m n m n m n m n m n m n

m n m n m n m n nm mn

a a a a a a

a a a

a a a a a a a a

a a a aa a a aa a
              

         

          
           

 





 

        所以 1 1m n m n m na a a a a    。又 ( 1) ( 1) 1 ( 1) 1mn n m n m n n m n na a a a a a        ，推導 

2
( 1) 1 ( 1) 1 ( 1) 1 ( 2) 1

1
1

( ) ( ) ( )

( ) 0 ( )

mn m n n m n n n m n n n m n n n

m
n n n n

a a a a a mod a a a mod a a a mod a

a a mod a mod a

       




   

  
 

        因此，對於任意正整數 m 與 n ， |n mna a 。                                      ■ 

 

 

1 2, , , up p p
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【定理 15】設 2
ka 為二階線性遞迴數列，則 

(i) 對於任意正整數 m 與 n ，當 1 21,c c N  時，則 1 2 1m n m n m na a a c a a    且 |n mna a 。 

(ii) 對於任意正整數 m 與 n ，當 1 2, 1c N c  時，則 1 1m n m n m na a a a a    且 |n mna a 。 

(iii) 對於任意正整數 m 與 n ，當 1 2\{1},c N c N  時，則 1 2 1m n m n m na a a c a a    且 |n mna a 。 

【證明】(i)由於 1 2 2 2 1 12 21 2 ( 1)m n m n m n m n m na aa a c a c aa aa                 

                 
2 1 2 1 2 22 2 3 2 2 2 2

3 2 2

3

3 12 21

( )( )m n m n m n m n m n

m n m mm n n n

a c a c a aa a c a a c a

a c a a c a

a

a a a a
         

     

        
        

 

        所以 1 2 1m n m n m na a a c a a    。又 ( 1) ( 1) 1 2 ( 1) 1mn n m n m n n m n na a a a c a a        ，推導 

2
( 1) 1 2 ( 1) 1 ( 1) 1 ( 2) 1

1
1

( ) ( ) ( )

( ) 0 ( )

mn m n n m n n n m n n n m n n n

m
n n n n

a a a c a a mod a a a mod a a a mod a

a a mod a mod a

       




   

  
 

        因此，對於任意正整數 m 與 n ， |n mna a 。 

    (ii)由於 1 1 2 2 21 21 1 11( , )m n m n m n m n m na a a a ca c a a a a                 

 

1 2 3 2 2 3

2

2 1 1 1 2 2

3 13 12

( ) ( )m n m n m n m n m n

m n m n mm n n

c a a a aa a a c a a

a a a a

a

a a a a
         

    

        
        

 

        所以 1 1m n m n m na a a a a    。又 ( 1) ( 1) 1 ( 1) 1mn n m n m n n m n na a a a a a        ，同理可證，對於任意正 

    整數 m 與 n ， |n mna a 。 

    (iii)由於 1 1 2 2 1 22 12 1 12 1( ),m n m n m n m n m na a a a ca c a c a a c a                 

2 1 2 1 1 2 2 2

3 2

1 2 2 3 2 2 2 3

2 2 3 1 2 1

( ) ( )m n m n m n m n m n

m n m mnmn n

c a c a c a aa a c a c a c a

a c a a c

a

a a aaa
         

     

        
        

 

        所以 1 2 1m n m n m na a a c a a    。又 ( 1) ( 1) 1 2 ( 1) 1mn n m n m n n m n na a a a c a a        ，同理可證，對於任 

意正整數 m 與 n， |n mna a 。                                                   ■ 
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   (二) k 階數列的因倍數定理 

【定理 16】設 k
na 為 k 階線性遞迴數列，對於任意正整數 n ，  

(i)若 1kc  或 '1,gcd( , ') 1k kc c m  ，則 ( )|
kn m im a  且 ( )|

kn m im a   ，其中 0,1, , 2i k  。 

(ii)若 '1,gcd( , ') 1k kc c m  但 1 2[gcd( , , , )]u
km c c c  ，則存在 {0,1, , 2}i k  使得 ( )kn m im a � 且 

( )kn m im a  � 。(iii)若 '1,gcd( , ') 1k kc c m  但 1 2[gcd( , , , )]u
km c c c  ，則存在正整數 m n ，使得

0m ja      ，其中 0,1, ,j n m  且 m ja 
   為 m ja 

   模 m 後的餘數。 

【證明】(i)若 1kc  或 '1,gcd( , ') 1k kc c m  ，則由性質 4 知 k 階餘數數列中的每個週期循環 

    列中會有由
1

0,0, ,0
k


個

均勻分割的情形，所以對於任意正整數 n ， ，其中 

    s N ，即 ( ) ( ) 1 ( ) 2| , | , , |
k k kn m n m n m km a m a m a     及 ( ) ( ) 1 ( ) 2| , | , , |

k k kn m n m n m km a m a m a     ， 

    因此， ( )|
kn m im a  且 ( )|

kn m im a   ，其中 0,1, , 2i k  。 

    (ii)若 '1,gcd( , ') 1k kc c m  但 1 2[gcd( , , , )]u
km c c c  ，則由性質 5 知 k 階餘數數列中的每個

週期循環列中會有由非負整數 1 1, , kx x  均勻分割，所以對於任意正整數 n ，

，其中 s N ，即

( ) 1 ( ) 1 2 ( ) 2 1(mod ), (mod ), , (mod )
k k kn m n m n m k ka x m a x m a x m        及 

    ( ) 1 ( ) 1 2 ( ) 2 1(mod ), (mod ), , (mod )
k k kn m n m n m k ka x m a x m a x m         

    因此，對於任意正整數 n ，存在 {0,1, , 2}i k  使得 ( )kn m im a � 且 ( )kn m im a  � 。 

    (iii)若 '1,gcd( , ') 1k kc c m  但 1 2[gcd( , , , )]u
km c c c  ，則由定理 10 知 k 階餘數數列 在 

    某項後均為 0，因此，存在正整數 m n ，使得 0m ja      ，其中 0,1, ,j n m  且 

    m ja 
   為 m ja  模 m 後的餘數。                                                                                              ■ 

 

( ) ( )k kL m s m  

( ) ( )k kL m s m 

 k
nr
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伍、研究結果 

(一)區分 k 階餘數數列為週期數列或前週期數列的條件 

   1.當 gcd( , ) 1kc m  時， k 階餘數數列為週期數列。 

   2.當 1gcd( , ) 1,gcd( , , , ) 1k kc m c c m  時， k 階餘數數列為週期數列或前週期數列。 

   3.當 1gcd( , ) 1,gcd( , , , ) 1k kc m c c m  時， k 階餘數數列為前週期數列。 

(二)區分每個週期循環列的條件：每個週期循環列分成二種-由 1k  個0 均勻分割(含某項後均 

 為 0)、 1k  個不全為 0 均勻分割(含某項後皆為不為 0 的常數)。 

   1.當 gcd( , ) 1kc m  時，每個週期循環列是由 1k  個 0 均勻分割(不含某項後均為 0)。 

   2.當 1gcd( , ) 1,gcd( , , , ) 1k kc m c c m  時，每個週期循環列是由 1k  個不全為 0 均勻分割(含 

    某項後皆為不為 0 的常數)。 

   3.當 '
1gcd( , ) 1,gcd( , , , ) 1,gcd( , ') 1k k kc m c c m c m   時，每個週期循環列是由 1k  個 0 均勻 

    分割(含某項後均為 0)。 

   4.當 '
1gcd( , ) 1,gcd( , , , ) 1,gcd( , ') 1k k kc m c c m c m   時，每個週期循環列是由 1k  個 0 均勻 

    分割(含某項後均為 0)或由 1k  個不全為 0 均勻分割(含某項後皆為不為 0 的常數)。 

最後利用 k 階餘數數列的週期性質，推導出 k 階線性遞迴數列的因倍數定理。 

 

陸、結論與未來展望 

    本作品將費氏數列中的餘數數列性質推廣到一般高階線性遞迴數列的情形，所得餘數數 

列為週期數列或前週期數列，先用gcd( , ) 1kc m  與 gcd( , ) 1kc m  分成二類來討論，這兩類中探 

討出區分週期循環列的四種條件，有趣地每個週期循環列有由 1k  個 0 均勻分割或由 1k  個 

不全為 0 均勻分割，這是令人驚喜的結果，即週期長度 ( ) ( )k km s m   ，其中 ( )k m 為每一 

小段均勻分割的長度且 s 為段數，其中由初始條件推論出為何是由 1k  個0 均勻分割及用中國 
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剩餘定理推論出為何是由 1k  個不全為 0 均勻分割。更精細計算段數 s ，是由推廣 Cassini 恆 

等式與歐拉-費馬定理論證出 s 的準確值或範圍。 

最後將週期性質推導出 k 階線性遞迴數列的因倍數定理，更可見到數列遞增中的規律性。

此研究的結果可應用於密碼學及大數分解上，期盼未來可被廣泛採用。 
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【評語】050407  

此作品從探討費氏數列中的餘數數列之週期性質出發，進而推

廣至一般高階線性遞迴數列的情形。由於線性遞迴有一定的遞迴關

係，其(mod m)餘數數列自然有遞迴關係。又由於餘數的數字是有

限個可能，因此在一定的項數後會具有週期性，應該是可預期的結

果，而且這個週期性應該會由於遞迴關係的生成函數、矩陣性質有

不錯的工具來進行分析。這樣的問題是有趣的題材。本文主要對於

餘數數列的進行了循環週期性質的探討，對於循環週期的分割、循

環週期的長度、以及遞迴數列係數等等面向都有清楚的討論。作者

有觀察到分段的現象並且對於分段的性質有不少的討論與證明，整

題而言，作者的掌握度佳，是一篇相當有意思的作品。 
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一、探討高階線性遞迴數列中每一項除以任意正整數後所得餘數數列，證明餘數數列均為(前)週期數列。 
二、探討高階線性遞迴數列中係數在何種條件下，其餘數數列中每個週期循環列會有數個0均勻分割(含 
    在某項後皆為0)，探討出區分條件。 
三、探討高階線性遞迴數列中係數在何種條件下，其餘數數列中每個週期循環列會有數個不全為0均勻分 
    割(含在某項後皆為不為0的常數)，深入探討出區分條件。 
四、探討利用餘數數列性質推導出高階線性遞迴數列的因倍數性質。 

       

一、前言 
 1.研究動機 

    費氏數列中每一項除以任意正整數後所得的餘數數列具有許多有趣的性質，例如：所有餘數數列均 
有週期性及每個週期循環列皆是由0均勻分割，即數列在固定間隔某幾項後可被正整數整除，由此性質就  
可進一步計算週期長度。 
    本作品中我們嘗試將費氏數列中的餘數數列性質推廣到一般高階正整係數齊次線性遞迴數列(內文簡 
稱高階線性遞迴數列)的情形。我們發現除了所有餘數數列均為(前)週期數列外，每個週期循環列中的均 
勻分割的情形變化出二種：由數個0均勻分割(含某項後均為0)、數個不全為0均勻分割(含某項後皆為不 
為0的常數)，進一步則探討上述二種中的區分週期循環列之條件。最後探討出數列的因倍數定理。 

 2.研究目的 

 3.定義與預備定理 
【定義1】(  階正整係數齊次線性遞迴數列，張福春、莊淨惠[1] [2]) 
 給定一數列    ，若存在      個正整數         ，滿足兩條件 
     (i) (初始條件)            其中            。 
     (ii) (遞迴關係)                                                                                                                                                                 
 

      則滿足(i)與(ii)式的數列   ，稱為  階正整係數齊次線性遞迴數列，內文簡稱  階線性遞迴數列。 
  其次，稱 階線性遞迴數列中每一項除以正整數  後所得的餘數數列為  階餘數數列   。 

 k

na ( 2)k  1 2, , , kc c c

1 1, 0,ia a  ( 2) 0k i   

1 1 2 2 3 3 1 1 , 2n n n n k n k k n ka c a c a c a c a c a n            

k k

na k
m k  k

nrk

k

【定義2】(    階餘數數列的週期性質，M. S. Renault [7]、Rogers, N. [8]) k
表 1：費氏數列的週期性質 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 

0 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144 233 377 610 

0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 
0 1 1 2 0 2 2 1 0 1 1 2 0 2 2 1 
0 1 1 2 3 1 0 1 1 2 3 1 0 1 1 2 

n

na

mod 2
mod 3
mod 4
表 2：三階線性遞迴數列 

第一段  1 3 14 21 3 6 3 19 10 17 11 0 
第二段  15 1 12 7 1 2 1 21 18 13 11 0 
第三段  5 15 4 17 15 8 15 7 6 19 11 0 
第四段  9 5 16 13 5 10 5 17 2 21 11 0 
第五段  3 9 20 19 9 18 9 13 8 7 11 0 

第一段  1 1 2 4 0 6 3 2 4 2 1 0 3 4 0 0 

第二段  4 4 1 2 0 3 5 1 2 1 4 0 5 2 0 0 

第三段  2 2 4 1 0 5 6 4 1 4 2 0 6 1 0 0 

 3 1 2 3 3: , 7 ( (7) 16 48)3n n n n na a a a a m         

表 3：三階線性遞迴數列   3 1 2 3 3: 3 5 8 , 22 ( (22) 12 60)5n n n n na a a a a m         

有些數列在某幾項後才出現循環 
週期列，稱為前週期數列。 

 2
1 2

1,2 ,2

: 2

,4, ,4,8, ,8,6, ,6, 0 0 00 ,

6 , 10 :

2,0

n n n na a a a m   

退化情形 

 階餘數數列在某項後均為0，即 
 階餘數數列在某項後均為不全為0的常數，即                                
   

研究方法：每個週期循環列中會有       或        均勻分割情形，其均勻分割長度記作為     ， 
即存在正整數 使得              ，其中  為     中出現        或        的段數。 

另外， 階餘數數列在某項後均為常數，顯然週期長度等於1，即        。 

定義 階餘數數列的週期長度，記作     。 ( )k m

1

0,0, ,0
k 個

1 1, , kx x  ( )k m

( ) ( )k km s m   s
1

0,0, ,0
k 個

1 1, , kx x 

( ) 1k m 

( )k m

k計算週期長度 

k

k

k

 3 1 2 3: 2 4 2 8:n n n n na a a a a m     ,

 2
1 2: 4 6 18:n n n na a a a m   ,

1,2,0,2,0,0, 0,0,4, ,0,0
4,4,1, ,4,4

【預備定理 1~2】(    階Cassini恆等式， Rogers, N. [8]) k

12

1 1 2

1 2 1

1 2 3

2 1 2

1 12

3

( 1) ,

( 1) ,

n n n n k

n n n n k

n n n n

k

n k

k

k
n

n k

k

n k

k

n k n k n k

a a a a

a a a a

a a a a

a a a

c k

c k

a

   

   

  

 
    

 
 



      








 



其中 為奇數

其中 為偶數

【預備定理 5】(歐拉-費馬定理(Euler-Fermat Theorem)， Hardy and Wright [6]) 
設    為正整數且          ，則(i)                          ，其中    為歐拉函數。 
(ii)反之，若正整數 滿足            且 是最小的一個，則      。 

,x m ( )m
s s

gcd( , ) 1x m  ( ) 1(mod )mx m 

1(mod )sx m ( )s m

【預備定理 6】 
(高次剩餘，Courant, R. and Robbins, H.[4]) 
  若 滿足            且 是最小的一個，則 
         。 

s (mod )sx d m s

( )s m

 1.探討   階餘數數列的週期性質 k

【定理 1】設   為 階線性遞迴數列，若  為  模  後的餘數(           )，則 
 (i)                        週期數列。 (ii)                         週期數列或前週期數列。 

k k

na nr na m m N

gcd( , ) 1:kc m  gcd( , ) 1:kc m 

2.由    個0均勻分割來區分循環週期列 1k 

【性質  2】設   為 階線性遞迴數列   中的餘數數列，若           ， 
  則每個週期循環列中會是由       均勻分割。 
 

 k

nr k  k

na gcd( , ) 1kc m 

1

0,0, ,0
k 個

二、研究方法或過程或結果 

s



每個週期循環列會是由        均勻分割。 

區分週期循環列的條件 

(1) gcd( , ) 1:kc m 
1

0,0, ,0
k 個

每個週期循環列會是由        均勻分割，參見性質 2。 

【性質  3~4】設    為  階線性遞迴數列    中的餘數數列且           ，則 
 (i)當    時，                   ，其中      為    模  後的餘數。 (ii)當        時，                                        。 

 k

nr  k

na gcd( , ) 1kc m 

m
1ijr r 1ijr r2 1 (mod )i j k ijr r mr   1kc  1kc  2 1 (mod )i j k ik jr rc r m   

k

 2
1 2: 2 13n n n na a a a m   ,  2

1 2: 2 11n n n na a a a m   ,

1 2

2

2

3 4 5

4

4
mod11

1 1 1 3 5
10 10 30 5

0
00

2 10 1 80 6 0

j
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c
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r r r r r r

r r

r r

    第 段

第 段

1 2 3 4 5 6 7

6
mod13

2
6

mod13

25 12 8 2 12

25 12 11 8

1 2 5 12 3 5 0

5 1

0

0

1 8

0

1 0

j

j

j

r r r r r r r r

r r

r r

      

     







1

2

3

第 段

第 段

第 段

每個週期循環列中分段方式 
【定理  2】設    為二階線性遞迴數列    中的餘數數列且           ，若 為週期循環列中由0均勻分割的段數， 
 其中          ，則(i)當     時，                  或                    。 
                    
                   (ii)當        時，                            或                             。  

 2
nr  2

na 2gcd( , ) 1c m  s

2( ) 1m   2 1c  4 2 2
2 (mod )r c m



2 1
2 (mod )r c m





2 1c 
2 1(mod )r m 

4 1(mod )r m 

【定理  5】設    為  階線性遞迴數列    中的餘數數列且           ，若 為週期循環列中由0均勻分割的段數， 
  
 其中             ，則(i)當     時，                              (ii)當         時，                                                        。  

 k

nr  k

na gcd( , ) 1kc m  s

( ) 1k m k    1kc 

1

1

,
(mod )

,
k k

k

c k

k
r m

c



 






 



其中 為 數

為偶數其中

奇

k

2 3 4 5

2
2 1 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 3 2

1, , , , , , ,

, , , ,

, , ,

0

, ,

0

0s s s s s s s s

r r r r r

c r r c r r c r

s c r c r r c r r c r



  

   

      

第一段為

第二段為

第 段為

1kc 
1,

(mod )
1,

kr
k

m
k




 



其中 為 數

為偶數其中

奇

【定理  3】設    為二階線性遞迴數列    中的餘數數列，若                ，則             ，其中      。  2
nr  2

na 2 2gcd( , ) 1, 1c m c  2 2( ) ( )m s m   | ( )s m

探討週期循環列均勻分割的段數 

【定理  4】設    為二階線性遞迴數列    中的餘數數列，若                ，則 
  

 2
nr  2

na
2 2gcd( , ) 1, 1c m c 

由【定理  2】知              或             ，由預備定理 5：歐拉-費馬定理且              知        。 2 1(mod )r m 
4 1(mod )r m  1(mod )sr m  1,2,4s 

(a)當         時，       。 (b)當               時，         。 (c)當                                   時，                         所以        。 1r  1s  1r m   2s  ( 2, , 2)r i i m    4s 

2

1, 1
2, 1

4, 1(mod )

r

s r m

r r m





 




  
  

其中

其中

其餘 要滿足

【定理  3,6】設    為  階線性遞迴數列    中的餘數數列，若                ，則             ，其中      。  k

nr  k

na gcd( , ) 1, 1k kc m c  ( ) ( )k km s m   | ( )s mk

【定理  7】設    為  階線性遞迴數列    中的餘數數列，若                ，則  
 (i)當 為奇數時，             ，其中   。(ii)當 為偶數時，             ，其中    。  

 k

nr  k

na gcd( , ) 1, 1k kc m c k

k ( ) ( )k km s m   |s k k ( ) ( )k km s m   | 2s k

(i)當 為奇數時，由定理  5知              。由預備定理  5 ： 歐拉-費馬定理且              得到    。                        
例如: 

k 1(mod )kr m  |s k

9, 9k s  1,3,9s 

(ii)當 為偶數時，由定理  5知             或              。由預備定理  5 ：歐拉-費馬定理且             知    k 1(mod )sr m 

6k 

1(mod )kr m  2 1(mod )kr m  | 2s k

以    為例，          ，所以 | 2 12s k s 1,2,3,4,6,12s 

(a)當         時，       。 1r  1s 

(b)當               時，       。 1r m   2s 

2 1(mod )i m 

(c)當                                   時，                         所以        。 ( 2, , 2)r i i m    3s 3 1(mod )i m

(d)當                                    時，                        ，所以        。 ( 2, , 2)r i i m    4s 
2 1(mod )i m 

(f )當                                    時，                        ，所以        。 ( 2, , 2)r i i m    12s 6 1(mod )i m 

(e)當                                    時，                        ，所以        。 ( 2, , 2)r i i m    6s 3 1(mod )i m 

(2) gcd( , ) 1:kc m 
1

0,0, ,0
k 個

【定理  8】設    為  階線性遞迴數列    中的餘數數列，若           ，且                                   
 則(i)當             時， 階餘數數列是前週期數列且每個週期循環列中會是由    個0均勻分割。 
 (ii)當            時， 階餘數數列是前週期數列且每個週期循環列中會有由    個0均勻分割。              

 k

nr  k

na gcd( , ) 1kc m k
k'gcd( , ') 1kc m  1k 

'
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'gcd( , ') 1kc m  1k 

 2
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但                    5'm 
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2 4 / 2 2, ' 24 / 2 12c m   考慮 

但
                     

1' 2m 

對應新數列  2
1 21 2 2: 1n n n na a a a m   ,
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2 1c 
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由2階Cassini恆等式知 2 1
1 1 2( 1)a a a c 

  


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1(mod )sr m 

6k 
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,
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k
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

 






 



其中 為 數

為偶數其中

奇預備定理 6：高次剩餘知                                 必有解且循環 2 2 3 1
2 2 2

s sr c r c r c r r    

    

(b)                                                                                                                     階餘數數列在第4項後均為0 

【定理 9】設   為 階餘數數列，若           且                            ，則  階餘數數列    在某項後均為0。 

       均勻分割的退化情形 
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 4.計算  階餘數數列中的循環週期 

【定理 10-11 】設    為  階餘數數列，若                           ，則  
 (i)當        時，                                                                             。 (iii)                            ，其中             。 

【定理 15】 二階線性遞迴數列    
  (i) 當          時，則                          。(ii) 當          時，則                        。 
  (iii) 當               時，則                          。 
 【定理 16】   階線性遞迴數列     
  (i) 當                       時，則                       ，其中            。 
 (ii)其餘                                                或                                                          。   
 

2 4 8 16   
3 
3 5 7 12 10 28 
1 24 24 

【定理 12~13】 (  階餘數數列的週期循環性質) 

   設  為         中模  後的餘數數列的週期，若                 ，且       分別為    中模   
  後的餘數數列的週期，則                     。                                                     

 k
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1 2

utt t

um p p p    m

( ) ( )| |
k kn m i n m im a m a  且

1 1 '
2 1 1( ) t

m p 


 5.探討數列的因倍數性質 

1, , u   k

na

1 2( ) ( , , , )k um lcm   

m

2 1 2( ) ( , , , )um lcm   

2 16 2 3 

m

6 (6,1)lcm 24 (3,24)lcm 24 (6,24)lcm

3 112 2 3  4 124 2 3  1 1
2( ) 2 3t

m 
 

12t

【定理 14】 費氏數列: 

1 1 |m n m n m n n mna a a a a a a    且
1 21,c c N  1 2 1 |m n m n m n n mna a a c a a a a    且 1 2, 1c N c 

1 2\{1},c N c N  1 2 1 |m n m n m n n mna a a c a a a a    且

1 1 |m n m n m n n mna a a a a a a    且

k

'1 1,gcd( , ') 1k k kc c c m  或

( ) ( )k kn m i n m im a m a  且 0 (mod ) 0,1,n ja m j  ,其中

三、結論與未來展望 
 1.結論 

四、參考資料 

 2.未來展望 

    本作品將費氏數列中的餘數數列性質推廣到高階線性遞迴數列的情形，所得餘數數列為週期數列或
前週期數列。我們探討出區分週期循環的條件，進一步用週期循環列均勻分割方式得到均勻分割循環規
律，精確計算其週期長度。 最後由週期性質推導高階線性遞迴數列的因倍數性質 。 

k

   (i) 探討前週期數列的性質。 (ii)探討因倍數定理。期盼未來可被廣泛應用於密碼學及大數分解上。 

1
1 , , utt

up p

0,1, , 2i k 

7 ,1, 4,4,1, 1,1616,13,10 ,13,, 10,7 2
1 2: 4 3 , 18:n n n na a a a m   

,8,1,8 4,2,4,2,1 ,10,1164, 4,16 2
1 2: 8 12 , 18:n n n na a a a m   

4,4,,1 4, ,4 2
1 2: 4 6 , 9n n n na a a a m   

【性質 6】設    為二階線性遞迴數列    中的餘數數列且           ，則                         。 
  

 2
nr  2

na 2gcd( , ) 1c m  11 2 1 (mod )j ji j ir x r mr c r  

 k

nr 1gcd( , ) 1,gcd( , , , ) 1k kc m c c m 

第一段 

第二段 

第三段 

第   段 s

1 2 5 13 4, , , , , , ,r r r r r r x
2 2

2 1 2 1 3 2 2 1 2 11, , , , xr x c rr r x c r r x c r    

1
2 2 2 2 2 2 3

2 1 2 1 1 2 1 1 2 1 2, , , xr x c r x c rr x c r x c r     

2 2
2 1 1 1 2 2 1

2 1 1 1 2 2 1 1 1 2 2
1 1

1, , ,
s s

i i s s i i s s

i i

r x r x c r c r r x x c r xr c   

 
   

 

    

由Cassini恆等式知                   。 
2 1

1 1 2( 1)a a a c 

  



    
2 1

1 1 2( 1) (mod )x r r c m 

 



   兩邊模  得                        。 m

1

2
1

1 2
2

1

1 2

2 1 1
2 2

1
1

(mod )j

k k

i j k k kj k j ij kr x xr c r r c rc x mr
 

     

 

  





 
    

 
  

( ) ( )k km s m  3k  1 1 2 31 1 12 1( ) (mod )i j ij j j jr c r c rr x x rx r m      

(ii)                                                                                                           。 

| ( )s m

區分週期循環的條件 

 
 
 
 
 
 

1

0,0, ,0
k 個

均勻分割 

週期數列 

gcd( , ) 1kc m 

週期數列或前週期數列 

 
 
 
 
 
 

gcd( , ) 1kc m 

 
 
 
 
 
 

1gcd( , , , ) 1kc c m   
 
 
 
 
 

1gcd( , , , ) 1kc c m 

均勻分割 1 2 1, , , kx x x 

在某項後均為不全為0的常數 或          均勻分割 1 2 1, , , kx x x 

在某項後均為0 

'gcd( , ') 1kc m 

1

0,0, ,0
k 個 均勻分割 

'gcd( , ') 1kc m 

'
1gcd( , , , ) ( 1), / , ' /k k kc c m d d c c d m m d   

在某項後均為0或不全為0的常數 
1

0,0, ,0
k 個
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區分週期循環列的條件 
每個週期循環列會是由           均勻分割，參見性質 5。 (3) gcd( , ) 1:kc m  1 2 1, , , kx x x 

          

5r        

1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 
1 3 3 10 3 6 3 8 10 6 0 0 
1 3 14 21 3 6 3 19 10 17 11 0 

6r 7r 8r 9r 10r 11r 12r

22m 

11m 

2m 

1r 2r 3r 4r

 3 1 2 3: 3 5 8 , 22n n n n na a a a a m      考慮  與  的線性同餘方程組為 
          
 
則由中國剩餘定理知 
可見      是三階中退化情形，是由 個不全為 均勻分割。  

11r 12r

11 12

11 12

1(mod 2) 0 (mod 2)
,

0 (mod 11) 0 (mod 11)
r r

r r

  
 

  

11 1211(mod 22), 0 (mod 22)r r 

2m  2 0

5r

k

 2
1 2: 3 2 , 10n n n na a a a m   

1 3 1 9 9 5 3 9 3 7 7 5 9 7 9 1 1 5 7 1 7 3 3 5 
2 5 45 9 9 ( 1) 2 (mod10) 36 16 (mod10)     

退
化
情
形 

在某項後均為不為0的常數 '
1 2 1 2gcd( , ) 1,gcd( , , , , ) 1 gcd( , , , , ) 1,gcd( , ') 1k k k kc m c c c m c c c m c m   及

 5
1 2 3 4 5: 2 2 2 2 , 2n n n n n n na a a a a a a m          1,1,1,1,

1( ) gcd( , , , ) 1kb c c m 

'( ) gcd( , ') 1ka c m 

3.由    個不全為0均勻分割來區分循環週期列 1k 

k
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