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摘要 

    本篇將探討在正 n邊形中的內接正四邊形，即此正四邊形的四個頂點分別位於正 n邊形
的四個不同邊上。我們將正 n邊形依邊長數分為 n=4k、4k+1、4k+2、4k+3，透過電腦繪圖、
尺規作圖法及公式驗證，得到以下結論:正 n(n=4k)邊形有無限多個共中心內接正四邊形，而
其餘正 n邊形中，皆只有一個(本篇中圖形經過旋轉對稱後，大小、位置相同者為全等，則視
為 "同一個")內接正四邊形，且在 n=4k+2 時，內接正四邊形必和正 n 邊形共中心；n=4k+1
或 4k+3時，內接正四邊形必不和正 n邊形共中心，但內接正四邊形之中心必在正 n邊形的一
對稱軸上。最後我們提供一個能在所有的正 n邊形畫出內接正四邊形的尺規作圖法。 

壹、 研究動機 

在閱讀第 54屆全國中小學科學展覽歷屆作品時，看到在一個正 n邊形的三個不同邊上可
以內接無限多個正三角形，因此好奇：是否在正 n邊形內也都能接出正四邊形？是否也
有無限多個內接正四邊形？因此開始進行研究和探討。 

貳、 研究目的 

一、 首先利用電腦繪圖觀察是否所有的正 n 邊形都存在內接正四邊形，再嘗試以數學
式證明之。 

二、 內接正四邊形有無限多個嗎？ 
三、 內接正四邊形是否和正 n邊形有關聯性。 
四、 找一個尺規作圖法畫出所有正 n邊形的內接正四邊形。 

參、 研究設備器材 

    紙、筆、量角器、電腦、Geogebra。 

肆、 研究方法步驟 (一)觀察假設與尺規作圖 

一、 定義 
(一)以下所有探討之正 n邊形之 n個頂點命名為 A1、A2、A3、…、An，其內接正四邊形 
   之 4個頂點命名為 B1、B2、B3、B4。(皆以逆時針編號) 
(二)在同一個正 n邊形中所作之兩內接正四邊形經旋轉或對稱後能完全重疊者，我 

           們稱為「全等」，視為"同一個")。 
        (三)將正 n邊形依邊長數分為 n= 4k、4k+1、4k+2、4k+3，k是正整數。 
 

二、 以電腦繪圖觀察正 n邊形是否存在內接正四邊形 
(一)為了想確定是否真的能在任意正 n邊形中內接正四邊形，我們利用數學繪圖軟
體 Geogebra繪製正五、六、七、八、九、十邊形圖形來觀察。步驟為: 
1.在正 n邊形的任意邊上找一動點 B1作為正四邊形的第一個頂點 
2.猜測內接正四邊形另一頂點 B2的位置 
3.以B1B2̅̅ ̅̅ ̅̅ 為邊長畫出正四邊形 

  4.藉由移動B1、B2的位置來改變正四邊形的位置與大小 
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  5.直到另外兩頂點也落在正 n邊形的邊長上 
 
最後繪製圖形如下圖(一)~圖(六)，並觀察正 n邊形與其內接正四邊形之關聯性。
其中圖(一)~圖(六)中，藍色虛線為正 n邊形與內接正四邊形之對稱軸(過兩圖形中
心)，紅色虛線為內接正四邊形與正 n邊形之平行邊。 

   

 

     圖(一)正五邊形的一個內接正四邊形 

 
     圖(二)正六邊形的一個內接正四邊形 
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     圖(三)正七邊形的一個內接正四邊形 

 
 圖(四)正八邊形的一個內接正四邊形 

  
圖(五)正九邊形的一個內接正四邊形 
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圖(六)正十邊形的一個內接正四邊形 

(二) 觀察圖(一)~圖(六)，我們發現以下幾個性質： 
1.正五、六、七、八、九、十邊形皆有內接正四邊形，因此猜測所有正 n邊形皆 
 有內接正四邊形。 

    2.正六、八、十邊形的其中一個內接正四邊形與其共中心，故推測正 n(n=4k、  
  4k+2)邊形可用中心及對稱的方式作圖。 
3.正 n邊形與內接正四邊形有一共同之對稱軸且內接正四邊形有一與正 n邊形平
行的邊。 
（註：起初僅是為了看看能否先找到內接正四邊形，而上述性質 3是後來使用
平行邊的尺規作圖法後，回過頭整理這些圖形時，才發現的特性。又第 3點中
的對稱軸會垂直內接正四邊形與正 n邊形之平行邊，故在正六、八、十邊形中，
我們只呈現垂直平行邊的對稱軸。） 

    以上僅是利用電腦繪圖軟體初步觀察，以下我們給更精確的尺規作圖。 
 

三、 與正 n(n=4k、4k+2)邊形共中心的內接正四邊形之作圖方法 
  (一)正 n(n=4k)邊形： 

      由上述電腦繪圖的觀察中得知，正 n(n=4k)邊形和內接正四邊形有對稱和共中心 
      的特性。因此可以利用正 n邊形的中心來作圖，下面我們以正八邊形為例(如圖 
      (七))： 

1. 取正 n邊形的中心 O 
2. 在正 n邊形的邊長上取任意一點 B1作為正四邊形之一頂點 
3. 以B1為頂點，OB1  ⃡       旋轉 45°，和正多邊形交於 B4 
4. 以B1B4̅̅ ̅̅ ̅̅ 為邊長作正四邊形 
5. 正四邊形 B1B2B3B4即所求 
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              圖(七)正八邊形共中心的內接正四邊形作圖法 
 

圖(七)中，當我們移動 B1時，其餘四個頂點依舊在正 n邊形上，故我們發現，
只要A5B1̅̅ ̅̅ ̅̅ 、A3B4̅̅ ̅̅ ̅̅ 、A1B3̅̅ ̅̅ ̅̅ 、A7B2̅̅ ̅̅ ̅̅ 等長，就能形成一內接正四邊形，因此正八邊形

有無限個內接正四邊形(如圖(八))，我們稱其有「連續性」，且其有頂點上的內
接正四邊形，如圖(八)中的正四邊形A1A3A5A7即為一內接正四邊形。  
 

 
   圖(八)正八邊形內接正四邊形的狀況(可找到無限個) 
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(二) 正 n(n=4k+2)邊形： 
從前面的繪圖觀察中，我們發現正 n(n=4k+2)邊形有一個和其共中心的內接正四
邊形，也一樣擁有對稱的性質，因此我們利用正 n邊形的中心來作圖，下面我們
以正六邊形為例(如圖(九))： 
1. 取正 n邊形的中心 O 
2. 以一頂點A1和 O連線 
3. 以O為頂點，將OA1 ⃡     旋轉45°，並和正 n邊形交於點B1 
4. 以B1為頂點，將B1O ⃡      旋轉 45°，並和正 n邊形交於點B4 
5. 以B1B4̅̅ ̅̅ ̅̅ 為邊長做正四邊形 
6. 正四邊形 B1B2B3B4即所求 

 
              圖(九)正六邊形的內接正四邊形作圖法 
四、 與正 n邊形共對稱軸之內接正四邊形之作圖方法，且此時正 n邊形和其內接正四邊

形有一組平行邊 
此方法可用於所有的正 n邊形，由上述觀察我們發現正 n邊形和其內接正四邊形有
一組平行邊，我們利用此性質作圖如下:  
（註:上述我們已用共中心作出正六、八邊形之內接正四邊形，而正五、七、九邊形
的內接正四邊形並無共中心的特性，故下方僅呈現正五、七、九邊形，即 n=4k+1、
4k+3的作圖。） 

 
(一) 以平行底邊方式作圖，我們稱之為「平行法」: 

           1. 利用內接正四邊形底邊平行正 n邊形底邊之特性，作圖觀察如下: 
(1) 在正 n邊形上選一邊作為底邊(這裡我們選定𝐴1𝐴𝑛

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅，此選擇乃與後方找尋 
   內接正四邊形頂點位置而定。) 
(2) 在 𝐴1𝐴2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅上取一點B1作為正四邊形之一頂點 
(3) 作一平行線過B1且交正 n邊形於B4 
(4) 以𝐵1𝐵4

̅̅ ̅̅ ̅̅ 為邊長作一正四邊形 
(5) 移動B1使正四邊形四個頂點皆位於正 n邊形邊上(如圖(十)、圖(十一)、圖 
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   (十二)) 
（註 1：因為𝐵1、𝐵4已在正四邊形邊上，當移動B1點時，正四邊形放大縮小 
  時，必能找到𝐵2、𝐵3在正 n邊形上，圖中正四邊形𝐶1𝐶2𝐶3𝐶4為移動過程中出 
  現的正四邊形。 
  註 2：圖中垂直平行邊且過兩圖形中心之直線為正 n邊行與內接正四邊形的 
  共用對稱軸。） 

 
      圖(十)正五邊形平行法作圖 

 
圖(十一)正七邊形平行法作圖 
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       圖(十二)正九邊形平行法作圖 

2. 平行法的尺規作圖步驟：上面我們利用移動 B1的方式找出內接正四邊形，下

面我們給一個平行法的尺規作圖法，以下我們以正九邊形為例(如圖(十三))： 
(1) 作一正四邊形 C1C2C3C4(輔助正四邊形)，使 C1、C4分別位在正 n邊行的 
    兩邊上，且𝐶1𝐶4

̅̅ ̅̅ ̅̅ 平行正 n邊形的底邊𝐴1𝐴9
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

(2) 延長𝐴1𝐴2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅及𝐴8𝐴9

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅交於點 Q 
(3) 連接𝑄𝐶2

 ⃡      及𝑄𝐶3
 ⃡      和正九邊形分別交於點𝐵2、𝐵3 

(4) 以𝐵2𝐵3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅為邊作一正四邊形 

(5) 正四邊形 B1B2B3B4即所求 
 

    

     圖(十三)正九邊形以尺規作圖呈現平行法之作圖情形 
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上述的尺規作圖中，如何確認 B1、B4必在正 n邊形上呢？ 

假設以𝐵2𝐵3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅為邊所作之正四邊形頂點 B4不在 8 9A A 上，則表 4 4B   C  Q、 、 不共

線，則 4B RQ 與 4C SQ 不相似，得 4 4RQ : SQ SC  : RB  

又 4 3 4 3RPQ ~ STQ~ SC C ~ RB B    (如圖(十三))， 故

3 3 4 4RQ : SQ = SC  : RB  =SC  : RB (矛盾) 

故 4 4B   C  Q、 、 共線，B4在 8 9A A 上，B1同理 1 2A A 上，故四邊形B1B2B3B4為內

接正四邊形。 
3. 確認內接正四邊形頂點位置 
在此作圖法中，隨著 n變大，𝐵1不會永遠都在𝐴1𝐴2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅上，故為找到𝐵1的位置，

我們定義
1

4
2

n

d

 − 
=  
 
 

，其中[ ]為高斯記號，則𝐵1在𝐴𝑑+1𝐴𝑑+2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅。又因為我們是利

用相似形作圖，故輔助正四邊形 C1C2C3C4之頂點 C1必在𝐴𝑑+1𝐴𝑑+2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅上。 

其中我們所定義的
1

4
2

n

d

 − 
=  
 
 

，
4
n
是在計算兩頂點間的邊長數，又因為平行底

邊，所以減 1，又因左右對稱，所以除以 2，得到的數值為從 A1逆時針計算的

邊長數，取高斯後可知頂點位置。) 

  下面我們以正二十七邊形為例

27 1
4 2

2
d

 − 
= = 
 
 

，則𝐵1、𝐶1在𝐴3𝐴4
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅，如圖(十四) 
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      圖(十四)正二十七邊形內接正四邊形 
而此方法能適用在所有正 n邊形上，當然在正 n(n=4k、4k+2)邊形中，也能適用，
圖(十五)、圖(十六)為正六、八邊形使用平行法作圖的圖形。 

 
     圖(十五)正六邊形以尺規作圖法作圖情形 
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圖(十六)正八邊形以尺規作圖法作圖情形 

   (二) 正 n(n=4k+1、4k+3)邊形的內接正四邊形個數 
一開始在我們使用繪圖觀察時(P.1~2所呈現的方法)，並無法確定在正 n(n=4k+1
或 4k+3)邊形中可以找到幾個內接正四邊形。而現在我們將上面用平行法在正五
邊形及正七邊形內所找到的內接正四邊形之其中兩個頂點固定在正多邊形的邊

上，並移動這兩個頂點，在移動的過程中，正四邊形 C1C2C3C4無法都在邊上(如
圖(十七) 、圖(十八))，且正四邊形 C1C2C3C4的中心O′也不在正 n邊形的對稱軸
上。 

 
   圖(十七)正五邊形內接正四邊形移動後情形 
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     圖(十八)正七邊形內接正四邊形移動後情形 
再將以上能作為內接正四邊形的留下，我們發現，這些正四邊形分別是平行於正

多邊形的不同邊，皆為全等，因此我們猜測只存在一個內接正四邊形。如圖(十九)、
圖(二十)： 

 
   圖(十九)正五邊形內找到的所有正四邊形 
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   圖(二十)正七邊形內找到的所有正四邊形 

 
上圖中，看似有七個內接正四邊形，下圖(二十一)中，我們僅呈現其中三個，可
觀察出正四邊形𝐶1𝐶3𝐶7𝐶9：可由𝐶1𝐶9

̅̅ ̅̅ ̅̅平行𝐴1𝐴9
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅所作；正四邊形𝐷1𝐷3𝐷7𝐷8:可由

𝐷7𝐷8
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅平行𝐴7𝐴8

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅所作；正四邊形𝐸1𝐸3𝐸6𝐸8：可由𝐸3𝐸6
̅̅ ̅̅ ̅̅ 平行𝐴3𝐴6

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅所作。 
 

 

 
    圖(二十一)正七邊形的其中三內接正四邊形(全等) 
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(三)觀察結果整理 
    經由電腦繪圖及尺規作圖的觀察，我們得到以下猜測，整理如表一： 

 4k 4k+1 4k+2 4k+3 
有無內接正四邊形 有 有 有 有 
有無與正 n邊形共中心 有 無 有 無 
有無與正 n邊形共對稱軸 有 有 有 有 
非全等內接正四邊形的個數 無限多個 1個 1個 1個 

表(一)正 n邊形內接正四邊形之結論 
      
     以下我們將以數學式驗證之。 

伍、研究方法與步驟(二)驗證 

一、所有的正 n邊形皆有內接正四邊形(存在性)  
由上述平行法(P.6)，我們確定了內接正四邊形的兩頂點位置，即 1B 在𝐴𝑑+1𝐴𝑑+2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅上且

1 4 1B B / / nA A，當我們取輔助正四邊形𝐶1𝐶2𝐶3𝐶4並沿𝐴1+𝑑𝐴2+𝑑
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 移動C1時(如圖(二十二)、

圖(二十三))，此為一連續過程，故根據勘根定理，必可找到一個正四邊形𝐶1𝐶2𝐶3𝐶4(如
圖(二十四))，使其另外兩頂點𝐶2、𝐶3亦落在正 n邊形上，此正四邊形即為所求。 

           
       圖(二十二) C1移動過程                  圖(二十三) C1移動過程 

 

圖(二十四) 所求之內接正四邊形 
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二、正 n(n=4k)邊形有無限多個內接正四邊形 
    證： 

在正 n邊形(n=4k)中， 
令𝐴1(1,0) 

，𝐴2(𝑐𝑜𝑠(
360𝑜

𝑛
), 𝑠𝑖𝑛(

360𝑜

𝑛
)) = (𝑐𝑜𝑠(

90𝑜

𝑘
), 𝑠𝑖𝑛(

90𝑜

𝑘
)) … .. 

，𝐴𝑖(𝑐𝑜𝑠(
360𝑜(𝑖−1)

𝑛
), 𝑠𝑖𝑛(

360𝑜(𝑖−1)

𝑛
))……，𝐴𝑛(𝑐𝑜𝑠(

360𝑜(𝑛−1)

𝑛
), 𝑠𝑖𝑛(

360𝑜(𝑛−1)

𝑛
) 

取正四邊形頂點 
𝐵1(𝑎  𝑐𝑜𝑠( 𝜃), 𝑎  𝑠𝑖𝑛( 𝜃)) = (𝛼, 𝛽)，則 
𝐵2(𝑎 𝑐𝑜𝑠( 90𝑜 + 𝜃), 𝑎 𝑠𝑖𝑛( 90𝑜 + 𝜃)) =  (−𝑎 𝑠𝑖𝑛( 𝜃), 𝑎 𝑐𝑜𝑠( 𝜃)) = (−𝛽, 𝛼) 

因為
𝑛

4
=

4𝑘

4
= 𝑘，故若取

1 1 2B A A ，則
2 1 2k kB A A+ + 。其中 

又𝐴𝑘+1(𝑐𝑜𝑠(
360𝑜(𝑘)

𝑛
), 𝑠𝑖𝑛(

360𝑜(𝑘)

𝑛
) = (𝑐𝑜𝑠 90° , 𝑠𝑖𝑛 90°) = (0,1)， 

          𝐴𝑘+2(cos(
360o(k+1)

n
), 𝑠𝑖𝑛(

360o(k+1)

n
) = (− 𝑠𝑖𝑛(

90°

k
), 𝑐𝑜𝑠(

90°

k
))， 

  𝐴1𝐴2
 ⃡         ∶ 𝑦 =

𝑠𝑖𝑛(
90°

k
)

𝑐𝑜𝑠(
90°

k
) − 1

𝑥 −
𝑠𝑖𝑛(

90°

k
)

𝑐𝑜𝑠(
90°

k
) − 1

 

  𝐴𝑘+1𝐴𝑘+2
 ⃡                   ∶ y = − 

𝑐𝑜𝑠(
90°

k
)−1

𝑠𝑖𝑛(
90°

k
)

𝑥 + 1 

 

          則 

{
 
 

 
 𝛽 =

𝑠𝑖𝑛(
90𝑜

𝑘
)

𝑐𝑜𝑠(
90𝑜

𝑘
)−1

𝛼 −
𝑠𝑖𝑛(

90𝑜

𝑘
)

𝑐𝑜𝑠(
90𝑜

𝑘
)−1

. . . . . . . (1)

𝛼 =
𝑐𝑜𝑠(

90𝑜

𝑘
)−1

− 𝑠𝑖𝑛(
90𝑜

𝑘
)

(−𝛽) + 1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2)

      (∗) 

90cos( ) 1
(1)  = 1.............(3)

90sin( )

o

o
k

k

 
−

−經整理後得
 

其中(3)式經移項後與(2)式相同，故可知聯立方程式(*) 有無限多解，故正n邊形(n=4k)
可作無限多個內接正四邊形。 
 

又 2 2 2 2
1 1 1 2(1  cos ) ( sin )   ( sin ) (1  cos )kA B a a A B a a   += − + − = − + −； ，故只要取

1 1 1 2kA B A B+= ，並以
1 2  B B、 為兩頂點即可做出正 n邊形(n=4k)的內接正四邊形。   
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     圖(二十五)正八邊形內接正四邊形連續性(可作無限多個內接正四邊形) 

三、正 n(n=4k+2)邊形只有一個與其共中心的內接正四邊形 
(一) 確認與正 n(n=4k+2)邊形共中心的正四邊形的頂點位置 
在正 n(n=4k+2)邊形中， 

𝐴1(1, 0)，      𝐴2(cos
360°

𝑛
, 𝑠𝑖𝑛

360°

𝑛
)…... 𝐴𝑖(cos

360°(𝑖−1)

𝑛
, 𝑠𝑖𝑛

360°(𝑖−1)

𝑛
) 

  取正四邊形頂點𝐵1(𝑎cosθ, 𝑎 𝑠𝑖𝑛θ) ∈ 𝐴𝑘𝐴𝑘+1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅， 

360°(𝑘−1)

𝑛
< 𝜃 <

360°𝑘

𝑛
 

              則 2 1B ( cos( 90 ), sin( 90 ))o o
x xa a A A  ++ +  ，且 

                            
360°(𝑘−1)

𝑛
+ 90° < 𝜃 + 90° <

360°𝑘

𝑛
+ 90° 

          因 n=4k+2，則

1360 (2 )360 ( 1) 360 ( 1) 90 (4 2) 290
o

o o o
o

kk k k
n n n

−− − + +
+ = =   

故

1 1360 (2 ) 360 (2 )
2 2< +90

o o

o
k k

n n


− +
 ，又 2 1B x xA A + ， 

所以

1 1360 (2 ) 360 (2 )360 ( 1) 360 ( 1)2 2< < +90 <
o o

o o
o

k kx x
n n n n


− +− −

 且 x為正整數 

得 x =2k或 2k+1，故𝐵2 ∈ 𝐴2𝑘𝐴2𝑘+1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 或∈ 𝐴2𝑘+1𝐴2𝑘+2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 
 (二) 與正六邊形共中心的內接正四邊形只有一個 
   證：在正六邊形中，令A1(1,0)， 

A2 (cos60°, sin60°) = (
1

2 
,
√3

2
) 
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A3(cos120°, sin120°) = (−
1

2 
,
√3

2
) 

A4(cos180°, sin180°) = (−1,0) 

A5(cos240°, sin240°) = (−
1

2 
, −

√3

2
) 

A6(cos300°, sin300°) = (
1

2 
, −

√3

2
) 

正四邊形中，設𝑂𝐵1
̅̅ ̅̅ ̅ = a，∠𝐵1𝑂𝐴1 = 𝜃， 
則𝐵1(𝑎 𝑐𝑜𝑠𝜃, 𝑎 𝑠𝑖𝑛𝜃) = (𝛼, 𝛽) 𝜖𝐴1𝐴2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 
                        𝐵2(𝑎 cos(𝜃 + 90°) , 𝑎 sin(𝜃 + 90°)) = (−𝑎 𝑠𝑖𝑛𝜃, 𝑎 𝑐𝑜𝑠𝜃) 

= (−𝛽, 𝛼) 𝜖𝐴2𝐴3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅或 𝐴3𝐴4

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 
Case1. 若𝐵2 ∈ 𝐴2𝐴3

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅，因為 𝐴1𝐴2
 ⃡        ∶ 𝑦 = −√3𝑥 + √3 

                              𝐴2𝐴3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ∶ 𝑦 =

√3

2
 

則 {
𝛽 = −√3𝛼 + √3

𝛼 =
√3

2
     

  ， 得 𝛽 = √3 −
3

2
 

              故可以找到一個正四邊形，其 a= √(
√3 

2
)2 + (√3 −

3

2
)2 = √6 − √3  

 
              Case2. 若𝐵2 ∈ 𝐴3𝐴4

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅，因為𝐴1𝐴2
 ⃡        ∶ 𝑦 = −√3𝑥 + √3 

                         𝐴2𝐴3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅: 𝑦 =

√3

2
 

              則 {
𝛽 = −√3𝛼 + √3

𝛼 = √3(−𝛽) + √3 
 ， 得 𝛼 =

3−√3

2
，𝛽 =

3−√3

2
 

              故可以找到一個正四邊形，其 a= √(
3−√3 

2
)2 + (

3−√3 

2
)2 = √6 − √3  

因 case1和 case2的半對角線一樣，故 case1和 case2的正四邊形為全等，故與
正六邊形共中心的內接正四邊形只有一個。 
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          圖(二十六)case1和 case2正四邊形內接情形(兩正四邊形為全等) 

 
(三) 正六邊形無不共中心內接正四邊形 

 證：在正六邊形中， 令 A1(2,0)， 
  A2(2cos60°, 2sin60°) = (1, √3) 
A3(2cos120°, 2sin120°) = (−1, √3) 
A4(2cos180°, 2sin180°) = (−2,0) 
A5(2cos240°, 2sin240°) = (−1, −√3) 
A6(2cos300°, 2sin300°) = (1, −√3) 
中心(0,0) 

            若內接正四邊形四頂點分別為𝐵1、𝐵2、𝐵3、𝐵4，其中心O′(a, 𝑏) ≠ (0,0) 
設 𝑦 = m𝑥 + n為過O′之直線，分別交A1A2 ⃡       ∶  y = −√3x + 2√3 和 A4A5 ⃡       ∶

 y = −√3x − 2√3 於𝐵1、𝐵3(如圖(二十七)) 
 

 {
 𝑦 = 𝑚𝑥 + 𝑛

A3A4 ⃡       ∶ 𝑦 = −√3𝑥 + 2√3
 ，得𝐵1( 

2√3−𝑛

𝑚+√3
 ,

√3n−6

𝑚+√3
+ 2√3 ) 

 

 {
 𝑦 = 𝑚𝑥 + 𝑛

A1A6 ⃡       ∶  𝑦 = −√3𝑥 − 2√3
 ，得𝐵3( 

−2√3−𝑛

𝑚+√3
  ,

√3n+6

𝑚+√3
− 2√3 ) 

𝐵1和𝐵3 中點(即正四邊形中心O′)= ( 
−𝑛

𝑚+√3
  ,

√3n

𝑚+√3
  ) 

又過O′且和 𝐵1𝐵3
 ⃡         垂直的直線為 𝑦 = −

1

𝑚
𝑥 +  

(√3m−1)n

𝑚(𝑚+√3)
， 

交正六邊形於𝐵2、𝐵4 

{
 𝑦 = −

1

𝑚
𝑥 +  

(√3m−1)n

𝑚(𝑚+√3)

 𝑦 = √3𝑥 − 2√3
 ，得 
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𝐵2( 
2√3𝑚2 + 6𝑚 + (√3m − 1)n

(𝑚 + √3)(√3m + 1)
  ,

6𝑚2 + 6√3𝑚 + (3m − √3)n

(𝑚 + √3)(√3m + 1)
− 2√3 ) 

 

{
 𝑦 = −

1

𝑚
𝑥 +  

(√3𝑚−1)𝑛

𝑚(𝑚+√3)

 𝑦 = √3𝑥 + 2√3
  ，得 

𝐵4( 
−2√3𝑚2 − 6𝑚 + (√3𝑚 − 1)𝑛

(𝑚 + √3)(√3𝑚 + 1)
  ,

−6𝑚2 − 6√3𝑚 + (3𝑚 − √3)𝑛

(𝑚 + √3)(√3𝑚 + 1)
+ 2√3 ) 

 

𝐵2和𝐵4 中點 ( 
(√3m−1)n

(𝑚+√3)(√3m+1)
  ,

(3m−√3)n

(𝑚+√3)(√3m+1)
)即O′ 

則{
 

−𝑛

𝑚+√3
=

(√3m−1)n

(𝑚+√3)(√3m+1)

 
√3n

𝑚+√3
=

(3m−√3)n

(𝑚+√3)(√3m+1)

 ，得 n=0 

 
因 n=0，故正四邊形中心為(0 ,0)，必和正六邊形共中心。 

 

圖(二十七)正六邊形的內接正四邊形是否與其共中心之示意圖 
 

(四)正 n(n=4k+2)邊形無不共中心之內接正四邊形 
 證: 

    令𝐴1(1,0)， 

𝐴2(𝑐𝑜𝑠(
360𝑜

𝑛
), 𝑠𝑖𝑛(

360𝑜

𝑛
)) = (𝑐𝑜𝑠(

90𝑜

𝑘
), 𝑠𝑖𝑛(

90𝑜

𝑘
)) … .. 

      𝐴𝑖(𝑐𝑜𝑠(
360𝑜(𝑖−1)

𝑛
), 𝑠𝑖𝑛(

360𝑜(𝑖−1)

𝑛
))……𝐴𝑛(𝑐𝑜𝑠(

360𝑜(𝑛−1)

𝑛
), 𝑠𝑖𝑛(

360𝑜(𝑛−1)

𝑛
) 
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                設𝑦 = 𝑚𝑥 + 𝑛分別交𝐴1𝐴2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅(𝑦 =

− sin
3600

𝑛

1−cos
3600

𝑛

𝑥 +
sin

3600

𝑛

1−cos
3600

𝑛

) 於𝐵1 及 

                                    𝐴𝑛

2
+1𝐴𝑛

2
+2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ (𝑦 =
− sin

3600

𝑛

1−cos
3600

𝑛

𝑥 −
sin

3600

𝑛

1−cos
3600

𝑛

)於𝐵3 

令
sin

3600

𝑛

1−cos
3600

𝑛

= 𝑎   ， 

    {
 𝑦 = 𝑚𝑥 + 𝑛
 𝑦 = −𝑎𝑥 + 𝑎    ，得𝐵1( 𝑛−𝑎

−𝑎−𝑚
 ,

−𝑎(𝑛+𝑚)

𝑎−𝑚
)  

 

{
 𝑦 = 𝑚𝑥 + 𝑛
 𝑦 = −𝑎𝑥 − 𝑎  ，得𝐵3( 𝑎+𝑛

−𝑎−𝑚
 ,

−𝑎(𝑛−𝑚)

−𝑎−𝑚
) 

    𝐵1和𝐵3 中點(即正四邊形中心O′)= ( 
𝑛

−𝑎−𝑚
 ,

−𝑎𝑛

−𝑎−𝑚
  ) 

                又過O′且和 𝐵1𝐵2
 ⃡         垂直的直線為 𝑦 = −

1

𝑚
𝑥 +  

(𝑎m+n)n

𝑚(𝑎−𝑚)
， 

      交正 n邊形於𝐵2、𝐵4 
      設𝐵2位於 𝑦 = 𝑏𝑥 + 𝑐 ，𝐵4位於 𝑦 = 𝑏𝑥 − 𝑐 

 {
 𝑦 = −

1

𝑚
𝑥 +  

(𝑎𝑚−1)𝑛

𝑚(𝑎+𝑚)

 𝑦 = 𝑏𝑥 + 𝑐
 ， 得𝐵2(

−
𝑛(𝑎𝑚−1)

(𝑎+𝑚)𝑚
+𝑐

−
1

𝑚
−𝑏

 ,
−

𝑐

𝑚
−

𝑛(𝑎𝑚−1)

(𝑎+𝑚)𝑚
𝑏

−
1

𝑚
−𝑏

) ， 

  {
 𝑦 = −

1

𝑚
𝑥 +  

(𝑎𝑚−1)𝑛

𝑚(𝑎+𝑚)

 𝑦 = 𝑏𝑥 − 𝑐
  ，得𝐵4(

−
𝑛(𝑎𝑚−1)

(𝑎+𝑚)𝑚
−𝑐

−
1

𝑚
−𝑏

 ,

𝑐

𝑚
−

𝑛(𝑎𝑚−1)

(𝑎+𝑚)𝑚
𝑏

−
1

𝑚
−𝑏

)  

 𝐵2和𝐵4 中點 ( 
(𝑎𝑚+1)𝑛

(𝑎+𝑚)(1+𝑚𝑏)
  ,

(𝑎𝑚+1)𝑛𝑏

(𝑎+𝑚)(1+𝑚𝑏)
)即O′ 

則{
 

𝑛

−𝑎−𝑚
=

(𝑎𝑚+1)n

(𝑎+𝑚)(1+mb)

−𝑎𝑛

−𝑎−𝑚
= 

(𝑎𝑚+1)nb

(𝑎+𝑚)(1+mb)

   

 
則 n=0，故正四邊形中心為(0 ,0)，必和正 n(n=4k+2)邊形共中心。 
 

      四、正 n(n=4k+1、4k+3)邊形只有一個與其不共中心的內接正四邊形 
       (一)沒有共中心之內接正四邊形 

   證: 設兩圖形共中心(0,0)， 
則存在一直線過(0,0)且交正 n邊形於B1、B3使B1O̅̅ ̅̅ ̅ = B3O̅̅ ̅̅ ̅(半對角線) 
做一直線L2 ⊥ L1且過(0,0)，交正 n邊形於B2、B4，使B2O̅̅ ̅̅ ̅ = B4O̅̅ ̅̅ ̅ = B1O̅̅ ̅̅ ̅ = B3O̅̅ ̅̅ ̅ 
則正四邊形B1B2B3B4為內接正四邊形。 
正 n邊形中，B2所在的邊定為M2且B4所在的邊定為M4，如圖(二十八)、圖(二十
九)： 
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圖(二十八)正 n(n=4k+1)邊形示意圖，以正九邊形為例 

 
圖(二十九) 正 n(n=4k+3)邊形示意圖，以正十一邊形為例 
 
∵ B2O̅̅ ̅̅ ̅ = B4O̅̅ ̅̅ ̅ ∴ 𝑑(0；M2) = 𝑑(0；M4) (即為圖中虛線段) 
延伸M2、M4交於 P點，連接OP̅̅ ̅̅， 
因為𝑑(0；M2) = 𝑑(0；M4)，因此OP̅̅ ̅̅必為正 n邊形之角平分線(如圖(三十)、圖
(三十一))，又正 n邊形任取兩邊所作之角平分線必為其對稱軸(會過一頂點)，
故B1O̅̅ ̅̅ ̅ ≠ B3O̅̅ ̅̅ ̅(矛盾) 
則正 n(n=4k+1、4k+3)邊形必無共中心之內接正四邊形。 
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圖(三十)正九邊形兩邊所作之角平分線必為其對稱軸 

 

  圖(三十一)正十一邊形兩邊所作之角平分線必為其對稱軸 
       (二) 內接正四邊形的中心在正 n邊形的對稱軸上 

由上述 四之(一) 的結論可知，當B2O̅̅ ̅̅ ̅ = B4O̅̅ ̅̅ ̅ = B1O̅̅ ̅̅ ̅ = B3O̅̅ ̅̅ ̅，正四邊形的中心必 
在正 n邊形的對稱軸上。 

       (三) 正五邊形只有一個內接正四邊形 
   證: 由(二)可知內接正四邊形的中心在正五邊形的對稱軸上 

                
               圖(三十二) 證明正五邊形只有一個內接正四邊形示意圖 
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如圖(三十二)，假設對稱軸為 y=0， 1 5A (1,0) A ( 1,0)−、 在 x軸上、正四邊形
中心為𝑂2(0,b)，則正五邊形中心為𝑂1(0 , 𝑡𝑎𝑛54°)、𝐴3(0, 𝑡𝑎𝑛54° + 𝑠𝑒𝑐54°)  

 1 1 1 1 2B ( , )x y A A  : y = tan72°x − tan72° 

 2 2 2 2 3B ( , )x y A A  : y = −tan36°x + 𝑡𝑎𝑛54° + 𝑠𝑒𝑐54° 

 3 3 3 3 4B ( , )x y A A  : y = tan36°x + 𝑡𝑎𝑛54° + 𝑠𝑒𝑐54° 

 4 4 4 4 5B ( , )x y A A  : y = −tan72°x − tan72° 

       又 𝑥1+𝑥3

2
=

𝑥2+𝑥4

2
 = 0，𝑦1+𝑦3

2
=

𝑦2+𝑦4

2
=b 

       則𝑥1 = −𝑥3，𝑥2 = −𝑥4   ， 𝑦1+𝑦3=𝑦2+𝑦4 
        𝑦1= tan72°𝑥1 − tan72° 

                𝑦2= −tan36°𝑥2 + 𝑡𝑎𝑛54° + 𝑠𝑒𝑐54° 
                𝑦3= −tan36°𝑥1 + 𝑡𝑎𝑛54° + 𝑠𝑒𝑐54° 
                𝑦4= tan72°𝑥2 − tan72° 
                則 tan72°𝑥1 − tan72° + −tan36°𝑥1 + 𝑡𝑎𝑛54° + 𝑠𝑒𝑐54° = 

−tan36°𝑥2 + 𝑡𝑎𝑛54° + 𝑠𝑒𝑐54° +  tan72°𝑥2 − tan72° 

得𝑥1 = 𝑥2，故 𝑥1 = 𝑥2 = −𝑥3 = −𝑥4，且 1 4  y y= (表 1 4 1 5B B / /A A // x軸 ) 

又 1 4 1 4 1 2 2 1B B = B Bx x y y− = = −  

1 2 12 = tan 36 tan 54 sec54 tan 72 tan 72o o o o ox x x−  + + −  −  

得 1
tan 54 sec54 tan 72=

2+ tan 36 + tan 72

o o o

o ox + −
為唯一解，故中心在對稱軸上的內接正四邊

形只有一個。 
 

 (四) 正 n(n=4k+1,4k+3)邊形只有一個內接正四邊形 
證：由(二)可知內接正四邊形的中心在正 n邊形的對稱軸上，假設正 n邊形的對
稱軸為 y=0， 1A (1,0) A ( 1,0)n −、 在 x軸上、正四邊形中心為𝑂2(0,b)。 
設內接正四邊形四個頂點分別為 1 1 1B ( , )x y 、 2 2 2B ( , )x y 、 3 3 3B ( , )x y 、 4 4 4B ( , )x y ，

且 1 3 2 4 0
2 2

x x x x+ +
= = 、 1 3 2 4

2 2
y y y y b+ +

= = ，得 𝑥1 = 𝑥2 = −𝑥3 = −𝑥4，又正 n

邊形以 y=0為對稱軸(故左右對稱)，則 B1和 B4對稱於 y軸，故 y1=y4，同理 y2=y3；

若 1B 交正 n邊形於直線 1 1 1 M y m x b= +： 上、 
  2B 交正 n邊形於直線 2 2 2 M y m x b= +： 上、 
  3B 交正 n邊形於直線 3 2 2 -M y m x b= +： 上、 
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  4B 交正 n邊形於直線 4 1 1 -M y m x b= +： 上 
 （註：根據對稱性，不難假設 M1、M2、M3、M4） 

又 1 2 1 4B B =B B ，故 2 1 1 4 12y y x x x− = − = ，推得 2 2 2 1 1 1 12m x b m x b x+ − − = ，故

2 1
1

1 22
b bx
m m
−

=
+ −

為唯一解，故正 n(n=4k+1,4k+3)邊形只有一個內接正四邊形。 

陸、研究結果 

一、所有正 n邊形皆有內接正四邊形。 
二、正 n邊形與內接正四邊形共對稱軸。 
三、正 n邊形的內接正四邊形之相異處： 

 4k 4k+1 4k+2 4k+3 
有無與正 n邊形共中心 有 無 有 無 

非全等內接正四邊形的個數 無限多個 1個 1個 1個 

          表(二)正 n邊形內接正四邊形之結論 
四、可利用同一尺規作圖「平行法」在所有正 n邊形內找到一內接正四邊形。 

柒、討論與未來展望 

在中華民國第 54屆中小學科展 <探討正 n邊形內接正三角形>中提到，正 n邊形的內接正 
三角形有無限多個，而我們的研究發現，除了在 n=4k時有無限多個內接正四邊形外，其餘
皆只有一個(即有「唯一性」)，實際上，我們本來的想像是可能可以作出很多個，只是大
小不同，這裡的唯一性，讓我們覺得驚奇，於是我們嘗試先用電腦軟體繪圖觀察正 n邊形
內接正 m(m>4)邊形的情況，起初我們想像只要位置喬的夠好，應該可以將正 m邊形塞入
正 n邊形中，但經過我們移動圖形後發現： 
一、內接正五邊形：除了 n為五的倍數外，並無法作出圖形，如下表(三) 

 
圖(三十三)正六邊形內接正五邊形(無內接) 

 
圖(三十四)正七邊形內接正五邊形(無內接) 
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圖(三十五)正八邊形內接正五邊形(無內接) 

 
圖(三十六)正九邊形內接正五邊形(無內接) 

表(三) 嘗試在正六、七、八、九邊形內接正五邊形 
 二、內接正六邊形：除了 n為六的倍數以及 n=9外，n=7,8,10,11皆無法成功畫出其他內接

正多邊形，如下表(四)：  

 
圖(三十七)正七邊形內接正六邊形(無內接) 

 

圖(三十八)正八邊形內接正六邊形(無內接) 

 
圖(三十九)正九邊形內接正六邊形(有內接) 

 
圖(四十)正十邊形內接正六邊形(無內接) 
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圖(四十一)正十一邊形內接正六邊形(無內接) 

表(四) 嘗試在正七、八、九、十、十一邊形內接正六邊形 
 

三、平行法的推廣：由本篇討論的作圖中，我們知道若正 n邊形與其內接正 m邊形有一組
平行邊，則可以使用平行法作法，而在上述我們僅發現在正九邊形中可以內接正六邊

形，且有一組平行邊，於是嘗試使用平行法作圖，找尋內接正六邊形的頂點時，我們

修正
1

2

n
md

 − 
=  
 
 

，其中[ ]為高斯記號，作圖如下(圖(四十二))： 

   
圖(四十二)以平行法在正九邊形內接正六邊形(可內接) 

  （註：一開始我們是想把平行法推廣到 m>4的情況，所以嘗試以平行法繪製 n=6、m=5
的圖，如圖(四十三)，發現失敗了，所以回過頭用繪圖觀察，發現了上述表(三)、表(四)
的狀況） 
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圖(四十三)以平行法嘗試在正六邊形內接正五邊形(無法內接，B2不在正六邊形上) 

四、未來展望：而除了在 n和 m具有倍數關係的情形時，正 n邊形可以作出無限多個內
接正 m邊形外，其他還有哪些可以作出內接圖形呢？而這些圖形的 m,n有何關聯？
其內接的正 m邊形又有幾個呢？是無限多個？(若有無限多個，其共同性質為何？)
亦或是只有一個呢？(若只有一個，其共同性質為何？)，另外有內接正 m邊形的情況
中，有哪些是可以使用平行法作圖的呢？這些都是值得我們繼續探討的問題。 
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作品海報 

【評語】050404  

1. 建議作品於內接長方形可以考慮以邊長的連續性來探討較

簡潔，唯一性的討論挺好，內接正 n邊形式值得繼續延伸的

題材。另外，作品於證明[正七邊形 4K+3(只有)內接正四邊

形]敘述不清楚，內文呈現「非全等內接四邊形數一個」，但

在繪圖中，卻有多個全等的四邊形出現。敘述並不明確。 

2. 本作品研究正 n邊形內接正四邊形之可行性與作圖。作者經

由觀察，先確定任意正 n邊形內接四邊形可行，再經由詳細

列出作圖方法來確定這樣的觀察是正確的。接著再討論這些

內接四邊形是否會與原正 n邊形共重心，或共對稱軸。其實

這問題真正有趣在於未來與展望的部分，內接正五邊形、正

六邊形都不見得存在。探討其原因應該是一個有趣且值的研

究的方向。 

C:\Users\ShariChen\Desktop\NSF\排版\050404-評語 

 



壹、研究動機：
在閱讀第54屆全國中小學科學展覽歷屆作品時，看到在一個正n邊形的三個不同邊上可以內
接無限多個正三角形，因此好奇：是否在正n邊形內也都能接出正四邊形？是否也有無限多
個內接正四邊形？因此開始進行研究和探討。

貳、研究設備器材：
紙、筆、量角器、電腦、Geogebra。

参、研究方法步驟(一)觀察與假設：
一、定義

(一)以下所有探討之正n邊形之n個頂點命名為A1、A2、A3、…、An，其內接四邊形之4個
頂點命名為B1、B2、B3、B4。

(二)在同一個正n邊形中所作之兩內接正四邊形經旋轉或對稱後能完全重疊者，我們稱
為「全等」，視為"同一個")。

(三)將各個正多邊形依邊長數分為n= 4k、4k+1、4k+2、4k+3，k是正整數。
二、以電腦繪圖觀察正n邊形是否存在內接正四邊形

圖(一)正五邊形 圖(二)正六邊形 圖(三)正七邊形 圖(四)正八邊形

推測：我們發現正五、六、七、八邊形皆有內接正四邊形，因此猜測所有正n 
邊形皆有內接正四邊形，且當n=4k,4k+2的內接正四邊形與正n邊形共中心。

三、內接正四邊形與正n邊形共中心
(一)正n(n=4k)邊形作圖：

圖(五)正八邊形作圖 圖(六)正八邊形內接正四邊形連續性

(二)正n(n=4k)邊形有無限多個內接正四邊形證明

證:在正n邊形(n=4k)中，令𝐴1(1,0)，𝐴2(𝑐𝑜𝑠(
360𝑜

𝑛
), 𝑠𝑖𝑛(

360𝑜

𝑛
)) = (𝑐𝑜𝑠(

90𝑜

𝑘
), 𝑠𝑖𝑛(

90𝑜

𝑘
))…

𝐴𝑖(𝑐𝑜𝑠(
360𝑜 𝑖−1

𝑛
), 𝑠𝑖𝑛(

360𝑜 𝑖−1

𝑛
))……𝐴𝑛(𝑐𝑜𝑠(

360𝑜(𝑛−1)

𝑛
), 𝑠𝑖𝑛(

360𝑜(𝑛−1)

𝑛
)

取正四邊形頂點𝐵1(𝑎 𝑐𝑜𝑠( 𝜃), 𝑎 𝑠𝑖𝑛( 𝜃)) = (𝛼, 𝛽)，則
𝐵2(𝑎 𝑐𝑜𝑠( 90

𝑜 + 𝜃), 𝑎 𝑠𝑖𝑛( 90𝑜 + 𝜃)) = (−𝑎 𝑠𝑖𝑛( 𝜃), 𝑎 𝑐𝑜𝑠( 𝜃)) = (−𝛽, 𝛼)，

因為
𝑛

4
=

4𝑘

4
= 𝑘，故若取𝐵1 𝜖𝐴1𝐴2，則 𝐵2 𝜖𝐴𝑘+1𝐴𝑘+2。

𝐴1𝐴2 ∶ 𝑦 =
𝑠𝑖𝑛(

90°

k
)

𝑐𝑜𝑠(
90°

k
)−1

𝑥 −
𝑠𝑖𝑛(

90°

k
)

𝑐𝑜𝑠(
90°

k
)−1

， 𝐴𝑘+1𝐴𝑘+2 ∶ y = −
𝑐𝑜𝑠(

90°

k
)−1

𝑠𝑖𝑛(
90°

k
)
𝑥 + 1

則

𝛽 =
𝑠𝑖𝑛(

90𝑜

𝑘
)

𝑐𝑜𝑠(
90𝑜

𝑘
)−1

𝛼 −
𝑠𝑖𝑛(

90𝑜

𝑘
)

𝑐𝑜𝑠(
90𝑜

𝑘
)−1

. . . . . . . (1)

𝛼 =
𝑐𝑜𝑠(

90𝑜

𝑘
)−1

− 𝑠𝑖𝑛(
90𝑜

𝑘
)
(−𝛽) + 1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2)

(∗)

其中(2)式經移項後與(1)式相同，故可知聯立方程式(*) 有無限多解，故正n邊形(n=4k)可作無
限多個內接正四邊形。

又𝐴1𝐵1 = (1 − 𝑎 𝑐𝑜𝑠 𝜃)2 + (−𝑎 𝑠𝑖𝑛 𝜃)2； 𝐴𝑘+1𝐵2 = (−𝑎 𝑠𝑖𝑛 𝜃)2 + (1 − 𝑎 𝑐𝑜𝑠 𝜃)2，故只

要取𝐴1𝐵1 = 𝐴𝑘+1𝐵2，並以𝐵1、𝐵2為兩頂點即可做出正n邊形(n=4k)的內接正四邊形。

1.取正n邊形的中心O
2.在正n邊形的邊長上取任意
一點𝐵1作為正四邊形之一頂點

3.以𝐵1為頂點，O𝐵1旋轉
45°，和正多邊形交於𝐵2

4.以𝐵1𝐵2為邊長作正四邊形

1. 取正六邊形的中心O
2. 以一頂點𝐴1和O連線

3. 以O為頂點，將O𝐴1旋轉45°，
並和正六邊形交於𝐵1點

4. 以𝐵1為頂點，將𝐵1O旋轉45°，

並和正六邊形交於B2點

5. 以𝐵1𝐵2為邊長做正四邊形
6. 正四邊形B1B2B3B4即所求 圖(七)內接正四邊形作圖 圖(八)case1和case2



(五)與正六邊形共中心的內接正四邊形只有一個
證:正六邊形中(及n=6)。設正四邊形中，𝑂𝐵1 = 𝑎，∠𝐵1𝑂𝐴1 = 𝜃，則𝐵1 𝑎 𝑐𝑜𝑠𝜃, 𝑎 𝑠𝑖𝑛𝜃 = 𝛼, 𝛽 𝜖𝐴1𝐴2

𝐵2 𝑎 cos 𝜃 + 90° , 𝑎 sin 𝜃 + 90° = −𝑎 𝑠𝑖𝑛𝜃, 𝑎 𝑐𝑜𝑠𝜃 = −𝛽, 𝛼 𝜖𝐴2𝐴3或 𝐴3𝐴4

Case1 若𝐵2 ∈ 𝐴2𝐴3，因為 𝐴1𝐴2: 𝑦 = − 3𝑥 + 3 ， 𝐴2𝐴3 ∶ 𝑦 =
3

2

則 ቐ
𝛽 = − 3𝛼 + 3

𝛼 =
3

2

得 𝛽 = 3 −
3

2
，故可以找到一個正四邊形，其 𝑎 = 6 − 3

Case2 若𝐵2 ∈ 𝐴3𝐴4，因為 𝐴1𝐴2: 𝑦 = − 3𝑥 + 3， 𝐴2𝐴3 ∶ 𝑦 =
3

2

則 ൝
𝛽 = − 3𝛼 + 3

𝛼 = 3 −𝛽 + 3
→ 𝛼 =

3− 3

2
，𝛽 =

3− 3

2
，故可以找到一個正四邊形，其 𝑎 = 6 − 3

因case1和case2的半對角線一樣，故case1和case2的正四邊形為全等

四、內接正四邊形與正n邊形不共中心

(一) 以平行底邊方式作圖，我們稱之為「平行法」:

(1)在正n邊形上選一邊作為底邊
(𝐴1𝐴2)

(2)在 𝐴1𝐴2上取一點B1作為正四
邊形之一頂點

(3)作一平行線過B1且交正n邊形
於B4

(4)以𝐵1𝐵4為邊長作一正四邊形
(5)移動B1使正四邊形四個頂點
皆位於正n邊形邊上

(二)平行法的尺規作圖步驟：上面我們利用移動B1的方式找出內接正四邊形，下面我們給一個平行法的
尺規作圖法，以下我們以正九邊形為例(如圖(十三))：

圖(十)正五邊形平行法作圖 圖(十一)正七邊形平行法作圖 圖(十二)正九邊形平行法作圖

圖(九) 必共中心證明

(六)正n(n=4k+2)邊形是否有不共中心內接正四邊形

證: 設 𝑦 = 𝑚𝑥 + 𝑛分別交 𝐴1𝐴2 ∶ 𝑦 =
− sin

3600

𝑛

1−cos
3600

𝑛

𝑥 +
sin

3600

𝑛

1−cos
3600

𝑛

於 𝐵1及 𝐴𝑛

2
+1
𝐴𝑛

2
+2

∶ 𝑦 =
− sin

3600

𝑛

1−cos
3600

𝑛

𝑥 −
sin

3600

𝑛

1−cos
3600

𝑛

於𝐵3，

令
sin

3600

𝑛

1−cos
3600

𝑛

= 𝑎 ，ቊ
𝑦 = 𝑚𝑥 + 𝑛
𝑦 = −𝑎𝑥 + 𝑎 ，得𝐵1(

𝑛−𝑎

−𝑎−𝑚
,
−𝑎(𝑛+𝑚)

𝑎−𝑚
) ， ቊ

𝑦 = 𝑚𝑥 + 𝑛
𝑦 = −𝑎𝑥 − 𝑎 ，得𝐵3(

𝑎+𝑛

−𝑎−𝑚
,
−𝑎(𝑛−𝑚)

−𝑎−𝑚
)

𝐵1和𝐵3中點(正四邊形中心O′)= (
𝑛

−𝑎−𝑚
,
−𝑎𝑛

−𝑎−𝑚
)又過O′且和 𝐵1𝐵3垂直的直線為 𝑦 = −

1

𝑚
𝑥 +

(𝑎m+n)n

𝑚(𝑎−𝑚)
，

交正n邊形於𝐵2、𝐵4，設𝐵2位於 𝑦 = 𝑏𝑥 + 𝑐，𝐵4位於 𝑦 = 𝑏𝑥 − 𝑐

ቐ
𝑦 = −

1

𝑚
𝑥 +

(𝑎𝑚−1)𝑛

𝑚(𝑎+𝑚)

𝑦 = 𝑏𝑥 + 𝑐
，得𝐵2(

−
𝑛 𝑎𝑚−1

𝑎+𝑚 𝑚
+𝑐

−
1

𝑚
−𝑏

,
−
𝑐

𝑚
−
𝑛 𝑎𝑚−1

𝑎+𝑚 𝑚
𝑏

−
1

𝑚
−𝑏

)，ቐ
𝑦 = −

1

𝑚
𝑥 +

(𝑎𝑚−1)𝑛

𝑚(𝑎+𝑚)

𝑦 = 𝑏𝑥 − 𝑐
，得𝐵4(

−
𝑛 𝑎𝑚−1

𝑎+𝑚 𝑚
−𝑐

−
1

𝑚
−𝑏

,

𝑐

𝑚
−
𝑛 𝑎𝑚−1

𝑎+𝑚 𝑚
𝑏

−
1

𝑚
−𝑏

)

𝐵2和𝐵4中點
𝑎𝑚+1 𝑛

𝑎+𝑚 1+𝑚𝑏
,

𝑎𝑚+1 𝑛𝑏

𝑎+𝑚 1+𝑚𝑏
即O′則൞

𝑛

−𝑎−𝑚
=

𝑎𝑚+1 n

𝑎+𝑚 1+mb
. . . (1)

−𝑎𝑛

−𝑎−𝑚
=

𝑎𝑚+1 nb

𝑎+𝑚 1+mb
. . . (2)

，將(1)式乘上b，若n≠ 0，則得a=-b，

再將 a=-b 帶回式子中，得1=-1(→←)，故n=0，正四邊形中心為(0 ,0)，必和正n(n=4k+2)邊形共中心。

（註1：因為𝐵1、𝐵4已在正四邊形邊上，當移動B1點時，正四邊形放大縮時，必能找到𝐵2、𝐵3在正n邊
形上，圖中正四邊形𝐶1𝐶2𝐶3𝐶4為移動過程中出現的正四邊形。

註2：圖中垂直平行邊且過兩圖形中心之直線為正n邊行與內接正四邊形的共用對稱軸。）

(1)作一正四邊形C1C2C3C4底邊平行𝐴5𝐴6
(2)延長𝐴4𝐴5及𝐴6𝐴7取其交點Q

(3)找兩線𝑄𝐶1及𝑄𝐶2和正九邊形邊上的交點𝐵1、𝐵2
(4)以𝐵1𝐵2為邊作一正四邊形
(5)正四邊形B1B2B3B4即所求

(定義𝑑 =
𝑛

4
−1

2
，其中 為高

斯記號，則𝐵1在𝐴𝑑+1𝐴𝑑+2)

圖(十三)正九邊形尺規作圖

(說明：假設以B2B3為邊所作之正四邊形頂點B4不在𝐴8𝐴9上，則表B4 、C4、Q不共線，則

𝛥𝐵4RQ與𝛥𝐶4SQ不相似，得RQ : SQ ≠ SC4 : RB4，又𝛥RPQ ~ ΔSTQ~ ΔSC4𝐶3~ ΔRB4𝐵3，故

RQ : SQ = SC3 : RB3 =SC4 : RB4 (矛盾)

故𝐵4、 C4、𝑄共線，B4在𝐴8𝐴9上，B1同理𝐴1𝐴2上，故四邊形B1B2B3B4為內接正四邊形。

(正n(n=4k+2)邊形證明中:令𝐴1(1,0)，𝐴2(𝑐𝑜𝑠(
360𝑜

𝑛
), 𝑠𝑖𝑛(

360𝑜

𝑛
)) = (𝑐𝑜𝑠(

90𝑜

𝑘
), 𝑠𝑖𝑛(

90𝑜

𝑘
))… . .

𝐴𝑖(𝑐𝑜𝑠(
360𝑜 𝑖−1

𝑛
), 𝑠𝑖𝑛(

360𝑜 𝑖−1

𝑛
))……𝐴𝑛(𝑐𝑜𝑠(

360𝑜(𝑛−1)

𝑛
), 𝑠𝑖𝑛(

360𝑜(𝑛−1)

𝑛
)

(四) 確認與正n(n=4k+2)邊形共中心的正四邊形的頂點位置
在正n(n=4k+2)邊形中，取正四邊形頂點𝐵1 𝑎cosθ, 𝑎 𝑠𝑖𝑛θ ∈ 𝐴𝑘𝐴𝑘+1，

360° 𝑘−1

𝑛
< 𝜃 <

360°𝑘

𝑛

則𝐵2(𝑎 𝑐𝑜𝑠( 𝜃 + 90𝑜), 𝑎 𝑠𝑖𝑛( 𝜃 + 90𝑜)) ∈ 𝐴𝑥𝐴𝑥+1，且
360° 𝑘−1

𝑛
+ 90° < 𝜃 + 90° <

360°𝑘

𝑛
+ 90°

因n=4k+2，則360𝑜(𝑘−1)
𝑛

+ 90𝑜 =
360𝑜(𝑘−1)+90𝑜(4𝑘+2)

𝑛
=

360𝑜(2𝑘−
1

2
)

𝑛
，故

360𝑜(2𝑘−
1

2
)

𝑛
< 𝜃+90𝑜 <

360𝑜(2𝑘+
1

2
)

𝑛
，

又𝐵2 ∈ 𝐴𝑥𝐴𝑥+1，所以
360𝑜(𝑥−1)

𝑛
<

360𝑜(2𝑘−
1

2
)

𝑛
< 𝜃+90𝑜 <

360𝑜(2𝑘+
1

2
)

𝑛
<

360𝑜(𝑥−1)

𝑛
且x為正整數

得x =2k或2k+1，故𝐵2 ∈ 𝐴2𝑘𝐴2𝑘+1或∈ 𝐴2𝑘+1𝐴2𝑘+2



肆、研究結果

伍、討論與未來展望

一、中華民國第54屆中小學科展 <探討正n邊形內接正三角形>
二、羅驥韡。GeoGebra幾何與代數的美麗邂逅(第二版)。臺北市:五南。2017
三、盧建民、蔡盛鴻、李姿樺。難題剋星（13）幾何圖形與尺規作圖。高雄市: 前程出版

社。(2008)

(三)正n(n=4k+1、4k+3)邊形的內接正四邊形個數

一開始在我們使用繪圖觀察時，無法確定正n(n=4k+1或
4k+3)邊形中內接正四邊形個數。現在我們將平行法在正
n(n=4k+1、4k+3)邊形內所找到的內接正四邊形其中兩個
頂點固定在正多邊形的邊上，並移動這兩個頂點，在移
動的過程中，將能作為內接正四邊形的留下，我們發現，
這些正四邊形分別是平行於正多邊形的不同邊，皆為全
等，因此我們猜測只存在一個內接正四邊形。

五、正n(n=4k+1、4k+3)邊形只有一個與其不共中心的內接正四邊形

圖(十四)(十五)正五、七邊形內接正四邊形個數

(一)沒有共中心之內接正四邊形
證: 設兩圖形共中心(0,0)，則存在一直線過(0,0)且交正n邊形於B1、B3使

B1O = B3O(半對角線)做一直線L2 ⊥ L1且過(0,0)，交正n邊形B2 、B4
，使B2O = B4O = B1O = B3O，則正四邊形B1B2B3B4為內接正四邊形。

正n邊形中，B2所在的邊定為M2且B4所在的邊定為M4。

∵ B2O = B4O ∴ 𝑑 𝑂；M2 = 𝑑 0；M4 (即為圖中虛線段)
延伸M2、M4交於P點，連接OP，
因為𝑑 0；M2 = 𝑑 0；M4 ，
因此OP必為正n邊形之角平分線，
又正n邊形任取兩邊所作之角平分
線必為其對稱軸(會過一頂點)，
故B1O ≠ B3O(矛盾)，則
正n(n=4k+1、4k+3)邊形必無共中心之內接正四邊形。

(二) 內接正四邊形的中心在正n邊形的對稱軸上
由上述的結論可知，當B2O = B4O = B1O = B3O，正四邊形的中心必在正n邊形的對稱軸上。

(三) 正n(n=4k+1,4k+3)邊形只有一個內接正四邊形
證:由(二)可知內接正四邊形的中心在正n邊形的對稱軸上，假設正n邊形的對稱軸為x=0，

𝐴1(1,0)、𝐴𝑛(−1,0)在x軸上、正四邊形中心為𝑂2(0,b)。
設內接正四邊形四個頂點分別為𝐵1(𝑥1, 𝑦1)、𝐵2(𝑥2, 𝑦2)、𝐵3(𝑥3, 𝑦3)、𝐵4(𝑥4, 𝑦4)，

且
𝑥1+𝑥3

2
=

𝑥2+𝑥4

2
= 0、

𝑦1+𝑦3

2
=

𝑦2+𝑦4

2
= 𝑏，得 𝑥1 = 𝑥2 = −𝑥3 = −𝑥4，又正n邊形對稱於x=0 ，

則B1和B4對稱於y軸，故y1=y4，同理y2=y3；若𝐵1交正n邊形於直線𝑀1 ：𝑦 = 𝑚1𝑥 + 𝑏1
、 𝐵2交正n邊形於直線𝑀2 ：𝑦 = 𝑚2𝑥 + 𝑏2 、𝐵3交正n邊形於直線𝑀3 ：𝑦 = −𝑚2𝑥 + 𝑏2
、𝐵4交正n邊形於直線𝑀4 ：𝑦 = −𝑚1𝑥 + 𝑏1 （根據對稱性，不難假設M1、M2、M3、M4）

又𝐵1𝐵2 = 𝐵1𝐵4，故𝑦2 − 𝑦1 = 𝑥1 − 𝑥4 = 2𝑥1，推得𝑚2𝑥2 + 𝑏2 −𝑚1𝑥1 − 𝑏1 = 2𝑥1，

故𝑥1 =
𝑏2−𝑏1

2+𝑚1−𝑚2
為唯一解，故正n(n=4k+1,4k+3)邊形只有一個內接正四邊形。

4k 4k+1 4k+2 4k+3

有無與正n邊形共中心 有 無 有 無

非全等內接正四邊形的個數 無限多個 1個 1個 1個

一、所有正n邊形皆有內接正四邊形。
二、正n邊形與內接正四邊形共對稱軸。
三、正n邊形的內接正四邊形之相異處：

表(二)正n邊形內接正四邊形之結論

四、可利用同一尺規作圖「平行法」在所有正n邊形內找到一內接正四邊形。

一、討論
在中華民國第54屆中小學科展 <探討正n邊形內接正三角形>中提到，正n邊形的內接正三角形有
無限多個，而我們的研究發現，除了在n=4k時有無限多個內接正四邊形外，其餘皆只有一個(即
有「唯一性」)，實際上，我們本來的想像是可能可以作出很多個，只是大小不同，這裡的唯一
性，讓我們覺得驚奇，於是我們嘗試先用電腦軟體繪圖觀察正n邊形內接正m(m>4)邊形的情況，
起初我們想像只要位置喬的夠好，應該可以將正m邊形塞入正n邊形中，但經過我們移動圖形後
發現：1、內接正五邊形：除了n為五的倍數外，並無法作出圖形。2、內接正六邊形：除了n
為六的倍數以及n=9外，n=7,8,10,11皆無法成功畫出其他內接正多邊形。

二、未來展望：
除了在n和m具有倍數關係的情形時，正n邊形可以作出無限多個內接正m邊形外，其他還有哪
些可以作出內接圖形呢？而這些圖形的m,n有何關聯？其內接的正m邊形又有幾個呢？是無限多
個？(若有無限多個，其共同性質為何？)亦或是只有一個呢？(若只有一個，其共同性質為何？)

，另外有內接正m邊形的情況中，有哪些是可以使用平行法作圖的呢？這些都是值得我們繼續探
討的問題。

陸、參考資料

圖(十六)正九邊形示意圖

圖(十七)正九邊形兩邊所作角平分線必為對稱軸
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