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i 

得獎感言 

一趟科學之旅 

對於能夠在這次的科展當獲得佳績，我們對此懷著深深的榮幸以及對家長、老師、評審

教授、主辦人員、全體工作人員的付出十分感謝。謝謝家長的努力支持，使我們無後顧之憂。

謝謝老師的教導，使我們在陷入困境時能有人拉一把。謝謝評審教授給予我們的鼓勵及肯定。

謝謝主辦人員的努力讓我們有了參加科展的機會。謝謝工作人員們的辛勤工作，使科展能圓

滿落幕。再次感謝各位的付出，沒有各位的協助，我們將沒有今天的成就。 

雖然早已不是首次參與，但參加科展總會有些許緊張。參展第一天，從一早就吃不太下

飯，懷著忐忑的心情一遍又一遍的重新閱讀著自己撰寫的文章，試圖讓自己冷靜。進了展場

後，緊張的氛圍是更加凝重，但隨著一輪報告完後，我們的信心增加了不少，也逐漸冷靜了

下來。只要把自己所能做的做到最好，一定能得到好結果，要相信自己，我們一直在內心這

麼告訴自己。參展第二天是問答時間，雖然對於是否能順利地回答問題還是有點擔心，不過

最後很好的發揮了，也為科展畫下圓滿的結尾。 

科展的目的並不止於獲得佳績，對於各領域的研究成果才是真正的無價之寶。透過研究

成果，一整個產業鏈、國家，甚至是世界都可能因此而改變。千萬不要輕視自己的成果，因

為誰都不知道會不會因為你的研究而帶來巨大的變化。相信自己，並且不要停止地在科學之

路上持續探究，我想將給人生帶來無比的樂趣。 

 
這張照片是在我們的攤位前面，由我們的學校老師所拍攝。在經過上午緊張的第二階段評審

後，我們都鬆了一口氣，在下午的公開展覽中，也展現了更輕鬆、大方的態度，希望能帶給

參觀者好的體驗！ 
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摘要 

A、B 兩方以一副牌面數字為 1~m 的 m 張牌進行遊戲，每方各持有其中 n 張牌，其中

2n m。雙方每次各出一張牌，牌面數字大者獲勝，如此進行 n 回合的比賽稱為 -遊戲。

若 m>2n 時，B 方就不能根據自己手上的牌確認對手 A 方的牌，因此每一回合的勝負是隨

機的。但若 B 方能知道 A 方的出牌邏輯，則 B 方是否有一個輸得比較少(即贏得比較多)的

策略？  

     本文找出，犧牲多少牌是策略成本最小的? 

     進一步，我們推廣到：如果 B 方有 K 張最好牌(稱為 K-優勢模型)，應犧牲多少張牌是

策略最小的? 

     而若出現 A,B 兩方牌面數字只相差 1 時(稱為和局模型，此時最佳策略也會有所不同： 

     令  

       

   則犧牲 張牌是最佳策略。 

   最後我們得到了 的估計如下： 
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壹、研究動機 
 

A、B 兩方以一副牌面數字為 1~m 的 m 張牌進行遊戲，每方各持有其中 n 張牌，其中

2n m。雙方每次各出一張牌，牌面數字大者獲勝，如此進行 n 回合的比賽，稱為一輪。若

m>2n 時，B 方就不能根據自己手上的牌確認對手 A 方的牌，因此每一回合的勝負是隨機

的。但若 B 方能知道 A 方的出牌邏輯，則 B 方是否有一個輸得比較少(即贏得比較多)的策

略?  

假設每一輪的遊戲中，A、B 兩方手上的牌面數字是隨機分配的，而且 A 方會根據自

己手上的牌的牌面數字大小，依由小而大的順序出牌(也可以是任一固定的大小順序出牌)，

則一輪遊戲的 n 個回合中，B 方要以什麼樣的順序出牌，才能使得每一輪遊戲 B 方輸的回

合數之期望值較小呢?  

 
貳、研究目的 
  考慮數字為 1~m 的 m 張牌中，若 A,B 兩方各有其中的 3 張牌，而牌面的數字分別為 

 A：a1, a2, a3 

 B：b1, b2, b3 

以 m = 10 為例：A、B 兩方分三回合每次各出手上的一張牌，牌面數字較大的一方贏得該

回合，比完三回合稱為一輪，每一輪計算雙方輸贏的回合數。 

若 A 方手中牌面的數字為 1、5、9，B 方手中牌面的數字為 10、8、3  

 10 8 3 

1 0 0 0 

5 0 0 1 

9 0 1 1 

表 1 

  上面表格中，若值為 0 表示相應的回合中 A 方輸了；若值為 1 表示相應的回合中 B 方輸了。 

   

   假設 B 方知道 A 方的出牌策略為由小而大的順序出牌。 

當 B 方設想一個出牌牌面數字的大小順序，例如： 

 B 方以手中數字最大的牌對Ａ中數字最小的牌； 

 B 方以手中數字第二大的牌對Ａ中數字第二小的牌； 

 B 方以手中數字最小的牌對Ａ方手中數字最大的牌； 

則依表 1 計算，在這一輪(三回合)的比賽中，Ｂ方會輸的回合總數為 

  表中第一列第一行的值＋第二列第二行的值＋第三列第三行的值 = 0 + 0 + 1。 

在上例中 B 方採取了某種數字大小的出牌順序與Ａ方進行比賽，這個順序就稱為策略。 
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  當Ｂ方採取某種策略出牌時，會依 A、B 兩方手中牌面的數字分配情形不同，而有不同的

輸牌回合數。上面表一可以表示成矩陣 

0 0 0
0 0 1
0 1 1

 
 
 
  

 

  因為Ａ、Ｂ兩方分配到的牌面數字有各種可能，所以我們考慮所有可能的情形。設 A 方的

數字為 x, y, z，B 方的數字為 p, q, r 其中 x > y > z, p < q < r。 
  模仿表 1，我們會得到不同的矩陣，將所有這些矩陣加起來所得到的矩陣記為 3 3[ ]ijg × ，則 ijg

表示 A 方牌面數字由小而大數來第 i 大的牌，與 B 方牌面數字由大而小數來第 j 小的牌比賽

時，A 方在所有可能分配中獲勝的情形總數。 

  若將Ａ、Ｂ兩方分配到的牌面數字視為隨機，而且Ｂ方採取的策略為以手中數字最大牌對

Ａ方中數字最小牌；手中數字第二大牌對Ａ方中數字第二小牌；手中數字最小牌對Ａ方中數

字最大牌，則在一輪比賽後，Ｂ方會輸的回合數的期望值為 

           12 21 333
3 3

1 ( )m m g g g
C C − + +  

這個期望值會因當Ｂ方所採取的策略不同而改變。因此，使得這個期望值最小(B 方輸掉的回

合數之期望值為最小)的策略稱為最佳策略。為了計算上的方便，定義Ｂ方在策略{(1,2), (2,1), 

(3,3)}下的成本為 g12 + g21 + g33。 
在 m=6, n=3 時 

         3 3[ g ]ij × = 
1 4 10
4 10 16

10 16 19

 
 
 
  

 

此時，Ｂ方在{(1,2), (2,1), (3,3)}策略下的成本為 4＋4＋19＝27。 

 
本文中我們的研究目標為下列的問題： 

(1)對於一般的 m, n(其中 2n ≤ m)，B 方策略中成本最小的策略是什麼。 
(2)如果Ｂ方手上有 K 張牌是全部牌面中數字最大的 K 張牌時，成本最小的策略是什麼。 

(3)如果將雙方數字相差 1 時的回合視為和局，此時 B 方策略中成本最小的策略是什麼。 

 

參、研究過程或方法 

一、說明及定義 
定義 1-1.(m, n)-遊戲及 B 方遊戲策略 

(1)考慮 A、B 兩方以一副牌面數字為 1~m 的 m 張牌進行遊戲，每方各持有其中 n 張牌，其

中 m ≥ 2n。雙方每次各出一張牌，牌面數字大者獲勝。如此進行 n 回合的比賽，稱為一

輪。如果知道每輪比賽中 A 方的出牌大小順序，不妨假設為最小到最大順序，而 B 方
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依手中牌面數字大小順序 s1, s2,…, sn 出牌，其中 s1, s2,…, sn 是 1 到 n 的重新排列(1 為 B

手中牌面數字最小的牌，n 的為最大的牌)。記算計算雙方獲勝牌數結果，這樣的比賽稱

為(m, n)-遊戲。 

(2)在(1)中的重排 s = (s1, s2,…, sn)，稱為 B 方的策略。 

s 可以看成是{1, 2, 3,…, n}到{1, 2, 3,…, n}的一對一函數，其中 s(i) = si, i = 1, 2, 3,…, n。 

同時為了討論的方便，我們也把策略標示在 n×n 的方格上，對應坐標為(i, si)的點為策略

s 的一個策略點。例如下圖的策略為 s = (1, 3, 4, 7, 2, 5, 8, 10, 6, 9) 

 

                                   圖 2 策略 s 的策略點 

     顯然的，策略點分佈的位置在任一行及任一列都恰只有一個。 

    

    (m, n)-遊戲時，我們先說明：A 所擁有的第 i 小的牌與 B 所擁有的 n 張牌做比較時，

會是 B 方手中第 j 大的牌的情況有 2
m
nC ⋅ 1n i j

n iC − + −
− ⋅ 1

n i j
iC + −
− 種。 

    首先，從 m 中選出 2n 張牌，方法數有 2
m
nC ；這 2n 張牌平分給 A、B 後，先考慮比 A

方第 i 小的牌數字大的牌：在 A 方中有 n-i 張，在 B 方中有 j-1 張，故 A 有(n-i)+( j-1)中的

n-i 張的情況數為 1n i j
n iC − + −
−  ；再考慮比 A 方第 i 小的牌數字小的牌：在 A 方中有 i–1 張，在

B 方中有 n–j+1 張，故 A 有(i–1)+(n–j+1)張中的 i–1 張的情況數為 1
n i j
iC + −
− 。因此共有

2
m
nC ⋅ 1n i j

n iC − + −
− ⋅ 1

n i j
iC + −
− 種情況。 

由以上結果知：A 所擁有的第 i 小的牌與 B 所擁有的 n 張牌做比較時，會是 B 方手中

第 j 大的牌的機率為 

      
1

2 1
2

2

m n i j n i j
n n i i

m n
n n

C C C
C C

− + − + −
− −⋅ ⋅
⋅

=
1

1
2

n i j n i j
n i i

n
n

C C
C

− + − + −
− −⋅  

令 fij = 1n i j
n iC − + −
− ⋅ 1

n i j
iC + −
− ，並且定義 

定義 1-2. (m, n)-遊戲基本矩陣及增廣矩陣 
      (1) (m, n)-遊戲 基本矩陣 F =[ ]ij n nf × ，其中 fij = 1n i j

n iC − + −
− ⋅ 1

n i j
iC + −
−   

      (2) (m, n)-遊戲 增廣矩陣 F* = ( 1)[ ]ij n nf × + ，其中 fi,(n+1)= 2n i
n iC −
−  

定義 1-3. 成本矩陣 

      (m, n)-遊戲的 B 方成本矩陣 G =[ ]ij n ng × ，其中 gij =
1

j

ik
k

f
=
∑   
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    由定義 1-3 知，A 方第 i 小的牌勝過 B 方中第 j 大的牌的機率，是 A 方第 i 小的牌排在 B

方時會是第 1 到第 j 大的牌的機率之總和，即 1 2
2

i i ij
n

n

f f f
C

+ + +
 

定義 1-4. 策略成本與最佳策略 

設 s = (s1, s2,…, sn)是一重排，則 (m, n)-遊戲中的 B 方在策略 s 的成本為 

       C(s)=
1

i

n

i ,s
i

g
=
∑ 。 

所有策略中使得策略成本最小的策略稱為最佳策略。 

 

以(6, 3)遊戲為例，基本矩陣為 

3 3[ ]ijf × = 

2 3 4
2 2 2

2 4 2 3 3 2
1 1 1 1 1 1

5 4 3
2 2 2

C C C
C C C C C C

C C C

 
 
 
  

=
1 3 6
4 6 6

10 6 3

 
 
 
  

 

B 方的成本矩陣為 

3 3[ g ]ij × = 
1 4 10
4 10 16

10 16 19

 
 
 
  

 

若策略 s = (1, 2, 3)時，策略成本為 g11 + g22 + g33 = 30 

 

    我們的目標是找出(m, n)-遊戲中的最佳策略。在文獻 R. Chawtwin, D.Mackenzie [1]中，

對於(2n, n)-遊戲，有給出最佳策略。顯然，(2n, n)-遊戲的結果也可以推論到(m, n)-遊戲的

情形，其中 m ≥ 2n。事實上，文獻[1]中利用了(2n, n)-遊戲中成本矩陣的良好對稱性，及透

過許多複雜的數學恆等式，得到(2n, n)-遊戲的結果。但在 K-優勢以及和局的情形中，成本

矩陣都沒有[1]中的對稱性，所以[1]中的一些關鍵方法都不能使用，因此，我們發展了自己

的技巧，在沒有良好對稱性下仍然得到一些結果。 

 
二、文獻回顧 

   在文獻[1]中有下列主要結果： 
引理 1. (2n, n)-遊戲的成本矩陣 G =[ g ]ij n n× 滿足 

     1. gij = gji 
     2. gij = gn+1−j, n+1−i = 2n

nC  

       3a. gij + gn+1−i, n+1−j ≥ gi, n+1−i + gj, n+1−j 

       3b.若 i, j, k, l 滿足 i < k, j < l, i + l ≤ n + 1 且 k + j ≤ n + 1，則 gij + gkl ≥ gil + gkj 

       3c.若 i, j, k, l 滿足 i < k, j < l, i + l ≥ n + 1 且 k + j ≥ n + 1，則 gij + gkl ≤ gil + gkj 
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定理(Optimal strategy for One-Round War).  

(2n, n)-遊戲中，當 n ≥ 3 時，若令 ， 

其中 ，則 B 方的策略成本在犧牲 張牌的策略有最小值。 

 

三、基本矩陣及成本矩陣的性質 

    (m, n)-遊戲中，基本矩陣具有一些對稱性。我們以幾何的方式重新証明了[1]的結果。 

 
性質 3-1. (m, n)-遊戲基本矩陣 F =[ ]ij n nf × 滿足 

        (1) fij = fn+1−i, n+2−j，其中 j > 1 
        (2) fij = fi+1, j，其中 i + j = n + 1 
        (3) fi1 + fi2 +…+ fi, n+1= 2n

nC  

  証明：(1)是顯然的。 
        (2)若 i + j = n + 1，因為 fi,j = 1

1
n i j n i j
n i iC C− + − + −
− −⋅ = 2( 1) 2 1

1 1
j i

j iC C− −
− −⋅  

fi+1,j = 2 1
1

n i j n i j
n i iC C− + − + + −
− − ⋅ = 2 3 2

2
j i

j iC C−
− ⋅  

          又， 2( 1) 2 1
1 1
j i

j iC C− −
− −⋅ = 2 3 2

2
2 2

1 2
j i

j i
j iC C
j i

−
−

−
⋅

−
= 2 3 2

2
j i

j iC C−
− ⋅ ，可得証(2) 

(3)若規定 0
0C = 1，則 fi1 + fi2 +…+ fi, n+1= 1

1
0

n
n i k n i k
n i i

k
C C− + + − −

− −
=

⋅∑ = 2n
nC   

 
性質 3-2. 增廣矩陣 F* = ( 1)[ ]ij n nf × + 滿足：對所有 0 ≤ k ≤ n − 1 

 f1, n+1−k + f2, n+2−k +…+ fk+1, n+1 = 21
2

n
nC  

         証明置於附錄。 
 
以n =6 的增廣矩陣為例 

     
 
性質 3-3. 基本矩陣 F =[ ]ij n nf × 滿足：fij + fi+1, j+1 = fi−1, j + fi, j+1，其中 i + j = n + 1, 2 ≤ i ≤ n − 1 

         (1) fij = fi+1, j，其中 i + j = n + 1, 1 ≤ i ≤ n − 1 

(2) fij + fi+1, j+1 = fi−1, j + fi, j+1，其中 i + j = n + 1, 2 ≤ i ≤ n − 1 

(3) fi−1, j−1 + fij + fi+1, j+1 = fi, j−1 + fi+1, j + fi+2, j+1，其中 i + j = n + 1, 2 ≤ i ≤ n − 2 

(4) fi−1, j−1 + fij + fi+1, j+1 + fi+2, j+2 = fi−2, j−1 + fi−1, j + fi, j+1+ fi+1, j+2， 

其中 i + j = n + 1, 3 ≤ i ≤ n − 2 
(5) ，其中 i + j = n + 1, s + 1 ≤ i ≤ n − 1− s 

(6) ，其中 i + j = n + 1, s + 1 ≤ i ≤ n − s 
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同樣以n = 6的情形為例，性質3(3)即為  

f14 + f25 + f36 = f24 + f33 + f46 

f23 + f34 + f45 = f33 + f44 + f55 

f32 + f43 + f54 = f42 + f53 + f64 

 
性質 3-3 等同於下列組合的恆等式  

       (2)  

       (3)  

           

       (4)  

           
(5)  

       (6)  

 
    我們証明(3)如下，其他的部份，留在附錄中。 

下圖 3 由方格組成的圖形，考慮由左下角出發，每次只能往右或往上到達右上角的路徑  

        左下角  右上角  

        左下角  右上角  

        左下角  右上角  

        左下角  右上角  

 圖 3 

因此路徑總數為 

      。 

同樣的，路徑總數也可以分成 

        左下角  右上角  

        左下角  右上角  
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        左下角  右上角  

        左下角  右上角  

因此路徑總數為  

所以  

          ＝  

故性質 3-3(3)成立。 

 
性質 3-4. 基本矩陣 F =[ ]ij n nf × 滿足 

fn, 1 = fn−1, 1 + fn−1, 2 = 1
1

s

n s ,k
k

f + −
=
∑ = 21

2
n

nC ，1≤ s ≤ n 

          性質 3-4 的証明置於附錄。 

 
引理 3-1. (Z 字中心性質) 基本矩陣 F =[ ]ij n nf × 滿足 

1 1

0 0

s s

i , j k i s , j k
k k

f f
− −

− + −
= =

=∑ ∑ ，其中 i + j = n + 1, s ≤ n − i 

 
引理 3-2.(Z 字左偏性質) 基本矩陣 F =[ ]ij n nf × 滿足 

1 1

0 0

s s

i , j k i s , j k
k k

f f
− −

− + −
= =

≤∑ ∑ ，其中 i + j < n + 1, s ≤ n − i 

 
引理 3-3.(Z 字右偏性質) 基本矩陣 F =[ ]ij n nf × 滿足 

1 1

0 0

s s

i , j k i s , j k
k k

f f
− −

− + −
= =

≥∑ ∑ ，其中 i + j > n + 1, s ≤ n − i 

 

由引理 3-1~3-3 可得[1]中的引理 1， 進一步得到[1]中的主要結論。 

 

四、K-優勢 

1.說明及定義 

    進行(m, n)-遊戲，若 B 方的 n 張牌中有 K 張牌面的數字是全副牌中最大的，則此時的

成本矩陣將有所不同。我們定義 K-優勢矩陣、增廣 K-優勢矩陣、K-優勢成本矩陣如下： 

 
定義 4-1. K-優勢矩陣、K-成本矩陣及 K-策略成本 

      (1) K-優勢矩陣 H(K) =[ ]ij n nh × ，其中 1
1

0                            
    ij n i j K n i j

n i i

, j K
h

C C , j K− + − − + −
− −

≤
= 

⋅ >
 

      (2)增廣Ｋ-優勢矩陣 H*(Ｋ) = ( 1)[ ]*
ij n nh × + ，其中

2

       

,   1
ij*

ij n i
n i

h , j n
h

C j n−
−

≤= 
= +
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      (3)Ｋ-成本矩陣Φ(Ｋ) =[ ]ij n n×φ ，其中
1

j

ij it
t

h
=

φ =∑  

         由φij 的定義可知 φ1j <…< φij <φi+1,j <… < φnj 

(4) B 方在策略 s 下的 K-成本為 cＫ(s)
1

i

n

i ,s
i=

= φ∑   

(5)  

        其中令 0
0 1C = 。 

 
當 j > K 時，考慮 hij 與 hi+1,j 的比值。 

若
1

1ij

i , j

h
h +

≤ ，可得 ，化簡得 ， 

故得
1

1
ni n j

n K
−

≤ − ⋅
− +

。顯然的，
1

1
nn j

n K
−

− ⋅
− +

的值會隨著 j 的值遞減而遞減。 

若規定α (n,Ｋ, j) [ 1 ( 1)nn j K
n K
−

− ⋅ − −
−

]，其中[ ]為高斯符號，我們可以得到以下引理。 

 

引理 4-2.  
n、Ｋ為正整數，其中Ｋ< n，Ｋ-優勢基本矩陣 H(Ｋ) =[ ]ij n nh × ，若令 

α (n,Ｋ, j) [ 1 ( 1)nn j K
n K
−

− ⋅ − −
−

]，其中[ ]為高斯符號, 

則 (1)當 i < α (n,Ｋ, j)時，hij < hi+1,j 

   (2)當 i > α (n,Ｋ, j)時，hij > hi+1,j 

   (3)若 1
1

nn j
n K

−
− ⋅

− +
為整數，則 hi,α (n,Ｋ, j) = hi+1,α (n,Ｋ, j)+1  

註：對所有正整數 n、Ｋ，其中Ｋ< n，α (n,Ｋ, j) + j ≥ n + 1。 

  若 n,Ｋ值固定，α (n,Ｋ, j)的值隨 j 而遞減。 

定義 4-3. n×n 的方格的子集合如下 

                

       

          
   為了方便，我們把 n×n 的方格分成兩個部份 

          及  
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定義 4-4.  

(1)若 i < k ≤ n，且 j < l ≤ n， 

     , 
       , 

    我們也稱  為矩形 ： 對角差，並記為  

(2)階梯形區域 ： ,  

    其中 a1 < a2 <… < as，b1 < b2 <… < bs，則階梯形區域 的對角差 
         

 

因為每個階梯形區域都可以正好分割成數個矩形區域  

                , 

如圖 4 

 

 

 

              

          

                圖 4 

 
引理 4-5. n、Ｋ及 k 為正整數，其中 i < k ≤ n，j < l ≤ n   

     (1)當 i < α (n, K, j) 時，  

     (2)當 i ≥ α (n, K, j) 時，  

     (3)當 i + j = n + 1, α (n, K, l)+1 < i ≤ n −Ｋ時， 
     即若 (i −1, j)∈NW Coner, (i, j)∈MAD line, (i−1, l), (i, l)∈D1 時，  

     (4)當 i + j = n , α (n,Ｋ, j) < p ≤ n −Ｋ時， 
     即若(i, j)∈NW Coner, (i, j +1)∈MAD line, (p, j), (p, j+1)∈D1 時，  

証明：(1)(2)當 i < α (n, k, j)時 

         ，其中 H(Ｋ) =[ ]ij n nh × 是Ｋ-優勢矩陣 

         利用  
             
        可得上面結果。 

    (3)(4)直接計算可得。 
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引理 4-5.可以進一步推廣。考慮一個集合{Ps | 1 ≤ s ≤ 8} 
考慮 P1(1, 6), P2(1, 4), P3(2, 4), P4(2, 3), P5(4, 3), P6(4, 1), P7(5, 1), P8(5, 6)這些點， 

將 P1, P2, P3, P4, P5, P6, P7, P8, P1 連起來會形成一階梯形區域 L。 

引理 4-6. (1)若階梯形區域 L 的頂點皆在 D0 區域，則  

(2)若階梯形區域 L 的頂點皆在 D1 區域，則  

定理 1. 假設策略 使得 K-成本 為最小， ， 

         若 ，則  

         若 時，則 。  

       即最佳策略 的策略點集在 D0 區域是左下右上排列；在 D1 區域中為左上右下排列。 
     

  假設策略 為最佳策略，因為策略點集在每一行都恰有一個，所以恰有Ｋ個策略點成本

為 0。底下我們証明這Ｋ個策略點落在區域    

              。 
策略點(n, sn), sn > K，則至少有一個策略點(p, sp), p ≤ n –Ｋ  

由Ｋ-成本矩 的遞增性質： ，得 。 

  令策略 ，則策略 的Ｋ-成本將更小。 

           
              圖 6(a)                                       圖 6(b) 

 依此邏輯類推，可得到：最佳策略 恰有Ｋ個策略點成本為 0，且落在區域    

              。 

定理 2. 若策略 使得Ｋ-成本 為最小，則 恰有Ｋ個策略點成本為 0，且落在區域   
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 由定理 1、2，我們可以更進一步推出以下定理 3： 

定理 3.若策略 為最佳策略，則 的策略點中有Ｋ個策略點落在區域 

              。 
      其他 n−Ｋ個策略點的分佈為 

        區域 D0：  

        區域 D1： 。 
                       

 

 

 

 

 

 
圖 7 

 

証明：若策略 在區域 D1 中有策略點，由定理 1 可知 D1 中的策略點是左上右下排列， 

      因此存在一策略點 ，使得對任何 在區域 中的其他策略點 ，都有   

         , 。 

    令策略點 ，  

   

 
    

直到 

  
    其圖形如下例： 

   圖 8 

取最外圍區域為一階梯形區域，令以 為對角的矩形為 (如圖 9) ; 

以 為對角的矩形為 。若 < n，則 存在；若 < n，則 存在。 
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若 存在，令 的另外兩個角為 Q2,Q3，則對應於策略點 , , 的策略

其 k-成本 為 k-成本 + ，而由引理 3-4(3)， ，故 不可

能有最低成本。 

若 存在，証明類似。 

所以若策略點在區域 D1，最右下角的策略點必為 ；排除此點，根據與前面相

同的討論，可以得到另一個區域 D1 中的策略點 ；依此類推，直到剩

下的策略點皆在區域 D0，再依每行每列者只有一個策略點以及定理 1 的結論：策略點

在 D0 是上升排列，可得定理 3。 

   圖 9 

定義 4-7.  
        

      

因此   

         
     

              
所以， 

   
                    

                    
    
以 n=10, K=2 為例(如下圖 10)， 

    =165+288+315+220=  

    =  

    22761=  
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  圖 10 

 由組合恆等式： 

性質 4-8.   

         
 可得 

        

定義 4-9.  

        
 
定理 4. Ｋ-成本的最佳策略其策略點分佈為： 

       K 個策略點落在區域 。  
       其他 n-K 個策略點的分佈為 

        區域   

        區域  。 
 

五、和局 

1.說明及定義 

進行(m, n)-遊戲時，兩方實力相差不大時視為和局，即若兩方的牌面數字相差為 1 的情形視

為兩方平手。此時考慮 A 所擁有的第 i 小的牌與 B 所擁有的 n 張牌做比較時，會是 B 方手

中第 j 大的牌的情況有 fij = 1n i j
n iC − + −
− ⋅ 1

n i j
iC + −
− ；而這之中 A 所擁有的第 i 小的牌與 B 所擁有的 n

張牌做比較時，剛好和 B 方中第 j 大的牌數字相差 1 的情形有αij = 1n i j
n iC − + −
− ⋅ 1

1
n i j
iC + − −
−  
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  令  

        
  則此時的成本矩陣將與 K-優勢的情形不同。我們定義和局矩陣、和局成本矩陣如下：  

 
定義 5-1. 和局矩陣、和局成本矩陣與和局策略成本 

        (1)和局矩陣 ： ,  

        (2)和局成本矩陣  , 其中  

         由 的定義可知 。      

(3) B 方在策略 s 下的和局成本為      

        Bn = [βij]n×n=

2 1 1 2 3 1
2 0 2 0 2 0

1 2 3 2 2 4 2
1 3 1 3 1 3
0 2 2 1 2 3 1 1
0 2 0 2 0 2

0 0
n n n n n
n n n

n n n n
n n n

n n n n
n n n

C C C C C C

C C C C C C
C C C C C C

− − − −
− − −

− − −
− − −
− − − −

− − −

⋅⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 
 ⋅⋅⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 
 ⋅⋅⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
 ⋅⋅⋅ 
 ⋅⋅⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 

 

考慮 與 的比值。若 ，可得 ，化簡可得 ， 

因此 n − i ≥ 1( 1)n j
n
−

−  

若 i + j = n + 2 ⇔ n − i = j − 2, j > 1，由
2 1
1

j n
j n
− −

≥
−

可得
1

1
n i n
j n
− −

≥
−

，即 n − i ≥ 1( 1)n j
n
−

− 。 

若 i + j = n + k ⇔ n − i = j − k, j ≥ k，由
1

1
j k n
j n
− −

≤
−

，當 k > 2 時，此時
1

1
n i n
j n
− −

<
−

。 

 
由前述討論可知，當 j 固定時， 的值會隨著 i 而變化： 

當 i 由 1 至 n+2−j 時， 遞增；當 i 由 n+2−j 至 n 時， 遞減。 

 圖 11 
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引理 5-2. n 為正整數，則(1)當 時， ; 

                (2)當 時， 。 

   

                           

 

 

 

 圖 12 和局矩陣  

 

引理 5-3. n 及 k 為正整數，若 ,  

(1)當 時，  

(2)當 時，  

(3)當 ,  時，  

(4)當   時，  

証明：(1)、(2)類似於引理 4-4.(1)(2)。 ，可得。 

    (3)和局矩陣 Bn = [βij]n×n 如下： 

                    

      當 時， 
         =  

                

               

               ， 

   又由 ，因此  時 。當  時，考慮 

             

    (4)因為  
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為了方便，我們把 n×n 的方格分成兩個部份 

    及  

   

沿用定義 4-5 n×n 的方格的子集 、 、 ，類似於 K-優勢中的情形，

由引理 5-3(1)~(2)可以推得 

 

定理 5.若策略 為最佳策略，  

       若 ，則 ； 

       若 時，則 。  

     即策略 的策略點集在 區域是上升排列；而在 區域中為下降排列。 
     

若策略 s 在區域 中最右下角的策略點為 ， , 則必有一策略點 位於區

域 ，考慮一新策略 把策略點 更換成策略點 ，其餘策略點與策略 維持

相同，則和局成本  (引理 5-4.(3))。若策略 s 在區域 中

最右下角的策略點為 ， , 則必有一策略點 位於區域 ，考慮一新

策略 把策略點 更換成策略點 ，其餘策略點與策略 維持相同，則和

局成本  
                 (引理 5-4.(4))。 

依前述方法可推出若策略點在區域 ，必為 。排除區域 的策

略點，因為每行每列者只有一個策略點以及定理 5 的結論策略點在 是上升排列，因此，若

策略 使得和局成本 最小， 的策略點必定滿足： 

定理 6.若策略 使得和局策略成本 為最小，策略 的策略點分佈為 

     區域  及  

     區域  。 

定義 5-4.  

            

        

考慮所有滿足定理 5 的策略，其 為 

   
  

因此  
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由下列組合恆等式 

性質 5-5.  

        
故可得 

     

定義 5-6.  

         

定理 7. 最低和局成本的策略其策略點分佈為 

       區域  及  

       區域  。 

六、和局 估計 
    接下來，我們將對和局及K-優勢中定義 5-7及定義 4-11中的  

 和 進行估計。 

性質 6-1.若 n 為正整數, k 為非負整數，0≤ k ≤ n，則比值  隨 k 值增加而遞增。 

    當 k = 0 時，比值為
1
n
。k < [

2
n ]時，比值< 1；k > [

2
n ]時，比值>1。 

証明：考慮  ，可得。 

性質 6-2.已知 ，當 m ≥
2
n
時，  

証明：  為恆等式， 

當 m ≥
2
n
時，由性質 6-1 可知   

  故可得 。 

性質 6-3. (Stirling 公式) 

 ，即：當 n 很大時，  
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考慮  

若 ，由 Stirling 公式，我們可以估計 

 

    

   

   

       

令  

      

則  

       

當 時， ；當 時，  

由 的正負，可知 

 時，  遞減；  時，  遞增。 

故 在區間(0,1)的最小值為  

, ， 

在區間 ， ； 在區間 ，  

 因此若令 ，則當  時，  
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引理 6-4. 若 ， ， 

則對任何正數 ，都可以找到 ，使得若 時， 。 
 

從引理 6-4 可以了解，  時， 

 或 與  相比都微不足道。 

因此我們有底下結果： 

引理 6-5. 如定義 5-7。若 ，可以找到整數 ，使得若 時， , 

      即  . 

性質 6-6.  則 

                  

証明： ， 

    令 , 由性質 6-1，  

    所以  

            (  

引理 6-7. , 若  則 

                            

証明：我們分成個步驟証明，若 ，則 

 (1)  

(2)  

(3)  

是方程式 中較大的根， 

因此 時， ，故(1)成立。 

由(1) ，所以 > ，即得(2)。 
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(3) , 所以 。 

由[3]中公式(3.9)  可得結果。 

引理 6-8. , 若 , 則 

                       

 証明：類似於引理 6-7 的証明可得。 

 

定理 8. 如定義 5-7，對任何大於 1 的正數 C, 則當 很大時 

           。  

証明：先考慮 的上界： 
    首先，由引理 6-5 知 ，因此由性質 6-2 知道  

    

    再由性質 6-6 可知  

 回顧 ，可得 

  

 再由引理 6-8 知，若  時 ,  

 因此得    

 再由引理 6-8 知，若  時 ,  

 因此得   
 接著考慮 的下界： 

 若 , 考慮  
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      若 ，  

      因此 前半，  

      而另一方面 , 令  

     故 ，且 時 

     , 因此 為 的下界 

 
 
肆、研究結果與討論 
一、不論是(m, n)-遊戲、k-優勢與和局模型，所有的策略都有 n!種。隨著 n 的增加，n!是很大

的數，例如 , 要在這些策略中找出成本最低的策略，是一件很可怕

的事。我們的方法把情況縮小到 n 個策略中找，結果如下：    

 
             圖 13(左) K-優勢策略的策略點分佈  (右)和局策略的策略點分佈 

     與在文獻[1]中，(m, n)-遊戲的情形不大相同 

 

二、在文獻[1]中 算的是：Ｂ方 的值是Ｂ方不犧牲的牌數為何時，有最低失敗成本。

所以，換算要犧牲的牌數為 及 。由定理 8，要犧牲多少牌，以

獲得最低失敗成本；定理 4.及定理 7 中的 

            。  

   

我們依 Mathematica 計算和局情況下最佳策略時，犧牲牌數如下表： 
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和局策略      
n 4 5~9 10~15 16~23 24~31 

 0 1 2 3 4 

n 32~40 41~50 51~60 61~72 73~84 
 5 6 7 8 9 

n 85~97 98~111 112~125 126~141 142~157 
 10 11 12 13 14 

n 200 250 300 400 500 
 17 20 22 26 30 

n 600 700 800 900 1000 
 34 37 41 44 46 

      
 
 在 時，  的值與 是很相近的。 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 
 
 
 
 

和局策略 與 比較 

n 16 24 32 41 51 
 3 4 5 6 7 

 3.74 4.9 5.91 6.93 7.95 

n 61 73 85 98 112 
 8 9 10 11 12 

 8.89 9.93 10.91 11.9 12.9 

n 126 142 200 250 300 
 13 14 17 20 22 

 13.86 14.89 18.27 20.86 23.22 

n 400 500 600 700 800 
 26 30 34 37 41 

 27.48 31.29 34.78 38.01 41.05 

n 900 1000    
 44 46    

 43.92 46.66    
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三、K-優勢的情況則更為複雜及有趣，根據定義 4-11 及定理 4，我們計算 n=100 及 n=200 時，

有最低失敗成本時，不同的 K 值所對應的犧牲牌數如下：  

 

上面兩個表中，我們有一些觀察： 

(1)當 K=1 時，  

因此  的值與和局策略相同，此時， ， 

猜想  大約也是  的形式。 

(2) 時，最小的 K 值，大約使得
1
2

K
n
= ，這是很有趣的現象，即當 B 方手

上有一半是好牌，不犧牲任何牌的策略才開始會是好策略。以玩牌的經驗來看，這機率實

在太低。 

(3)另外，當 K 的值變大，K 值的變動( )對犧牲牌數  的值影響越小。 

(4)我們原先想像
K
n
相當時，  的值也會相當，但從上表看來，  的

值與
K
n
並沒有這樣的關係(但(2)時的

1
2

K
n
= 除外)。 

n=100      

K 1 2~3 4~5 6~7 8~10 

n+1-K-  11 10 9 8 7 

K 11~13 14~17 18~21 22~26 27~34 

n+1-K-  6 5 4 3 2 

K 35~48 49~    

n+1-K-  1 0    

n=200      

K 1 2~3 4~6 7~8 9~10 

n+1-K-  17 16 15 14 13 

K 11~13 14~16 17~19 20~22 23~26 

n+1-K-  12 11 10 9 8 

K 27~30 31~35 36~41 42~48 49~58 

n+1-K-  7 6 5 4 3 

K 59~72 73~98 99~   

n+1-K-  2 1 0   
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伍、結論與應用 
一、對於和局的情形，若將數字差在 2,3,4,..,等等以內視為和局，是否情況上會與本文中討論

的情形有本質上的不同也是我們很關心的，希望在不久的未來，我們也能得到一些進展。 

二、本文假設的情境中 B 方需要知道 A 方的策略，但在真實世界中不太可能發生。若考慮有

三方 A, B, C，其中 A 方的策略已知，但 B 及 C 方各有策略，以 B 方的立場來想，在 C

方的各種可能策略中，B 方的最佳策略各是什麼？是否存在 B, C 互利的策略選擇？這些

是我們未來想探討的問題，而本文的結果提供了一個基礎起點。 

 

陸、參考文獻 
1.Richard Chawtwin, Dana Mackenzie, How to Win at (One-Round ) War  

 The COLLEGE MATHEMATICS JOURNAL Mathematics vol.46  No.4  (2015), 242-253.  
2.翰林高中數學 2 (排列組合) 

3.L. Lovasz, J.Pelikan, K.Vesztergombi, Discrete Mathematics Elementary and Beyond  

QA39.3 L68(2003) ISBN 0-387-95584-4 
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附錄 

1.性質 3-2 的証明： 
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2.性質 3-4 的証明： 

 
  

      , 因為 ，所以  

 

 
 

       , 因為 ，所以  

       由性質3-3 (2) 可得  

       因此  
       類似方法可得性質3-4其他情形。 
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Consider the case for n = 12 and K – stratege   no := 12  K := 3 

 

Consider the case for n = 12 and K – stratege   no := 10  K := 2 
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Consider the case for n = 7 and 和局 

 

Consider the case for n = 8 and 和局 
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Consider the case for n = 9 and 和局 

 

Consider the case for n = 10 and 和局 

 

 



作品海報 

【評語】050403  

這是一個對局論的問題，也是基本田忌賽馬問題之延伸。作者

先建立一個策略矩陣，再從中建立基本矩陣與增廣矩陣，以供分析

最佳策略之用。特別在分析 K-優勢策略，作者引進階梯形區域對

角差觀念，儘管沒有成本矩陣的對稱性，仍可以分析出最佳策略落

在右上方梯形區域內，在透過建立一些解析不等式去篩選最佳策略。

儘管這樣仍然無法完全解決最佳策略，對於和局的定義也太過限縮

(差距為 1只是其中的一個部分)，作者仍然在這件作品中展現出不

錯的創意與數學成熟度。最後，本研究在文獻探討部分中，需說明

參考資料中第 1及 3筆英文文獻與本研究有何相關？又須說明那些

部分是本研究的自創。 

C:\Users\ShariChen\Desktop\NSF\排版\050403-評語 

 



       相傳戰國時代，將軍⽥忌和齊威王賽⾺，孫臏建議：「以下⾺對齊威王的上⾺︔再以上⾺對他的中⾺，最後以中⾺對他的       

下⾺。」這樣的對局中，孫臏犧牲⼀⾺的策略最是佳的。 

若令矩陣� ，� 表⽰所有分配中，A⽅中第i⼩的數勝過B⽅中第j⼤的數的全部情形總數。
⽥忌賽⾺的例⼦中的策略，是A⽅最⼩對B⽅第2⼤︔A第2⼩對上B⽅最⼤︔A⽅第3⼩對上B⽅
第3 ⼤。因此A獲勝的期望值為
                                                           �

  我們打算
1.找出對⼀般n對n時B⽅輸得最少的策略又稱最佳策略。
2.接著再論如果B⽅⼿上有k張⼤牌時(K-優勢)，最佳的策略會是什麼?               

3.以及如果有些牌實⼒相當時(和局)最佳的策略又是什麼。                                                                           圖1 策略s的策略點

定義1-1.  策略 

          B⽅的策略� ，其中� 。顯然策略點的位置在任⼀⾏及任⼀列都恰只有⼀個。              

! -遊戲 

考慮A，B兩⽅對局，�  張牌中，A、B兩⽅都各有其中n張牌。A⽅第i⼩的牌在B⽅中為第j⼤的牌之情況數為    

 � ︔�

       (1) 基本矩陣 �

    (2) B⽅的成本矩陣� , 其中�  ，策略成本為�

� -遊戲(文獻[1])： 
定理(Optimal strategy for One-Round War).		

         � 遊戲中，若� ，若令�  ，則B⽅犧牲� 張牌的策略有最⼩
值。

 顯然，� -遊戲的結果也可以推論到� -遊戲的情形(� 。

 性質3-3. 基本矩陣 F� 滿⾜:

(1)�

(2)�

                  
                                                                                                                                                           圖2
                                                                                                         

 引理3-1,2和3. (Z字中⼼性質、Z字左偏、右偏性質 ) 基本矩陣 F� 滿⾜: 

   �     (Z字中⼼)

    � ︔ (Z字左偏)

� �  .      (Z字右偏)

定義4-1.

        (1) K-優勢矩陣 � ：�

         (2) K-成本矩陣 �  , 其中 �       (令� )。	

       !  

定義4-3.  若� , 且� ，                                                                                                                               圖3

                  � ︔  矩形 ：對⾓角差並記為  

                                                                                

 

[gij]3×3
 gij

1
C6

3
(g12 + g21 + g33)

s = (s1,  s2,  ⋯,  sn) s(i) = si,   i = 1,2, 3,⋯, n

(m, n)
m (m ≥ 2n)

fij = Cn−i+j−1
n−1 ⋅ Cn+i−j

i−1 定義
F = [ fij]n×n

G = [gij]n×n
gij =

j

∑
k=1

fik c(s) =
j

∑
k=1

gisi

(2n, n)

(2n, n) n ≥ 3 k* = k*(n) = max
k

{k |gn+1−k,n+1−k − △ Sn+1−k ≤ 0} k*(n)

(2n, n) (m, n) m ≥ 2n)

  = [fij]n×ns

∑
k=−s

fi+k,j+k =
s

∑
k=−s

fi+1+k,j+k, i + j = n + 1,s + 1 ≤ i ≤ n − 1 − s
s

∑
k=−s+1

fi+k,j+k =
s

∑
k=−s+1

fi+1+k,j+k, i + j = n + 1,s + 1 ≤ i ≤ n − s

  = [fij]n×n
s−1

∑
k=0

fi,j−k
 

=
s−1

∑
k=0

fi+s,j−k
 

 ,  i + j = n + 1, s ≤ n − i

s−1

∑
k=0

fi,j−k
 

≤
s−1

∑
k=0

fi+s,j−k
 

 , i + j < n + 1, s ≤ n − i

s−1

∑
k=0

fi,j−k
 

≥
s−1

∑
k=0

fi+s,j−k
 

 ,  i + j > n + 1, s ≤ n−i

H (n, K) = [hij]n×n
hij = {

0 j ≤ K
Cn−i+j−K−1

n−i ∙ Cn+i−j
i−1 j > K

Φ(n, K) = [ϕij]n×n
ϕij =

j

∑
k=1

hik C0
0＝1

H(n, K)  = [hij]n×n
=

0 ⋯ 0 Cn−1
n−1Cn−K

0 Cn
n−1Cn−K−1

0 ⋯ C2n−K−2
n−1 C1

0

0 ⋯ 0 Cn−2
n−2Cn−K+1

1 Cn−1
n−2Cn−K

1 ⋯ C2n−K−3
n−2 C2

1
⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯
⋯
0 ⋯ 0 C0

0C2n−K−1
n−1 C1

0C2n−K−2
n−1 ⋯ Cn−K−1

0 Cn
n−1

i < k ≤ n j < l ≤ n

Δϕ(i, j, k, l) = (ϕij + ϕkl) − (ϕkj + ϕil) Γ ΔϕΓ

壹、目的及介紹

貳、文獻結果及成本矩陣的對稱性

參、K-優勢	(若B方有K張最大的牌) 

n − μ*



                                                                               

定義4-4.  �  中的⽅格點�

         ;  ;       

        及    其中  (! ). 

 引理4-5.  正整數n,K及k，若若 ,                           

 (1)當   時，  ；  

 (2)當   時，  . 

 (3)若若  , ,  時，則  . 

 (4)若若  , ,  時，則  . 

   

                                                                                                               圖5                                                                                                                                            圖6

                            

                                                          圖7                                                                                                                   圖8 k-優勢策略的策略點分佈 

 

           定理4.    最低k-成本的策略其策略點分佈如圖8。
 

               定義4-9. 

                               �

                              
                                  �

                      

                                                                                                                                                                                   圖9  可能的最佳策略略的成本 與 的差值 

 

 
定義5-1. 

              (1) 和局矩陣 � ：� , 

                      (2) 和局成本矩陣 �  , 其中 �

定理7.    最低和局成本的策略其策略點分佈如圖10

定義5-7. 

                

                   �  

                                                                                                                                                             圖10

n × n (i, j)

 NW Coner = {(i, j) | i + j < n + 1} SE Coner = {(i, j) | i + j > n + 1} MAD line = {(i, j) | i + j = n + 1}
D0 = {(i, j) | i ≤ α(n, K, j)} D1 = {(i, j) | i > α(n, K, j)} α(n, K, j) := [n −

n − 1
n − K + 1

⋅ j]
hij

hi+1, j
≤ 1

i < k ≤ n j < l ≤ n
i ≤ α(n, K, j) Δϕ(i, j, k, l) > 0

i ≥ α(n, K, j) Δϕ(i, j, k, l) < 0

(i − 1,j) ∈ NWConer (i, j) ∈ MAD line (i − 1,l), (i, l) ∈ D1 Δϕ(i − 1,j, i, l) < 0

(i, j) ∈ NWConer (i, j + 1) ∈ MAD line (p, j), (p, j + 1) ∈ D1 Δϕ(i, j, p, j + 1) < 0

ω(m) = C2n−K+1
m−1 + C2n−K+1

m−3 + … + C2n−K+1
m+1−2[ m + 1

2 ]
−

m−1

∑
j=0

Cn
j Cn−K

j

λ* = min
1≤m≤n−K

{m | ω(m) ≥ 0}

cϕ(m) cϕ(m − 1)

Bn = [βij]n×n
βij = {0                                     i = 1

Cn−i+j−1
n−i ∙ Cn+i−j−1

i−2   i > 1

Ψn = [ψij]n×n
ψij =

j

∑
k=1

βik

χ(m) = C2n
m−1 + C2n

m−3 + … + C2n
m+1−2[ m + 1

2 ] −
m−1

∑
j=0

Cn
j Cn−1

j

μ* = min
1≤m≤n

{m | χ(m) ≥ 0}

肆、和局 (若兩方的牌面數字相差為一的情形視為兩方平手)	



 性質6-1. 若n為正整數, k為非負整數, � ，則比值 �  隨k值增加⽽遞增。

   性質6-2.   � ，且當�  時，� 。

   性質6-3.  (Stirling公式)  � ，即當�  很⼤時，� 。

        考慮 若� 時，由Stirling公式，我們可以估計

                   �    (� )

引理6-4. 若� ，則對任何正數� ，都可以找到� ，使得若� 時，� 。    
          

          令 � ，顯然 �

由性質6-1，�     

          所以� � �

性質6-6. �  則 �

   引理6-7. � ,  則  � .   

                            証明分成3個步驟 � ，�  ，則

(1) �  。 (� 是⽅程式� 較⼤的根)

(2) �

(3) 由[3]中公式(3.9) �     

引理6-8.   �   , 則  �  .

定理8.   � 如定義5-7，則當� 很⼤時, 

                                               �  .

1.不論是� -遊戲、K-優勢遊戲或和局模型，策略都有�  個，例如� 時，� , 要在這些策略中找出成本
最低的，是⼀件很可怕的事，定理4,7把情況縮⼩到� 個策略中找。再由定理8可知和局情況下最低失敗成本時，犧牲牌數如下
表：

                                                                                     表11 

2.要有多少張⼤牌才使得不犧牲任何牌的策略是最佳? 從n=100及200的觀察可知是K=n/2

3.K=1時，�

                                                                                              表12	

1.Richard Chawtwin, Dana Mackenzie, How to Win at (One-Round ) War  The COLLEGE MATHEMATICS JOURNAL Mathematics vol.
46  No.4  (2015), 242-253. 

2.L. Lovasz, J.Pelikan, K.Vesztergombi, Discrete Mathematics Elementary and Beyond  QA39.3 L68(2003) ISBN 0-387-95584-4

0 ≤ k ≤ n
Cn

k

Cn
k+1

n−1

∑
j=1

Cn
j × Cn−1

j = C2n−1
n m ≥

n
2

m−1

∑
j=1

Cn
j × Cn−1

j >
1
2

C2n−1
n

  lim
n→∞

n!

2πn ∙ ( n
e )

n = 1,   n n!~ 2πn ∙ ( n
e )

n

m = αn,  0 < α < 1/2

C2n
m

Cn
mCn−1

m
≈ 2π ×

2α(1 − α)n((1 − α)n − 1)
(2 − α)(n − 1)

 βn 0 < β = F(α) < 1

m = αn, 0 < α < 1/2 ε > 0 N = N(α) n ≥ N  C2n
m ≤ εCn

mCn−1
m

r =
C2n

m−1

C2n
m

=
m

2n − m + 1
0 < r < 1

C2n
m−t = C2n

m ×
C2n

m−1

C2n
m

×
C2n

m−2

C2n
m−1

× . . . ×
C2n

m−t

C2n
m−t+1

≤ C2n
m rt

C2n
m−1 + C2n

m−3 + ⋯ + C2n
m+1−2[ m + 1

2 ]
< C2n

0 + C2n
1 + … + C2n

m−1≤(r + r2 + . . . )C2n
m =

r
1 − r

C2n
m =

n − t
2t + 1

C2n
m

m = n − t,  t > 0 C2n
m−1 + C2n

m−3 + ⋯ + C2n
m+1−2[ m + 1

2 ]
≤

n − t
2t + 1

C2n
m

t ≥ nln n + ln n
C2n

n

C2n
n−t

>
4(n − t)
2t + 1

m = n − t t > t+ , t+ =
ln n + (ln n)2 + 4nln n

2
t2 > (n + t)ln n t+ t2 − (n + t)ln n = 0

e
t2

n + t >
4(n − t)
2t + 1

C2n
n

C2n
n−t

> e
t2

n + t

t < nln n
1
3 −

1
2

ln n
1
3

C2n
n

C2n
n−t

< ln n
1
3

 μ* n
1
3

nln n −
1
6

ln n < n − μ* < nln n + ln n

(m, n) n! n = 100 100! ≈ 9.33 × 10157

n

n 16 24 32 41 51 61 73 85 98 112 126

3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

3.74 4.9 5.91 6.93 7.95 8.89 9.93 10.91 11.9 12.9 13.86

n 142 200 250 300 400 500 600 700 800 900 1000

14 17 20 22 26 30 34 37 41 44 46

14.89 18.27 20.86 23.22 27.48 31.29 34.78 38.01 41.05 43.92 46.66

�  與 �  比較n −  μ* 0.29nlnn

� 0.29nlnn

� 0.29nlnn

�n −  μ*

�n −  μ*

ω(m) = χ(m)

陸、研究結果與討論 

伍、和局下最佳策略的犧牲數估計	

柒、參考文獻	

n=100
K 18~21 22~26 27~34 35~48 49~

4 3 2 1 0
n=200

K 42~48 49~58 59~72 73~98 99~
4 3 2 1 0

�n − K + 1 − λ*

�n − K + 1 − λ*
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