
中華民國第 59屆中小學科學展覽會 

作品說明書 
 

 

國中組  數學科 
 

第三名 
 

030423-封面 

格子點的錯視全滿 
   

學校名稱：新北市立永和國民中學 

作者： 指導老師： 

國二 黃炳君 

 

徐佳安 

 

關鍵詞：群、Burnside定理、錯視全滿 

E:\中小科展_58屆\排版\030423-封面 



1 
 

摘要 

    本研究的內容關於：在一個三維的立方格子點(請見名詞定義)，在其中連接格線，使得從

每一面透視，行與列都被填滿格線，我們稱為錯視全滿。 

    我們想要找到達成錯視全滿的方法、方法數與旋轉下的相異方法數…… 

    對所有 𝑛 立方格子點，我們得出以下的結果： 

（一）達成錯視全滿至少需 3𝑛 條格線，且必有 3𝑛 格線達成的情況。 

（二）收集 𝑛 錯視點集合中所有點的骨架，必達成錯視全滿。稱為錯視解。 

（三）用 𝐵𝑢𝑟𝑛𝑠𝑖𝑑𝑒 定理製作程式，計算「旋轉下相異錯視解數」。 

（四）使用 𝐵𝑢𝑟𝑛𝑠𝑖𝑑𝑒，計算「旋轉下相異錯視解數」的一般式、遞迴式。 

 

壹、前言 

一、研究動機 

  上學期生科課中，曾提到透視圖的作法，因而聯想到，如果要讓一個 𝑛2 立方格子點在透

視的情況下，從六面垂直的看，都是連線連滿的，則如何作圖，才能使格子點之間的連線（連

線須長度必為 𝑛 − 1，並且不能連斜線）最少呢？又有幾種方法連線？考慮鏡射、旋轉的情

況又有幾種呢？ 

二、研究目的 

（一）達到最佳錯視全滿的基礎技巧（𝑛 個骨架的錯視解）。 

（二）考慮旋轉下，計算錯視解數。 

（三）考慮旋轉下，錯視解數的一般式。 

三、研究設備及器材 

紙、筆、電腦、𝐺𝑒𝑜𝐺𝑒𝑏𝑟𝑎、𝐶 語言 
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貳、研究結果與過程 

    由於本研究的證明過程大多使用直觀幾何操作，以及需要比較空間中的點集合相等。因

此，我們不採用純文字的證明敘述，而是採用邏輯符號來突顯證明的架構，以利讀者理解。 

【名詞定義】 

1. 𝒏 立方格子點（ℂ𝒏）：1 < 𝑛 ∈ 𝑁，給定一邊長為 𝑛 − 1 單位，以原點為中心的正立方體

（如圖 1.2），ℂ𝒏  收集立方體邊界或內部的格點，任一格點以「立方體的第七卦限角 

𝑝 ?− @AB
C
, − @AB

C
, − @AB

C
E 」（如圖 1.1）為參考點時，𝑥、𝑦、𝑧 位置分量皆為整數， 

ℂ@ ≔ J(𝑥, 𝑦, 𝑧)MN𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ ℤ	𝑎𝑛𝑑	0 ≤ 𝑥, 𝑦, 𝑧 ≤ 𝑛 − 1S 

2. 𝒏 立方體：給定一 𝒏 立方格子點，則邊長為 𝑛 − 1 單位，以原點為中心的立方體，稱

為 𝒏 立方體。 

3. 第一～八卦限角：給定一 𝒏 立方體，立方體的八個角，以其所在的卦限，命名為第一～

八卦限角，如圖 1.2。 

 

 

 

 

 

 

4. 格線：𝒏 立方格子點中任兩點的連線，若平行 𝑥, 𝑦, 𝑧 軸其中之一，並長度 𝑛 − 1 單位，

則稱為格線。圖 1.3 為 𝑛 = 3 時所有的格線。 

5. 錯視全滿：在一 𝒏 立方格子點中，某些格線集合，由 𝑥、𝑦、𝑧 軸的方向透視，𝑛 行 𝑛 

列都連滿格線，稱為錯視全滿，如圖 1.4 (a)。圖 1.4 (b)，為 𝑛 = 4 時一種錯視全滿情況。 

6. 最佳錯視全滿：以最少條格線達成錯視全滿的情況。 

7. 骨架：𝑛 立方格子點 ℂ@ 中，通過任一格子點 𝑝 的三條格線，稱為點 𝑝 骨架。如圖 1.5。 

 

▲圖 1.1 

𝑛 = 2 𝑛 = 3 𝑛 = 4 

▲圖 1.2 
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一、達到最佳錯視全滿的基礎技巧（錯視解） 

	

證明.	

    給定一 𝑛	 立方格子點的格線集合 𝑈@，𝑈@ 達成錯視全滿。 

    定義 𝑈@Y = J𝑢 ∈ 𝑈@N𝑢	平行	𝑥	軸S，同理 𝑈@Z、𝑈@[，很明顯的 𝑈@ = 𝑈@Y ⊔ 𝑈@Z ⊔ 𝑈@[ 因

此|𝑈@| = |𝑈@Y| + N𝑈@ZN + |𝑈@[|。 

    聲稱：|𝑈@Y|, N𝑈@ZN, |𝑈@[| ≥ 𝑛，因此 |𝑈@Y| + N𝑈@ZN + |𝑈@[| ≥ 3𝑛。 

    若 |𝑈@Y| < 𝑛。由 𝑦 軸透視 𝑈@，不失一般性，設「行」平行 𝑥 軸，則最多有 |𝑈@Y| 行

格線，少於 𝑛 行格線，與假設「𝑈@ 達成錯視全滿」矛盾。 

    同樣，若 N𝑈@ZN < 𝑛 和 |𝑈@[| < 𝑛 皆導致矛盾，因此 |𝑈@Y|, N𝑈@ZN, |𝑈@[| ≥ 𝑛，所以 |𝑈@Y| +

N𝑈@ZN + |𝑈@[| ≥ 3𝑛。 

□ 

    有了性質 1.1，就要看看對於所有的 𝑛 立方格子點，是否必存在 3𝑛 條格線的格線集合，

達成錯視全滿。若存在，則 3𝑛 條格線達成錯視全滿，為最佳錯視全滿。 

    於是我們嘗試了一下，發現基本上所有的 𝑛 立方格子點，都存在多組 3𝑛 條格線達成

錯視全滿。 

	

 

▲圖 1.3  

性質 1.1 任一 𝑛	 立方格子點達成錯視全滿，至少需要 3𝑛 條格線。 

▲圖 1.4  

(a) 透視 (b) 錯視全滿 

範例 1.1 以下幾張圖，為 𝑛 = 2、3、4、5 的立方格子點中的格線集合，皆以 3𝑛 條格

線達成錯視全滿。 

▲圖 1.5  
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策略.	

    只要找到一個合適的方式，在所有 𝑛 立方格子點排列 3𝑛 條格線，達成錯視全滿便能

得證。方法為：「選擇一條最長的對角線，其上所有點的骨架，形成解。如圖 2.2」 

 

 

 

 

 

證明. 

    給定一 𝑛 立方格子點集合 ℂ@，將第一卦限角、第七卦限角連線 𝐿，定義集合 𝐴 ≔

{𝑝 ∈ 𝐿|𝑝 ∈ ℂ@} 收集連線上的 𝑛 個格點，集合 𝑈 = J𝑢N𝑢	屬於點	𝑝	的骨架, 𝑝 ∈ 𝐴S。 

    由於投影不改變點和線的結合性，格點集合 𝐴 的 𝑛 格點，投影到對角線上的 𝑛 格點，

如圖 2.3 (a)  

    ⟹ 𝑛 行 𝑛 列都有格點屬於 𝐴  

    ⟹ 將集合 𝑈 投影在此面上，可得出 𝑛 行 𝑛 列都有格線，如圖 2.3 (b)、(c)、(d)。 

    ⟹ 集合 𝑈 達成錯視全滿。 

    集合 𝑈 的大小為 3𝑛，且達成錯視全滿，因此達成最佳錯視全滿。 

□ 

性質 1.2 給定一 𝑛 立方格子點集合 ℂ@，必存在 3𝑛 條格線達成錯視全滿的情況。 

▲圖 2.1  

𝑛 = 2 𝑛 = 5 𝑛 = 4 𝑛 = 3 

▲圖 2.2  
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    嘗試了一些其他解法，發現對角線方法，只是一小部分的最佳錯視全滿情況，因此得到

了以下的性質。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

定義 1.1（錯視點集合 𝑿𝒏） 定義集合 𝑋(𝑛) 從邊長為 𝑛 的立方格子點中取 𝑛 個點，使

得此一點集合中，任兩點的 𝑥、𝑦、𝑧 座標皆互不相同 

𝑋(𝑛) ≔ {𝑝 ∈ ℂ@|𝑔𝑖𝑣𝑒𝑛	𝑎𝑛𝑦	𝑝(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑞(𝛼, 𝛽, 𝛾) ∈ 𝑋(𝑛), 𝑥 ≠ 𝛼, 𝑦 ≠ 𝛽, 𝑧 ≠ 𝛾} 

稱 𝑋(𝑛) 為錯視點集合，或稱 𝑛 錯視點集合。如圖 2.4。 

定義集合 𝕏(𝑛) ≔ {𝑋(𝑛)|𝑋(𝑛) ⊂ ℂ@} 收集所有 𝑋(𝑛)。 

 

 

性質 1.3 給定一 𝑛 立方格子點 ℂ@，給定一 𝑛 錯視點集合 𝑋(𝑛) ⊂ ℂ@，定義集合 𝑈 收

集 𝑋(𝑛) 中所有元素的骨架， 

𝑈 = J𝑢N𝑢	屬於點	𝑝	的骨架, 𝑝 ∈ 𝑋(𝑛)S 

則 𝑈 必能達成最佳錯視全滿。 

 

定義 1.2（錯視性質）給定多個點 𝑝B, 𝑝C, … , 𝑝r ∈ ℂ@，若滿足以下兩條件之一，（事實上條

件 1、2 互為充份必要條件）則稱這 𝑘 個點具有錯視性質： 

1. 若存在一 𝑛 錯視點集合，使得 𝑝B, 𝑝C, … , 𝑝r ∈ 𝑛 錯視點集合。 

2. 給定任兩點 𝑝t(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑝u(𝛼, 𝛽, 𝛾), 1 ≤ 𝑖 < 𝑗 ≤ 𝑘，則 𝑥 ≠ 𝛼, 𝑦 ≠ 𝛽, 𝑧 ≠ 𝛾。 

▲圖 2.3  

(a)  (d)  (c)  (b)  

▲圖 2.4 

(a) 𝑛 = 2 (b) 𝑛 = 3 (c) 𝑛 = 4 
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證明. 

    給定一 𝑛 立方格子點，給定一錯視點集合 𝑋(𝑛)，定義集合 𝑈 收集 𝑋(𝑛) 中所有元素

的骨架，𝑈 = J𝑢N𝑢	屬於點	𝑝	的骨架, 𝑝 ∈ 𝑋(𝑛)S。如圖 2.5（取用圖 1.10(c)的錯視點集合）。 

    聲稱：由任一軸透視，𝑋@ 中任兩點，互不在同一行或列 

    給定任兩點 𝑝(𝑥, 𝑦, 𝑧)、𝑞(𝛼, 𝛽, 𝛾) 屬於 𝑋(𝑛)。由 𝑥 軸透視後，𝑝、𝑞 若在同一行（令行

平行 𝑦 軸），如圖，則找得到一平面 𝑓 平行 𝑥𝑦 平面，使得 𝑝、𝑞 兩點皆在 𝑓 上，因此 𝑝、

𝑞 的 𝑧 軸座標相同，與 𝑋(𝑛) 的定義矛盾。 

    ⟹ 由任一軸透視，如圖 2.7，𝑋(𝑛) 中任兩點，互不在同一行或列。 

    ⟹ 任一行或列都有格點屬於 𝑋(𝑛)。如圖 2.7。 

    聲稱：𝑈 達成錯視全滿。 

    由於任一行或列都有格點屬於 𝑋(𝑛)，而此格點的骨架，會將這一行或列填滿，因此每一

行每一列都連滿格線。如圖 1.11。 

    由於 𝑈 達成錯視全滿，且格線數只有 3𝑛 條，因此達成最佳錯視全滿。 

 

 

 

 

 

 

□ 

 

 

 

    同樣的，上述方法只是達成最佳錯視全滿的方法之一，還有許多方法，如圖 2.1，但我們

現在只關心錯視解的數量。 

定義 1.3 給定一 𝑛 立方格子點，給定一錯視點集合 𝑋(𝑛)，定義集合 𝑈 收集 𝑋(𝑛) 中所

有元素的骨架， 

𝑈 = J𝑢N𝑢	屬於點	𝑝	的骨架, 𝑝 ∈ 𝑋(𝑛)S 

則 𝑈 達成最佳錯視全滿，且稱為「錯視解」或「𝑛 錯視解」。 

 

▲圖 2.7 ▲圖 2.6 

▲圖 2.5 

透視 

 
骨架 
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證明. 

    給定一 𝑛 立方格子點 ℂ@。接下來要計算組成 𝑋(𝑛) 的 𝑛 個點有幾種選擇 

    根據定義，以 𝑛 立方體的第七卦限角作為參考點，𝑛 立方格子點當中任一格點的任一

軸座標，只有 0,1,2, … , (𝑛 − 1) 共 𝑛 個整數做選擇。接下來看看，一個 𝑛 錯視點集合，其 

𝑛 個點，有幾種組成可能。 

    首先是 𝑥 軸座標：𝑛 個點，分配 𝑛 個 𝑥 軸座標，有 𝑛! 種配對方式。 

    再來 𝑦 軸、𝑧 軸座標，也是個 𝑛! 種配對方式，但由於 𝑛 個點不相異，因此除以 𝑛!，

得出 (𝑛!)C。 

□ 

 

證明. 

    每一個錯視點集合 𝑋(𝑛) ⊂ ℂ@，皆對應唯一一個 𝑛 錯視解，而共有 𝑛!C 個錯視點集合 

𝑋@ ⊂ ℂ@ ⟹ 有 𝑛!C 組 𝑛 錯視解。 

□ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

性質 1.4 給定一 𝑛 立方格子點 ℂ@，則有 𝑛!C 個錯視點集合 𝑋(𝑛) ⊂ ℂ@。 

 

性質 1.5 給定一 𝑛 立方格子點 ℂ@，則有 𝑛!C 組 𝑛 錯視解。 

 

定義 1.4 給定點 𝐴 屬於立方格子點集合，𝑑𝑒𝑔(𝐴) 為點 𝐴 骨架的枝幹數量。由不同方向

連出的線段，則為不同枝幹。𝑑𝑒𝑔 的設計，是為了分類「錯視解」，以方便計算數量。 

 

定義 1.5 為了簡化符號，分別將七種解分別計作 𝑋B(𝑛)、𝑋C(𝑛)、…、𝑋y(𝑛)，而搜集所有 

𝑋B(𝑛) 類解的集合記為 𝕏(𝑛)。另外 ⋃ 𝑋t(𝑛)y
t{B = 𝑋(𝑛)。 

 

備註 1.2 立方格子點中任一點 𝐴，𝑑𝑒𝑔(𝐴) = J3、4、5、6S 分別在角落、邊上、面上、內

部。如圖 2.8。 

 

▲圖 2.8 

𝑑𝑒𝑔(𝑎) = 3 𝑑𝑒𝑔(𝑏) = 4 𝑑𝑒𝑔(𝑐) = 5 𝑑𝑒𝑔(𝑑) = 6 
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證明. 

    由於每個點都有平行 𝑥、𝑦、𝑧 軸的枝幹，因此可以先從平行 𝑧 軸的方向透視，數平行

𝑥、𝑦 的枝條，接著再透視 𝑧𝑦 平面，數平行 𝑧 軸的枝條數。 

 

 

 

 

 

    由定義，我們知道所有錯視點皆不會在同一行或列，因此每一行會有 2 條枝條，但因為

在邊上必有兩格點，此兩點各只有一條行上的枝條，如圖 2.9，所以共有 2𝑛 − 2 條。 

    很顯然地，平行 𝑦 軸、z 軸的枝條也是 2𝑛 − 2 條。最後得出，共有 3(2𝑛 − 2) 枝條。 

□ 

    由上述引理、以及定義，我們知道所有 𝑋(𝑛) 的大小為 𝑛，且 𝑑𝑒𝑔 總合皆為 6𝑛 − 6。

藉由性質 1.6 和簡單的窮舉，得出下表，依照錯視點集合中，不同 𝑑𝑒𝑔 的點的數量進行分類。 

表一 錯視點集合的分類 

    3 4 5 6 
各點 𝑑𝑒𝑔 總和 

此 	𝑑𝑒𝑔  點的數量 

𝑋B(𝑛) 2 0 0 𝑛 − 2 3 × 2 + 6(𝑛 − 2) = 6𝑛 − 6 

𝑋C(𝑛) 0 2 2 𝑛 − 4 4 × 2 + 5 × 2 + 6(𝑛 − 4) = 6𝑛 − 6 

𝑋2(𝑛) 0 3 0 𝑛 − 3 4 × 3 + 6(𝑛 − 3) = 6𝑛 − 6 

𝑋�(𝑛) 1 1 1 𝑛 − 3 3 × 1 + 4 × 1 + 5 × 1 + 6(𝑛 − 3) = 6𝑛 − 6 

𝑋�(𝑛) 1 0 3 𝑛 − 4 3 × 1 + 5 × 3 + 6(𝑛 − 4) = 6𝑛 − 6 

𝑋�(𝑛) 0 1 4 𝑛 − 5 4 × 1 + 5 × 4 + 6(𝑛 − 5) = 6𝑛 − 6 

𝑋y(𝑛) 0 0 6 𝑛 − 6 5 × 6 + 6(𝑛 − 6) = 6𝑛 − 6 

性質 1.6 對於邊長為 𝑛 的立方格子點集合中錯視點集合 𝑋(𝑛)，所有 𝑋(𝑛) 中的點的 𝑑𝑒𝑔 

和必為 6𝑛 − 6，即滿足以下等式，∑ 𝑑𝑒𝑔(𝑝)M∈M(@) = ∑ 𝑑𝑒𝑔(𝑝t)t∈B,C,2,⋯,@ = 6𝑛 − 6。 

 

▲圖 2.9 

邊上的點 

邊上的點 

種類 

𝑑𝑒𝑔 



9 
 

 

 

 

 

 

 

 

證明. 

    由簡單的排列組合，即可算出備註 1.3 中七類錯視點集合的數量。 

□ 

    以上，皆在討論「錯視解」的情況，達成最佳錯視全滿，除了錯視解，還有許多方式能

達成最佳錯視全滿，但目前我們只討論錯視解。 

二、𝑩𝒖𝒓𝒏𝒔𝒊𝒅𝒆 定理 

    在上一章中，我們已得出構造解的方法，但很明顯的，考慮旋轉與鏡射下，我們一下就

能找出多組相同的解。因此，我們希望能知道，究竟有多少組解，是立方格子點集合經過鏡

射與翻轉後，依舊互不相同的，這時候我們就需要「𝐵𝑢𝑟𝑛𝑠𝑖𝑑𝑒 定理」來協助我們運算。 

    以下介紹一些將會用到數學名詞。 

 

 

 

 

 

 

 

定義 2.1 考慮一個群 (𝐺,∗) 與一個集合 𝑋，" ∙ " 為一個群 (𝐺,∗) 與集合 𝑋 之間的二元運

算，滿足群作用的定義，我們定義幾個名詞： 

1. 軌道(orbit,𝑴(𝒙))：對於 𝑥 ∈ 𝑋，𝑀(𝑥) = {𝑔 ∙ 𝑥|𝑔 ∈ 𝐺}，代表所有 𝑥 ∈ 𝑋 與 𝑔 ∈ 𝐺 

運算出的元素所形成於 𝑋 中的子群。 

2. 穩定子群(stabilizer,𝑮𝒙)：對於 𝑥 ∈ 𝑋，𝐺𝑥 = {𝑔 ∈ 𝐺|𝑔 ∙ 𝑥 = 𝑥}，代表所有與 𝑥 運算

後，使 𝑥 不變的子群 𝐺𝑥 ≤ 𝐺。 

3. 固定點集(fixed point,𝑿𝒈)：對於 𝑔 ∈ 𝐺，𝑋𝑔 = {𝑥 ∈ 𝑋|𝑔 ∙ 𝑥 = 𝑥}，代表所有與 𝑔 運

算後，本身不變的子集 𝑋𝑔。 

備註 1.3 在邊長為 𝑛 的立方格子點集合中，經過簡單的計算，可得出各類的錯視點集合

數量分別如下： 

第一類：|𝕏B(𝑛)| = 4[(𝑛 − 2)!]C 

第二類：|𝕏C(𝑛)| = 30(𝑛 − 2)(𝑛 − 3)[(𝑛 − 2)!]C 

第三類：|𝕏2(𝑛)| = 8(𝑛 − 2)[(𝑛 − 2)!]C 

第四類：|𝕏�(𝑛)| = 24(𝑛 − 2)[(𝑛 − 2)!]C 

第五類：|𝕏�(𝑛)| = 8(𝑛 − 2)(𝑛 − 3)[(𝑛 − 2)!]C 

第六類：|𝕏�(𝑛)| = 12(𝑛 − 2)(𝑛 − 3)(𝑛 − 4)[(𝑛 − 2)!]C 

第七類：|𝕏y(𝑛)| = (𝑛 − 2)(𝑛 − 3)(𝑛 − 4)(𝑛 − 5)[(𝑛 − 2)!]C 
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三、考慮旋轉下，計算基礎方法下錯視全滿的解數 

    考慮群 𝑆 收集所有的立方體旋轉變換 𝑠u，令群 𝑆 = J𝑠uN𝑗 = 1~(𝑛!)CS。 

    令群 𝑆 作用在集合 𝕏(𝑛) 上，給定任一 𝑠u ∈ 𝑆 以及 𝑋(𝑛) ∈ 𝕏(𝑛)，定義集合 𝑠u ∙ 𝑋(𝑛) 

為 𝑋(𝑛) 按照 𝑠u 的方式旋轉，則經過一些驗算及窮舉，可發現此運算，滿足群作用的性質。 

    同上，令群 𝑆 作用在集合 𝕏(𝑛) 上，我們知道同軌道的錯視點集合，可以經旋轉作用，

變成對方，視為同一解（如圖 3.1。同理錯視解），因此，我們的問題「考慮旋轉下，相異的

錯視解數量」，等同計算： 

『「立方體的旋轉變換群」作用在「(𝑛!)C 個 𝑛 錯視解」下，有多少「軌道」。』 

 

 

 

 

 

 

 

    研究初期，由於我們沒有計算旋轉之下相異解數量的好方法，所以曾使用程式暴力計算 

𝑁B(𝑛)~𝑁y(𝑛) 以及 𝑁(𝑛) 的個數，當 𝑛 = 6 時，電腦就當掉了，但使用 𝐵𝑢𝑟𝑛𝑠𝑖𝑑𝑒 定理修

改程式後，卻能計算到 𝑛 = 7 的數量。讀者有興趣可和我們索取程式碼。 

    由於我們之後成功找出旋轉之下相異解數量的遞迴式與一般式，所以程式的細節就顯得

不重要。所以我們只拿程式的數據做之後的驗算，並將偽代碼及數據，放在附錄。 

 

定理 2.1 𝑩𝒖𝒓𝒏𝒔𝒊𝒅𝒆�𝒔	𝑻𝒉𝒓𝒆𝒐𝒓𝒆𝒎 考慮與引理相同的情況，定義 𝑁 為軌道數。則  

𝑁 = B
|�|
∑ N𝑋�N�∈� 。 

 

(a) 𝑋(𝑛) (b) 𝑠� ∙ 𝑋(𝑛) (c) 𝑠� ∙ �𝑠� ∙ 𝑋(𝑛)� 

▲圖 3.1 

!

"

#

$

120°
!""

#""

$""
%""

!"

#"

$"

%"
180°

旋轉後 旋轉後 
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（一）名詞定義與基本性質                                              

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

證明. 

1. 𝑠u 為 𝑛 立方格子點的旋轉變換。給一個錯視點集合 𝐴 ⊂ ℂ@，且 𝐴 為 𝑠u 的固定點。

用數學歸納法： 

(1) 若點 𝑝 ∈ 𝐴，很明顯的 𝑠uB ∙ 𝑝 ∈ 𝑠u(𝐴) = 𝐴。 

(2) 若點 𝑠u@ ∙ 𝑝 ∈ 𝐴，𝑛 ∈ ℕ，則經旋轉後 𝑠u(𝑠u
@ ∙ 𝑝) = 𝑠u@�B ∙ 𝑝 ∈ 𝑠u(𝐴) = 𝐴。 

所以 ∀𝑛 ∈ 𝑁, 𝑠u@ ∙ 𝑝 ∈ 𝐴 所以 𝑝�𝑠u� ⊂ 𝐴。 

定義 3.1.1 給定一集合 𝐴（或點 𝑝），一立方體旋轉變換 𝑠u，定義一些符號： 

1. 集合 𝑠u ∙ 𝐴 ∶= J𝑎N	𝑎 = 𝑠u ∙ 𝑝,對於一些	𝑝 ∈ 𝐴S，也就是 𝑠u 對 𝐴 作用。如圖 3.2 (a)。 

2. 集合 𝐴�𝑠u� ∶= J𝑠u@(𝐴)N𝑛 ∈ ℕS。𝐴�𝑠u� 稱作「𝐴 的 𝑠u 對稱點集」。如圖 3.2 (b)。 

3. 若 𝑠u ∙ 𝐴 = 𝐴 則稱「集合 𝐴 為 𝑠u 的固定點」或稱「𝑠u 固定集合 𝐴」。如圖 3.3。 

4. 立方體旋轉群作用在集合 𝕏(𝑛) 上，𝕏(𝑛)¢£ 為 𝑠u 的固定點集。 

 

性質 3.1.1 給定一集合 𝐴 ⊂ ℂ@，一立方體旋轉變換 𝑠u。我們有以下性質： 

1. 若集合 𝐴 為 𝑠u 的固定點，則 ∀𝑝 ∈ 𝐴, 𝑝�𝑠u� ⊂ 𝐴。 

2. 若 ∀𝑝 ∈ 𝐴, 𝑝�𝑠u� ⊂ 𝐴，則集合 𝐴 為 𝑠u 的固定點。 

定義 3.1.2 給定 𝑛 立方格子點，定義集合 𝐶@Y 蒐集所有格子點的 𝑥 軸座標，同理 𝐶@Z、

𝐶@[，很明顯的，𝐶@Y = 𝐶@Z = 𝐶@[，定義集合 𝐶@ = 𝐶@Y = 𝐶@Z = 𝐶@[。 

(b) 𝑠� ∙ 𝑝 (a) 點 𝑝 

▲圖 3.2 

120°

%
&

'
(⃗
* +⃗
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!

▲圖 3.3 
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2. 𝑠u 為 𝑛 立方格子點的旋轉變換。給一個點集合 𝐴 ⊂ ℂ@，若 ∀𝑝 ∈ 𝐴，𝑝�𝑠u� ⊂ 𝐴。根

據定義 𝑠u(𝐴) = J𝑠u ∙ 𝑝N∀𝑝 ∈ 𝐴S，而對所有 𝑝 ∈ 𝐴，𝑝�𝑠u� ⊂ 𝐴 

⟹ 對所有 𝑝 ∈ 𝐴, 𝑠u ∙ 𝑝 ∈ 𝐴 

⟹ 𝑠u(𝐴) ⊂ 𝐴，且 |𝐴| = N𝑠u(𝐴)N。 

若存在 𝑎 ∈ 𝐴 但 𝑎 ∉ 𝑠u(𝐴)，考慮集合 𝐴� = J𝑎 ∈ 𝐴N𝑎 ∉ 𝑠u(𝐴)S，則 𝐴 = 𝐴 ⊔ 𝑠u(𝐿) 

⟹ |𝐴| = |𝐴�| + N𝑠u(𝐴)N，且根據假設，|𝐴�| > 0 ⟹ |𝐴| > N𝑠u(𝐴)N →← 

⟹ 不存在 𝑎 ∈ 𝐴 但 𝑎 ∉ 𝑠u(𝐴) ⟹ ∀𝑎 ∈ 𝐴, 𝑎 ∈ 𝑠u(𝐴) ⟹ 𝑠u(𝐴) = 𝐴 

⟹ 𝐴	為	𝑠u	的固定點 

□ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

表 2.1 三種標準旋轉變換之性質 

 標準旋轉 符號 𝑠u ∙ 𝑝(𝑥, 𝑦, 𝑧) 

對角連線 (368)(254) 𝑠� 𝑠� ∙ 𝑝(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑝�(𝑦, 𝑧, 𝑥) 

對邊中心連線 (12)(35)(46)(78) 𝑠� 𝑠� ∙ 𝑝(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑝�(−𝑥, 𝑧, 𝑦) 

對面重心連線 (1234)(5678) 𝑠¨ 𝑠¨ ∙ 𝑝(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑝�(−𝑦, 𝑥, 𝑧) 

備註 3.1.1 為了證明上的方便，接下來，我們會以 𝑠�、𝑠�、𝑠¨ 表示圖中的旋轉，分別代

表「對角頂點連線」、「對邊中點連線」、「對面重心連線」。𝑠� 代表以第一象限至第七象限

的對角線為軸，如圖 3.4 (a)；𝑠� 代表第一象限至第二象限的邊中點，與其對邊中點連線

為軸，如圖 3.4 (b)；𝑠¨ 代表以 𝑧 軸為軸，如圖 3.4 (c)。另外，我們也計算出這三種旋轉

矩陣，得出三種旋轉的一些性質，如下表。 

 

▲圖 3.4 

(a) 旋轉變換 𝑠�  (b) 旋轉變換 𝑠�  (c) 旋轉變換 𝑠¨  

120° 180°

90°
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    接下來將旋轉變換 𝑠¨ 排除計算。從圖 3.5 中可以看出，𝑋(𝑛) 中任一格點 𝑝 被 𝑠¨ 旋轉

後，𝑧 軸座標不變，因此 𝑠¨ ∙ 𝑝、𝑠¨C ∙ 𝑝、𝑠¨2 ∙ 𝑝 不存在於錯視點集合，因此不會存在 𝑋(𝑛) 被 

𝑠¨ 固定。 

 

 

 

 

 

 

 

 

證明. 

    給定一 𝑛 錯視點集合 𝑋@（𝑛 > 1），若 𝑋@ 為 𝑠u 的固定點，若點 𝑝(𝑥, 𝑦, 𝑧) 屬於 𝑋@，

根據 4.1.2 引理，點 𝑝 的對稱點集 𝑝(𝑠¨) 包含於 𝑋@ ⟹ 點 𝑠¨ ∙ 𝑝 = 𝑝�(−𝑦, 𝑥, 𝑧) 屬於 𝑋@。 

∵ 𝑋(𝑛) 是錯視點集合 

∴ 若有兩點屬於 𝑋(𝑛)，其任意軸座標相同，則兩點必相等。 

∴ ∀	𝑝 ∈ 𝑋@，𝑝(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑝�(−𝑦, 𝑥, 𝑧)，，因此 «
𝑥 = −𝑦
𝑦 = 𝑥  

∴ ∀	𝑝(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝑋@, 𝑥 = 𝑦 = 0 ⟹ ∀	𝑝(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑞(𝑥�, 𝑦�, 𝑧�) ∈ 𝑋@, 𝑥 = 𝑥�	𝑎𝑛𝑑	𝑦 = 𝑦� 					→← 

不存在 𝑋@ 為 𝑠u 的固定點⟹ ¬𝕏@¢­¬ = 0 

□ 

 

 

 

 

備註 3.1.2 立方體旋轉群，對集合 𝕏@ = {𝑋t(𝑛)|𝑖 = 1~𝑛!C} 作用時，𝑠¨ 的固定點集為空集

合 ⟺ ¬𝕏@¢­¬ 為零。 

定義 3.1.3 給定 𝑚 個點 𝑘B(𝑥B, 𝑦B, 𝑧B), 𝑘C(𝑥C, 𝑦C, 𝑧C), … , 𝑘°(𝑥°, 𝑦°, 𝑧°) 屬於 ℂ@，𝑚 < 𝑛，

定義集合 𝑀 ⊂ ℂ@ 

𝑀 ≔ {𝑝(𝑥, 𝑦, 𝑧)|𝑝 ∈ ℂ@, ∄𝑖 ∈ ℕ, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚	𝑠. 𝑡. 𝑥 ≠ 𝑥t	𝑎𝑛𝑑	𝑦 ≠ 𝑦t	𝑎𝑛𝑑	𝑧 ≠ 𝑧t} 

稱 𝑀 為點 𝑘B(𝑥B, 𝑦B, 𝑧B), 𝑘C(𝑥C, 𝑦C, 𝑧C), … , 𝑘°(𝑥°, 𝑦°, 𝑧°) 的 𝑛 錯視補集。 

▲圖 3.5 

𝑠¨ 旋轉 

90°

$
%& ' $

%&( ' $ %&) ' $

90°
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（三）考慮旋轉下，計算相異解的數量遞迴式                              

    根據 𝐵𝑢𝑟𝑛𝑠𝑖𝑑𝑒 定理，要計算軌道數，就要將三大類旋轉變換，固定點集 𝕏𝒏𝒔𝒋 的大小

算出通式，才能利用 𝑩𝒖𝒓𝒏𝒔𝒊𝒅𝒆 定理中的「
𝟏
|𝑮|
∑ N𝑿𝒈N𝒈∈𝑮 」算出錯視解的通式。 

    計算出，所有旋轉變換的固定點集大小，或是所有 𝑛 錯視點集合的穩定子群大小。計算 

(𝑛!)C 個 𝑋(𝑛) 的穩定子群大小，較為麻煩，因此，接下來，要來計算穩定子群的大小。 

    很顯然的，「對角連線、對邊中點連線、對面重心連線」三類旋轉軸，都可以用 𝑠�、𝑠�、

𝑠¨ 代替，因此，計算 𝑠�、𝑠�、𝑠¨ 的固定點集大小，即可推出所有旋轉的固定點集大小。 

    給定旋轉變換 𝑠µ 為 𝑠� 或 𝑠�，以及 𝑛 立方格子點，我們的想法如下： 

    給定點 𝑝B(𝑥B, 𝑦B, 𝑧B), 𝑝C(𝑥C, 𝑦C, 𝑧C), … , 𝑝°(𝑥°, 𝑦°, 𝑧°) 屬於 𝑛 立方格子點，這幾個點被 

𝑠µ 固定，且具有錯視性質，如圖 3.6 (a)。 

    𝑛 立方格子點中，將所有與這 𝑚 個點聯集後，破壞錯視性質的點拿走，如圖 3.6 (b)。

其實就是取這 𝑚 個點的錯視補集。 

    如圖 3.6 (b)，對於所有 𝑝t，𝑖 = 1~𝑚，通過點 𝑝t，且與三軸之一垂直的面上的點，就是

我們所要拿走的點。因為每次都是三個面、三個面（互相垂直）的取走，如圖，因此取走所

有的點後，令集合 𝑀 收集剩下的點， 

𝑀 = {𝑚(𝛼, 𝛽, 𝛾) ∈ ℂ@|𝛼 ≠ 𝑥t, 𝛽 ≠ 𝑦t, 𝛽 ≠ 𝑧t, ∀𝑖 ∈ 1~𝑚} 

其實就是錯視補集（請見定義 3.1.3）。 

    集合 𝑀 形成一個長方體，如圖 3.6 (c)、(d)，但是每邊的「格點」數相同，為 𝑛 −𝑚，

且被 𝑠µ 固定。 

    我們猜想（此猜想也就是之後的性質）： 

1. 若把集合 𝑀 看成 (𝑛 − 𝑚) 立方格子點，其中被 𝑠µ 固定的錯視點集合，與被 𝑠µ 固

定的 𝑋(𝑛 −𝑚) 的數量相同。 

2. 集合 𝑀 中任一被 𝑠µ 固定的「類錯視點集合」（具有錯視性質的 𝑛 −𝑚 個點），與 

定義 3.1.4 給定一 𝑛 立方體，定義旋轉變換 𝑠� 的編號中心點為第七象限角，點 𝑛� =

?− @AB
C
, − @AB

C
, − @AB

C
E；旋轉變換 𝑠� 的編號中心點為點 𝑛� = ?0,− @AB

C
, − @AB

C
E。 
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𝑝B, 𝑝C, … , 𝑝° 聯集，變成被 𝑠µ 固定的 𝑋(𝑛)。 

    若上面兩個猜想成立，則包含 𝑝B, 𝑝C, … , 𝑝°，且被 𝑠µ 固定的 𝑋(𝑛)，有 N𝕏(𝑛)¢¶N 個。 

    其中猜想一最難證明，因此，我們要找到一個映射，能將每個集合 𝑀 中被 𝑠µ 固定的

「類錯視點集合」，與一個被 𝑠µ 固定的 𝑋(𝑛 −𝑚) 一對一對應。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

    以 𝑥 軸為例，令向量 𝑘𝑝····⃑ ，的 𝑥 分量 (𝑤, 0,0)，由點 𝑝 出發，在此向量上，屬於集合 

𝐴 的點的數量，與定義 3.2.1 中的集合 J(𝑥º, 𝑦M, 𝑧M) ∈ 𝐴N𝑥º ∈ »𝑥r, 𝑥M¼S，其元素個數相同。 

 

 

 

 

 

證明. 

    給定 𝑚 個點 𝑘B(𝑥B, 𝑦B, 𝑧B), 𝑘C(𝑥C, 𝑦C, 𝑧C), … , 𝑘°(𝑥°, 𝑦°, 𝑧°) 具有錯視性質，屬於 ℂ@，

𝑚 < 𝑛。集合 𝑀 ⊂ ℂ@，𝑀 為這 𝑚 個點的錯視補集 以任一點 𝑟(𝑥º, 𝑦º, 𝑧º) 對 𝑀 編號，給

定義 3.2.1 給定一點集合 𝐴，給定一點 𝑘(𝑥r, 𝑦r, 𝑧r)，以點 𝑘 對 𝐴 編號，則給定任一點 

𝑝 = �𝑥M, 𝑦M, 𝑧M� 屬於 𝐴，向量 𝑘𝑝····⃑ = (𝑤, 𝑢, 𝑣)，定義 𝑝 ≔ (𝑎, 𝑏, 𝑐)r 

|𝑎| = NJ(𝑥º, 𝑦M, 𝑧M) ∈ 𝐴N𝑥º ∈ »𝑥r, 𝑥M¼SN 

|𝑏| = NJ(𝑥M, 𝑦º, 𝑧M) ∈ 𝐴N𝑦º ∈ »𝑦r, 𝑦M¼SN 

|𝑐| = NJ(𝑥M, 𝑦M, 𝑧º) ∈ 𝐴N𝑧º ∈ »𝑧r, 𝑧M¼SN 

若 𝑤 > 0，令 𝑎 > 0；若 𝑤 = 0，令 𝑎 = 0；若 𝑤 < 0，令 𝑎 < 0，同理 𝑢, 𝑣 和 𝑏, 𝑐。	

將	 𝑎, 𝑏, 𝑐	 分別稱為	 𝑥、𝑦、𝑧	 軸「編號」	

引理 3.2.1 給定 𝑚 個點 𝑘B(𝑥B, 𝑦B, 𝑧B), 𝑘C(𝑥C, 𝑦C, 𝑧C), … , 𝑘°(𝑥°, 𝑦°, 𝑧°) 具有錯視性質，屬

於 ℂ@，𝑚 < 𝑛，令集合 𝑀 ⊂ ℂ@，為這 𝑚 個點的錯視補集。 

以任一點 𝑟(𝑥º, 𝑦º, 𝑧º) 對 𝑀 編號，給定兩點 𝑝�𝑥M, 𝑦M, 𝑧M� = �𝑎M, 𝑏M, 𝑐M�º、𝑞�𝑥½, 𝑦½, 𝑧½� =

�𝑎½, 𝑏½, 𝑐½�º ∈ 𝑀。則若 𝑎M = 𝑎½，若且唯若 𝑥M = 𝑥½；若 𝑏M = 𝑏½，若且唯若 𝑦M = 𝑦½；

若 𝑐M = 𝑐½，若且唯若 𝑧M = 𝑧½。 

(a) 

▲圖 3.6 

(b) (c) (d) 
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定兩點 𝑝�𝑥M, 𝑦M, 𝑧M� = �𝑎M, 𝑏M, 𝑐M�º、𝑞�𝑥½, 𝑦½, 𝑧½� = �𝑎½, 𝑏½, 𝑐½�º ∈ 𝑀。 

（⟸） 

    假設 𝑥M = 𝑥½，定義集合 

𝐴 = J�𝛼, 𝑦M, 𝑧M� ∈ 𝑀N𝛼 ∈ »𝑥º, 𝑥M¼S、𝐵 = J�𝛽, 𝑦½, 𝑧½� ∈ 𝑀N𝛽 ∈ »𝑥º, 𝑥½¼S。 

    考慮一 𝐴 到 𝐵 的映射 𝑓: 𝐴 → 𝐵，給定 �𝛼, 𝑦M, 𝑧M� ∈ 𝐴 定義 𝑓 ?�𝛼, 𝑦M, 𝑧M�E =

�𝛼, 𝑦½, 𝑧½� ∈ 𝐴½，，我們要證明它是「一對一滿射」，便能得出 |𝐴| = |𝐵|。 

    一對一：略 

    滿射：給定一 �𝛼, 𝑦½, 𝑧½� ∈ 𝐴，很顯然的點 �𝛼, 𝑦M, 𝑧M� 也必屬於 ℂ@。 

    若 �𝛼, 𝑦M, 𝑧M� ∉ 𝑀，則存在點 𝑘t(𝑥t, 𝑦t, 𝑧t) 使得 𝛼 = 𝑥t	𝑜𝑟	𝑦M = 𝑦t	𝑜𝑟	𝑧M = 𝑧t。若 𝑦M =

𝑦t ⟹ �𝛼, 𝑦½, 𝑧½� ∉ 𝑀，則導致矛盾，同理 𝑧M = 𝑧t；若 𝛼 = 𝑥t ⟹ �𝛼, 𝑦M, 𝑧M� ∉ 𝑀，則導致矛盾。    

    ∴ �𝛼, 𝑦M, 𝑧M� ∈ 𝑀，且 𝛼 ∈ »𝑥º, 𝑥½¼	𝑎𝑛𝑑	»𝑥º, 𝑥½¼ = »𝑥º, 𝑥M¼ ⇒ 𝛼 ∈ »𝑥º, 𝑥M¼ 

    ∴ �𝛼, 𝑦M, 𝑧M� ∈ 𝐴 且 𝑓�𝛼, 𝑦M, 𝑧M� ↦ �𝛼, 𝑦½, 𝑧½� 

    ⟹ ∀�𝛼, 𝑦½, 𝑧½� ∈ 𝐵，存在一 �𝛼, 𝑦M, 𝑧M� ∈ 𝐴 使得 𝑓�𝛼, 𝑦M, 𝑧M� ↦ �𝛼, 𝑦½, 𝑧½� 

    由上得出映射 𝑓 為一對一滿射 ⟹ |𝐴| = |𝐵| 

    ⟹ 根據定義 𝑎M = |𝐴| = |𝐵| = 𝑎½ 

    ⟹ 給定兩點屬於 𝑀 若 𝑥 軸座標相等，則 𝑥 軸編號相等。 

（⟹） 

    假設 𝑎M = 𝑎½。若 𝑥M ≠ 𝑥½，不失一般性，設 0 < 𝑥M < 𝑥½，根據前述定義 𝐴、𝐵，存在

一點 𝛼�𝑥M, 𝑦½, 𝑧½�，𝑥 軸座標與點 𝑝 相同，𝑦½, 𝑧½。 

    若點 𝛼�𝑥M, 𝑦½, 𝑧½� ∉ 𝑀，則存在點 𝑘t(𝑥t, 𝑦t, 𝑧t) 使得 𝑥M = 𝑥t	𝑜𝑟	𝑦½ = 𝑦t	𝑜𝑟	𝑧½ = 𝑧t。若 

𝑥M = 𝑦t ⟹ 𝑝�𝑥M, 𝑦M, 𝑧M� ∉ 𝑀，則導致矛盾；若 𝑦½ = 𝑦t ⟹ 𝑞�𝑥½, 𝑦½, 𝑧½� ∉ 𝑀，則導致矛盾，同

理 𝑧M = 𝑧t。 

    ∴ 𝛼�𝑥M, 𝑦½, 𝑧½� ∈ 𝑀，並根據前段結果，點 𝛼、𝑝 的 𝑥 軸座標相等，可得出 𝑥 軸編號相

等，令 𝛼�𝑥M, 𝑦½, 𝑧½� = (𝑎Â, 𝑏Â, 𝑐Â)，𝑎Â = 𝑎M。 

    考慮集合 𝐵� = J�𝛽, 𝑦½, 𝑧½� ∈ 𝑀N𝛽 ∈ »𝑥º, 𝑥M¼S，很顯然的 𝐵� ⊂ 𝐵，因此 |𝐵�| < |𝐵|， 
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    ⟹ 根據定義 𝑎M = 𝑎Â = |𝐵�| < |𝐵| = 𝑎½ 

    ⟹ 𝑎M < 𝑎½，最後與 𝑎M、𝑎½ 相等的前提矛盾，得出𝑥M = 𝑥½。 

    將以上證明對 𝑦、𝑧 軸的座標、編號討論後，可得出相同結果。 

□ 

 

 

 

 

證明. 

    給定一 𝑛 立方格子點 ℂ@，給定旋轉變換 𝑠µ（𝑠� 或 𝑠�），給定一 ℂ@ 的子集合 𝑀 具

有錯視性質且被 𝑠µ 固定，𝑀 = {(𝑥B, 𝑦B, 𝑧B), (𝑥C, 𝑦C, 𝑧C), … , (𝑥°, 𝑦°, 𝑧°)}。 

    令 𝑀� 為 𝑀 的錯事補集，以 𝑛 立方體的編號中心 𝑛µ 編號 𝑀�。 

    給定 (𝑛 − 𝑚) 錯視點集合 𝑋@A°，以 (𝑛 − 𝑚) 立方體的編號中心 (𝑛 − 𝑚)µ 編號 

𝑋@A°。 

    先考慮 𝑠� 的情況。 

    沿著 𝑥 軸由負至正，將 𝑀� 分成 𝑛 −𝑚 層，很明顯的，由右至左，每一層的 𝑥 軸編

號分別為 "0,1,2,3, … , (𝑛 − 𝑚 − 1)"	。𝑦, 𝑧 軸由負至正，將 𝑀� 分層，也是如此。 

    同樣的，沿著 𝑥 軸由負至正，將 ℂ@ 分成 𝑛 −𝑚 層，很明顯的，由右至左，每一層的 

𝑥 軸編號分別為 "0,1,2,3, … , (𝑛 − 𝑚 − 1)"	。𝑦, 𝑧 軸由負至正，將 ℂ@ 分層，也是如此。 

    由上，可以發現，將 𝑀�、ℂ@ 編號後，可以將它們看成集合 {0,1,2,3, … , (𝑛 − 𝑚 − 1)}2，

因此 ∀𝑞(𝑎, 𝑏, 𝑐)(@A°)¶ ∈ 𝑋@A°, ∃𝑝(𝛼, 𝛽, 𝛾)@¶ ∈ 𝑀
�	𝑠. 𝑡. 𝑎 = 𝛼, 𝑏 = 𝛽, 𝑐 = 𝛾。 

□ 

    為了要讓每個集合 𝑀 中的「類錯視點集合」，與一個 𝑋(𝑛 −𝑚) 對應，我們也要讓每個

ℂ@A° 中的點，能與集合 𝑀 中的一個點對應（以相同「編號」做對應），所以才需要此引理。 

 

 

引理 3.2.2 給定一 𝑛 立方格子點 ℂ@，給定旋轉變換 𝑠µ（𝑠� 或 𝑠�），給定一 ℂ@ 的子集

合 𝑀 具有錯視性質且被 𝑠µ 固定，𝑀 = {(𝑥B, 𝑦B, 𝑧B), (𝑥C, 𝑦C, 𝑧C), … , (𝑥°, 𝑦°, 𝑧°)}。 

令 𝑀� 為 𝑀 的錯事補集，以 𝑛 立方體的編號中心 𝑛µ 編號 𝑀�。 

給定 (𝑛 − 𝑚) 錯視點集合 𝑋@A°，以 (𝑛 − 𝑚) 立方體的編號中心 (𝑛 − 𝑚)µ 編號 𝑋@A°。 

則 ∀𝑞(𝑎, 𝑏, 𝑐)(@A°)¶ ∈ 𝑋@A°, ∃𝑝(𝛼, 𝛽, 𝛾)@¶ ∈ 𝑀
�	𝑠. 𝑡. 𝑎 = 𝛼, 𝑏 = 𝛽, 𝑐 = 𝛾。 
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證明. 

    推論：若 𝑝 ∈ ℂ@\𝑀�，𝑝 = (𝑥, 𝑦, 𝑧)，則 𝑠µ ∙ 𝑝 = ℂ@\𝑀� ⟹ 若 𝑝 ∈ 𝑀�，𝑝 = (𝑥, 𝑦, 𝑧)，

則 𝑠µ ∙ 𝑝 ∈ 𝑀�。 

    根據假設，𝑀 被 𝑠µ 固定。 

    若點 𝑝 任一軸座標與 𝑀 中任一點相同，則點 𝑝 屬於 ℂ@\𝑀�，因此不難發現 

ℂ@\𝑀� 被 𝑠µ 固定。由於 ℂ@\𝑀� ∪ 𝑀� = ℂ@，而 ℂ@ 被 𝑠µ 固定，因此可推出 𝑀� 被 𝑠µ 

固定。由上導出推論。 

1. 給定點 𝑝，令 𝑝 = (𝛼, 𝛽, 𝛾)、𝑠� ∙ 𝑝 = (𝛼�, 𝛽�, 𝛾�)，令向量 𝑛�𝑝·······⃑ = (𝑤, 𝑢, 𝑣)。向量 

(−𝑤, 0,0) 由點 𝑝 出發，令 (−𝑤, 0,0) = 𝑘𝑝····⃑ 。我們定義的編號（集合 

J�𝑥º, 𝑦M, 𝑧M� ∈ 𝑀�N𝑥º ∈ »𝑛µ, 𝑥M¼S 的大小），其實就是此向量上，𝑀� 的元素個數。 

𝑥 軸編號——對應——(−𝑤, 0,0) = 𝑘𝑝····⃑  

𝑦 軸編號——對應——(0, −𝑢, 0) 

𝑧 軸編號——對應——(0,0, −𝑣) 

2. 以 𝑠µ = 𝑠� 為例： 

定義集合 Α = J�𝑥º, 𝑦M, 𝑧M� ∈ 𝑀�N𝑥º ∈ »𝑛�, 𝑥M¼S，|Α| = 𝛼。 

經過一些計算後，旋轉後向量 𝑘𝑝····⃑  變成 𝑠� ∙ 𝑘𝑝····⃗ = (0,0, −𝑤)，我們可以判定 

(0,0, −𝑤) = (0,0, 𝑤�)，其中 𝑛�(𝑠� ∙ 𝑝)···················⃗ = (𝑣�, 𝑢�, 𝑤�)。 

由於旋轉後距離不變；以及旋轉後，集合 Α 落回 𝑀� 的性質，所以 𝑘𝑝····⃑  上屬於 𝑀� 的

點（集合 Α），旋轉後，都會落在 𝑠� ∙ 𝑝 起始的 (0,0, −𝑤) 向量上。由此，可得出 𝛾� = 𝛼，

同理 𝛼� = 𝛽、𝛽� = 𝛾。 

□ 

 

引理 3.2.3 給定一 𝑛 立方格子點 ℂ@，給定旋轉變換 𝑠µ（𝑠� 或 𝑠�），給定一 ℂ@ 的子集

合 𝑀 具有錯視性質且被 𝑠µ 固定，𝑀 = {(𝑥B, 𝑦B, 𝑧B), (𝑥C, 𝑦C, 𝑧C), … , (𝑥°, 𝑦°, 𝑧°)}。 

令 𝑀� 為 𝑀 的 𝑛 錯視補集，以 𝑛 立方體的編號中心 𝑛µ 編號 𝑀�。 

1. 若 𝑠µ = 𝑠�，給定點 𝑝 ∈ 𝑀�，𝑝 = (𝛼, 𝛽, 𝛾)@È，則 𝑠� ∙ 𝑝 = (𝛽, 𝛾, 𝛼)@È。 

2. 若 𝑠µ = 𝑠�，給定點 𝑝 ∈ 𝑀�，𝑝 = (𝛼, 𝛽, 𝛾)@È，則 𝑠� ∙ 𝑝 = (−𝛼, 𝛾, 𝛽)@È。 
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證明. 

    以 𝑠µ = 𝑠� 為例： 

    給定一點 𝑝 = (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝑀�，編號為 (𝑤, 𝑢, 𝑣)@È；令 𝑠� ∙ 𝑝 = 𝑝� = (𝑥�, 𝑦�, 𝑧�)，編號為 

(𝑤�, 𝑢�, 𝑣�)@È。 

    令 𝑛 −𝑚 = ℎ。 

    令 𝜓(𝑝) = 𝑞 = (𝑎, 𝑏, 𝑐) ∈ 𝑋Ë，編號為 (𝑤, 𝑢, 𝑣)ËÈ；令 𝑠� ∙ 𝑞 = 𝑞� = (𝑎�, 𝑏�, 𝑐�)，編號為

(𝑤�, 𝑢�, 𝑣�)ËÈ。 

    根據引理 3.2.3，𝑠� ∙ 𝜓(𝑝) 編號為 (𝑢, 𝑣, 𝑤)ËÈ；𝑠� ∙ 𝑝 編號為 (𝑢, 𝑣, 𝑤)ËÈ，因此 𝜓(𝑠� ∙ 𝑝) =

(𝑢, 𝑣, 𝑤)ËÈ，很明顯的 𝑠� ∙ 𝜓(𝑝) = 𝜓(𝑠µ ∙ 𝑝)。 

□ 

 

 

 

討論. 

    考慮一集合 𝑂 ≔ J𝑋@ ∈ 𝕏@N𝑋@ ⊃ 𝑀	且	𝑋@	被	𝑠�	固定S，很明顯的 |𝑂|	便是我們所求，我

們只要找到一個 𝕏(𝑛 −𝑚)¢¶、𝑂 之間的映射，為一對一滿射。 

    最後，我們找到性質 3.2.1 中的映射 𝜓：「將 ℂÎAÏ 與 𝑀 的錯視補集 𝑀�，分別以第七

象限角編號，給定一 𝑋(𝑛 −𝑚) ⊂ ℂÎ，再給定 (𝑎, 𝑏, 𝑐)(@A°)¶ ∈ 𝑋(𝑛 − 𝑚)，定義 

𝜓�(𝑎, 𝑏, 𝑐)(@A°)¶� = (𝑎, 𝑏, 𝑐)@¶ ∈ 𝑀
�」 

    考慮一映射 Ψ:𝕏(𝑛 −𝑚)¢¶ → 𝑂，定義為 Ψ�𝑋(𝑛 −𝑚)� = �𝜓 ∙ 𝑋(𝑛 − 𝑚)� ∪ 𝑀，我們想

要證明：Ψ:𝕏(𝑛 −𝑚)¢¶ → 𝑂 為一對一滿射，便能證明性質 3.2.2。 

性質 3.2.1 給定一 𝑛 立方格子點 ℂ@，給定旋轉變換 𝑠µ（𝑠� 或 𝑠�），給定一 ℂ@ 的子集

合 𝑀 具有錯視性質且被 𝑠µ 固定，𝑀 = {(𝑥B, 𝑦B, 𝑧B), (𝑥C, 𝑦C, 𝑧C), … , (𝑥°, 𝑦°, 𝑧°)}。 

令 𝑀� 為 𝑀 的 𝑛 錯視補集，以 𝑛 立方體的編號中心 𝑛µ 編號 𝑀�。 

給定 (𝑛 − 𝑚) 錯視點集合 𝑋@A°，以 (𝑛 − 𝑚) 立方體的編號中心 (𝑛 − 𝑚)µ 編號 𝑋@A°。 

定義一映射 𝜓:𝑋@A° ⟶ 𝑀�，滿足 𝜓�(𝑎, 𝑏, 𝑐)(@A°)¶� = (𝑎, 𝑏, 𝑐)@¶ ∈ ℂ@。對所有 𝑝 ∈

𝑋@A°，我們有 𝑠µ ∙ 𝜓(𝑝) = 𝜓(𝑠µ ∙ 𝑝)。 

性質 3.2.2 給定一 𝑛 立方格子點 ℂ@，給定一 ℂ@ 的子集合 𝑀 =

{(𝑥B, 𝑦B, 𝑧B), (𝑥C, 𝑦C, 𝑧C), … , (𝑥°, 𝑦°, 𝑧°)}，𝑀 具有錯視性質且被 𝑠µ（𝑠� 或 𝑠�）固定。包

含 𝑀 且對 𝑠µ 固定的 𝑛 錯視點集合，共有 N𝕏(𝑛 − 𝑚)¢¶N 個。 



20 
 

    整理一下我們要證明的條件，使得 Ψ:𝕏(𝑛 −𝑚)¢¶ → 𝑂 為一對一滿射： 

    【值域為 𝑂】 ∀𝑋(𝑛 −𝑚) ∈ 𝕏(𝑛 −𝑚)¢¶，集合 �Ψ ∙ 𝑋(𝑛 − 𝑚)� 也被 𝑠µ 固定且為 𝑛 錯

視點集合。 

    【一對一】 𝐺𝑖𝑣𝑒𝑛	𝑎𝑛𝑦	𝑋t(𝑛 − 𝑚), 𝑋u(𝑛 − 𝑚) ∈ 𝕏(𝑛 −𝑚)¢¶, 𝐼𝑓	𝑋t(𝑛 − 𝑚) ≠ 

𝑋u(𝑛 − 𝑚), 𝑡ℎ𝑒𝑛	𝜓 ∙ 𝑋t(𝑛 − 𝑚) ≠ 𝜓 ∙ 𝑋t(𝑛 − 𝑚)。 

    【滿射】 ∀𝑋(𝑛) ∈ 𝑂, ∃𝑋(𝑛 − 𝑚) ∈ 𝑋(𝑛 −𝑚)¢¶	𝑠. 𝑡. 𝜓 ∙ 𝑋t(𝑛 − 𝑚) = 𝑋(𝑛)。 

證明. 

    考慮一集合 𝑂 ≔ J𝑋@ ∈ 𝕏@N𝑋@ ⊃ 𝑀	𝑎𝑛𝑑	𝑋@	被	𝑠µ	固定S，𝑠µ 為旋轉變換 𝑠� 或 𝑠�，很明

顯的 |𝑂|	便是我們所求，我們只要找到一個 𝕏(𝑛 −𝑚)¢¶、𝑂 之間的映射，為一對一滿射。 

    最後，我們找到性質 3.2.1 中的映射 𝜓。 

    考慮一映射 Ψ:𝕏(𝑛 −𝑚)¢¶ → 𝑂，給定 𝑋@A° ∈ 𝕏(𝑛 −𝑚)¢¶，定義 Ψ(𝑋@A°) =

»𝜓�𝑋(𝑛 − 𝑚)�¼ ∪ 𝑀。根據引理 3.2.2，給定一 𝑋(𝑛 −𝑚)，對所有點 𝑝(𝑎, 𝑏, 𝑐)(@A°)¶ ∈ 𝑋(𝑛 − 𝑚)，

𝜓(𝑝) 都存在於 ℂ@。 

    ⟹𝜓�𝑋(𝑛 −𝑚)� 有定義 

    ⟹Ψ�𝑋(𝑛 −𝑚)� 有定義 

    ⟹Ψ 對 𝕏(𝑛 −𝑚)¢¶ 中所元素都有意義。 

    我們想要證明：Ψ:𝕏(𝑛 −𝑚)¢¶ → 𝑂 為一對一滿射。以下分三部分證明（令 𝒏 −𝒎 = 𝒉）： 

【值域為 𝑂】 

    給定一錯視點集合 𝑋(ℎ) ∈ 𝕏(ℎ)¢È。 

§ 檢驗 Ψ�𝑋(ℎ)� 是否被 𝑠� 固定：給定任一點 𝑝 ∈ Ψ�𝑋(ℎ)�。 

若 𝑝 ∈ 𝑀，根據假設，𝑝(𝑠�) ⊂ Ψ�𝑋(ℎ)�。 

若 𝑝 ∉ 𝑀 

⟹ 𝑝 ∈ 𝜓�𝑋(ℎ)� 

⟹ 𝑝 = 𝜓(𝑞),對於一些	𝑞 ∈ 𝑋(ℎ) 

根據性質 3.2.1，𝜓(𝑠� ∙ 𝑞) = 𝑠� ∙ 𝜓(𝑞) = 𝑠� ∙ 𝑝，且根據假設 (𝑠� ∙ 𝑞) ∈ 𝑋(ℎ) 
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⟹𝜓(𝑠� ∙ 𝑞) ∈ 𝜓�𝑋(ℎ)� 

⟹ 𝑠� ∙ 𝑝 ∈ 𝜓�𝑋(ℎ)� 

最後得出 𝑝(𝑠�) ⊂ Ψ�𝑋(ℎ)�, ∀𝑝 ∈ Ψ�𝑋(ℎ)�。 

§ 檢驗 Ψ�𝑋(ℎ)� 是否為錯視點集合： 

給定任意點 𝑝, 𝑞 ∈ Ψ�𝑋(ℎ)�，𝑝 = (𝑎, 𝑏, 𝑐)@È、𝑞 = (𝛼, 𝛽, 𝛾)@È。 

1. 若 𝑝, 𝑞 ∈ 𝑀，根據假設，𝑝, 𝑞 具有錯視性質。 

2. 若 𝑝, 𝑞 ∉ 𝑀，則 𝑝, 𝑞 ∈ 𝜓�𝑋(ℎ)�，由於 𝜓 保持編號相同，因此 𝑝, 𝑞 的任一軸編

號不同 ⟹ 任一軸座標不同 ⟹ 𝑝, 𝑞 具有錯視性質。 

3. 若 𝑝 ∈ 𝑀 而 𝑞 ∈ 𝜓�𝑋(ℎ)�，根據 𝜓 的定義，𝑞 屬於 𝑀�，𝑀� 為 𝑀 錯視補集。

根據錯視補集的定義，𝑝、𝑞 具有錯視性質。 

    由上兩點可得出此映射的值域等於或包含於 𝑂。 

【一對一】 

    給定 𝑋t(ℎ), 𝑋u(ℎ) ∈ 𝕏(ℎ)¢È，假設 𝑋t(ℎ) ≠ 𝑋u(ℎ)，則必有一點 𝑝 屬於 𝑋t(ℎ)，但不屬於 

𝑋u(ℎ)。 

    由於 𝜓(𝑝) 編號與 𝑝 相同，若存在點 𝜓(𝑞) 等於 𝜓(𝑝)，則兩者編號相同 ⟹ 𝑝、𝑞 編

號相同 ⟹ 𝑝、𝑞 座標相同。⟶⟵ 

    因此不存在 𝜓(𝑞) ∈ 𝜓�𝑋t(ℎ)�，使得 𝜓(𝑞) = 𝜓(𝑝)。 

    ⟹ 	𝜓�𝑋t(ℎ)� ≠ 𝜓 ?𝑋u(ℎ)E 

    由上得出 Ψ、𝜓 為一對一映射。 

【滿射】 

• 給定 𝑋(𝑛) ∈ 𝑂，必存在一組 𝑋(ℎ)，使得 𝑋(𝑛) ∪ 𝑀 = 𝜓�𝑋(ℎ)� ⟹ Ψ�𝑋(ℎ)� = 𝑋(𝑛)。 

聲稱：𝑋(ℎ) = J𝑝(𝑎, 𝑏, 𝑐)Ë¶N∃𝑞(𝛼, 𝛽, 𝛾)@¶ ∈ 𝑋(𝑛)	𝑠. 𝑡. 𝑎 = 𝛼, 𝑏 = 𝛽, 𝑐 = 𝛾S。 

由於映射 𝜓 保持編號相同，因此 𝑋(ℎ) 為 ℎ 錯視點集合。 

    以下證 𝑠µ 固定 𝑋(ℎ)。 
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§ 檢驗 𝑋(ℎ) 是否被 𝑠µ 固定： 

給定一點 𝑝 ∈ 𝑋(ℎ)，根據定義，𝜓(𝑝) ∈ 𝑋(𝑛)。根據性質 3.2.1，𝑠µ ∙ 𝜓(𝑝) ∈ 𝑋(𝑛) ⟹ 𝑠µ ∙

𝜓(𝑝) = 𝜓(𝑠µ ∙ 𝑝) ∈ 𝑋(𝑛)，由於 𝜓 一對一，所以 𝑠µ ∙ 𝑝 ∈ 𝑋(ℎ)。並利用數學歸納法，

可得出 𝑝(𝑠µ) 包含於 𝑋(ℎ)。由性質 3.1.1 得出 𝑠µ 固定 𝑋(ℎ)。 

    由上兩點得出 Ψ 為一對一映射。 

    從以上討論，可得出：Ψ:𝕏(𝑛 −𝑚)¢¶ → 𝑂 為一對一滿射，因此 |𝑂| = N𝕏(𝑛 − 𝑚)¢¶N。 

□ 

    得出以上性質後，首先我們計算出七類解固定點集合的數量遞迴式。再將七類解合併，

得出完整的遞迴式，定義 𝑁(𝑛) 為旋轉群作用的相異軌道數。根據奇偶性分成兩類： 

1. 𝑛 為偶數 

𝑁(𝑛) = 8»N𝕏(𝑛 − 2)¢ÈN + 2(𝑛 − 2)(𝑛 − 3)N𝕏(𝑛 − 3)¢ÈN

+ (𝑛 − 2)(𝑛 − 3)(𝑛 − 4)(𝑛 − 5)N𝕏(𝑛 − 6)¢ÈN¼

+ 6»2N𝕏(𝑛 − 2)¢ÔN + 5(𝑛 − 2)
C(𝑛 − 3)N𝕏(𝑛 − 4)¢ÔN

+ (𝑛 − 2)C(𝑛 − 3)(𝑛 − 4)C(𝑛 − 6)N𝕏(𝑛 − 6)¢ÔN¼ 

2. 𝑛 為奇數 

𝑁(𝑛) = 8»N𝕏(𝑛 − 2)¢ÈN + 2(𝑛 − 2)(𝑛 − 3)N𝕏(𝑛 − 3)¢ÈN

+ (𝑛 − 2)(𝑛 − 3)(𝑛 − 4)(𝑛 − 5)N𝕏(𝑛 − 6)¢ÈN¼

+ 6»2N𝕏(𝑛 − 2)¢ÔN + 5(𝑛 − 2)
C(𝑛 − 3)N𝕏(𝑛 − 4)¢ÔN + 4(𝑛 − 2)N𝕏(𝑛 − 3)¢ÔN

+ 2(𝑛 − 2)(𝑛 − 3)C(𝑛 − 4)N𝕏(𝑛 − 4)¢ÔN

+ (𝑛 − 2)C(𝑛 − 3)(𝑛 − 4)C(𝑛 − 6)N𝕏(𝑛 − 6)¢ÔN¼ 

 

 

 

證明. 

    給定一 𝑛 立方格子點，給定一數 𝑘 屬於 𝐶@Y。 

    在 𝑛 立方格子點中，有 𝑛C 個點 𝑥 軸座標等於 𝑘，我們用這 𝑛C 個點，將 𝕏(𝑛)¢¶ 中

性質 3.2.3 給定一正整數 𝑛 > 1，則 

N𝕏(𝑛)¢ÈN = N𝕏(𝑛 − 1)¢ÈN + (𝑛 − 1)N𝕏(𝑛 − 2)¢ÈN    （𝑠� 的固定點集大小） 

N𝕏(𝑛)¢ÔN = (𝑛 − 1)(𝑛 − 2)N𝕏(𝑛 − 3)¢ÔN    （𝑠� 的固定點集大小） 
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的錯視點集合進行分類。 

    考慮一集合 𝐾 = {𝑘t(𝑘, 𝑦t, 𝑧t)|𝑘t ∈ 𝐶@, 𝑖 = 1~𝑛C}，給定一點 𝑘t ∈ K，考慮一集合 𝐾t =

J𝑋(𝑛) ∈ 𝕏(𝑛)¢¶N𝑘t ∈ 𝑋(𝑛)S。給定 𝑘t, 𝑘u ∈ 𝐾，若 𝑖 ≠ 𝑗，則 𝐾t ∩ 𝐾u = ∅，因此 

Ù 𝐾t
t{B~@Ú

= 𝕏(𝑛)¢¶ 

⟹ Û |𝐾t|
t{B~@Ú

= N𝕏(𝑛)¢¶N 

    根據引理，對所有 𝑘t ∈ 𝐾，𝐾t = J𝑋(𝑛) ∈ 𝕏(𝑛)¢¶N𝑘t(𝑠µ) ⊂ 𝑋(𝑛)S。 

1. 首先計算被 𝑠�固定的𝑋(𝑛)： 

    考慮 𝑘 = @AB
C
∈ 𝐶@Y，令集合 𝐾 = «𝑘t ?

@AB
C
, 𝑦t, 𝑧tE ¬𝑘t ∈ ℂ@, 𝑖 = 1~𝑛CÜ。 

(1) 給定一 𝑘t ?
@AB
C
, 𝑦t, 𝑧tE ∈ 𝐾，若 𝑦t = 𝑧t 或 𝑦t =

@AB
C

 或 𝑧t =
@AB
C

，但不考慮 𝑦t =

𝑧t =
@AB
C

，則有 3𝑛 − 3 個如此的點，且 |𝐾t| = 0。 

(2) 給定一 𝑘t ?
@AB
C
, 𝑦t, 𝑧tE ∈ 𝐾，若 

@AB
C
= 𝑦t = 𝑧t，則有 1 個如此的點，且 |𝐾t| =

𝕏(𝑛 − |𝑘t(𝑠�)|)¢È = 𝕏(𝑛 − 1)¢È。 

(3) 給定一 𝑘t ?
@AB
C
, 𝑦t, 𝑧tE ∈ 𝐾，若 

@AB
C
≠ 𝑦t ≠ 𝑧t，則有 𝑛C − 3𝑛 + 2 = (𝑛 − 1)(𝑛 − 2) 

個如此的點，且 |𝐾t| = 𝕏(𝑛 − |𝑘t(𝑠�)|)¢È = 𝕏(𝑛 − 3)¢È。 

    將以上 |𝐾t| 加總，可得出 N𝕏(𝑛)¢ÈN = 𝕏(𝑛 − 1)¢È + (𝑛 − 1)(𝑛 − 2)𝕏(𝑛 − 3)¢È 

2. 再來計算 𝑠�：考慮 𝑘 = 0 ∈ 𝐶@Y，令集合 𝐾 = {𝑘t(0, 𝑦t, 𝑧t)|𝑘t ∈ ℂ@, 𝑖 = 1~𝑛C}。 

(1) 給定一 𝑘t(0, 𝑦t, 𝑧t) ∈ 𝐾，若 𝑦t ≠ 𝑧t，則有 𝑛(𝑛 − 1) 個如此的點，且 |𝐾t| = 0。 

(2) 給定一 𝑘t(0, 𝑦t, 𝑧t) ∈ 𝐾，若 𝑦t = 𝑧t，則有 𝑛 個如此的點，且 |𝐾t| = 𝕏(𝑛 −

|𝑘t(𝑠�)|)¢Ô = 𝕏(𝑛 − 2)¢Ô。 

    將以上 |𝐾t| 加總，可得出 N𝕏(𝑛)¢ÔN = 𝑛(𝑛 − 1)𝕏(𝑛 − 2)¢Ô 
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（三）考慮旋轉下，計算相異解的數量通式                                

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

策略. 

    由討論 3.3.1 中的兩條件，來決定一被 𝑠� 固定的 𝑋@，可以得出以下事實： 

1. 若 𝑥, 𝑦, 𝑧 三數中有兩數相同，但第三數不同，點 𝑝(𝑥, 𝑦, 𝑧) 不能選擇。如 𝑝(1,4,4)，

因為 𝑋@ 被 𝑠� 固定，所以 𝑝�(4,4,1) ∈ 𝑋@，但 𝑝 與 𝑝′ 的 𝑦 軸座標相同，導致 

𝑋@ 失去錯視性質。 

2. 𝑋@ 中只有兩種點，三軸座標相同的點，稱為「一階點」；三軸座標皆不相同的點，

稱為「三階點」 

3. 一階點 (𝑎, 𝑏, 𝑐) 的對稱點集只有一點；三階點 (𝑎, 𝑏, 𝑐) 的對稱點集有三點 

(𝑎, 𝑏, 𝑐)、(𝑐, 𝑏, 𝑎)、(𝑐, 𝑎, 𝑏)，因此決定一個三階點屬於 𝑋@ 後，𝑎, 𝑏, 𝑐 三數都不能

在選擇作為任一軸座標 

    由以上一些條件與限制，我們的計算方式，分幾個步驟： 

【步驟 1】 給定一 𝑛 立方格子點 

【步驟 2】 決定一階點的數量 𝑚,𝑚 ≡ 𝑛(𝑚𝑜𝑑	3) 

討論 3.3.1 要計算被 𝑠�	𝑜𝑟	𝑠� 固定的 𝑋@ 數量，就是在 ℂ@ 中，決定 𝑛 個點，這 𝑛 個

點(稱為集合 𝑋@)要符合兩條件， 

(1)任兩點的 𝑥、𝑦、𝑧 座標皆不同 ⟺ 𝑛 個 𝑥、𝑦、𝑧 軸座標數值，都要被選到。 

(2)若點 𝑝 在 𝑋@ 中，則 𝑝(𝑠�)	𝑜𝑟	𝑝(𝑠�) 也在 𝑋@ 中 ⟺ 當點 𝑝�𝑥M, 𝑦M, 𝑧M� 被選了，則 

𝑥M、𝑦M、𝑧M、𝑥¢È∙M、𝑦¢È∙M、𝑧¢È∙M，都不能再選作相同軸的坐標了。 

由以上兩條件，我們再一組一組的決定 𝑋@ 中的對稱點集，最後算出有多少選擇的可能，

也就是被 𝑠� 固定的 𝑋@ 數量。 

 

計算 3.3.1 N𝕏(𝒏)𝒔𝒂N  

當 𝑛 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑	3)，被 𝑠� 固定的 𝑋@ 數量 ¬𝕏@¢È¬ = ∑ (2t)!
2(àá£)×(tAu)!×(2u)!

t
u{â  

當 𝑛 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑	3)，被 𝑠� 固定的 𝑋@ 數量 ¬𝕏@¢È¬ = ∑ (2t�B)!
2(àá£)×(tAu)!×(2u�B)!

t
u{â  

當 𝑛 ≡ 2(𝑚𝑜𝑑	3)，被 𝑠� 固定的 𝑋@ 數量 ¬𝕏@¢È¬ = ∑ (2t�C)!
2(àá£)×(tAu)!×(2u�C)!

t
u{â  
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【步驟 3】 決定 𝑚 個一階點 

【步驟 4】 決定 𝑛 −𝑚 個三階點 ⟺ 決定 
@A°
2

 組對 𝑠� 固定的三階點 

【步驟 5】 一階點的數量 𝑚 跑遍所有可能的數值，將分別的選擇數相加。 

計算. 

先計算 𝑛 ≡ 2(𝑚𝑜𝑑	3) 時 ℂ@ 中，被 sä 固定的 𝑋@ 數量。 

【步驟 1】 

令 𝑛 ≡ 2(𝑚𝑜𝑑	3)，𝑛 = 3𝑖 + 2, 0 ≤ 𝑖 ∈ 𝑍 

【步驟 2】 

令 𝑚 = 3𝑗 + 2, 0 ≤ 𝑗 ≤ 𝑖 ∈ 𝑍 

【步驟 3】 

決定一個一階點，等同在 C@ 選一個數字，作為此點的三軸座標；決定𝑚 個一階點，就是

選 𝑚 個數字，因此有 ?𝑛𝑚E 種選法。 

此時 𝐶@ 中剩下 𝑛 −𝑚 個數字可選擇。 

【步驟 4】 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1. 決定第一個點 𝑝B，與 𝑝B 的對稱點集，等同在 C@ 中剩下的 𝑛 −𝑚 個數字中，選

擇 3 個數作為三軸座標，有 ?(@A°)(@A°AB)(@A°AC)
2

E 種可能(除以三，因為點 𝑝B 為 

(𝑎, 𝑏, 𝑐) 或 (𝑏, 𝑐, 𝑎) 或 (𝑐, 𝑎, 𝑏)，對我們來說一樣)。 

決定 𝑝B 與其對稱點集後，	C@ 中剩下 (𝑛 − 𝑚) − 3 個數字可選擇。 

2. 決定第四個點 𝑝�，有 ?(@A°A2)(@A°A�)(@A°A�)
2

E 種可能。 

決定 𝑝� 與其對稱點集後，C@	中剩下 𝑛 −𝑚 − 6 個數字可選擇。 

…… 

3. 決定第 3𝑘 + 1 個點 𝑝2r�B，有 ?(@A°A2r)(@A°A2rAB)(@A°A2rAC)
2

E 種選擇。 
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所有三階點 𝑝B~𝑝@ 的選擇數相乘等於： 

ç è
(𝑛 −𝑚 − 3𝑘)(𝑛 − 𝑚 − 3𝑘 − 1)(𝑛 − 𝑚 − 3𝑘 − 2)

3 é

(@A°)
2 AB

r{â

=
1

3
(@A°)

2

ç (𝑛 −𝑚 − 𝑘)
(@A°)AB

r{â

=
(𝑛 − 𝑚)!

3
(@A°)
2

 

但是，這是在考慮「決定的順序」下的選擇數，因此要再除以 ?(@A°)
2

E !，最後再乘上一階

點的選擇數 ?𝑛𝑚E。 

因此，決定具有錯視性質、被 𝑠� 固定的 𝑚 個一階點與 𝑛 −𝑚 個三階點，共有 
(@A°)!

2
(êáë)

ì
÷

?(@A°)
2

E ! × ?𝑛𝑚E =
@!

2
(êáë)

ì ×?(êáë)
ì E!×°!

= (2t�C)!
2(àá£)×(tAu)!×(2u�C)!

 種選擇。 

【步驟 5】 

同上，令 𝑛 = 3𝑖 + 2，讓一階點的數量跑遍可能的數值，將分別的選擇數相加，可得出： 

Û
(3𝑖 + 2)!

3(tAu) × (𝑖 − 𝑗)! × (3𝑗 + 2)!

t

u{â

 

計算 𝑛 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑	3)、𝑛 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑	3) 的方式與前述方法相似，只需將一些係數調整，在此省

略計算，所得出的結果如下： 

當 𝑛 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑	3)，被 𝑠� 固定的 𝑋@ 數量 ¬𝕏@¢È¬ = ∑ (2t)!
2(àá£)×(tAu)!×(2u)!

t
u{â  

當 𝑛 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑	3)，被 𝑠� 固定的 𝑋@ 數量 ¬𝕏@¢È¬ = ∑ (2t�B)!
2(àá£)×(tAu)!×(2u�B)!

t
u{â  

當 𝑛 ≡ 2(𝑚𝑜𝑑	3)，被 𝑠� 固定的 𝑋@ 數量 ¬𝕏@¢È¬ = ∑ (2t�C)!
2(àá£)×(tAu)!×(2u�C)!

t
u{â  

□ 

 

 

 

 

 

計算 3.2.2 N𝕏(𝒏)𝒔𝒂N  

當 𝑛 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑	3)，被 𝑠� 固定的 𝑋@ 數量 ¬𝕏@¢È¬ = ∑ (2t)!
2(àá£)×(tAu)!×(2u)!

t
u{â  

當 𝑛 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑	3)，被 𝑠� 固定的 𝑋@ 數量 ¬𝕏@¢È¬ = ∑ (2t�B)!
2(àá£)×(tAu)!×(2u�B)!

t
u{â  

當 𝑛 ≡ 2(𝑚𝑜𝑑	3)，被 𝑠� 固定的 𝑋@ 數量 ¬𝕏@¢È¬ = ∑ (2t�C)!
2(àá£)×(tAu)!×(2u�C)!

t
u{â  
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策略. 

    要計算被 𝑠� 固定的 𝑋@ 數量，就是為每個x軸的座標，配對一組y、z軸座標。為 𝑥 軸

座標數值 "𝑎"	，配對 𝑏, 𝑐 作為 𝑦, 𝑧 軸座標，等同決定一點𝑝t(𝑎, 𝑏, 𝑐) ∈ 𝑋@，且也決定了對稱

點集中的另一點 𝑝t�(−𝑎, 𝑐, 𝑏)。可得出兩個事實： 

1. 若存在一點 𝑝t(𝑎, 𝑏, 𝑐) ∈ 𝑋@，由引理 3.1.1，則 𝑝t(−𝑎, 𝑐, 𝑏) ∈ 𝑋@ 

⟹ 為大於等於零的 x 軸座標配對，同時，所有的 𝑥 軸座標也都配對好了。 

2. 不存在兩點 𝑝t(𝑎, 𝑏, 𝑐)、𝑝u(𝛼, 𝛽, 𝛾) ∈ 𝑋@, 𝑎 = 𝛼，使得 𝑏 = ±𝛽	𝑜𝑟	𝑐 = ±𝛾 

⟹ 決定一點 𝑝t(𝑎, 𝑏, 𝑐) ∈ 𝑋@ 後，則 𝑏, 𝑐 兩數，不能再作為 𝑦、𝑧 軸座標。 

3. 不存在一點 𝑝t(0, 𝑏, 𝑐) ∈ 𝑋@，使得 𝑏 = 𝑐 

⟹ 任一非零的 𝑥 軸座標數值，配對的 y、𝑧 座標不可相同。 

4. 若 𝑥 軸座標數值為零，配對的 𝑦、𝑧 座標必須相同。 

     給定一 𝑛 立方格子點後，我們的計算方式，分兩個步驟： 

【步驟 1】 若 𝑛 為奇數，先為 𝑥 軸座標數值 0 配對 𝑦、𝑧 軸座標。若 𝑛 為偶數，

直接進入【步驟 2】。 

【步驟 2】 以所有在 𝐶@ 中的正數，作未知點的 𝑥 軸座標，得出 𝑝B(1, 𝑦B, 𝑧B)、

𝑝C(2, 𝑦C, 𝑧C)、𝑝2(1, 𝑦2, 𝑧2)… 再配對 𝑦、𝑧 軸座標 

計算. 

先計算 𝑛 為偶數時 𝕏@ 中，被 sä 固定的 𝑋@ 數量。 

【步驟 1】 

先為 𝑥 軸座標數值 0 配對 𝑦、𝑧 軸座標，由於 𝑦、𝑧 軸座標需要相同，因此在 𝐶@ 中選

一個數有 ?𝑛1E 個選擇。 

𝑦、𝑧 軸座標剩 𝑛 − 1 個數可選。 

【步驟 2】 

第一個點 𝑝B(1, 𝑦B, 𝑧B) 的 y、z 軸座標，有 (𝑛 − 1)(𝑛 − 2) 個選擇 

第二個點 𝑝C(2, 𝑦C, 𝑧C) 的 y、z 軸座標，有 (𝑛 − 3)(𝑛 − 4) 個選擇 
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第三個點 𝑝2(3, 𝑦2, 𝑧2) 的 y、z 軸座標，有 (𝑛 − 5)(𝑛 − 6) 個選擇 

…… 

第 
@AB
C

 個點 𝑝êáñ
Ú
ò@AB

C
, 𝑦êáñ

Ú
, 𝑧êáñ

Ú
ó 的 y、z 軸座標，有 2 × 1 個選擇 

所有的選擇數相乘等於 (𝑛 − 1)!，再乘上 Step 1 中的 ?𝑛1E，可得出 𝑛!。 

若 𝑛 為偶數，只需計算，可得出 𝑛! 種可能。 

由上，可以得出被 𝑠� 固定的 𝑋@ 數量 ¬𝑋@¢Ô¬ = 𝑛!。 

□ 

利用 𝐵𝑢𝑟𝑛𝑠𝑖𝑑𝑒 定理，以及前述性質，便可得出性質 3.3.1。 

 

 

 

 

 

 

 

 

證明. 

    根據 𝐵𝑢𝑟𝑛𝑠𝑖𝑑𝑒 定理，以及上述計算中計算出各旋轉變換的固定點集合大小，便可得出

軌道數 𝑁(𝑛) 的一般式。 

 

 

 

 

性質 3.3.1 

給定一正整數 𝑛 > 1，「立方體旋轉群」作用在 𝕏@ 上，軌道數 

𝑁(𝑛) =

⎩
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎪
⎧
𝑛 = 3𝑖, 𝑖 ∈ 𝑍� 																						

1
24
ø𝑛!2 + 8Û

(3𝑖)!
3(tAu) × (𝑖 − 𝑗)! × (3𝑗)!

t

u{â

+ 6𝑛!ù

𝑛 = 3𝑖 + 1, 𝑖 ∈ 𝑍� 							
1
24ø𝑛!

2 + 8Û
(3𝑖)!

3(tAu) × (𝑖 − 𝑗)! × (3𝑗 + 1)!

t

u{â

+ 6𝑛!ù

𝑛 = 3𝑖 + 2, 𝑖 ∈ 𝑍� 							
1
24ø𝑛!

2 + 8Û
(3𝑖)!

3(tAu) × (𝑖 − 𝑗)! × (3𝑗 + 2)!

t

u{â

+ 6𝑛!ù
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參、研究結論 

一、最佳錯視全滿的情況為 3𝑛，且對所有 𝑛，都有最佳全滿的情況。 

二、𝑛 立方格子點集合中，以錯視點集合 𝑝(𝑛) 形成的骨架，必能達成錯視全滿。 

三、我們使用 𝐵𝑢𝑟𝑛𝑠𝑖𝑑𝑒 定理計算「立方體旋轉群」作用在 𝕏(𝑛) 時的軌道數，等同於

計算相異解。以 𝐵𝑢𝑟𝑛𝑠𝑖𝑑𝑒 定理計算後，可得出遞迴式與一般式。 

四、我們使用 𝑊𝑜𝑙𝑓𝑟𝑎𝑚𝐴𝑙𝑝ℎ𝑎 無法得出本研究中遞迴式的解，但透過本研究的組合解釋，

我們直接找出該遞迴式的解。 

肆、討論與未來展望 

一、加入鏡射後，相異的錯視解數 

二、討論 𝑛 骨架以外錯視全滿的類型，以及數量，還有考慮旋轉、鏡射下的相異解，並

嘗試找出公式。 

伍、參考資料 

一、Alan Tucker，Applied Combinatorics，1978 

二、康明昌，近世代數，2000 

 

 

 

 

 

 

 



30 
 

陸、附錄 

一、計算旋轉下錯視點集合數量的偽代碼及計算出的數據 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

二、使用程式計算旋轉下七類錯視點集合數量的數據 

 

 

令 S={sj│sj 為旋轉與鏡射變換, j=1~48} 

輸入：正整數 n，為立方格子點集合的邊長。 

輸出：在考慮旋轉與鏡射的情況下，相異的錯

視點集合 N(n) 共有多少。 

set N=0 

for i=1~n!2, set Ni=0 

for j=1~48 

if sj(xi)=xi, Ni=Ni+1 

else Ni=Ni 

N= N+Ni 

return N=N/48 

表 2.1 𝑁(𝑛) 與 𝑋(𝑛) 比較表 

邊長 𝑁(𝑛) 𝑋(𝑛) 

𝑛 = 2 1 4 

𝑛 = 3 3 36 

𝑛 = 4 21 576 

𝑛 = 5 335 14400 

𝑛 = 6 11043 518400 

𝑛 = 7 530568 25401600 

 

表 3.2 不同邊長下 𝑁B(𝑛)~𝑁y(𝑛) 數值表 

邊長 𝑁B(𝑛) 𝑁C(𝑛) 𝑁2(𝑛) 𝑁�(𝑛) 𝑁�(𝑛) 𝑁�(𝑛) 𝑁y(𝑛) 

𝑛 = 2 1 0 0 0 0 0 0 

𝑛 = 3 1 0 1 1 0 0 0 

𝑛 = 4 2 9 2 6 2 0 0 

𝑛 = 5 7 148 22 63 38 57 0 

𝑛 = 6 67 4448 388 1200 1156 3456 328 

𝑛 = 7 1269 180632 12075 36300 48020 216120 36152 

 



作品海報 

【評語】030423  

本作品研究在一個三維的立方格子點中連接格線，使得從每一

面透視時行與列都被格線填滿的現象，題目有一定困難度，文章中

使用相當多的集合與邏輯符號，並使用群論中的 Burnside定理以

及旋轉變換，數學具有一定深度，但是一些名詞定義與符號使用須

更精準。運用工具相當成熟，對於中學生而言相當難得。遞迴式子

的結果相當複雜，若得到的計數結果能找出規律，或是找出更一般

的理論，會是更有意思的作品。整體而言是相當優秀的作品。 
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𝑥
𝑦

z

▲圖2.1

𝒏 立方體

𝒏 − 𝟏

▲圖2.2

𝑛 = 2 𝑛 = 3 𝑛 = 4𝑝 𝑝 𝑝

收集格子點

4. 錯視全滿：在一 𝑛 立方格子點中連一些格線，若由 𝑥、𝑦、𝑧 任一軸的方向透視，𝑛 行 𝑛 列都連滿格線，

如圖 2.4 (a) ，則稱為錯視全滿。圖 2.4 (b) 為 𝑛 = 4 時一種錯視全滿情況。

5. 最佳錯視全滿：以最少條格線達成錯視全滿的情況。

▲圖2.4

(b) 透視(a) 達成錯視全滿

壹、前言

本研究的內容關於：在一個三維的 𝑛 立方格子點

中連接一些格線（請見名詞定義），使得由每一軸透視，

行與列都被填滿格線，如圖1.1，我們稱為錯視全滿。

我們想知道，對於所有的 𝑛 立方格子點，要達成

錯視全滿，最少需要多少格線？有什麼一般的方法達成

最佳錯視全滿？共有多少組格線能達成錯視全滿？考慮

旋轉對稱下，還有多少組相異？

一、研究摘要

二、名詞定義

1. 𝒏 立方格子點（ℂ𝒏）：給定正整數 𝑛 > 1， 令點 𝑝 = −123
4
, − 123

4
, − 123

4
，定義 𝑛 立方格子點

ℂ1 ≔ 𝑥, 𝑦, 𝑧 7 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ ℤ 𝑎𝑛𝑑 0 ≤ 𝑥, 𝑦, 𝑧 ≤ 𝑛 − 1

2. 𝒏 立方體：邊長為 𝑛 − 1 單位，以原點為中心包含 𝒏 立方格子點的立方體，稱為 𝒏 立方體。

3. 格線：𝑛 立方格子點中任兩點的連線，若平行 𝑥, 𝑦, 𝑧 軸其中之一，並長度 𝑛 − 1 單位，則稱為格線。圖

2.3為 𝑛 = 3 時所有的格線。

四、研究器材

紙、筆、電腦、𝐺𝑒𝑜𝐺𝑒𝑏𝑟𝑎、𝐶 語言

透視後行列全滿

▲圖1.2

透視

達成錯視全滿

▲圖1.1

(b) 邊上(a) 中心

▲圖2.5

▲圖2.3

𝒏 = 𝟑 的所有格線

▲圖2.6

(a) 𝑛 = 2 (b) 𝑛 = 3 (c) 𝑛 = 4

6. 骨架：𝑛 立方格子點 ℂ1 中，通過任一格子點 𝑝 的三條格線，稱

為點 𝑝 的骨架。如圖 2.5。

7. 錯視點集合 𝑋 𝑛 ：給定正整數 𝑛，定義 𝑛 錯視點集合 𝑋 𝑛

≔ 𝑝 ∈ ℂ1 給定 𝑝 𝑥, 𝑦, 𝑧 , 𝑞 𝛼, 𝛽, 𝛾 ∈ 𝑋 𝑛 , 𝑥 ≠ 𝛼, 𝑦 ≠ 𝛽, 𝑧 ≠ 𝛾

稱 𝑋 𝑛 為錯視點集合，或稱 𝑛 錯視點集合。如圖 2.6。

8. 𝕏 𝒏 ：定義集合 𝕏 𝑛 ≔ 𝑋 𝑛 𝑋 𝑛 ⊂ ℂ1 。

貳、研究結果與過程
一、達到最佳錯視全滿的基礎方法（錯視解）

性質 1.1 任一 𝑛立方格子點達成錯視全滿，至少需要 3𝑛 條格線。

範例 1.1 𝑛 = 2、3、4、5時，存在 3𝑛 條格線達成錯視全滿的情況。如圖 3.2。

▲圖3.2

（一）找到基礎技巧，並計算相異方法數

▲圖3.1



三、考慮旋轉下，計算相異錯視解的數量

立方體旋轉群作用在集合 𝕏 𝑛 時，我們知道，同軌道的錯視點集合，

可以經旋轉變成對方，視為同一解，如圖 3.1。因此，目標為算出軌道數。

定理 2.1 考慮一個群 𝐺,∗ 作用在一個集合 𝑋，我們介紹幾個名詞：

1. 軌道(orbit, 𝑴(𝒙))：給定 𝑥 ∈ 𝑋，𝑀 𝑥 ≔ 𝑔 0 𝑥 𝑔 ∈ 𝐺 。

2. 穩定子群(stabilizer, 𝑮𝒙)：對於 𝑥 ∈ 𝑋，𝐺𝑥:= 𝑔 ∈ 𝐺 𝑔 0 𝑥 = 𝑥 。

3. 固定點集(fixed point, 𝑿𝒈)：對於 𝑔 ∈ 𝐺，𝑋𝑔:= 𝑥 ∈ 𝑋 𝑔 0 𝑥 = 𝑥 。

定理 2.1 𝑩𝒖𝒓𝒏𝒔𝒊𝒅𝒆>𝒔 𝑻𝒉𝒓𝒆𝒐𝒓𝒆𝒎令 𝑁 為群 𝐺 作用 𝑋 時的軌道數，則

𝑁 =
1
𝐺 E

F∈G

𝑋F =
1
𝐺 E

H∈I

𝐺H

性質 1.3 給定一 𝑛 立方格子點 ℂK，共有 𝑛L 個相異 𝑛 錯視點集合 𝑋 𝑛 ⊂ ℂK。

推導：1. 𝑛 個點先選 𝑥 軸座標，𝑛! 種選擇。三軸座標選完，共 𝑛!×𝑛!×𝑛! = 𝑛! P 種選擇。

2. 我們不在乎 𝑛 個點選擇的順序，因此要除以𝑛!，等於 𝑛! L 種選擇。

性質 1.2 給定一 𝑛 立方格子點 ℂK，對於任一 𝑛 錯視點集合 𝑋 𝑛 ⊂ ℂK，收集 𝑋 𝑛 中所有點的骨架，必達成最佳錯視全滿。

推導：透視錯視點後，每行、列都有錯視點。當錯視點長出骨架後，每一行、列都被填滿 ⟹ 達成錯視全滿。如圖 3.3。

▲圖 3.3

透
視

骨
架

(a) 𝑛 = 4 的一組錯視解

(b) 透視錯視點集合

(c) 錯視點與其骨架

定義 1.1 給定點 𝑝 屬於 𝑛 立方格子點集合，定義 𝑑𝑒𝑔 𝑝 為點 𝑝 的骨架，由不同方向連出的線段數。

▲圖 3.4

(a) 選擇 𝑥 軸座標

(c) 選擇 𝑧 軸座標

(b) 選擇 𝑦 軸座標

(d) 𝑛 錯視點集合

（二）錯視點集合的分類

表一 錯視點集合的分類

3 4 5 6
此 𝑑𝑒𝑔 大小的點的數量

𝑋[ 𝑛 2 0 0 𝑛 − 2

𝑋L 𝑛 0 2 2 𝑛 − 4

𝑋P 𝑛 0 3 0 𝑛 − 3

𝑋_ 𝑛 1 1 1 𝑛 − 3

𝑋` 𝑛 1 0 3 𝑛 − 4

𝑋a 𝑛 0 1 4 𝑛 − 5

𝑋b 𝑛 0 0 6 𝑛 − 6

種類
𝒅𝒆𝒈

▲圖 3.5

𝑎

(a) 𝑑𝑒𝑔 𝑎 = 3

𝑏

(b) 𝑑𝑒𝑔 𝑏 = 4

𝑐

(c) 𝑑𝑒𝑔 𝑐 = 5

𝑑

(d) 𝑑𝑒𝑔 𝑑 = 6
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▲圖4.1
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旋轉後

▲圖4.2

(a) 旋轉變換 𝑠g (b) 旋轉變換 𝑠h (c) 旋轉變換 𝑠i

120° 180°

90°

沒有固定
點集

定義 3.1 給定一集合 𝐴 ⊂ ℂK，一立方體的旋轉變換 𝑠k，定義一些名詞：

1. 集合 𝐴 𝑠k ∶= 𝑠kK 𝐴 𝑛 ∈ ℕ ，稱作「𝐴 對 𝑠k 的對稱點集」。如圖 4.3。

2. 若 𝑠k 0 𝐴 = 𝐴，則稱「 𝐴 為 𝑠k 的固定點」或「𝑠k 固定集合 𝐴」。如圖 4.3。
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#"
#""

#
!""

!

▲圖4.3

𝑠g 的固定點

我們使用公式 𝑁 = [
G
∑H∈I 𝐺H 計算軌道數，因此，接下來主要在計

算圖 3.2 中三類旋轉的固定點集。我們將三類旋轉，記作 𝑠g、𝑠h、𝑠i。

表二三種標準旋轉變換之性質

旋轉軸類型 標準旋轉 符號 𝑠k 0 𝑝 𝑥, 𝑦, 𝑧

對角連線 368 254 𝑠g
𝑠g 0 𝑝 𝑥, 𝑦, 𝑧
= 𝑝> 𝑦, 𝑧, 𝑥

對邊中點連線 12 35 46 78 𝑠h
𝑠h 0 𝑝 𝑥, 𝑦, 𝑧
= 𝑝> −𝑥, 𝑧, 𝑦

對面重心連線 1234 5678 𝑠i
𝑠i 0 𝑝 𝑥, 𝑦, 𝑧
= 𝑝> −𝑦, 𝑥, 𝑧



表三 𝑁 𝑛 、 𝕏 𝑛 比較表

邊長 𝑁 𝑛 𝕏 𝑛 𝛼% 𝛽%

𝑛 = 3 3 36 3 6

𝑛 = 4 21 576 9 24

𝑛 = 5 335 14400 21 120

𝑛 = 6 11043 518400 81 720

𝑛 = 7 530568 25401600 351 5040

一般式
1
24 (8𝛼% + 6𝛽% + 𝑛!

5) 𝑛!5 見表四

定義 3.2 給定𝑚 個點 𝑘9, 𝑘5, … , 𝑘< 屬於 ℂ%，並具有錯視性質，定義 𝑛 錯視補集𝑀 ⊂ ℂ%

𝑀 ≔ 𝑝 𝑥, 𝑦, 𝑧 𝑝 ∈ ℂ%, ∄𝑖 ∈ ℕ, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚 𝑠. 𝑡. 𝑥 ≠ 𝑥N 𝑎𝑛𝑑 𝑦 ≠ 𝑦N 𝑎𝑛𝑑 𝑧 ≠ 𝑧N

稱𝑀 為點 𝑘9, 𝑘5, … , 𝑘< 的 𝑛 錯視補集。如圖 4.4。

性質 3.1 給定一集合 𝐴 ⊂ ℂ%，一立方體旋轉變換 𝑠R。我們有以下性質：

1. 若集合 𝐴 為 𝑠R 的固定點，則 ∀𝑝 ∈ 𝐴, 𝑝 𝑠R ⊂ 𝐴。

2. 若 ∀𝑝 ∈ 𝐴, 𝑝 𝑠R ⊂ 𝐴，則集合 𝐴 為 𝑠R 的固定點。

討論：給定旋轉變換，要計算被固定的錯視點集合數量，只要照以下規則，

計算 ℂ% 中 𝑛 個點的組合數：

1. 被固定 ⟹ 符合性質 3.1 ⟹ 選了一點，則對稱點集也要納入 𝑛 個點

2. 具備錯視性質 ⟹ 選第 𝑘 個點時，在前面所有 𝑘 − 1 個點的錯視補集中選

（一）產出方式：遞迴式

𝒂

ℂW 中的點 𝑎

點 𝑎 的錯視補集

▲圖4.4

表四 𝛼%、𝛽% 的遞迴式、一般式

邊長 𝛼%, 𝑛 > 2 𝛽%

𝑛 = 3𝑚 + 2 Y
Z[\

<
𝑛!

3 <]Z × 3𝑙 + 2 ! 𝑚 − 𝑙 !

𝑛!𝑛 ≡ 3𝑚 + 1 Y
Z[\

<
𝑛!

3 <]Z × 3𝑙 + 1 ! 𝑚 − 𝑙 !

𝑛 ≡ 3𝑚 Y
Z[\

<
𝑛!

3 <]Z × 3𝑙 ! 𝑚 − 𝑙 !

遞迴
𝛼%
= 𝛼%]9 + 𝑛 − 1 𝑛 − 2 𝛼%]a

𝛽%
= 𝑛 𝑛 − 1 𝛽%]5

性質 3.3 給定一正整數 𝑛 > 1，則

𝕏 𝑛 bc = 𝕏 𝑛 − 1 bc + 𝑛 − 1 𝑛 − 2 𝕏 𝑛 − 3 bc （𝑠d 的固定點集大小）

𝕏 𝑛 be = 𝑛 𝑛 − 1 𝕏 𝑛 − 2 be （𝑠f 的固定點集大小）

性質 3.2 給定一 𝑛 立方格子點 ℂ%，給定一點 𝑝 ∈ ℂ%，與一立方體的旋轉變換 𝑠R，若 𝑠R 𝑝 具有錯視性質，則包含𝑀

且對 𝑠R 固定的 𝑛 錯視點集合，共有 𝕏 𝑛 − |𝑠R 𝑝 | bh
個；反之，則有 0個。

▲圖 4.6
錯視補集 立方格子點

（一）產出方式：一般式

▲圖 4.5

(a) 對稱點集

3 3

3

(b) 錯視補集

選擇一個旋轉變換後，我們按照前面討論中的兩個原則，進行組合的計算，得出表中的一般式。

我們令 𝛼% 表示旋轉變換 𝑠d 對 𝕏% 作用的固定點集元素個數； 𝛽% 表示旋轉變換 𝑠f 對 𝕏% 作用的固定

點集元素個數； 𝑁 𝑛 表示軌道個數。

參、結論
一、最佳錯視全滿的情況為 3𝑛 條格線，且對所有 𝑛，都有最佳全滿的情況。

二、𝑛 立方格子點集合中，以錯視點集合 X 𝑛 形成的骨架，必能達成錯視全滿。

三、我們使用 𝐵𝑢𝑟𝑛𝑠𝑖𝑑𝑒 定理計算「立方體旋轉群」作用在 𝕏 𝑛 時的軌道數，等同於計算旋轉對稱下的相異錯視解數量。以

𝐵𝑢𝑟𝑛𝑠𝑖𝑑𝑒 定理計算後，可得出遞迴式與一般式。

四、我們使用𝑊𝑜𝑙𝑓𝑟𝑎𝑚𝐴𝑙𝑝ℎ𝑎 無法得出本研究中遞迴式的解，但透過本研究的組合解釋，我們直接找出該遞迴式的解。

得出以上性質後，我們曾經計算出七類錯視點集合中固定點的數量遞迴式。再將七類解合併，得出完整的遞迴式，

定義 𝑁 𝑛 為旋轉群作用的相異軌道數。

𝒏為偶數：𝑁 𝑛 = 9
5s
t

u

8 𝕏 𝑛 − 2 bc + 2 𝑛 − 2 𝑛 − 3 𝕏 𝑛 − 3 bc + 𝑛 − 2 𝑛 − 3 𝑛 − 4 𝑛 − 5 𝕏 𝑛 − 6 bc +

6 2 𝕏 𝑛 − 2 be + 5 𝑛 − 2 5 𝑛 − 3 𝕏 𝑛 − 4 be + 𝑛 − 2 5 𝑛 − 3 𝑛 − 4 5 𝑛 − 6 𝕏 𝑛 − 6 be

𝒏為奇數：𝑁 𝑛 = 9
5s
t

u

8 𝕏 𝑛 − 2 bc + 2 𝑛 − 2 𝑛 − 3 𝕏 𝑛 − 3 bc + 𝑛 − 2 𝑛 − 3 𝑛 − 4 𝑛 − 5 𝕏 𝑛 − 6 bc +

6v

w

2 𝕏 𝑛 − 2 be + 5 𝑛 − 2 5 𝑛 − 3 𝕏 𝑛 − 4 be + 4 𝑛 − 2 𝕏 𝑛 − 3 be + 2 𝑛 − 2 𝑛 − 3 5 𝑛 − 4 𝕏 𝑛 − 4 be +

𝑛 − 2 5 𝑛 − 3 𝑛 − 4 5 𝑛 − 6 𝕏 𝑛 − 6 be
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