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得獎感言 

在科展背後大家的努力 

在全國科展開始前，我並沒有偷懶，經常和老師一起討論，並且一有空就練習口說，這

一切都是為科展做準備，終於在全國科展脫穎而出，拿到數學科國中組第一名，以下是我的

得獎感言。 

為了全國科展，經過幾個月的努力，終於來到高雄的全國科展之旅，在這五天四夜的旅

程中發生了許多事情，其中有幾件事最讓我印象深刻。在比賽的前一天我很緊張，心中一直

浮現一些小劇場，例如:擔心評審聽不下去，直接叫我閉嘴。比賽當天抱著緊張的心情進入會

場，發現評審並沒有想像得如此恐怖，反到每一位都非常和藹可親，還給了我許多寶貴的意

見，甚至給了我參考文獻，讓我受用無窮。最後一天頒獎典禮，在大布幕的頒獎名單看到自

己時，十分感動，沒想到我竟然有拿下第一名的一天。 

在拿下全國科展第一名前，我只是一個數學偏強的毛小子，完全沒想到現在竟然得到如

此大的成就，但這都要感謝大家的幫忙和努力，要是如果沒有社備組長推薦、沒有老師的指

導、沒有評審的肯定，根本就不會有今天的我，也因為有了大家的，才能知道世界如此的大，

面對那麼多人的幫助，我能回報的只有努力向前走，不要辜負大家對我的期望。 

對於如何進行科展研究，我個人認為只要抱著熱血的心盡力去做、去努力，就不用害怕

自己做的不好，如果你都對自己沒信心了，就更不用說要成功。另外在建議方面，建議在練

習口說時，要盡量讓評審聽得懂，且要抱著迫不及待要分享的語氣，不然評審感受不到你的

熱忱又覺得你對自己的研究不熟的話，你的作品再好，都不會得獎。至於名次並不用太在意，

因為真正重要的是你努力的過程，所有的名利都是過眼雲煙，但途中學到的經驗是一輩子都

不會離開你的，因此這些經驗都將成為你生命中成長的養分。 



 

ii 

 
我正在練習口說。 

 

介紹作品給另一個選手。 

 
研究圖論問題。 
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摘要 

本文一開始以直線數奇偶性來探討「在平面上給定n條直線，任三條線不共點，任兩條線

不平行，讓沿著任何一條直線上的 1n − 個交點，都剛好出現1, 2, 3, , 1n− 各一次」，求解的

存在性。研究結果顯示直線數是偶數時有解，而直線數是奇數時無解。接著用圖論中「點著

色」及「邊著色」的觀點來思考同一問題，突顯出該問題背後的數學結構。最後進一步探討

「將直線替換成圓」，「有m條直線平行，任三條不共點」以及「有p條直線共點，任兩條不

平行」的情況。其中最後一部分「有p條直線共點，任兩條不平行」的情況，從超圖(Hypergraph)

和關聯矩陣(Incident Matrix)的觀點，得到一些有趣的結論。 

 

壹、 研究動機 

某次的數學輔導課，老師丟給我一道有關在直線交點上填數字的問題，這道問題出自科

學研習月刊57卷第5期第58頁「標好標滿」[2]。題目敘述如下： 

「桌上畫著四條直線，兩兩相交。小志想在每個交點上標一個數字，讓沿著任何一條直線

上的三個交點都剛好出現1, 2, 3各一次。」 

題目中的小志，假如能讓沿著任何一條直線上的三個交點都剛好出現1, 2, 3各一次，這樣

的情況我們就稱為「標好標滿」。我第一眼的印象，感覺這題目很像是一種特別的數獨(Sudoku)，

只是把常見數獨中9 9 的格子，轉換成相交直線上的交點。我直接動手做，一下子就完成了。

但在實際動手畫五條直線求解時卻遇到困難，怎麼試都無法成功，我覺得是無解，但要如何

證明呢？我自己畫了好幾張紙嘗試填數字失敗後，居然在眼中慢慢浮現兩條線一組的畫面。 

 

圖1：五條直線兩兩相交情形 

如圖1，兩條綠色的線和兩條藍色的線在紅色的線上共有4個交點，當在兩條綠色線交點

處標1，也在兩條藍色線交點處標1，則在紅色線上的4個交點都無法再標上1了。得到這個結
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論後我非常興奮向老師分享。我對這個問題非常有興趣，想要往直線數n來延伸嘗試尋求規律。

我請教老師要從什麼地方下手，老師建議我先上網查數獨[5]、拉丁方陣和圖論的相關知識[4]，

並且帶著我一起討論文獻中的內容，慢慢地我從參考文獻得到許多看問題的觀點。 

 

貳、 研究目的與問題 

我們將原題目敘述中的直線數改寫為 n，得到以下問題描述： 

「在平面上給定兩兩相交的 n 條直線，任三線不共點。然後再將每條直線與其他直線相

交的 1n − 個交點上，標上1, 2, 3, , 1n− 的數字，使得同一條直線上點的標號，都剛好出

現1, 2, 3, , 1n− 數字各一次」 

此時，我們突發奇想，假如在平面上給定的𝑛條直線有三線共點或者有平行的情況發生，

是否能「標好標滿」？或者我們將平面上的𝑛條直線改成𝑛個圓，那麼標號的情況為何？研究

過程中，根據我們的問題情境，我們參考了文獻[3,4]相關的圖論知識，做出以下的名詞解釋。 

一、 名詞解釋與符號定義 

(一) 圖論知識[4] 

以下為在本研究將會用到的圖論知識。 

1. 圖(graph)：圖 G 是由一些頂點(vertex)與邊(edge)所組合而成的結構。設圖 G 所有的頂點

所成集合為 ( )V G ，且圖 G 所有的邊所成集合為 ( )E G 。圖 G 中的每一條邊都是連接 ( )V G

中的兩個不同的頂點。也就是說，對於兩個不同的頂點 , ( )u v V G ，若存在一條邊連結頂

,u v，我們可以將此邊記為uv，即 ( )uv E G 。 

2. 簡單圖(simple graph)：若圖 G 中，任意兩頂點之間最多只有一條邊相連，而且不會有一

條邊連接相同一點，則稱 G 為簡單圖。 

3. 子圖(subgraph)：圖 H 及圖 G 滿足 ( ) ( )V H V G 且 ( ) ( )E H E G ，我們稱 H 為 G 的子圖。 

4. n-完全圖(n-complete graph)：圖 G 中有𝑛個頂點且任兩點都有邊相連，我們就稱圖 G 為

n-完全圖，以 nK 表示。 

5. 獨立點集(independent set)：若圖 G 中有一點集 ( )X V G ，且𝑋中任意相異兩個頂點沒有

邊連結，我們稱𝑋為一獨立點集。 
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6. 二分圖(bipartite graph)：指圖 G 的點集 ( )V G 可以表示成兩個互斥獨立點集 X 和 Y 的聯

集，也就是 ( )V G X Y=  且 X Y  = ，且 ( )E G 裡面邊僅能連接 X 和 Y 之間的點。若

X m= 且 Y n= 且對任意兩個頂點 1v X 和 2v Y ， 1 2 ( )v v E G ，則圖 G 為完全二分圖

(complete bipartite graph)記為
,m nK 。 

7. k-分圖(k-partite graph)：若圖 G 的點集
1 2

( )
k

V G X X X  = 且所有的 iX 均為獨立點集

且 ,i jX X i j =  ， ( )E G 裡面邊僅能連接相異獨立點集之間的點，則圖 G 稱為 k-分

圖。若對所有 1, 2, ,i k= ， i iX n= 且對所有 i iv X 和 j jv X ， ( )i jv v E G ，則圖 G 為

完全 k-分圖(complete k-partite graph)記為
1 2, , , kn n nK 。 

(二) 符號及名詞定義 

對於本研究所要探討的問題，我們做以下定義： 

定義 1：給定 n 個圖形的序列   1 21
, , ,

n

i ni
C C C C

=
= ，其中 Ci 為直線或曲線。在平

面上圖形與圖形的交點所成集合為 V。若 V 中有兩個交點 u, v 在某個 Ci中，且沿著圖

形 Ci中沒有其他交點介於 u, v 之間，那麼我們稱 u，v 相鄰且 uv 為一個邊。E 表示由這

樣圖形序列 
1

n

i i
C

=
所形成的邊之集合。特別以  

1
, ,

n

i i
C V E

=
表示本研究所探討的圖。 

定義 2：給定圖  
1

, ,
n

i i
C V E

=
，若存在 k ，將圖上的點標上數字1, 2, 3, , k ，使

得對所有 i=1, 2, …, n，Ci上交點的標號，1, 2, 3, , k 的數字至多出現一次，我們稱這

樣情況為 k-labeled。 

定義 3：圖 G 中一個頂點 v 連接到其他頂點的邊數，我們就稱為是該頂點的度數，以

deg(v)表示。若圖 G 有 n 個頂點 v1, v2, …vn，我們定義圖 G 的最大度數為△(G)，即 

△(G) max{deg( ) : 1,2, , }iv i n= = 。 
 

若  
1

, ,
l

i i
C V E

=
為 k-labeled，則它必為(k+1)-labeled。此外，回應一開始「標好標

滿」的主題。設 iC 上有 in 個交點，令  max 1, 2, ,im n i l= = ，即圖形序列中存在一個



4 

iC 與其他圖形有最多的交點數 m。若  
1

, ,
l

i i
C V E

=
為 labeledm− ，則我們稱為「標

好」。若  
1

, ,
l

i i
C V E

=
為 labeledm− 但無法 ( 1) labeledm− − ，則我們稱為「標好標滿」。 

二、 研究問題 

根據研究動機，我們嘗試探討以下四個問題： 

(一)探討平面上給定「任三條線不共點，任兩條線不平行」之 n 條直線標好標滿問題。 

(二)探討平面上給定「任兩個圓交於兩點」之 n 個圓標好標滿問題。 

(三)探討平面上給定「有 m 條線平行，任三條不共點」之 n 條直線標好標滿問題。 

(四)探討平面上給定「有 p 條線共點，任兩條不平行」之 n 條直線標好標滿問題。 

 

參、 研究器材與設備 

硬體部分：紙、筆、黑板、筆記型電腦、教具用的扣條。 

軟體部分：文書處理軟體 Word 2010、計算軟體 Excel 2010 及方程式編輯軟體 Mathtype 

6.0、GGB 動態幾何軟體。 

 

肆、 研究過程與方法 

一、 任三條線不共點，任兩條線不平行 

科教研習月刊中游森棚教授提出的問題為：桌上畫著四條直線，兩兩相交。小志想在

每個交點上標一個數字，讓沿著任何一條直線上的三個交點都剛好出現1, 2, 3各一次[2]。我

第一眼的印象，感覺這很像是一種特別的數獨(Sudoku)，因此直接動手做，一下子就完成

了。但在實際動手畫五條直線求解時卻遇到困難，怎麼試都無法成功，後來我發現，五條

直線的情況根本是無解。 

(一) 實際動手畫圖探討直線數n=4, 5, 7與奇數時的情況 

1. 直線數n=4時，圖為3-labeled 

平面上四條直線，兩兩相交於一點，直線最多交點數為3。讓沿著任何一條直線上的三個

交點都剛好出現1, 2, 3各一次。結論：3-labeled，但無法2-labeled。 
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如圖2所示，所以可「標好標滿」。 

 

圖2：四條直線兩兩相交的情形 

2. 直線數n=5時，圖為5-labeled 

平面上五條直線，兩兩相交於一點，直線最多交點數為4。讓沿著任何一條直線上的四

個交點都剛好出現1, 2, 3, 4各一次。結論：5-labeled，所以「無法標好標滿」。 

[證明] 

如圖3-1及圖3-2 

(1) 根據題意，一定可以找到兩個點，不在同一條線

上，標上相同數字。不失一般性的前提下，選擇

E、F兩點討論(如圖3-1)，首先E、F不在同一條

直線上，因此可以填上相同的數字，為了方便說

明，我假設E、F兩點都填數字1。 

(2) 考慮直線L上的四個點，此時A、B、C、D皆不可

以填1，因此五條直線的情況是無法標好標滿(圖

3-2為五條直線使用5個標號的情況)。 

 

圖3-1：五條直線兩兩相交情形 

 

圖3-2：五條直線5-labeled 

3. 直線數n為奇數時，圖為n-labeled。 

定理 1：平面上有n條直線，n為奇數，兩兩相交於一點，直線最多交點數為 1n − 。讓沿

著任何一條直線上的n-1個交點剛好出現1, 2, 3, , 1n− 各一次，則圖為n-labeled，所以

「無法標好標滿」。 

[證明] 

(1) 已知n=3, 5時無解。考慮n=2k+1條線時。同樣的在不失一般性的前提下，我考慮某一
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條特定的直線L，與其餘的2k條直線。直線L上有2k個點，此2k個點，可以分成k組，每

組兩個點。過每一組的點在之直線交於在直線L外的一點，每一組對應一個點，共k個

點。我假設不在直線L上的k個點都填上1。 

(2) 再考慮直線L上2k個點，當不在直線L上的k個點都填上1時，直線上的2k個點將全部不

能填上1，所以無法標好標滿。 

(3) 若將直線L上有2k個點分別標上2~2k+1。不在直線L上的k個點都填上1。即得圖為n-

labeled。 

(二) 用表格來重新討論問題 

當直線數愈來愈多時，討論交點數令我看得眼花撩亂，後來和老師討論的過程中，

想到使用表格來記錄，真的非常方便，還可以透過表格看到數字分佈背後的規律。 

1. 用表格討論直線數4的標好標滿問題 

平面上有4條直線，兩兩相交於一點，直線最多交點數為3。讓沿著任何一條直線上的三個

交點都剛好出現1, 2, 3各一次。結論：3-labeled，但無法2-labeled，可標好標滿。 

構造方法如下： 

表1：n=4時 

直線 𝐿1 𝐿2 𝐿3 𝐿4  

𝐿1  1 2 3 

𝐿2 1  3 2 

𝐿3 2 3  1 

𝐿4 3 2 1  

 

 

圖4：四條直線兩兩相交的情形 

[作法]： 

(1) 如表1所示，從左上右下的對角線不填，表格內容有對稱性。 

(2) 不失一般性，在第一列由左而右，第一行由上而下，標上L1~L4。 

(3) 接著由左上到右下的斜線依序填滿1, 2, 3。 

(4) 剩下的空格之答案填法有唯一性。 

(5) 表格的方法等於有順序的標示直線與交點上填入的數字。 
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2. 表格討論直線數k(k為偶數)的標好標滿問題 

定理 2：平面上有k條直線k(k為偶數)，兩兩相交於一點，直線最多交點數為 1k − ，讓沿

著任何一條直線上的 1k − 個交點都剛好出現1, 2, 3, , 1k − 各一次，則圖為

( 1) labeledk − − ，可標好標滿。 

構造方法如下： 

(1) 如表2所示，從左下右下的對角線不填數字，表格內容有對稱性。 

(2) 在不失一般性的前提下，在第一列由左而右，第一行由上而下，標上L1~Lk。 

(3) 接著由左上到右下的斜線依序填滿1, 2, 3, , 1k − 。 

(4) 剩下的空格之答案填法有唯一性。 

(5) 表格的方法等於有順序的標示直線與交點上填入的數字 

表2：n= k(k為偶數)時 

直線 𝑳𝟏 𝑳𝟐 𝑳𝟑 𝑳𝟒 𝑳𝟓 𝑳𝟔 𝑳𝟕 … 𝑳𝒌−𝟏 𝑳𝒌 

𝑳𝟏  1 2 3 4 5 6  k-2 k-1 

𝑳𝟐 1  3 4 5 6  k-2 k-1 2 

𝑳𝟑 2 3  5 6  k-2 k-1 1 4 

𝑳𝟒 3 4 5   k-2 k-1 1 2 ： 

𝑳𝟓 4 5 6   k-1 1 2 3 k-2 

𝑳𝟔 5 6  k-2 k-1  2 … … 1 

𝑳𝟕 6  k-2 k-1 1 2  k-6 k-5 3 

…  k-2 k-1 1 2 … k-6  k-4 ： 

𝑳𝒌−𝟏 k-2 k-1 1 2 3 … k-5 k-4  k-3 

𝑳𝒌 k-1 2 4 … k-2 1 3 … k-3  

 

(三) 直線標好標滿問題的所有方法數 

當使用表格來討論問題後，很自然的會想到不同標號填入表格的方法數有多少種，

我觀察到數字標號不在乎數字本身的「大小」或「順序」，只是表達「不同」，因此互

換數字不會改變表格的可行性，意思是說當直線標好標滿問題有解，不會因為互換數字
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而變成無解。因此可以得到以下的結論： 

推論 1：平面上有k條直線(k為偶數)兩兩相交於一點，直線最多交點數為 1k − ，讓沿著任

何一條直線上的 1k − 個交點都剛好出現1, 2, 3, , 1k − 各一次，則所有標好標滿的方法數

大於等於 ( 1)!k − 。 

[證明] 

由於在表格中的標號只是不同交點的代號，所以任兩個號碼互相取代。例如所有的

標號1換成標號3，所有的標號3換成標號1，其結果依然成立(可標好標滿)，如表3及表4所

示。而且在不失一般性的前題下，本研究的表格討論方式，其方法有唯一性。故所有構

造標好標滿的方法數大於等於 ( 1)!k − 。 

表3：k=4時 

直線 𝐿1 𝐿2 𝐿3 𝐿4 

𝐿1  1 2 3 

𝐿2 1  3 2 

𝐿3 2 3  1 

𝐿4 3 2 1  

 

表4：k=4時，把標號1和標號3調換 

直線 𝐿1 𝐿2 𝐿3 𝐿4 

𝐿1  3 2 1 

𝐿2 3  1 2 

𝐿3 2 1  3 

𝐿4 1 2 3  

 

(四) 從圖論的觀點來思考 

數學專題課和老師討論時，老師問我：「假如把點變成線，線變成點，這時的情況為

何」？老師引導我從圖論的觀點來討論「標好標滿」問題。我就在紙上把圖案畫下來討論，

發現和著色問題有關，於是我們將有關著色問題相關定義羅列如下[4]： 

1. 著色問題相關定義 

定義 4：一個圖G上點的k-著色(k-coloring)是指一個函數  : ( ) 1, 2, ,f V G k→ ，而一個

正常k-著色(proper k-coloring)是指滿足 ( ) ( )f x f y 對所有 ( )xy E G 都成立的k-著色。 

定義 5：一個圖G上點的著色數(chromatic number) ( )G 是使得G存在正常k-著色的最小非

負整數k。如果 ( )G k  ，也會說G可以被k-著色(k-colorable)。 

定義 6：一個圖G的k-邊著色(k-edge coloring)是指一個函數  : ( ) 1, 2, ,f E G k→ 。一個

正常k-邊著色(proper k-edge-coloring)是指滿足 ( ) ( ')f e f e 對所有相鄰的邊 e和 'e 都成立
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的k-邊著色。 

定義 7：一個圖G的邊著色數(chromatic index) '( )G 是使得G存在正常k-邊著色的最小非

負整數k(為了方便，如果G沒有邊，定義 '( ) 0G = 。 

定義 8：一個圖G的線圖(line graph) ( )L G ，它的點集 ( ( )) ( )V L G E G= 且 ( )L G 的兩個點相

鄰若且唯若它們在G中是相鄰的兩條邊。為了方便，我們常將 ( )L G 簡記為 'G 。 

由定義 8得知，G的邊著色問題其實就相當於是考慮其線圖的點著色問題。所以

'( ) ( ( ))G L G = (簡記為 '( ) ( ')G G = )。 

2. 完全圖標好標滿問題 

由定義 1可得到定理3 

定理 3：若圖  
1
, ,

n

i i
G L V E

=
= 且 '( )G k = ，則圖G為 labeledk − 。 

(1) 從完全圖K4來討論 1 2 3 4, , ,L L L L 的標好標滿問題 

以表5和圖5對應，我可以將線集合 1 2 3 4, , ,L L L L 看成點集合，而將交點用線表示。

我們可以得到 4'( ) 3K = ，圖 4K 為3 labeled− 。 

表5：n=4時 

直線 𝐿1 𝐿2 𝐿3 𝐿4 

𝐿1  1 2 3 

𝐿2 1  3 2 

𝐿3 2 3  1 

𝐿4 3 2 1  

 

 

圖5：原n=4圖的線圖 

[推論與證明] 

(a) 圖5中點代表原本的直線，標上 1 2 3 4, , ,L L L L 。 

(b) 任兩點之間的連線標上1, 2, 3，就是代表原本的點標上1, 2, 3。 

(c) 相鄰數字不可重複，可以想像成相鄰的顏色皆相異。 

(d) 1 2 3 4, , ,L L L L 每一個點都和其他三點有線段連接，這是完全圖K4 



10 

(2) 以完全圖Kn來探討標好標滿問題[4] 

定理 4： 

當n是偶數時， '( ) 1nK n = − ，故Kn可以標好標滿。 

當n是奇數時， '( )nK n = ，故Kn無法標好標滿。 

[證明] 

當n是偶數時： 
1

n

i i
L

=
最多交點數為 1n − 。可以用下面的方式給出Kn的正常(n-1)-邊著

色。在平面上取正 n-1 邊形的中心和所有頂點當作 Kn 的點 0,1, 2, , 1n− ，把

(0,1),(2, 1), (3, 2), , ( , 1)
2 2

n n
n n− − + 這些邊塗色1，接著，把這組邊旋轉

360

1n −
度，得到另一

組邊，塗色2。繼續做旋轉著色的動作，一直到用(n-1種顏色。如此剛好把圖著好顏色，故

得 '( ) 1nK n = − 。底下以K6為例，用紅色、藍色、綠色、橘色、紫色代表5種不同號碼標號。 

 

圖6：𝑲𝟔的第1種顏色(紅色) 

 

圖7：𝑲𝟔用5種不同顏色完成塗色 

當n是奇數時： 
1

n

i i
L

=
最多交點數為 1n − 。因為 1'( ) '( )n nn K K n  +  = 。故

'( )nK n = 。因此標好標滿的問題當n是奇數時，其需要的不同標號為n，因此在只有 1n −

個標號的情況無法標好標滿。 

 

二、 當直線變成圓，任一個圓都和其他圓交於 2 點。 

在討論完直線的問題後，我試著思考用圓來代替直線結果會是如何。因為兩個圓相交

會交於兩點，所以我開始考慮將原問題「平面上四條直線，兩兩相交於一點，任三線不共

點，讓沿著任何一條直線上的三個交點都剛好出現1, 2, 3各一次」。改為「平面上四個圓，

兩兩相交於兩點，任三圓不共點，讓沿著任何一條圓周上的六個交點都剛好出現1, 2, 3, 4, 
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5, 6各一次」。由於有前面直線問題成功的經驗，直覺認為是成立的。 

(一) 圓個數n=4時，標好標滿問題有解 

平面上四個圓，兩兩相交於兩點，任三圓不共點，讓沿著任何一條圓周上的六個交點都

剛好出現1, 2, 3, 4, 5, 6各一次，即圖  
4

1
, ,i i

G C V E
=

= ，其中 iC 代表圓，則圖G為

6 labeled− 。 

實際動手繪圖後，我發現「圓的標好標滿問題」根本和「直線的標好標滿問題」是

等價的，只是從兩直線交於一點，變成兩個圓相交於兩點。以n=4為例，只要把直線標號

為1, 2, 3的地方同時加3，變成另外一個點，得到圓C1與圓C2交於1, 4，圓C1與圓C3交於2, 

5，圓C1與圓C4交於3, 6，圓C2與圓C3交於3, 6，圓C2與圓C4交於2, 5，圓C3與圓C4交於1, 

4。如圖8所示。 

 

圖8：n=4時，圓的標好標滿問題 

(二) 圓的標好標滿問題等價直線的標好標滿問題 

定理 5-1：圖  1 1
, ,

k

i i
G C V E

=
= ，其中 iC 代表圓；圖  2 1

, ,
k

i i
G L V E

=
= ，其中 iL 代表直

線。 

結論(1)「圖 1G 標好標滿問題」等價於「圖 2G 標好標滿問題」。 

結論(2)當k是奇數時，無法標好標滿。 

結論(3)當k是偶數時可標好標滿。圖 1G 為2( 1) labeledk − − ，圖 2G 為 ( 1) labeledk − − 。 
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表6：k=4時 

圓形 𝑪𝟏 𝑪𝟐 𝑪𝟑 𝑪𝟒 

𝑪𝟏  (1, 4) (2, 5) (3, 6) 

𝑪𝟐 (1, 4)  (3, 6) (2, 5) 

𝑪𝟑 (2, 5) (3, 6)  (1, 4) 

𝑪𝟒 (3, 6) (2, 5) (1, 4)  
 

 

圖9：k =4時，圓的標好標滿問題 

[證明] 

1. 以k =4的情況來說明。 

2. 任兩條直線相交於一點，任兩個圓相交於兩點。 

3. 在「圓的標好標滿問題」中，我可以利用「直線的標好標滿問題」之解(標號)，每

一個標號加3，得到一組數對。如表6和圖9所示。 

4. 每一個「直線的標號標滿問題」的解，都有一個對應的「圓的標好標滿問題」的

解。所以兩個問題是等價的。 

 

(三) 藤球交點標號問題等價於圓的標好標滿問題 

定理 5-2：圖  1 1
, ,

k

i i
G B V E

=
= ，其中 iB 代表在三度空間中，藤球上的圓； 

圖  2 1
, ,

k

i i
G C V E

=
= ，其中 iC 代表在二度空間中，平面上的圓； 

結論(1)「圖 1G 標好標滿問題」等價於「圖 2G 標好標滿問題」。 

結論(2)當k是奇數時，無法標好標滿。 

結論(3)當k是偶數時可標好標滿。圖 1G 為2( 1) labeledk − − ，圖 2G 為2( 1) labeledk − − 。 

 

 

 

圖10-1：「6線藤球」，東南亞常見運

動比賽，俗稱「腳踢的足球」 

 
圖10-2：想像將6線藤球壓扁在平面上，任兩圓相交

於兩點的示意圖 
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[證明] 

1. 藤球是由數個二度空間圓所組成在三度空間的物件。 

2. 任一個組成藤球的圓彼此之間沒有平行，而且任兩圓都相交於兩點。 

3. 當我們將三度空間的藤球壓扁在平面上維持任兩圓都相交於兩點，亦即我們可以建

立一個圖  1 1
, ,

k

i i
G B V E

=
= 與圖  2 1

, ,
k

i i
G C V E

=
= 的1-1對應(如圖10-1及圖10-2)。 

 

三、 有 m條線平行，任三條不共點 

接著我考慮直線中有平行時的情況，但是有平行的情況時，每一條直線上的交點數量就

不一定相同，所以我試著找出在符合標好標滿前題下，用最少的標號標出所有點的數量。 

(一) 直線數n=5時，有些直線平行的情況 

平面上圖  
5

1
, ,i i

G L V E
=

= ，任三條線不共點，在有些直線平行的情況下，實際用手繪

圖探討該圖之標號數。 

1. 其中恰有四條直線平行(𝐿1//𝐿2//𝐿3//𝐿4)。結論：4 labeled− (如圖11)。 

2. 其中恰有三條直線平行(𝐿1//𝐿2//𝐿3)。結論：4 labeled− (如圖12)。 

3. 其中三條直線彼此平行，另兩條直線彼此平行(𝐿1//𝐿2//𝐿3且𝐿4//L5)。 

結論：3 labeled− (如圖13) 

4. 其中恰有二直線平行(𝐿1//𝐿2)。結論：5 labeled− (如圖14)。 

5. 其中恰有兩組二條直線平行(𝐿1//𝐿2且𝐿3//𝐿4)。結論：5 labeled− (如圖15)。 

在繪圖的過程，我應用到貪婪演算法(greedy algorithm)的概念，又稱貪心演算法，是

一種在每一步選擇中都採取在當前狀態下最好或最佳（即最有利）的選擇，從而希望導

致結果是最好或最佳的演算法[4]。 

 

圖11：恰4條直線平行 

 

圖12：恰3條直線平行 

 

圖13：3條平行、2條平行 
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圖14：2條平行、另2條平行 

 

圖15：恰2條直線平行 

(二) k-分圖(k-partite graph)為n-labeled 

推論 2：平面上圖  
1
, ,

n

i i
G L V E

=
= ，任三條線不共點，將圖G平行的線分成一類，分為k

個部分，轉換成線圖時，形成k-分圖(k-partite graph)，則圖G為n-labeled，顯然成立。 

[證明] 

由於n條直線的標好標滿問題為n-labeled，而k-分圖(k-partite graph)是原直線標好標滿

圖的子圖，所以必為n-labeled。 

接下來，引入圖論[4]的想法，把平行的直線分為同一集合，例如有五條直線平行，則

把這五條直線視為一集合。假如一條直線沒有其他直線平行，則視為這個集合中只有一個

元素。 

(三) 完全二分圖
1 2,m mK 為  1 2max , labeledm m −  

推論 3：平面上圖  
1
, ,

n

i i
G L V E

=
= ，任三條線不共點，且為完全二分圖

1 2,m mK ，則 

圖
1 2,m mK 為  1 2max , labeledm m − 。 

[證明(1)] 

由於二分圖
1 2,m mK 中，一條直線最多只有

 1 2max ,m m 個交點，可想像成  1 2max ,m m 個數字

排成拉丁方陣，假設 1 2m m ，則減掉 1 2m m− 列，可

完成 1 2m m 的拉丁矩陣，即可完成所有標號填寫，

因此為  1 2max , labeledm m − 。 

 

圖16：𝑚1個數字排成拉丁方陣 
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[證明(2)] 

由定義(8)和引理(1)可以很容易觀察到，平面

上完全二分圖
1 2,m mK 的線圖

1 2,( )m mL K 中頂點

(vertices)的最大度數△ (𝐾𝑚1,𝑚2
) =  𝑚𝑎𝑥{𝑚1, 𝑚2}，

因此為  1 2max , labeledm m − 。 

 

圖17：完全二分圖的線圖 

 

(四) 5條直線完全三分圖
1 2 3, ,m m mK 為  max + 1 labeledi jm m + −  

觀察1 ：平面上圖  
1
, ,

n

i i
G L V E

=
= 為完全三分圖

1 2 3, ,m m mK ，則圖
1 2 3, ,m m mK 為

 max + 1 labeledi jm m + − 。其中 , 1, 2, 3i j = 。 

[說明] 

從圖12、圖14，可以得知上述觀察的結果。 

(五) 點著色的上界 

引理 1[4]：一個圖G上點的著色數(chromatic number) ( )G 永遠小於或等於圖𝐺中頂點的最

大度數△ (𝐺)加1，即χ(𝐺) ≤△ (𝐺) + 1。 

[證明]用數學歸納法來證明 

1. 頂點數 1n = 時， 1G K= ， ( ) 1G = ，△ (𝐺) = 0，上述結論成立。 

2. 假設頂點數為 1n − 時，上述結論成立。 

3. 在有n個頂點的圖G中： 

選定圖G中一個頂點𝑣，則圖G v− 有 1n − 個頂點，且𝜒(𝐺 − 𝑣) ≤△ (𝐺 − 𝑣) + 1，所以圖

G v− 最多只需要△ (𝐺 − 𝑣) + 1種顏色(本研究為標號) 

情況1：△ (𝐺) =△ (𝐺 − 𝑣) ⟹ χ(𝐺) ≤△ (𝐺 − 𝑣) + 1 =△ (𝐺) + 1 

情況2：△ (𝐺) ≠△ (𝐺 − 𝑣) ⟹△ (𝐺 − 𝑣) ≤△ (𝐺) − 1 

因此𝜒(𝐺) ≤△ (𝐺 − 𝑣) + 2 ≤△ (𝐺) + 1，由數學歸納法得知𝜒(𝐺) ≤△ (𝐺) + 1。 
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(六) n條直線完全k-分圖
1 2, , , km m mK 標號數。 

推論 4：平面上圖  
1
, ,

n

i i
G L V E

=
= 為完全k-分圖

1 2, , , km m mK ，則圖
1 2, , , km m mK 為

 
1

min 1 labeled
k

i i

i

m m
=

  
− + −  

  
 。 

[證明] 

因為在k-分圖中，頂點的最大度數△ (𝐺) =  
1

min
k

i i

i

m m
=

 
− 

 
 。所以所需要的標號數 

χ(𝐺) ≤△ (𝐺) + 1 =  
1

min 1
k

i i

i

m m
=

 
− + 

 
 。 

(七) n條直線完全k-分圖
1 2, , , km m mK ─高維空間版。 

定理 6：平面上圖  
1
, ,

n

i i
G L V E

=
= 為完全k-分圖

1 2, , , km m mK ，若將 1 2, , , km m m 放在k維度

空間，則圖
1 2, , , km m mK 為  

1

min labeled
k

i i

i

m m
=

  
− −  

  
 。 

 

圖18-1：平面上 1,1,1K 為3 labeled−  

 

圖18-2：三維空間 1,1,1K 為2 labeled−  

 

圖19-1：在平面上 2,3,4K 為8 labeled−  

 

圖19-2：三度空間中 2,3,4K 為7 labeled−  
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[說明] 

由於前述證明有用到平面上拉丁方陣的想法，底下我創新想像，使用高維空間拉丁方

陣的想法，來討論最少使用標號： 

1.在平面上， 1,1,1K 為3 labeled− ，如圖18-1。 

2.但在三度空間中 1,1,1K 為 2 labeled− 。如圖18-2。 

3.在平面上， 2,3,4K 為8 labeled− ，如圖19-1。 

4.在三度空間中， 2,3,4K 為7 labeled− ，如圖19-2。 

(1) 2 + 3 = 5, 2 + 4 = 6, 3 + 4 = 7。想像有一個5 × 6 × 7的長方體，如圖19-2。 

(2) 每一個小正方形填入1個標號。 

(3) 在最上方6 × 7的長方形中，我們可用7個標號完成錯位的排列。 

(4) 現在6 × 7的長方形有5層，從第一層開始，下方層的數字是上方層的數字加1。其中

7 + 1 = 1。 

(5) 由於我們有7種標號，但只有5層，所以一定可以完成所有錯位的標號。 

5. k為有限的前提下，若 1 2, , , km m m 放在k維度空間，則圖
1 2, , , km m mK 為

 
1

min labeled
k

i i

i

m m
=

  
− −  

  
 。 

 

四、 平面上有 n條直線，任兩條不平行，有 p條直線共點。 

接續主題三：「有m條線平行，任三條不共點」的反向思維，我考慮「所有直線都不平

行，但是有p條直線共點」的情況，同樣的此時每一條線上的交點數量就不一定相同，所以

我試著找出在符合標好標滿的前題下，用最少的標號標出所有點的數量。 

(一) 直線數n=5時，有直線共點的情況 

平面上圖  
5

1
, ,i i

G L V E
=

= ，任二條線不平行，在有3條以上直線共點的前題下，實際動手

繪圖，探討最少使用幾種不同的標號，讓沿著任何一條直線上的交點填入的標號都不同？ 
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1.五條直線共點。結論：1 labeled− (如圖20)。 

2.五條直線中有四條直線共點。結論：5 labeled− (如圖21)。 

3.五條直線中有三條直線共點。結論： 4 labeled− (如圖22)。 

4.五條直線中有兩組三條直線共點。結論：3 labeled− (如圖23)。 

  

圖20：五條直線交於1點 圖21：四條直線交於1點 

  

圖22：三條直線交於1點 圖23：三條直線交1點*2 

(二) p條直線共點時，使用標號小於或等於n 

推論 5：平面上圖  
1
, ,

n

i i
G L V E

=
= ，任二條線不平行，有p (2 )p n  條直線共點，則圖

G為n-labeled。 

[證明] 

1. 仔細觀察圖22和圖23，圖23可以視為將圖22綠色線上標1、4兩點，移動重合於紅色線

上標3的點，形成同一點。這個動作造成了三條直線(紅、綠、藍)的交點數下降。 

2. 由於在定理(1)、(2)、(3)中，已經證明任何一個圖在直線標好標滿問題中為n-

labele(偶數條直線標號數= 1n − ；奇數條直線標號數= 𝑛)。在有直線共點的情況下，

某些直線交點數下降，每一條直線的交點≤ 1n − 。因此，圖G為 labeledn− 。 
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(三) 交點數的計算 

推論 6：平面上圖  
1
, ,

n

i i
G L V E

=
= ，任二條線不平行，其中有p (2 )p n  條直線共點，

則所有直線交點數為 ( )2 2 1n pC C− − 。 

[證明] 

1. 平面上有n條直線，任二條線不平行，任三條不共點的情況下，共產生
2

nC 個交點。 

2. 當p (2 )p n  條條直線共點，代表
2

pC 個交點聚集形成1點 

(四) 交點數的計算推廣 

推論 7：平面上圖  
1
, ,

n

i i
G L V E

=
= ，任兩條線不平行， (3 , 1, 2, , )i ip p n i k  = 代表通

過點 iv V 的直線數，則所有直線交點數為 ( )2 2

1

1i

k
pn

i

C C
=

− − 。 

[證明] 

1. 平面上有n條直線，任二條線不平行，任三條不共點的情況下，共產生 2

nC 個交點。 

2. (3 , 1, 2, , )i ip p n i k  = 代表通過該點的直線數，則 2
ip

C 個交點聚集形成1點 

[說明] 

以圖24平面上有7條直線為例， 1 3p = ，

2 4p = ， 3 3p = ， 4 3p = ，則 ( )
4

7

2 2

1

1 10ip

i

C C
=

− − = 。 

 

圖24：4處有共點 

(五) p條直線共點時，𝛘(𝑮) ≤△ (𝑮) + 𝟏成立 

推論 8：平面上圖  
1
, ,

n

i i
G L V E

=
= ，任二條線不平行， (3 , 1, 2, , )i ip p n i k  = 代表通

過點 iv V 的直線數，則，χ(𝐺) ≤△ (𝐺) + 1。 

[證明] 

有直線共點依然是平面上的簡單圖(simple graph)，因此由引理 1得χ(𝐺) ≤△ (𝐺) + 1。 
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(六) 有直線共點情況下的圖G，其點的最小著色數 

定理 7：平面上圖  
1
, ,

n

i i
G L V E

=
= ，任二條線不平行， (3 , 1, 2, , )i ip p n i k  = 代表通

過點 iv V 的直線數，則我們可以得到一個上、下界來表示χ(𝐺)的範圍： 

△ (𝐺′) ≤ χ(𝐺) ≤ ( )2 2

1

1i

k
pn

i

C C
=

− −  

[證明] 

1. 由推論 7可知，在有直線共點的情況下，總交點數為 ( )2 2

1

1i

k
pn

i

C C
=

− − 。 

2. △ (𝐺′)代表一條直線上最多的交點數。 

3. 因此我們得到圖G的最小著色數範圍△ (𝐺′) ≤ χ(𝐺) ≤ ( )2 2

1

1i

k
pn

i

C C
=

− − 。 

 

(七) 探討「任兩個圓交於兩點，但有p個圓共點」之交點數 

推論 9：「平面上n個圓，兩兩相交於兩點， (3 , 1, 2, , )i ip p n i k  = 個圓共1點，但

不可共2點，則交點數為 ( )2 2

1

2 1i

k
pn

i

C C
=

− − 。 

[證明] 

1.平面上k個圓，兩兩相交於兩點，任三個圓不共點，共可產

生 22 nC 個交點。 

2.但現在通過點 iv V 有 ip 個圓共點，減去原來 ip 個圓共點情

形，再加上點 iv ，所以交點數為 ( )2 2

1

2 1i

k
pn

i

C C
=

− − (圖25)。 

 

圖25：四圓共1點 
 

在主題二中，將直線推廣到圓，使得任兩個圓有兩個交點，任一個圓上有六個交點，此

時的「圓」可視為是一種「特別的直線」，這種直線之間的交點不是1點，而是2點。這是超

圖(hypergraph)的概念，我們參考文獻[6]，嘗試用超圖的概念來看待接下來的問題。 
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(八) 超圖(Hypergraph)和關聯矩陣(Incidence Matrix) 

定義 9：超圖H是一個集合組(V, E)，其中V是有限集合，該集合的元素被稱為頂點(或節

點)，E是V非空子集的集合，被稱為超邊(或超連接)。 

定義 10：若  1 2, , , nV v v v= 且  1 2, , , nE e e e= ，則超圖H=(V, E)存在一個關聯矩陣

( )ija ，其中
1

0

i j

ij

if v e
a

otherwise


= 


，
i jv e 表頂點 iv 和邊

je 相連 

推論 10：平面上圖  
1
, ,

n

i i
G L V E

=
= ，任兩條線不平行， (3 , 1, 2, , )i ip p n i k  = 代表

通過點 iv V 的直線數，把「圖G的線圖」轉換成「超圖H」，則χ(𝐻) ≤△ (𝐻) + 1成立。 

  

圖26-1：共點情形(1) 圖26-2：共點情形(2) 

 

圖26-3：超圖(hypergraph) 

1 2 3 4 5 6

1

2

3

4

5

1 1 1 0 0 0

1 0 0 1 1 0

0 1 0 1 0 1

0 0 1 1 0 0

0 0 1 0 1 1

V V V V V V

L

L

L

L

L

 

圖26-4：關聯矩陣(Incident Matrix) 

[證明] 

已知p條直線共點時，χ(𝐺) ≤△ (𝐺) + 1成立。[推論 8]。當把「圖G的線圖」轉換成

「超圖H」或「關聯矩陣」，在結構上是1-1對應的等價結構。因此則χ(𝐻) ≤△ (𝐻) + 1是

成立的。 

[說明] 

1. 圖26-3是將圖26-2的線圖(Line graph)以超圖的方式呈現。圖26-4是圖26-3的關聯矩陣。 

2. 從圖26-4可以很清楚的觀察到，𝐿1、𝐿2、𝐿3、𝐿4、𝐿5轉換成點，而且這5個點的最大度

數為3(一條直線上最多只有3個點)，所以需要的標號小於或等於3 + 1 = 4。 
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(九) 「二分圖的應用」與「計算標號演算法01版」 

推論 11：在圖G(或超圖H)的點(Vertex)和邊(Edge)所形成的二分圖中，若

 ( ) : ~i j i jN V L V L= 且 ( ) ( )i jN V N V  = ，則 iV 和 jV 可以標上同一個數字。 

 

圖27-1：共點及共線情形 

1 2 3 4 5

1

2

3

4

5

1 0 0 0 1

1 0 0 1 0

0 1 0 0 1

1 1 1 0 0

0 0 1 1 1

V V V V V

L

L

L

L

L

 

圖27-2：關聯矩陣 

 

圖27-3：二分圖 

[證明] 

若 ( ) ( )i jN V N V  = ，代表 iV 和 jV 不在同一條線上，所以可以標上相同的數字。 

[說明] 

我們在討論圖G(或超圖H)的關聯矩陣時，我們發現用二分圖的方式將圖G(或超圖H)中

的點和邊分成兩個集合。舉例來說，觀察圖27-1、圖27-2、圖27-3。  2 3 4( ) ,N V L L= ；

 4 2 5( ) ,N V L L= 。故V2和V4不在同一條直線上，因此可以標上相同的數字。 

 

有了上述的二分圖，我們便可利用演算法的觀念，幫助我們決定圖G(或超圖H)之標號

數為k-labeled。 

[計算標號演算法01 

count = 0 

for i in range(1, m+1): 

    for j in range(i+1, m+1): 

        𝐢𝐟 𝐍(𝐕𝒊 ) ∩ 𝐍(𝐕𝒋)  ! =  ∅: 

                count = count + 1 
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(十) 分析「貪婪演算法」與「計算標號演算法01」 

推論 12： 

1. 「貪婪演算法」與「計算標號演算法 01 版」所得到的標號數不一定是最少標號數

𝜒(𝐺)。 

2. 「計算標號演算法 01 版」隨著交點數增加，重複計算的次數增加，估計最少標號數的

效果大符降低。 

 

 

圖 28-1：利用貪婪演算法得 5-labeled 

 

 

圖 28-2：適當的安排標號得 4-labeled 

 

圖 29-1：將點和線依序標上代號 

 1 3 4( ) ,N V L L= ，  2 3 5( ) ,N V L L=  

 3 2 3( ) ,N V L L= ，  4 1 3( ) ,N V L L=  

 5 2 4( ) ,N V L L= ，  6 2 5( ) ,N V L L=  

 7 1 4( ) ,N V L L= ，  8 1 5( ) ,N V L L=  

圖 29-2：列出圖 29-1 的𝑁(𝑉𝑖) 

[證明] 

1. 在圖29-1中，我們先在最多交點的咖啡色直線上，標上1、2、3、4。 

2. 接著利用貪婪演算法的原則，可能得出圖29-1中的情形，即5-labeled。 

3. 但假如我們適當的安排標號，同樣的圖只需要4-labeled。 

4. 從圖29-2中，經由「計算標號演算法01版」得到標號數為28，遠遠大於5。 

[說明] 

「計算標號演算法 01 版」隨著交點數增加，重複計算的次數增加，估計最少標號數的效

果大符降低。因此我們想到結合兩者得到下列「計算標號演算法 02 版」 
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(十一) 「計算標號演算法02版」 

推論 13：「計算標號演算法 02 版」 

步驟一：先利用「貪婪演算法」填入標號。 

步驟二：再利用 ( ) ( )i jN V N V  = ，則 iV 和 jV 可以標上同一個數字，測試所有可能的結

果，則必可得到其中一組結果為最少標號數。 

[說明] 

1. 參考圖28-1，圖28-2，圖29-1 

2. 我們先利用貪婪演算法，填入一組標號，如圖28-1。 

3. 接著在 ( ) ( )i jN V N V  = 處開始測試。例如圖29-1的𝑉6，開始測試1~4所有可能情況。 

4. 如此我們可以在貪婪演算法的幫助下，快速的測試出所有的可能結果，並得到最少標

號數的結果。 

雖然「計算標號演算法 02 版」藉由「貪婪演算法」改進「01 版」的效能與結果，但

畢竟不算數學證明，因此我們嘗試從較容易處理的問題出發來求得精確的最少標號數。 

(十二) 正k-分圖 , , ,m m mK ( )n mK  的最少標號數 

定義 14：平面上圖  
1
, ,

n

i i
G L V E

=
= ，任三條線不共點，將圖 G 中平行的線分成一類，

分為 k 個部分，且每一部分恰有 m 條平行線，形成 k-分圖，則稱圖 G 為正 k-分圖。記為

, , ,m m mK 。若𝑘 = 𝑛，我們記為 n mK  。 

表 7：正 k-分圖 n mK  的最少標號數 

m 

n 
1 2 3 4 5 6 7 

2 1 2 3 4 5 6 7 

3 3 4 7 8 11 12 15 

4 3 6 9 12 15 18 21 

5 5 8 13 16 21 24 29 

6 5 10 15 20 25 30 35 

7 7 12 19 24 31 36 43 
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定理 8：正 k-分圖
n mK 

的最少標號數：  

當 n 或 m 為偶數時：正 k-分圖
n mK 

為 ( )( 1) labeledn m−  − 。 

當 n 且 m 為奇數時：正 k-分圖 n mK  為 ( )( 1) ( 1) labeledn m n−  − + − 。 

[數學歸納法證明] 

1. 當 m=1 時 

由定理 1、定理 2、定理 3、定理 4 得下面敘述成立： 

當 n 為偶數時，正 k-分圖 1nK  為 ( 1) labeledn− − ；且當 n 為奇數時，正 k-分圖 1nK  為

( 1) labeledn− − 。 

2. 假設當 1m  時，下面敘述成立： 

當 n 或 m 為偶數時，正 k-分圖 n mK  為 ( )( 1) labeledn m−  − ；當 n 且 m 為奇數時，正

k-分圖 n mK  為 ( )( 1) ( 1) labeledn m n−  − + − 。 

3. 討論 m+1 的情況： 

(1) 當 n 為偶數時：𝐾𝑛×(𝑚+1)圖形等於𝐾𝑛×𝑚圖形再平行疊加 1 個𝑲𝒏×𝟏的圖形，故最少

標號數為((𝒏 − 𝟏) × 𝒎 + (𝒏 − 𝟏))，即((𝒏 − 𝟏) × (𝒎 + 𝟏)) − 𝐥𝐚𝐛𝐞𝐥𝐞𝐝。 

(2) 當 n 為奇數且𝑚 + 1為奇數時：𝐾𝑛×(𝑚+1)圖形等於𝐾𝑛×𝑚圖形再平行疊加 1 個𝑲𝒏×𝟏

的圖形，故最少標號數為(𝒏 − 𝟏) × 𝒎 + 𝒏。 

(3) 當 n 為奇數且𝑚 + 1為偶數時：𝐾𝑛×(𝑚+1)圖形等於𝐾𝑛×(𝑚−1)圖形再平行疊加 1 個

𝑲𝒏×𝟐的圖形，故最少標號數為((𝒏 − 𝟏) × (𝒎 − 𝟏) + (𝒏 − 𝟏) × 𝟐)，即

((𝒏 − 𝟏) × (𝒎 + 𝟏)) − 𝐥𝐚𝐛𝐞𝐥𝐞𝐝。 

底下介紹平行疊加的數學方法。 

1. 局部是(2𝑘)2個點。𝑘 = 1,2,3 … 

(1) 參考圖 30-1：從局部的圖形來看，兩條線交於 1 個點，平行疊加另外兩條線形成

4 個點，最少必須多使用一種標號。 

(2) 重點不是 1 和 2 這兩個數字，而是必須多使用一個標號，才能維持不衝突。 
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(3) 圖 30-2 所要表示的是將 4 個點視為一個小單位，將此小單位再平行疊加擴充成 4

個中單位形成 16 個點，而且每一個小、中單位都維持對面的標號相等，但上下左

右會對調。 

(4) 圖 30-3 是舉例𝐾4×1平行疊加𝐾4×1得𝐾4×2最少標號數為(𝟒 − 𝟏) × 𝟏 + 𝟑 = 𝟔。用以

說明 n 是偶數時的平行疊加𝑲𝒏×𝟏情形。 

(5) 圖 30-4 是舉例𝐾3×1旋轉120後再平行疊加𝐾3×1得𝐾3×2。標號數為(𝟑 − 𝟏) × 𝟐 =

𝟒。用以說明 n 是奇數時平行疊加𝑲𝒏×𝟏情形。 

       

圖30-1：探討1個點平行疊加後情況 

      

圖30-2：探討4個點平行疊加後情況 

           

圖30-3：𝐾4×1平行疊加𝐾4×1得𝐾4×2最少標號數為(𝟒 − 𝟏) × 𝟏 + 𝟑 = 𝟔。 

          

圖30-4：𝐾3×1旋轉120後再平行疊加𝐾3×1得𝐾3×2。 

2. 局部是(2𝑘 + 1)2個點。𝑘 = 1,2,3, … 

(1) 當n是偶數時，必為△ (𝑮) − 𝐥𝐚𝐛𝐞𝐥𝐞𝐝。[定理 2] 

(2) 圖31-1是舉例𝐾3×1平行疊加𝐾3×2形成𝐾3×3為𝟑 + (𝟑 − 𝟏) × 𝟐 − 𝐥𝐚𝐛𝐞𝐥𝐞𝐝，即𝟕 −

𝐥𝐚𝐛𝐞𝐥𝐞𝐝。用以說明n是奇數平行疊加𝑲𝒏×𝟐情形。 
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圖31-1：𝐾3×1平行疊加𝐾3×2形成𝐾3×3為𝟑 + (𝟑 − 𝟏) × 𝟐 − 𝐥𝐚𝐛𝐞𝐥𝐞𝐝，即𝟕 − 𝐥𝐚𝐛𝐞𝐥𝐞𝐝。 

 

伍、 研究結果與討論 

研究結果 

一、 探討「任三條線不共點，任兩條線不平行」直線的標好標滿問題 

(一) 當直線數 n 是偶數時，圖為 ( 1) labeledn− − ，可標好標滿，且我們找到一種用表格構

造解法的方式。[定理 2、定理 3、定理 4] 

(二) 當直線數 n 是奇數時，圖為 labeledn− ，無法標好標滿。[定理 1、定理 3、定理 4] 

(三) 當直線數 n 是偶數時，圖為 ( 1) labeledn− − ，可標好標滿，其標好標滿的方法數大於

等於 ( 1)!n− 。[推論 1] 

二、 探討「任兩個圓交於兩點」圓的標好標滿問題 

(一) 圓的標好標滿問題與直線的標好標滿問題是等價的。[定理 5-1] 

(二) 藤球交點標號問題與圓的標好標滿問題是等價的。[定理 5-2] 

三、 探討平面上 n條直線，「有 m條線平行，任三條不共點」直線的標好標滿問題 

(一) 在平面上 n 條直線，我們依平行與否來對直線作分類，形成完全 k-分圖。 

(二) 平面上圖  
1
, ,

n

i i
G L V E

=
= ，任三條線不共點，則圖G為n-labeled。[推論 2] 

(三) 平面上圖  
1
, ,

n

i i
G L V E

=
= ，任三條線不共點，且為完全二分圖𝐾𝑚1,𝑚2

，則 

圖
1 2,m mK 為  1 2max , labeledm m − [推論 3] 
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(四) 平面上圖  
1
, ,

n

i i
G L V E

=
= ，任三條線不共點，且為完全𝑘-分圖

1 2, , , km m mK ，則圖

1 2, , , km m mK 為  
1

min 1 labeled
k

i i

i

m m
=

  
− + −  

  
 。[推論 4] 

(五) 平面上圖  
1
, ,

n

i i
G L V E

=
= 為完全 k-分圖

1 2, , , km m mK ，若將 1 2, , , km m m 放在 k維度空

間，則圖
1 2, , , km m mK 為  

1

min labeled
k

i i

i

m m
=

  
− −  

  
 。[定理 6] 

四、 探討「有 p條線共點，任兩條不平行」的直線標好標滿問題 

(一) 平面上圖  
1
, ,

n

i i
G L V E

=
= ，任兩條線不平行， (3 , 1, 2, , )i ip p n i k  = 代表通過點

iv V 的直線數，則所有直線交點數為 ( )2 2

1

1i

k
pn

i

C C
=

− − [推論 7]。而且我們可以得到

一個上、下界來表示𝜒(𝐺)的範圍：△ (𝐺′) ≤ χ(𝐺) ≤ ( )2 2

1

1i

k
pn

i

C C
=

− − [定理 7]。 

(二) 平面上圖  
1
, ,

n

i i
G L V E

=
= ，任兩條線不平行， (3 , 1, 2, , )i ip p n i k  = 表通過點

iv V 的直線數，「超圖H」為「圖G的線圖」，則χ(𝐻) ≤△ (𝐻) + 1成立。[推論 10]  

(三) 在圖G(或超圖H)的點(Vertex)和邊(Edge)所形成的二分圖中，若  ( ) : ~i j i jN V L V L=

且 ( ) ( )i jN V N V  = ，則 iV 和 jV 可以標上同一個數字。[推論11] 

(四) 「貪婪演算法」與「計算標號演算法01版」所得到的標號數不一定是最少標號數

𝜒(𝐺)。且「計算標號演算法01版」隨著交點數增加，重複計算的次數增加，估計最少

標號數的效果大符降低。[推論12] 

(五) 結合「貪婪演算法」與「計算標號演算法01版」的想法，得到「計算標號演算法02

版」。[推論13)] 

(六) 正k-分圖 n mK  的最少標號數[定理 8]。 

當n或m為偶數時：正k-分圖 n mK  為 ( )( 1) labeledn m−  − 。 

當n且m為奇數時：正k-分圖 n mK  為 ( )( 1) ( 1) labeledn m n−  − + − 。 



29 

綜合討論 

一、 表格下的總方法數 

在推論 1 中，當直線數 n 是偶數時，用 1n − 個標號完成直線的標好標滿問題，其方法

數大於等於 ( 1)!n− 。目前我還不知有什麼證明的方法，但我合理猜想方法數為 ( 1)!n− 。 

二、 超圖與多維度空間 

由於平面上直線的特性，當兩直線有兩點共點時，兩條直線重合，所以五條直線，任

兩條線不平行的前題下，不存在每一個交點都恰有三條直線通過。甚至假設有任意多

條直線，任兩條線不平行，我也找不到哪一種方法可以畫出每一個交點都恰有三條直

線通過。除非不限制在平面上，而是在三維立體空間中的角錐，但用超圖和關聯矩陣

可以輕易表達任意條件，超圖和多維度的空間似乎存在很好的等價關聯。 

 

陸、 相關應用與未來展望 

本研究未來將朝多重空間與超圖的連結來探討，是在研究過程中遇到無法完成的繪圖問

題時得到的想法，相信是本研究用不同分析觀點探討問題的創見。另一方面，本研究和圖論

與超圖息息相關，而圖論與超圖在現今數位時代的應用非常廣泛，除了應用在圖形著色的方

法數計數之外，也大量應用在描繪人際間關係的社群網路分析。例如社群媒體臉書應用相關

概念，建構背後的人際網路架構。本篇研究最後從超圖的觀點來探討問題，其實可以將

「點」與「線」視為「資源」與「目標」，希望透過研究點與線的關係，達成我們所希望的

「用最少資源完成目標」的普遍理想[6]。本篇研究從四個面向，盡可能完整的探討平面上

直線相交情形，及其交點標號的著色問題。其中在計算最少標號數的部分，尚有許多可研究

有趣問題，近期完成正 k-分圖分圖 n mK  最少標號數的研究，之後將嘗試朝下列方向探討： 

1. 如何配合演算法從關聯矩陣和二分圖的模組(model)給出標號問題更好的上、下界？ 

2. 繼續往 , , , ,( )m m m m tK − 的最少標號數規律探討與證明。 
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作品海報 

【評語】030421  

考慮在給定的平面上的一些直線的交點上標上連續整數，在限

定同一條直線上的這些點所標的數字均相異的前提下，k值至少應

為多少，才能保證滿足條件的標號是存在的，而在此情況下，又該

怎麼標才能滿足要求的問題。針對一些特別的情況作了分析，給出

了部分的結果。問題非常的有趣，延伸性夠並有理論的意義與深度

發展的可能性。作者聰明的看到了問題的關鍵點，針對任兩線交於

一點、任三線不共點的情況給出了完整的解答。在分析更一般化的

狀況時，作者注意到這個問題其實等同於在考慮一類特殊圖形的邊

著色數，藉助邊著色數的上下界，作者針對直線間可能有一些是平

行的，或是有數條直線交於同一點的情況作了討論，給出了答案。

想法頗具巧思，值得嘉許。但有部分結果的說明過於簡略，作品中

使用許多符號，但這些符號的意義和圖論上的代表意義並不一致，

如果能適當的改進, 並讓一些關鍵的想法更被凸顯會更完整。未來

可朝一般的理論進行探索。整體來說是相當優秀的作品。 

C:\Users\ShariChen\Desktop\NSF\排版\030421-評語 

 



肆、研究結果 

一、任三條線不共點，任兩條線不平行 

定理(1)：平面上有𝒏條直線，𝒏為奇數，兩兩相交，讓沿著任何一條直線上的𝒏–𝟏個交點都剛

好出現 𝟏、𝟐、𝟑、𝟒、…、𝒏–𝟏 各一次。答：𝒏– 𝒍𝒂𝐛𝒆𝒍𝒆𝒅，所以「無法標好標滿」 

定理(2)：平面上有𝒌條直線(k為偶數)，兩兩相交，讓沿著任何一條直線上的𝒌–𝟏個交點都剛好

出現 𝟏、𝟐、…、𝒌–𝟏 各一次。答： 𝒌–𝟏 – 𝒍𝒂𝒃𝒆𝒍𝒆𝒅，可標好標滿 

壹、研究動機 
        某次的數學第八節輔導課，我發現賴同學在研究一個數學老師丟給他的直線交點問題，
這個問題出自科學研習月刊57卷第5期第58頁「標好標滿」。題目敘述如下： 

「桌上畫著四條直線，兩兩相交。小志想在每個交點上標一個數字，讓沿著任何一條直線上
的三個交點都剛好出現 1、2、3 各一次。」 

         

 

 
         

 

        我第一眼的印象，感覺這題目很像是一種特別的數獨(Sudoku)。我直接動手做，一下子就
完成了。但在實際動手畫五條直線求解時卻遇到困難，我感覺五條直線的情況根本是無解？ 

貳、研究目的 
一、符號及名詞定義 
定義(1)：給定 𝒏 個圖形的序列 𝑪𝒊 𝒊=𝟏

𝒏 = 𝑪𝟏, 𝑪𝟐, … , 𝑪𝒏  ，其中 𝑪𝒊  
為直線或曲線。在平面上圖

形與圖形的交點所成集合為 𝑽。若 𝑽 中有兩個交點 𝒖, 𝒗 在某個 𝑪𝒊 
中，且沿著圖形 𝑪𝒊  

中沒有其他交點介於 𝒖, 𝒗 之間，那麼我們稱 𝒖, 𝒗 相鄰且 𝒖𝒗 為一個邊。而 𝑬 表示由
這樣圖形序列 𝑪𝒊 𝒊=𝟏

𝒏  所形成邊之集合。特別以 𝑪𝒊 𝒊=𝟏
𝒏 , 𝑽, 𝑬 表示本研究所探討的圖。

定義(2)：給定圖 𝑪𝒊 𝒊=𝟏
𝒏 , 𝑽, 𝑬 ，若存在𝒌 ∈ ℕ，將圖的點標上𝟏, 𝟐, 𝟑, … , 𝒌的數字，使得對所有

𝒊 = 𝟏, 𝟐, … , 𝒏，𝑪𝒊 
上交點的標號，𝟏, 𝟐, 𝟑, … , 𝒌的數字至多出現一次，我們稱這樣情況

為𝒌– 𝒍𝒂𝒃𝒆𝒍𝒆𝒅。。 

定義(3)：圖𝑮中一個頂點𝒗連接到其他頂點的邊數，我們就稱為是該頂點的度數，以𝒅𝒆𝒈 (𝒗)表
示。若圖𝑮有𝒏個頂點𝒗𝟏, 𝒗𝟐, … 𝒗𝒏，我們定義圖𝑮的最大度數為△ 𝑮 ， 

即△ 𝑮 = 𝐦𝐚𝐱 𝒅𝒆𝒈 𝑽𝒊 : 𝒊 = 𝟏, 𝟐, 𝟑, … , 𝒌  

定義(4)：若 𝑪𝒊 𝒊=𝟏
𝒏 , 𝑽, 𝑬 為△ 𝑮 – 𝒍𝒂𝒃𝒆𝒍𝒆𝒅，則我們稱為「標好」。若 𝑪𝒊 𝒊=𝟏

𝒏 , 𝑽, 𝑬 為

△ 𝑮 – 𝒍𝒂𝒃𝒆𝒍𝒆𝒅但無法(△ 𝑮 − 𝟏)– 𝒍𝒂𝒃𝒆𝒍𝒆𝒅，則我們稱為「標好標滿」 

二、研究問題 
根據研究動機，我們嘗試探討以下四個問題： 
1、探討平面上給定「任三條線不共點，任兩條線不平行」之𝒏條直線能否標好標滿問題。 
2、探討平面上給定「任兩個圓交於兩點」之𝒏個圓能否標好標滿問題。 
3、探討平面上給定「有𝒎條線平行，任三條不共點」之𝒏條直線能否標好標滿問題。 
4、探討平面上給定「有𝒑條線共點，任兩條不平行」之𝒏條直線能否標好標滿問題。 
 
參、研究流程 

任三條線不共點 

任兩條線不平行 
任兩個圓交於兩點 

有𝒎條線平行 

任三條不共點 

有𝒑條線共點 

任兩條不平行 

圖2-1：五條直線無法 

𝟒 − 𝒍𝒂𝒃𝒆𝒍𝒆𝒅 

圖2-2：五條直線為 

5−𝒍𝒂𝒃𝒆𝒍𝒆𝒅 

圖2-3：𝟐𝒌 + 𝟏條直線無法𝟐𝒌– 𝒍𝒂𝒃𝒆𝒍𝒆𝒅 

奇數推廣 

表1：𝒏 = 𝒌(𝒌為偶數時) 

圖1：四條直線標好標滿 



• 圖5：3條平行、2條平行 二、任兩圓相交於兩點 

定理(5)：圓的標好標滿問題等價直線的標好標滿問題 

圖𝑮𝟏 = {𝑪𝒊}𝒊=𝟏
𝒌 , 𝑽, 𝑬 ，其中𝑪𝒊代表圓；圖𝑮𝟐 = {𝑳𝒊}𝒊=𝟏

𝒌 , 𝑽, 𝑬 ，其中𝑳𝒊代表直線；圖𝑮𝟑 = {𝑩𝒊}𝒊=𝟏
𝒌 , 𝑽, 𝑬 ，其

中𝐵𝑖代表在三度空間中，藤球上的圓  

結論(1)「圖𝑮𝟏標好標滿問題」等價於「圖𝑮𝟐標好標滿問題」等價於「圖𝑮𝟑標好標滿問題」。(近期研究) 

結論(2)當k是奇數時，無法標好標滿。 

結論(3)當k是偶數時可標好標滿。圖𝑮𝟏為𝟐 𝒌–𝟏 – 𝒍𝒂𝒃𝒆𝒍𝒆𝒅, 圖𝑮𝟐為(𝒌–𝟏)– 𝒍𝒂𝒃𝒆𝒍𝒆𝒅。 

三、有𝑚條線平行，任三條不共點 

推論(3)：完全二分圖𝑲𝒎𝟏,𝒎𝟐
為𝒎𝒂𝒙 𝒎𝟏,𝒎𝟐 – 𝒍𝒂𝒃𝒆𝒍𝒆𝒅 

平面上圖𝑮 = {𝑳𝒊}𝒊=𝟏
𝒏 , 𝑽, 𝑬 ，任三條線不共點，且為完全二分圖𝑲𝒎𝟏,𝒎𝟐

， 

則圖𝑲𝒎𝟏,𝒎𝟐
為𝒎𝒂𝒙 𝒎𝟏,𝒎𝟐 – 𝒍𝒂𝒃𝒆𝒍𝒆𝒅。 

圖7：三條平行、二條平行 

推論(4)：𝒏條直線完全𝒌–分圖 𝑲𝒎𝟏,𝒎𝟐,…,𝒎𝒌
 

平面上圖𝑮 = {𝑳𝒊}𝒊=𝟏
𝒏 , 𝑽, 𝑬 為完全𝒌–分圖𝑲𝒎𝟏,𝒎𝟐,…,𝒎𝒌

，則圖𝑲𝒎𝟏,𝒎𝟐,…,𝒎𝒌
為 

[  𝒎𝒊
𝒌
𝒊=𝟏 –𝒎𝒊𝒏 𝒎𝒊 + 𝟏]– 𝒍𝒂𝒃𝒆𝒍𝒆𝒅。 

定理(6)：𝒏條直線完全𝒌 −分圖𝑲𝒎𝟏,𝒎𝟐,…,𝒎𝒌
−高維空間版 

平面上圖𝑮 = {𝑳𝒊}𝒊=𝟏
𝒏 , 𝑽, 𝑬 為完全𝒌–分圖𝑲𝒎𝟏,𝒎𝟐,…,𝒎𝒌

，若將𝒎𝟏,𝒎𝟐, … ,𝒎𝒌放在𝒌維度空間，則圖𝑲𝒎𝟏,𝒎𝟐,…,𝒎𝒌

為[  𝒎𝒊
𝒌
𝒊=𝟏 –𝒎𝒊𝒏 𝒎𝒊 ]– 𝒍𝒂𝒃𝒆𝒍𝒆𝒅。 

圖10：平面上直線平行的分成同一類，以三分圖來說明 

四、有𝑝條線共點，任兩條不平行 

推論(7)：交點數的計算推廣 

平 面 上 圖 𝑮 = {𝑳𝒊}𝒊=𝟏
𝒏 , 𝑽, 𝑬 ， 任 二 條 線 不 平 行 ， 𝒑𝒊(𝟑 ≤ 𝒑𝒊 ≤ 𝒏) 代 表 通 過 該 點 的 直 線 數 ， 即

𝒑𝒊 ∈ 𝑽 | 𝟑 ≤ 𝒑𝒊 ≤ 𝒏, 𝒊 = 𝟏, 𝟐, … , 𝒌 ，則所有直線交點數為 ：𝑪𝟐
𝒏 −  (𝑪𝟐

𝒑𝒊– 𝟏)𝒌
𝒊=𝟏  

圖9：𝒎𝟏個數字排成拉丁方陣 

圖8：完全二分圖的線圖 

圖3：四個圓兩兩相交 

表2：𝒏 = 𝟒, 四個圓相交 

圖11：三線共點有四組 

圖4：六線藤球 

圖5：想像將六線藤球壓扁
在平面上示意圖。 

圖6：四條直線平行 



推論(9)：探討「任兩個圓交於兩點，但有𝑝個圓共點」之交點數 

「平面上𝒏個圓，兩兩相交於兩點，𝒑𝒊(𝟑 ≤ 𝒑𝒊 ≤ 𝒏, 𝒊 = 𝟏, 𝟐, … , 𝒌) 

個圓共1點，但不可共2點，則交點數為𝟐 × 𝑪𝟐
𝒏 −  (𝑪𝟐

𝒑𝒊−𝟏)𝒌
𝒊=𝟏 。 

 

[說明] 

如圖12，有4個圓共1點，故交點數為𝟐 × 𝑪𝟐
4 −  (𝑪𝟐

4−𝟏)1
𝒊=𝟏 = 7 

定理(7)：有直線共點情況下的圖𝐺，其點的最少標號(Label)數 
平面上圖𝑮 = {𝑳𝒊}𝒊=𝟏

𝒏 , 𝑽, 𝑬 ，任二條線不平行，𝒑𝐢(𝟑 ≤ 𝒑𝐢 ≤ 𝒏)代表通過該點的直線數，即
𝒑𝐢 ∈ 𝑽 | 𝟑 ≤ 𝒑𝐢 ≤ 𝒏, 𝒊 = 𝟏, 𝟐, … , 𝒌 ，則我們可以得到一個上、下界來表示𝝌 𝑮 的範圍： 

△ 𝑮′ ≤ 𝝌 𝑮 ≤ 𝑪𝟐
𝒏– (𝑪𝟐

𝒑𝒊– 𝟏)

𝒌

𝒊=𝟏

 

推論(10)：使用超圖(Hypergraph)來表達，𝝌 𝑯 ≤△ 𝑯 + 𝟏 
平面上圖𝑮 = {𝑳𝒊}𝒊=𝟏

𝒏 , 𝑽, 𝑬 ，任二條線不平行，𝒑𝐢(𝟑 ≤ 𝒑𝐢 ≤ 𝒏)代表通過該點的直線數，即
𝒑𝐢 ∈ 𝑽 | 𝟑 ≤ 𝒑𝐢 ≤ 𝒏, 𝒊 = 𝟏, 𝟐, … , 𝒌 ，當把「圖𝐺的線圖」轉換成「超圖𝐻」則下式成立 

𝜒(𝐻) ≤△ (𝐻) + 1  

圖13：五條直線 圖14：標上代號 圖15：圖13之超圖 圖16：關聯矩陣 

伍、未來展望 
1、我們在近期利用二分圖的觀點，探討可行的演算法，統整了本研究的四大方向，期許可以再往這個方向做更深

入的研究。 

2、未來將繼續往𝐾𝑚,𝑚,…,𝑚,(𝑚−𝑡)的最少標號數規律探討與證明，目前已經有觀察到一些美妙的規律。 

推論(11)：「二分圖」與「計算標號演算法01版與02版」(近期研究) 
在圖𝑮 (或超圖𝑯 )的點 (Vertex)和邊 (Edge)所形成的二分圖中，設𝑵 𝑽𝒊 = 𝑳𝒋 | 𝑽𝒊~𝑳𝒋 ，若

𝑵 𝑽𝒊 ∩ 𝑵 𝑽𝒋 = ∅，則 𝑽𝒊 和 𝑽𝒋 可以標上同一個數字。 

圖17：五條直線 圖18：關聯矩陣 

[計算標號演算法𝟎𝟏版] 
𝒄𝒐𝒖𝒏𝒕 =  𝟎 
𝒇𝒐𝒓 𝒊 𝒊𝒏 𝒓𝒂𝒏𝒈𝒆(𝟏,𝒎 + 𝟏): 
    𝒇𝒐𝒓 𝒋 𝒊𝒏 𝒓𝒂𝒏𝒈𝒆(𝒊 + 𝟏,𝒎 + 𝟏): 
        𝒊𝒇 𝑵(𝑽𝒊 ) ∩ 𝑵(𝑽𝒋)  ! =  ∅: 

            𝒄𝒐𝒖𝒏𝒕 =  𝒄𝒐𝒖𝒏𝒕 +  𝟏 

[計算標號演算法𝟎𝟐版] 
貪求演算法 + 演算法01版 

圖20：演算法 
圖19：二分圖 

圖12：四圓共點 

定理(8)正𝒌 −分圖ࡷ𝒎,𝒎,…,𝒎 (𝑲𝒏×𝒎)之最少標號數 (近期研究) 

正𝑘 −分圖𝑲𝒏×𝒎的最少標號數： 

當n或m為偶數時：正𝑘 −分圖𝑲𝒏×𝒎為 𝒏 − 𝟏 ×𝒎− 𝒍𝒂𝒃𝒆𝒍𝒆𝒅。 

當n且m為奇數時：正𝑘 −分圖𝑲𝒏×𝒎為 𝒏 − 𝟏 × 𝒎− 𝟏 + 𝒏 − 𝒍𝒂𝒃𝒆𝒍𝒆𝒅。 

表3：正𝒌−分圖之最少標號表 

圖21：平行疊加數學方法 
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