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摘要 

    本研究以三、四、五、六邊形為基礎，各多邊形頂點為圓心，按順(逆)時針依序畫圓，

利用兩圓內切及外切概念，探討切點在邊及邊的延長線上能否以最少次數產生一循環軌跡，

並找出所受的邊長關係限制；最後由內切圓退化方式檢驗結果的正確性。我們發現: 

一、邊長關係無限制 

三、五邊形偶數個內切與四、六邊形奇數個內切皆可產生一次和二次循環。 

二、邊長關係受限制 

(一) 四、六邊形偶數個內切產生循環的充分條件為奇數邊長和=偶數邊長和或兩組鄰邊

和相等(2、4、6 內切)。 

(二) 五邊形奇數個內切產生循環的充分條件為奇數邊長和=偶數邊長和或二鄰邊和等於

三鄰邊和(3、5 內切)。 

(一)、(二)循環規則必為一次循環。 

壹、研究動機 

在暑假資優營的課程中，老師教導我們如何利用 Geogebra 軟體快速、正確地繪製幾何圖

形，取代繁瑣的尺規作圖。而在兩圓位置關係單元中，課本一道題目:「在ΔABC 中，已知

圓 A、圓 B、圓 C 兩兩外切，且連心線AB̅̅ ̅̅ = 15、BC̅̅̅̅ = 14、AC̅̅̅̅ = 11，請問圓 A、B、C 的

半徑為何?」(如圖 1-1)。我們很好奇的是，如果給定任意一個三角形是不是皆能夠以三頂點

為圓心畫出兩兩外切的圓呢?可以畫出幾組呢?四邊形是否也可以?有趣的是，如果相鄰兩圓

彼此外切，則我們可以發現在三角形的邊上以 P 點當起始點，沿著三個圓外切所留下的軌跡

(弧)繞行，在繞完三個邊後必能再次回到起始點 P(PQ̂ → QR̂ → RP̂)。在上述的情況，都以

外切進行思考方向，但我們知道圓的相切情形包括外切及內切兩種。若加入內切是否也能產

生繞回原起始點的結果呢?於是我們就展開了一場圓與簡單幾何圖形的研究之旅。 

  

圖 1-1 
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貳、研究目的 

一、利用兩圓相切探討三、四、五、六邊形能否產生循環的邊長關係限制條件與循環規則。 

二、利用兩圓相切探討三、四、五、六邊形產生循環的起始半徑值與範圍。 

三、利用退化內切圓的方式找出三、四、五、六邊形邊數與內切個數的關連性。 

參、研究設備及器材 

一、圓規與直尺 

透過尺規作圖，畫出以幾何圖形各頂點為圓心，適當長為半徑所形成相鄰兩圓內、外切

的情形，觀察其在所取半徑大小不同下，對繞行軌跡所產生的影響。 

二、GeoGebra 幾何繪圖軟體 

本研究主要藉由 GeoGebra 幾何繪圖軟體進行圖形繪製，其拖曳功能及製圖的準確性，

讓本研究得以做更完整的分析，彌補尺規作圖上的限制。 

肆、研究過程或方法 

一、彙整相關文獻: 

(一) 第四十八屆全國中小學科展作品《弧弧相切—多邊形內相切弧的探討》，利用多邊

形的頂點為圓心畫弧，利用弧弧相切的方法探討多邊形可以產生循環的條件，其中在

奇數多邊形中，一定會發生，而在偶數多邊形時，只有當『奇數邊的和＝偶數邊的

和』時，才有弧弧相切的現象產生。 

(二) 第五十屆全國中小學科展作品《圓舞曲》，利用多邊形的頂點為圓心，按順(逆)時針

方向依序畫弧，探討在N邊形中產生的回歸現象及規則，提出了任意N邊形(分奇數

與偶數)可以產生一輪回歸、二輪回歸的一般條件，並探討了多邊形的內心與回歸

現象之關連性。 

(三) 第1070331梯次小論文《被困住的「圓」桌武士》，為解決前兩篇未提及當起始弧的

半徑大於邊長的情況，於是將交點落在內部的半徑設為正值，交點落在外部的半徑

設為負值的新方法，試圖將外部的軌跡繞回內部亦會產生回歸現象。 

    綜觀前兩篇文獻提出回歸的觀點，從兩圓相切來看，全建立在外切的基礎上來討論，並

分成奇數、偶數多邊形探討可否產生循環現象，做詳盡且完整的說明，得出相同之結論；第
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三篇文獻雖企圖解決弧繞至外部的情形提出半徑值設定為正、負的想法，但未考慮弧的軌跡

持續留在外部的情形，亦未明確的分類與深入探究，其結果僅為本研究的一特例。從三篇文

獻得到靈感，若以兩圓位置關係中外切與內切為基礎來探討此現象，依不同外切與內切個數

找尋三、四、五、六邊形可產生循環之規律，雖然路徑數會增加許多，但可得到更完整的結

果。 

二、 名詞釋義: 

(一) 輪:「第一輪」代表起始點沿圓弧繞，於各邊產生第一個交點之軌跡；「第二輪」代

表於各邊產生第二個交點之軌跡；「第 n 輪」代表於各邊產生第 n 個交點之軌跡。 

(二) 𝒓𝒊𝒋:指在多邊形第 i 輪繞行軌跡中，以第 j 個頂點為圓心所取的半徑長度。例如: 𝑟11

代表在多邊形第 1 輪繞行軌跡中，以第 1 個頂點為圓心所取的半徑長度。 

(三) 循環:「一次循環」代表起始點沿圓弧軌跡依序繞經多邊形各邊一次後回到原起始

點，即𝑟21 = 𝑟11；「二次循環」則為起始點沿圓弧軌跡繞經多邊形各邊兩次後回到原

起始點，即𝑟31 = 𝑟11。 

(四) Geogebra 幾何圖形符號說明(如圖 4-1 和圖 4-2)  

1. ▲:繞行軌跡之起始點，此後繞行規則以英文字

母順序依序繞行。 

2. ●、●、●、●:第一輪、第二輪、第三輪和第

四輪繞行軌跡中，於多邊形各邊的交點。 

3. 紅色、藍色、橘色、粉色粗體線:第一輪、第二

輪、第三輪和第四輪的繞行軌跡。 

4. ◆、●:為可完成循環的特定範圍。例如圖 4-2

中，在◆C 和◆K 此兩端點內，必可完成循

環，且●J 為可完成一次循環的起始點。 

  

圖 4-1 

圖 4-2 



4 

三、規則建立 

(一) 外切:在0內切(全外切)的循環情況下，則任意連續三個邊長關係須符合第一、三邊

長之和大於第二邊之邊長，例如:𝑎 + 𝑐 > 𝑏，且𝑎 − 𝑟11 < 𝑏、𝑏 − 𝑟12 < 𝑐。 

  

符合規則一 不符合規則一(𝑎 + 𝑐 < 𝑏、𝑏 − 𝑟12 > 𝑐) 

(二) 內切:在1內切(圓A為內切小圓，圓B為內切大圓)的循環情況下，則第二個邊長需大

於第一個邊長，例如:𝑏 > 𝑎，也就是說𝑏 > 𝑎 + 𝑟11。 

  

符合規則二 不符合規則二(𝑏 < 𝑎) 

(三) 內切關係一致:各輪中各頂點的圓與下一個圓的內切關係需保持一致，例如:在第一

輪和第二輪中，圓 A 皆為內切小圓。 

  

符合規則三 
不符合規則三(第一輪圓 A 為內切小圓，第

二輪圓 A 則為內切大圓) 
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    本研究的繪圖規則皆建立在規則一至規則三上，且在可完成循環的情況下，若出現內切

情形，統一以內切小圓作為起始點圓心的選取，下一個圓為內切大圓進行循環軌跡的討論，

並以內切小圓半徑值= 𝑥，軌跡繞至下一個邊的長度為𝑎，接下來依序為𝑏、𝑐、𝑑…等。 

四、研究內容 

(一) 三角形中，利用兩圓內、外切的關係找出繞回原起始點的方法 

1. 改變起始半徑值 

利用 Geogebra 拖曳功能拖曳起始點 D，則可以輕易產生 G 點與起始點 D 重合，如圖 4-

3、圖 4-4，此現象以相鄰兩圓來說明之，即 0 內切必可完成一次循環。 

 

圖 4-3 

 

圖 4-4 

𝐴𝐷̅̅ ̅̅ 為起始半徑𝑥，則𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 𝑎，𝐵𝐶̅̅ ̅̅ = 𝑏，𝐶𝐴̅̅ ̅̅ = 𝑐，將各輪半徑整理於下: 

若可以完成循環，則可能為下列情況: 

(1) 𝑟21 = 𝑟11 

⇒  −𝑥 + 𝑎 − b + c = 𝑥，𝑥 =
𝑎 − b + c

2
=

𝑟11 + 𝑟21

2
為一次循環的起始半徑值 

   也就是說當拖曳圖 4-5 原起始點 D 至 J 點時，即為一次循環的繞行軌跡，如圖 4-6。 

(2) 𝑟31 = 𝑟11，則必可完成二次循環，如圖 4-5。 

 第一輪 第二輪 第三輪 

半

徑 

𝑟11 = 𝑥 𝑟21 = −𝑥 + 𝑎 − b + c 𝑟31 = 𝑥 

𝑟12 = −𝑥 + 𝑎 𝑟22 = 𝑥 + b − c 𝑟32 = −𝑥 + 𝑎 

𝑟13 = 𝑥 − 𝑎 + b 𝑟23 = −𝑥 + c 𝑟33 = 𝑥 − 𝑎 + b 
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圖 4-5 

 

圖 4-6 

藉由 Geogebra 將原起始點 D 左右拖曳時，發現到並非在所有範圍下皆能產生繞回原點的現

象，且三個圓的半徑大小為影響可循環範圍之關鍵，於是我們做了以下的討論: 

其中𝐴𝐷̅̅ ̅̅ =
𝑎 − b + c

2
=

𝑟11 + 𝑟21

2
為一次循環的起始半徑值。 

找取 min {
𝑎 − 𝑏 + 𝑐

2
,
𝑎 + 𝑏 − 𝑐

2
,
−𝑎 + 𝑏 + 𝑐

2
}為半徑值，並以原起始點 D 為圓心畫圓，則可 

以找出二次循環的範圍；即在𝐴𝐾̅̅ ̅̅ < 𝑟11 < 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 範圍下，三角形 0 內切必可完成一次和二次循

環。 

2. 拖曳原起始點 

接續 0 內切的討論，我們分別將 A、B、C 為圓心所形成的 0 內切原起始點向外拖曳，

發現能產生下列 3 種 2 內切循環軌跡，如圖 4-7 至圖 4-9。 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

     圖 4-7                         圖 4-8                             圖 4-9 
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在符合本研究若出現內切時，皆以起始圓作為內切小圓，下一個圓為內切大圓下，我們統

一以內切小圓半徑值= 𝑥，下一個邊長度為𝑎，接下來邊長依序為𝑏和𝑐，則將各輪之循環半

徑整理於下表 

若可以完成循環，則可能為下列情況: 

(1) 𝑟21 = 𝑟11 

⇒  −𝑥 − 𝑎 + b + c = 𝑥，𝑥 =
−𝑎 + b + c

2
=

𝑟11 + 𝑟21

2
為一次循環的起始半徑值。 

(2) 𝑟31 = 𝑟11，則必可完成二次循環。 

此時，找取 min {
−𝑎 + 𝑏 + 𝑐

2
,
𝑎 + 𝑏 + 𝑐

2
,
𝑎 − 𝑏 + 𝑐

2
}為半徑值，並以原起始點 D 為圓心畫圓 

，則可以找出二次循環的範圍，故在0 < 𝑟11 < 𝐴𝐺̅̅ ̅̅ 範圍下，三角形 2 內切必可完成一次和

二次循環。 

 第一輪 第二輪 第三輪 

半

徑 

𝑟11 = 𝑥 𝑟21 = −𝑥 − 𝑎 + b + c 𝑟31 = 𝑥 

𝑟12 = 𝑥 + 𝑎 𝑟22 = −𝑥 + b + c 𝑟32 = 𝑥 + 𝑎 

𝑟13 = 𝑥 + 𝑎 − b 𝑟23 = −𝑥 + c 𝑟33 = 𝑥 + 𝑎 − b 

3. 拖曳原起始點 

我們改將圖 4-9 中 D 點向下拖曳，則出現圓 C 和圓 A 內切，圓 A 和圓 B 外切，圓 B 和

圓 C 外切，1 內切的情形，我們依此規則畫圓，發現無法繞回，其繞行軌跡如圖 4-10。 

圖 4-10 
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𝐶𝐷̅̅ ̅̅ 為起始半徑𝑥，則𝐴𝐶̅̅ ̅̅ = 𝑎，𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 𝑏，𝐵𝐶̅̅ ̅̅ = 𝑐，將各輪半徑整理於下 

 第一輪 第二輪 第三輪 

半

徑 

𝑟11 = 𝑥 𝑟21 = 𝑥 + 𝑎 − b + c 𝑟31 = 𝑥 + 2𝑎 − 2b + 2c 

𝑟12 = 𝑥 + 𝑎 𝑟22 = 𝑥 + 2𝑎 − b + c 𝑟32 = 𝑥 + 3𝑎 − 2b + 2c 

𝑟13 = −𝑥 − 𝑎 + b 𝑟23 = −𝑥 − 2𝑎 + 2b − c 𝑟33 = −𝑥 − 3𝑎 + 3b − 2c 

若可以完成循環，則 

(1) 𝑟21 = 𝑟11 

⇒ 𝑥 + 𝑎 − 𝑏 + 𝑐 = 𝑥，𝑎 + 𝑐 = 𝑏(矛盾) 

∴三角形 1 內切無法完成一次循環 

(2) 𝑟31 = 𝑟11 

⇒ 𝑥 + 2𝑎 − 2𝑏 + 2𝑐 = 𝑥，2(𝑎 + 𝑐) = 2𝑏，𝑎 + 𝑐 = 𝑏(矛盾) 

∴三角形 1 內切無法完成二次循環 

從(1)和(2)可得知，三角形 1內切亦無法完成三、四次...等循環。由此我們發現，三角形 1 內

切因受限於三角形三邊長存在兩邊之和大於第三邊的關係，故無法完成循環繞回原起始點。

同理可知，三角形 3內切亦會受到三角形三邊長關係的限制，而無法完成循環。 

◆ 小結論 

在三角形的研究中，我們以改變起始半徑值的方式，將三角形 0~3 內切等四種狀況做討論與

探究，整理得到下列的結果: 

1. 一次和二次循環回到原起始點 

三角形在偶數個內切(0 內切、2 內切)下，只要起始點選取在適當的範圍內，皆可完成一次

和二次循環。 

2. 無法回到原起始點 

三角形在奇數個內切(1 內切、3 內切)下，由於受限於三角形三邊長存在兩邊之和大於第三

邊的關係，則無法產生循環繞回原起始點。 

(二) 四邊形中，利用兩圓內、外切的關係找出繞回原起始點的方法 

1. 改變起始半徑值 

從正方形 0 內切開始拖曳觀察，發現原起始點 E 在特定範圍下，皆可以輕易地完成一次
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循環，如圖 4-11 和圖 4-12。 

 

圖 4-11 

 

圖 4-12 

此時，我們拖曳 C 點的位置，改變圖形邊長關係，則再也無法循環，繞行軌跡如圖 4-13。 

圖 4-13 

𝐴𝐸̅̅ ̅̅ 為起始半徑𝑥，則𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 𝑎，𝐵𝐶̅̅ ̅̅ = 𝑏，𝐶𝐷̅̅ ̅̅ = 𝑐，𝐷𝐴̅̅ ̅̅ = 𝑑，將各輪半徑整理於下: 

 第一輪 第二輪 第三輪 

半

徑 

𝑟11 = 𝑥 𝑟21 = 𝑥 − 𝑎 + 𝑏 − 𝑐 + 𝑑 𝑟31 = 𝑥 − 2𝑎 + 2𝑏 − 2𝑐 + 2𝑑 

𝑟12 = −𝑥 + 𝑎 𝑟22 = −𝑥 + 2𝑎 − 𝑏 + 𝑐 − 𝑑 𝑟32 = − 𝑥 + 3𝑎 − 2𝑏 + 2𝑐 − 2𝑑 

𝑟13 = 𝑥 − 𝑎 + 𝑏 𝑟23 = 𝑥 − 2𝑎 + 2𝑏 − 𝑐 + 𝑑 𝑟33 =  𝑥 − 3𝑎 + 3𝑏 − 2𝑐 + 2𝑑 

𝑟14 = −𝑥 + 𝑎 − 𝑏 + 𝑐 𝑟24 = −𝑥 + 2𝑎 − 2𝑏 + 2𝑐 − 𝑑 𝑟34 = − 𝑥 + 3𝑎 − 3𝑏 + 3𝑐 − 2𝑑 

距離=ȁ−𝑎 + b − c + 𝑑ȁ 距離=ȁ−𝑎 + b − c + 𝑑ȁ 
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觀察圖 4-13 我們可以得到下列關係式 

𝑟11 + 𝑟12 + 𝑟13 + 𝑟14 = 𝑟21 + 𝑟22 + 𝑟23 + 𝑟24 = ⋯ = 𝑟𝑛1 + 𝑟𝑛2 + 𝑟𝑛3 + 𝑟𝑛4 ≠
1

2
(𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑) 

換句話說，若𝒂 + 𝒄 ≠ 𝒃 + 𝒅則無法完成循環回到原起始點，且向原起始點 E 等距離偏離。 

2. 改變四邊形的邊長關係 

承 1 的討論，若當距離ȁ−𝑎 + 𝑏 − 𝑐 + 𝑑ȁ = 0，也就是說奇數邊長和=偶數邊長和(𝒂 + 𝒄 =

𝒃 + 𝒅)時，在範圍0 < 𝑟11 < 𝐴𝐷̅̅ ̅̅ 下，四邊形 0 內切的循環現象必為一次循環。由 Geogebra

拖曳功能改變圖 4-13 中 C 點位置，亦即改變四邊形的邊長關係下，產生四邊形 0 內切一

次循環軌跡，如圖 4-14。 

其可以完成一次循環範圍為𝑟11、𝑟12、𝑟13、𝑟14中最小兩個半徑之和，此時循環限制端點為: 

右端點 D:若起始點 E 向右拖曳時，𝑟14將逐漸變小，直到 E 點與 D 點重合。 

左端點 A:若起始點 E 向左拖曳時，𝑟11將逐漸變小，直到 E 點與 A 點重合。 

圖 4-14 

3. 拖曳原起始點 

此時拖曳圖 4-14 中 F 點位置，至出現圓 A 和圓 B、圓 D 內切形成大小交替的 2 內切。 

圖 4-15 
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故當奇數邊長和=偶數邊長和(𝒂 + 𝒄 = 𝒃 + 𝒅)條件下，在範圍0 < 𝑟11 < 𝐴𝐼̅̅ ̅，四邊形 2 內切必

出現一次循環，如圖 4-15。 

其可以完成一次循環範圍為𝑟11、𝑟12、𝑟13、𝑟14中最小兩個半徑之和，此時循環限制端點為: 

右端點 A:若起始點 E 向右拖曳時，𝑟11將逐漸變小，直到 E 點與 A 點重合。 

左端點 I:若起始點𝐸向左拖曳時，𝑟13將逐漸變小，直到𝐸點與 I 點重合。 

4. 改變內切方式，發現新的邊長關係限制條件 

我們思考連續三個圓彼此倆倆內切，除存在一內切小圓同時被兩內切大圓包外，如上圖

4-15，也存在一內切大圓包住兩內切小圓，如下圖 4-16 和圖 4-17，則此不同的內切方式

是否也能產生循環呢?於是我們做了以下的討論。 

 

 第一輪 第二輪 第三輪 

半

徑 

𝑟11 = 𝑥 𝑟21 = 𝑥 + 𝑎 − b +  c − 𝑑 𝑟31 = 𝑥 + 2𝑎 − 2b + 2 c − 2𝑑 

𝑟12 = 𝑥 + 𝑎 𝑟22 = 𝑥 + 2𝑎 − b +  c − 𝑑 𝑟32 = 𝑥 + 3𝑎 − 2b + 2 c − 2𝑑 

𝑟13 = −𝑥 − 𝑎 + b 𝑟23 = −𝑥 − 2𝑎 + 2b −  c + 𝑑 𝑟33 = −𝑥 − 3𝑎 + 3b − 2 c + 2𝑑 

𝑟14 = 𝑥 + 𝑎 − b +  c 𝑟24 = 𝑥 + 2𝑎 − 2b + 2 c − 𝑑 𝑟34 = 𝑥 + 3𝑎 − 3b + 3 c − 2𝑑 

 第一輪 第二輪 第三輪 

半

徑 

𝑟11 = 𝑥 𝑟21 = 𝑥 + 𝑎 − b −  c + 𝑑 𝑟31 = 𝑥 + 2𝑎 − 2b − 2 c + 2𝑑 

𝑟12 = 𝑥 + 𝑎 𝑟22 = 𝑥 + 2𝑎 − b −  c + 𝑑 𝑟32 = 𝑥 + 3𝑎 − 2b − 2 c + 2𝑑 

𝑟13 = 𝑥 + 𝑎 − b 𝑟23 = 𝑥 + 2𝑎 − 2b −  c + 𝑑 𝑟33 = 𝑥 + 3𝑎 − 3b − 2 c + 2𝑑 

𝑟14 = −𝑥 − 𝑎 + b +  c 𝑟24 = −𝑥 − 2𝑎 + 2b + 2 c − 𝑑 𝑟34 = −𝑥 − 3𝑎 + 3b + 3 c − 2𝑑 

距離=ȁ𝑎 − b − c + 𝑑ȁ 距離=ȁ𝑎 − b − c + 𝑑ȁ 

距離=ȁ𝑎 − b + c − 𝑑ȁ 距離=ȁ𝑎 − b + c − 𝑑ȁ 

圖 4-16 圖 4-17 
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故當兩組二鄰邊之和相等(𝒂 + 𝐝 = 𝒃 + 𝒄)條件下，在範圍0 < 𝑟11 < 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ ，四邊形 2 內切必出

現一次循環，如圖 4-16。 

其可以完成一次循環範圍為𝑟11、𝑟12、𝑟13、𝑟14中最小兩個半徑之和，此時循環限制端點為: 

端點 A:若起始點 F 向下拖曳時，𝑟14將逐漸變小，直到 F 點與 A 點重合。 

端點 B:若起始點 F 向上拖曳時，𝑟11將逐漸變小，直到 F 點與 B 點重合。 

5. 繼續拖曳原起始點，觀察四邊形 4 內切的循環現象 

接續討論 3、4，我們發現在奇數邊長和=偶數邊長和以及兩組二鄰邊之和相等兩種情

況，皆可完成四邊形 2 內切一次循環，於是在不改變原有內切圓的相切關係下，我們分

別繼續拖曳邊上的起始點位置，亦可完成四邊形 4 內切一次循環，如圖 4-18 和圖 4-19。 

奇數邊長和= 偶數邊長和(𝒂 + 𝒄 = 𝒃 + 𝒅) 兩組二鄰邊之和相等(𝒂 + 𝒅 = 𝒃 + 𝒄) 

  

圖 4-18 可循環範圍: 𝑟11 > 𝐴𝐼̅̅ ̅ 圖 4-19 可循環範圍: 𝑟11 > 𝐴𝐷̅̅ ̅̅  

6. 四邊形在對邊和相等時，一內切必不會出現循環現象 

圖 4-20 
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如圖 4-20 所示，小圓 A 不等於大圓 A，若大小圓 A 同時往 D 靠近，則最後圓 D 將不存

在，故當奇數邊長和=偶數邊長和(𝑎 + 𝑐 = 𝑏 + 𝑑)時，四邊形一內切必不會產生循環。 

7. 改變四邊形邊長關係 

接續討論 6，此時我們拖曳 C 點來改變邊長關係，恰符合本研究所建立的規則一:𝑎 + 𝑐 >

𝑏，𝑏 + 𝑑 > 𝑐和規則二:𝑏 > 𝑎，則可完成四邊形 1 內切繞回原起始點的結果。 

圖 4-21 

 

圖 4-22 

𝐴𝐸̅̅ ̅̅ 為起始半徑𝑥，則𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 𝑎，𝐵𝐶̅̅ ̅̅ = 𝑏，𝐶𝐷̅̅ ̅̅ = 𝑐，𝐷𝐴̅̅ ̅̅ = 𝑑，將各輪半徑整理於下: 

若可以完成循環(其中𝑎 + 𝑐 ≠ 𝑏 + 𝑑)，則可能為下列情況: 

(1) 𝑟21 = 𝑟11 

⇒  −𝑥 − 𝑎 + b − c + 𝑑 = 𝑥，𝑥 =
−𝑎 + b − c + 𝑑

2
=

𝑟11 + 𝑟21

2
為一次循環的起始半徑值 

   也就是說當拖曳圖 4-21 原起始點 E 至 M 點時，即為一次循環的繞行軌跡，如圖 4-22。 

(2) 𝑟31 = 𝑟11，則必可完成二次循環，如圖 4-21。 

在一次循環中，𝑟11 =
−𝑎 + b − c + 𝑑

2
，𝑟12 =

𝑎 + b − c + 𝑑

2
，𝑟13 =

−𝑎 + b + c − 𝑑

2
， 

 第一輪 第二輪 第三輪 

半

徑 

𝑟11 = 𝑥 𝑟21 = −𝑥 − 𝑎 + b − c + 𝑑 𝑟31 = 𝑥 

𝑟12 = 𝑥 + 𝑎 𝑟22 = −𝑥 + b − c + 𝑑 𝑟32 = 𝑥 + 𝑎 

𝑟13 = −𝑥 − 𝑎 + b 𝑟23 = 𝑥 + c − 𝑑 𝑟33 = −𝑥 − 𝑎 + b 

𝑟14 = 𝑥 + 𝑎 − b + c 𝑟24 = −𝑥 + 𝑑 𝑟34 = 𝑥 + 𝑎 − b + c 
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𝑟14 =
𝑎 − b + c + 𝑑

2
，此時，找取 min{𝑟11, 𝑟12, 𝑟13, 𝑟14}為半徑值，並以 E 為圓心畫圓，則可 

以找出二次循環的範圍，故在0 < 𝑟11 < 𝐴𝑁̅̅ ̅̅ 範圍下，四邊形 1 內切必能完成一次和二次循

環。 

8. 拖曳原起始點 

 

圖 4-23 

 

圖 4-24 

若可以完成循環(其中𝑎 ≠ 𝑏 + 𝑐 + 𝑑)，則可能為下列情況: 

(1) 𝑟21 = 𝑟11 

⇒  −𝑥 − 𝑎 + b + c + 𝑑 = 𝑥，𝑥 =
−𝑎 + b + c + 𝑑

2
=

𝑟11 + 𝑟21

2
為一次循環的起始半徑值 

   也就是說當拖曳圖 4-23 原起始點 E 至 M 點時，即為一次循環的繞行軌跡，如圖 4-24。 

(2) 𝑟31 = 𝑟11，則必可完成二次循環，循環軌跡如圖4-23。 

在一次循環中，𝑟11 =
−𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑

2
，𝑟12 =

𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑

2
，𝑟13 =

𝑎 − 𝑏 + 𝑐 + 𝑑

2
， 

 

 第一輪 第二輪 第三輪 

半

徑 

𝑟11 = 𝑥 𝑟21 = −𝑥 − 𝑎 + b + c + 𝑑 𝑟31 = 𝑥 

𝑟12 = 𝑥 + 𝑎 𝑟22 = −𝑥 + b + c + 𝑑 𝑟32 = 𝑥 + 𝑎 

𝑟13 = 𝑥 + 𝑎 − b 𝑟23 = −𝑥 + c + 𝑑 𝑟33 = 𝑥 + 𝑎 − b 

𝑟14 = −𝑥 − 𝑎 + b + c 𝑟24 = 𝑥 − 𝑑 𝑟34 = −𝑥 − 𝑎 + b + c 
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𝑟14 =
−𝑎 + 𝑏 + 𝑐 − 𝑑

2
，此時取 min{𝑟11, 𝑟12, 𝑟13, 𝑟14}為半徑值，並以 E 為圓心畫圓，則可以 

找出二次循環的範圍，故在𝐴𝐷̅̅ ̅̅ < 𝑟11 < 𝐴𝑁̅̅ ̅̅ 範圍下，四邊形 3 內切必能完成一次和二次循

環。 

◆ 小結論 

在四邊形的研究中，我們以改變起始半徑值、改變邊長關係，以及內切圓相切方式，將

四邊形 0~4 內切等五種狀況做討論與整理得到下列的結果: 

1. 必為一次循環 

(1) 奇數邊長和=偶數邊長和(𝒂 + 𝒄 = 𝒃 + 𝒅 )條件下，四邊形在 0 內切、2 內切和 4 內

切，於起始點選取適當範圍時，其循環規則必為一次循環。 

(2) 兩組二鄰邊之和相等(𝒂 + 𝐝 = 𝒃 + 𝒄)條件下，四邊形在 2 內切和 4 內切，於起始點

選取適當範圍時，其循環規則必為一次循環。 

2. 一次或二次循環回到原起始點 

四邊形奇數個內切(1、3 內切)，於起始點選取適當範圍必可完成一次和二次循環。 

(三) 利用三、四邊形的研究結果推論五邊形可循環之方法 

1. 根據三、四邊形之研究推論，五邊形在 0 內切下，可輕易地完成一次和二次循環 

  

  

圖 4-25 圖 4-26 
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 第一輪 第二輪 第三輪 

半

徑 

𝑟11 = 𝑥 𝑟21 = −𝑥 + 𝑎 − b + c − 𝑑 + 𝑒 𝑟31 = 𝑥 

𝑟12 = −𝑥 + 𝑎 𝑟22 = 𝑥 + b − c + 𝑑 − 𝑒 𝑟32 = −𝑥 + 𝑎 

𝑟13 = 𝑥 − 𝑎 + b 𝑟23 = −𝑥 + c − 𝑑 + 𝑒 𝑟33 = 𝑥 − 𝑎 + b 

𝑟14 = −𝑥 + 𝑎 − b + c 𝑟24 = 𝑥 + 𝑑 − 𝑒 𝑟34 = −𝑥 + 𝑎 − b + c 

𝑟15 = 𝑥 − 𝑎 + b − c + 𝑑 𝑟25 = −𝑥 + 𝑒 𝑟35 = 𝑥 − 𝑎 + b − c + 𝑑 

若可以完成循環(其中𝑎 + c + 𝑒 ≠ b + 𝑑)，則可能情況如下: 

(1) 𝑟21 = 𝑟11 

⇒ 𝑥 =
𝑎 − b + c − 𝑑 + 𝑒

2
時，即為一次循環的起始半徑值 

   也就是說當拖曳圖 4-25 原起始點 F 至 P 點時，即為一次循環的繞行軌跡，如圖 4-26。 

(2) 𝑟31 = 𝑟11，則必可完成二次循環，如圖 4-25。 

此時，以圖 4-26 的 F 點為圓心，找取min{𝑟11, 𝑟12, 𝑟13, 𝑟14, 𝑟15}為半徑值畫圓，則可以找出二

次循環的範圍。也就是說，當𝐴𝑄̅̅ ̅̅ < 𝑟11 < 𝐴𝐸̅̅ ̅̅ 特定範圍下，五邊形 0 內切必可完成一次和二

次循環。 

2. 拖曳原起始點 

將 G 點向下拖曳，則觀察到 2 內切可完成循環。此時，以圖 4-27 的 F 點為圓心，找取

min{𝑟11, 𝑟12, 𝑟13, 𝑟14, 𝑟15}為半徑值畫圓，則可以找出二次循環的範圍，故在 0< 𝑟11 < 𝐴𝑄̅̅ ̅̅

範圍下，五邊形2內切必可完成一次和二次循環，且一次循環起始半徑值為 

−𝑎 + b + c − 𝑑 + 𝑒

2
。 

圖 4-27 
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3. 拖曳原起始點 

圖 4-28 

如左圖 4-28，在𝐴𝑅̅̅ ̅̅ < 𝑟11 < 𝐴𝑄̅̅ ̅̅ 範圍

下，五邊形 4 內切必可完成一次和

二次循環，其中一次循環起始半徑

值為
−𝑎+b+c+𝑑+𝑒

2
。 

4. 改變五邊形的邊長關係，觀察是否會產生 1 內切的循環現象 

拖曳 B 點改變五邊形的邊長關係，此時恰符合本研究所建立的規則一:𝑎 + 𝑐 > 𝑏，𝑏 +

𝑑 > 𝑐，𝑐 + 𝑒 > 𝑑，𝑎 + 𝑑 > 𝑒，𝑏 + 𝑒 > 𝑎和規則二:𝑏 > 𝑎，則透過循環軌跡的繪製及各

輪半徑式子的整理，將內容整理於下。 

圖 4-29 

𝐴𝐹̅̅ ̅̅ 為起始半徑𝑥，則𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 𝑎，𝐵𝐶̅̅ ̅̅ = 𝑏，𝐶𝐷̅̅ ̅̅ = 𝑐，𝐷𝐸̅̅ ̅̅ = 𝑑，𝐴𝐸̅̅ ̅̅ = 𝑒，將各輪半徑整理於下: 

 第一輪 第二輪 第三輪 

半

徑 

𝑟11 = 𝑥 𝑟21 = 𝑥 + 𝑎 − b + c − 𝑑 + 𝑒 𝑟31 = 𝑥 + 2𝑎 − 2b + 2c − 2𝑑 + 2𝑒 

𝑟12 = 𝑥 + 𝑎 𝑟22 = 𝑥 + 2𝑎 − b + c − 𝑑 + 𝑒 𝑟32 = 𝑥 + 3𝑎 − 2b + 2c − 2𝑑 + 2𝑒 

𝑟13 = −𝑥 − 𝑎 + b 𝑟23 = −𝑥 − 2𝑎 + 2b − c + 𝑑 − 𝑒 𝑟33 =  −𝑥 − 3𝑎 + 3b − 2c + 2𝑑 − 2𝑒 

𝑟14 = 𝑥 + 𝑎 − b + c 𝑟24 = 𝑥 + 2𝑎 − 2b + 2c − 𝑑 + 𝑒 𝑟34 =  𝑥 + 3𝑎 − 3b + 3c − 2𝑑 + 2𝑒 

𝑟15 = −𝑥 − 𝑎 + b − c + 𝑑 𝑟25 = −𝑥 − 2𝑎 + 2b − 2c + 2𝑑 − 𝑒 𝑟35 = − 𝑥 − 3𝑎 + 3b − 3c + 3𝑑 − 2𝑒 

距離=ȁ𝑎 − b + c − 𝑑 + 𝑒ȁ 距離=ȁ𝑎 − b + c − 𝑑 + 𝑒ȁ 
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觀察圖 4-29 及表格，我們發現若𝒂 + 𝒄 + 𝒆 ≠ 𝒃 + 𝒅則無法完成循環，且循環軌跡以等距離的

方式向原起始點 F 偏離。 

此時，我們繼續拖曳 B 點位置來改變邊長關係，直到距離ȁ𝑎 − 𝑏 + 𝑐 − 𝑑 + 𝑒ȁ = 0，也就是說

奇數邊長和 = 偶數邊長和(𝒂 + 𝒄 + 𝒆 = 𝒃 + 𝒅)時，在範圍0 < 𝑟11 < 𝐴𝐾̅̅ ̅̅ 下，五邊形 1 內切循

環現象必為一次循環，如圖 4-30。 

其可以完成一次循環範圍為𝑟11、𝑟12、𝑟13、𝑟14、𝑟15中最小兩個半徑之和，限制端點為: 

右端點 K:若起始點 F 向右拖曳時，𝑟13將逐漸變小，直到 F 點與 K 點重合。 

左端點 A: 若起始點 F 向左拖曳時，𝑟11將逐漸變小，直到 F 點與 A 點重合。 

圖 4-30 

5. 拖曳原起始點 

接續討論 4，在奇數邊長和 = 偶數邊長和(𝒂 + 𝒄 + 𝒆 = 𝒃 + 𝒅)下，我們將原起始點 F 向

右拖曳，則完成五邊形 3 內切一次循環，循環範圍為𝑟11、𝑟12、𝑟13、𝑟14、𝑟15中最小兩個

半徑之和(即𝐴𝐾̅̅ ̅̅ < 𝑟11 < 𝐴𝐸̅̅ ̅̅ )下皆能完成，如圖 4-31。 

                圖 4-31 
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6. 改變內切方式，發現新的邊長關係限制條件 

圖 4-32 

𝐷𝐹̅̅ ̅̅ 為起始半徑𝑥，則𝐷𝐸̅̅ ̅̅ = 𝑎，𝐸𝐴̅̅ ̅̅ = 𝑏，𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 𝑐，𝐵𝐶̅̅ ̅̅ = 𝑑，𝐶𝐷̅̅ ̅̅ = 𝑒，將各輪半徑整理於下: 

當距離ȁ𝑎 − 𝑏 − 𝑐 − 𝑑 + 𝑒ȁ = 0，也就是說二鄰邊和等於三鄰邊和(𝒂 + 𝒆 = 𝒃 + 𝒄 + 𝒅)時，在

循環範圍為𝑟11、𝑟12、𝑟13、𝑟14、𝑟15中最小兩個半徑之和(即𝐷𝐾̅̅ ̅̅ < 𝑟11 < 𝐷𝐶̅̅ ̅̅ )下皆能完成五邊

形 3 內切循環現象必為一次循環，如圖 4-32。 

7. 繼續拖曳原起始點，觀察五邊形 5 內切的循環現象 

接續討論 5、6，我們發現在奇數邊長和=偶數邊長和以及二鄰邊和等於三鄰邊和兩種情

況，皆可完成五邊形 3 內切一次循環，於是在不改變原有內切圓的相切關係下，我們分

別繼續拖曳邊上的起始點位置，亦可完成五邊形 5 內切一次循環，如圖 4-33 和圖 4-34。 

  

 第一輪 第二輪 第三輪 

半

徑 

𝑟11 = 𝑥 𝑟21 = 𝑥 + 𝑎 − b − c − 𝑑 + 𝑒 𝑟31 = 𝑥 + 2𝑎 − 2b − 2c − 2𝑑 + 2𝑒 

𝑟12 = 𝑥 + 𝑎 𝑟22 = 𝑥 + 2𝑎 − b − c − 𝑑 + 𝑒 𝑟32 = 𝑥 + 3𝑎 − 2b − 2c − 2𝑑 + 2𝑒 

𝑟13 = 𝑥 + 𝑎 − b 𝑟23 = 𝑥 + 2𝑎 − 2b − c − 𝑑 + 𝑒 𝑟33 =  𝑥 + 3𝑎 − 3b − 2c − 2𝑑 + 2𝑒 

𝑟14 = 𝑥 + 𝑎 − b − c 𝑟24 = 𝑥 + 2𝑎 − 2b − 2c − 𝑑 + 𝑒 𝑟34 =  𝑥 + 3𝑎 − 3b − 3c − 2𝑑 + 2𝑒 

𝑟15 = −𝑥 − 𝑎 + b + c + 𝑑 𝑟25 = −𝑥 − 2𝑎 + 2b + 2c + 2𝑑 − 𝑒 𝑟35 = − 𝑥 − 3𝑎 + 3b + 3c + 3𝑑 − 2𝑒 

距離=ȁ𝑎 − b − c − 𝑑 + 𝑒ȁ 距離=ȁ𝑎 − b − c − 𝑑 + 𝑒ȁ 
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奇數邊長和=偶數邊長和(𝒂 + 𝒄 + 𝒆 = 𝒃 + 𝒅) 二鄰邊和等於三鄰邊和(𝒂 + 𝒆 = 𝒃 + 𝒄 + 𝒅) 

 
 

圖 4-33 可循環範圍: 𝑟11 > 𝐴𝐸̅̅ ̅̅  圖 4-34 可循環範圍: 𝑟11 > 𝐷𝐶̅̅ ̅̅  

(四) 利用四邊形的研究結果推論六邊形可循環之方法 

1. 根據四邊形之研究推論，六邊形奇數個內切，其循環現象必為一次和二次循環。 

𝐴𝐺̅̅ ̅̅ 為起始半徑𝑥，則𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 𝑎，𝐵𝐶̅̅ ̅̅ = 𝑏，𝐶𝐷̅̅ ̅̅ = 𝑐依此類推，則將各輪半徑整理於下: 

 第一輪 第二輪 第三輪 

半

徑 

𝑟11 = 𝑥 𝑟21 = −𝑥 − 𝑎 + b − c + 𝑑 − 𝑒 + 𝑓 𝑟31 = 𝑥 

𝑟12 = 𝑥 + 𝑎 𝑟22 = −𝑥 + b − c + 𝑑 − 𝑒 + 𝑓 𝑟32 = 𝑥 + 𝑎 

𝑟13 = −𝑥 − 𝑎 + b 𝑟23 = 𝑥 + c − 𝑑 + 𝑒 − 𝑓 𝑟33 = −𝑥 − 𝑎 + b 

𝑟14 = 𝑥 + 𝑎 − b + c 𝑟24 = −𝑥 + 𝑑 − 𝑒 + 𝑓 𝑟34 = 𝑥 + 𝑎 − b + c 

𝑟15 = −𝑥 − 𝑎 + b − c + 𝑑 𝑟25 = 𝑥 + 𝑒 − 𝑓 𝑟35 = −𝑥 − 𝑎 + b − c + 𝑑 

𝑟16 = 𝑥 + 𝑎 − b + c − 𝑑 + 𝑒 𝑟26 = −𝑥 + 𝑓 𝑟36 = 𝑥 + 𝑎 − b + c − 𝑑 + 𝑒 

   
圖 4-35 圖 4-36 
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圖4-32。 

圖 4-36。 

若可以完成循環(其中𝑎 + c + 𝑒 ≠ b + 𝑑 + 𝑓)，則可能情況如下: 

(1) 𝑟21 = 𝑟11 

⇒ 𝑥 =
−𝑎 + 𝑏 − 𝑐 + 𝑑 − 𝑒 + 𝑓

2
即為一次循環的起始半徑值，循環軌跡如 

(2) 𝑟31 = 𝑟11，則必可完成二次循環，如圖4-35。 

此時，以圖 4-36 的 G 點為圓心，找取min{𝑟11, 𝑟12, 𝑟13, 𝑟14, 𝑟15, 𝑟16}為半徑值畫圓，則可以找出

二次循環的範圍。故在𝐴𝑈̅̅ ̅̅ < 𝑟11 < 𝐴𝑇̅̅ ̅̅ 範圍時，六邊形 1 內切必可完成一次和二次循環。 

下圖 4-37 和圖 4-38 為六邊形 3 內切及 5 內切一次循環軌跡圖。 

  

圖 4-37 六邊形 3 內切 

𝐴𝐹̅̅ ̅̅ < 𝑟11 < 𝐴𝑇̅̅ ̅̅ 時必可完成一次和二次循環。 

一次循環起始半徑值
−𝑎 + 𝑏 + 𝑐 − 𝑑 + 𝑒 + 𝑓

2
。 

圖 4-38 六邊形 5 內切 

𝐴𝑈̅̅ ̅̅ < 𝑟11 < 𝐴𝑇̅̅ ̅̅ 時必可完成一次和二次循環。 

一次循環起始半徑值
−𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑 + 𝑒 + 𝑓

2
。 

2. 根據四邊形之研究推論，六邊形偶數個內切，在奇數邊長和=偶數邊長和或兩組三鄰邊

之和相等(2、4、6 內切)條件下，其循環規則必為一次循環。 

(1) 奇數邊長和=偶數邊長和(𝑎 + 𝑐 + 𝑒 = 𝑏 + 𝑑 + 𝑓) 

下圖 4-39 至圖 4-42 分別為六邊形 0、2、4 和 6 內切的一次循環軌跡圖。 
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圖 4-39 六邊形 0 內切 

0< 𝑟11 < 𝐴𝑀̅̅̅̅̅範圍時，必為一次循環。 

圖 4-40 六邊形 2 內切 

0< 𝑟11 < 𝐴𝑀̅̅̅̅̅範圍時，必為一次循環。 

  

圖 4-41 六邊形 4 內切 

𝐴𝑀̅̅̅̅̅ < 𝑟11 < 𝐴𝑁̅̅ ̅̅ 範圍時，必為一次循環。 

圖 4-42 六邊形 6 內切 

𝑟11 > 𝐴𝑀̅̅̅̅̅範圍時，必為一次循環。 

(2) 兩組三鄰邊之和相等(𝑎 + 𝑒 + 𝑓 = 𝑏 + 𝑐 + 𝑑) 

下圖 4-43 至圖 4-45 分別為六邊形 2、4 和 6 內切的一次循環軌跡圖。 
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圖 4-43 六邊形 2 內切 

0 < 𝑟11 < 𝐴𝐹̅̅ ̅̅ 範圍時，必為一次循環。 

  

圖 4-44 六邊形 4 內切 

𝐴𝐹̅̅ ̅̅ < 𝑟11 < 𝐴𝑀̅̅̅̅̅範圍時，必為一次循環。 

圖 4-45 六邊形 6 內切 

𝑟11 > 𝐴𝑀̅̅̅̅̅範圍時，必為一次循環。 

(五) 利用內切圓退化說明循環關係 

1. 四、五、六邊形的退化情形:將內切圓出現的端點向內退化，發現下列的循環關係。 

四

邊

形

1

內

切 

 

三

角

形

0

內

切 

 

【說明】將左圖四邊形 1 內切循環情形的內切圓圓心 A 向𝐵𝐷̅̅ ̅̅ 移動到 E、F 兩點重疊時，發

現與右圖三角形 0 內切的循環結果相同。 
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六

邊

形

1

內

切 

 

五

邊

形

0

內

切 

 

【說明】透過內切圓的退化，我們發現六邊形 1 內切與五邊形 0 內切的循環結果相同。 

五

邊

形

2

內

切 

 

三

角

形

0

內

切 

 

【說明】將五邊形 2 內切的內切圓做兩次退化後，發現與三角形 0 內切的循環結果相同。 

五

邊

形

2

內

切

二

次

循

環 

 

四

邊

形

1

內

切

二

次

循

環 
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四

邊

形

1

內

切

二

次

循

環 

 

三

角

形

0

內

切

二

次

循

環 

 

【說明】在二次循環情況下，將五邊形 2 內切的內切圓圓心 B 和 E，分別向𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 和𝐴𝐷̅̅ ̅̅ 退化

至切點位置重疊時，發現此兩步驟的內切圓退化情形與四邊形 1 內切、三角形 0 內切的循

環結果相同。 

2. 五邊形奇數個內切之退化情形 

接續上述研究，我們進一步討論五邊形奇數個內切是否能藉由內切圓退化的方法，產生

與四邊形偶數個內切相同的循環規則，我們舉五邊形 3 內切二鄰邊和等於三鄰邊和為

例。 

 

若要完成四邊形 2 內切一次循環，則必須滿足四邊形邊長關係○1 奇數邊長和=偶數邊長和或

○2 兩組鄰邊之和相等。 

【證明】𝐵𝐶̅̅ ̅̅ = 𝑎，𝐶𝐷̅̅ ̅̅ = 𝑏，𝐷𝐸̅̅ ̅̅ = 𝑐，𝐸𝐴̅̅ ̅̅ = 𝑑，𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 𝑒且𝐶𝐸̅̅ ̅̅ = 𝑥 
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在五邊形 3 內切一次循環存在𝑎 + 𝑒 = 𝑏 + 𝑐 + 𝑑邊長關係下，檢驗內切圓 D 退化後是否符合

○1 或○2 情況的四邊形邊長限制關係 

○1 四邊形奇數邊長和=偶數邊長和 

由𝑥 + 𝑒 = 𝑎 + 𝑑和𝑎 + 𝑒 = 𝑏 + 𝑐 + 𝑑，可知

𝑥 = 2𝑎 − 𝑏 − 𝑐 

∵ 上圖中𝑥 ≠ 2𝑎 − 𝑏 − 𝑐，則退化後邊長關

係不符合奇數邊長和=偶數邊長和，故無法

完成循環 

○2 兩組鄰邊之和相等 

由𝑎 + 𝑒 = 𝑥 + 𝑑和𝑎 + 𝑒 = 𝑏 + 𝑐 + 𝑑，可知 

𝑥 = 𝑏 + 𝑐(矛盾) 

∵ 三角形的三邊長關係𝑏 + 𝑐 > 𝑥 

∴所以無法完成循環 

在此情況下，由○1 和○2 的討論，我們得知五邊形 3 內切一次循環無法退化成四邊形 2 內切一

次循環的結果。但當改以退化內切圓 B 時，則我們發現下列的情形: 

五

邊

形

3

內

切

一

次

循

環 

 

四

邊

形

2

內

切

一

次

循

環 

 

【說明】將左圖五邊形 3 內切(兩組鄰邊之和相等)循環情形的內切圓圓心 B 向𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 移動到 F、G

兩點重疊時，發現與右圖四邊形 2 內切(兩組鄰邊之和相等)循環結果相同。 

◆ 小結論 

利用內切圓退化的方法，我們發現到: 

1. 三、五邊形的偶數個內切與四、六邊形奇數個內切在循環規則上具有一致性，且其循環

規則皆為一次和二次循環，符合我們在研究內容(一)~(四)的討論。 

2. 在五邊形的奇數個內切與四、六邊形偶數個內切循環下，由於受到邊長關係的限制，所

以若選取正確的內切圓進行退化，且退化前後邊長關係符合限制條件時，則可藉由內切
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圓退化的方法來說明兩者的循環規則具一致性，反之則無法。符合我們在研究內容

(二)~(四)所做的討論。 

伍、研究結果 

一、邊長關係限制條件與循環規則 

 關係分類 邊長關係限制 循環規則 

循環 

三角形、五邊形偶數個內切 

四邊形、六邊形奇數個內切 
無 一次和二次循環 

五邊形奇數個內切 
○1 奇數邊長和=偶數邊長和 

○2 二鄰邊和等於三鄰邊和(3、5 內切) 
一次循環 

四邊形、六邊形偶數個內切 
○1 奇數邊長和=偶數邊長和 

○2 兩組鄰邊之和相等(2、4、6 內切) 

二、一次循環之起始半徑值 

三、邊數與內切個數的關連性 

(一) 三角形和五邊形偶數個內切的循環結果與四邊形和六邊形奇數個內切相同。 

(二) 五邊形奇數個內切的循環結果與四邊形和六邊形偶數個內切相同。 

  

 內切數 一次循環起始半徑值  內切數 一次循環起始半徑值 

三角形 

偶數個內切 

0 𝑥 =
𝑎 − 𝑏 + 𝑐

2
 四邊形 

奇數個內切 

1 𝑥 =
−𝑎 + 𝑏 − 𝑐 + 𝑑

2
 

2 𝑥 =
−𝑎 + 𝑏 + 𝑐

2
 3 𝑥 =

−𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑

2
 

五邊形偶 

數個內切 

0 𝑥 =
𝑎 − 𝑏 + 𝑐 − 𝑑 + 𝑒

2
 

六邊形 

奇數個內切 

1 𝑥 =
−𝑎 + 𝑏 − 𝑐 + 𝑑 − 𝑒 + 𝑓

2
 

2 𝑥 =
−𝑎 + 𝑏 + 𝑐 − 𝑑 + 𝑒

2
 3 𝑥 =

−𝑎 + 𝑏 + 𝑐 − 𝑑 + 𝑒 + 𝑓

2
 

4 𝑥 =
−𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑 + 𝑒

2
 5 𝑥 =

−𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑 + 𝑒 + 𝑓

2
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陸、討論 

一、不同的畫法是否影響循環結果 

在原有規則下，三角形 1 內切因受到三邊長關係的限制而無法完成循環。此時，我們若

改變規則三，讓各輪中各頂點的圓與下一個圓的內切關係未保持一致時，則我們發現到

下列的情況: 

 

圖 6-1 三角形 1 內切無法循環 

 

圖 6-2 三角形 1 內切二次循環 

觀察圖 6-1，我們發現圓 A 在第一輪(紅色)、第三輪(橘色)中為內切小圓，而在第二輪(藍色)、

第四輪(粉色)中則改為內切大圓，於是我們做進一步的討論，將各輪半徑整理於下 

 

 第一輪 第二輪 第三輪 第四輪 

半

徑 

𝑟11 = 𝑥 𝑟21 = 𝑥 + 𝑎 − b + c 𝑟31 = 𝑥 − 2b + 2c 𝑟41 = 𝑥 + 𝑎 − 3𝑏 + 3𝑐 

𝑟12 = 𝑥 + 𝑎 𝑟22 = 𝑥 − b + c 𝑟32 = 𝑥 + 𝑎 − 2b + 2c 𝑟42 = 𝑥 − 3𝑏 + 3𝑐 

𝑟13 = −𝑥 − 𝑎 + b 𝑟23 = −𝑥 + 2b − c 𝑟33 = −𝑥 − 𝑎 + 3𝑏 − 2𝑐 𝑟43 = −𝑥 + 4𝑏 − 3𝑐 

 

觀察表格，發現若可以完成循環，則可能為下列情況:  

(1) 𝑟21 = 𝑟11 ⇒  𝑥 + 𝑎 − 𝑏 + 𝑐 = 𝑥 ⇒  𝑏 =  𝑎 + 𝑐 

因為三角形中𝑎 + 𝑐 > 𝑏，所以與結果產生矛盾，故無法形成一次循環，且繞行軌跡將以

跨輪等距離(距離=ȁ−2𝑏 + 2𝑐ȁ)的方式逐漸偏離，軌跡如圖 6-1。 

(2) 𝑟31 = 𝑟11 ⇒  𝑥 − 2𝑏 + 2c =  𝑥 ⇒ 𝑏 = c 

公差=ȁ−2𝑏 + 2𝑐ȁ 

公差=ȁ−2𝑏 + 2𝑐ȁ 
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所以當三角形兩腰相等時，則可以完成二次循環。此時我們拖曳圖 6-1 的 B 點位置，當

拖曳至𝐵𝐶̅̅ ̅̅ = 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 時，則三角形 1 內切必為二次循環，如圖 6-2。 

(3) 𝑟41 = 𝑟11 ⇒  𝑥 + 𝑎 − 3𝑏 + 3𝑐 =  𝑥 ⇒ 3𝑏 = 𝑎 + 3𝑐 

所以若三角形邊長存在 3𝑏 = 𝑎 + 3𝑐關係時，則三角形 1 內切必為三次循環，如圖 6-3。 

圖 6-3 三角形 1 內切三次循環 

故由此討論得知，改變各輪中各頂點的圓與下一個圓的內切關係時將產生不同的循環結果。 

二、內切小圓選取位置的不同，是否產生不同的循環結果，我們以四邊形 1 內切為例 

 

 

由圖 6-4(紅色)和圖 6-5(藍色)的循環結果，我們將各輪半徑整理如下 

 第一輪 第二輪 第三輪 

半

徑 

𝑟11 = 𝑥 𝑟21 = −𝑥 − 𝑎 + b − c + 𝑑 𝑟31 = 𝑥 

𝑟12 = 𝑥 + 𝑎 𝑟22 = −𝑥 + b − c + 𝑑 𝑟32 = 𝑥 + 𝑎 

𝑟13 = −𝑥 − 𝑎 + b 𝑟23 = 𝑥 + c − 𝑑 𝑟33 = −𝑥 − 𝑎 + b 

𝑟14 = 𝑥 + 𝑎 − b + c 𝑟24 = −𝑥 + 𝑑 𝑟34 = 𝑥 + 𝑎 − b + c 

圖 6-4 圖 6-5 
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我們發現到: 

兩種情形必可完成二次循環，且一次循環起始半徑值之計算公式皆為
−𝑎 + b − c + 𝑑

2
。 

故同為 1 內切的情況下，內切小圓可以有不同的選取位置，但其循環規則是相同的。 

柒、 結論 

一、 本研究利用兩圓外切及內切的概念，透過拖曳原起始點、改變起始半徑值與邊長大小關

係、循環路徑表格分析證明，完整探討三、四、五、六邊形在 0~6 內切情形下可產生循

環之規則、邊長關係限制條件與半徑範圍；我們透過退化內切圓的方式檢驗結果的正確

性並進一步發現循環規則在不同邊數與內切個數間之關連性。 

二、 與文獻之異同 

與本研究主題相關三篇文獻《弧弧相切—多邊形內相切弧的探討》、《圓舞曲》、《被困住

的「圓」桌武士》在循環規則的探討中，無論圓弧半徑是否大於邊長，下一步皆以交點

落在多邊形內部邊上為主(即為本文的零內切或一內切)；簡而言之，文獻所建立之循環

規則僅為本研究中的一特例。 

三、 未來展望 

加入內切元素後，隨著邊數的增加，我們所需探討的內、外切組合數與循環路徑數亦跟

著變多，大幅提升繪圖、代數證明的複雜度，致使我們暫僅研究到六邊形。故在未來的

展望上，我們希望做更深入、嚴謹與完整的探究，找出 N 邊形的一致性畫法與規則。 

捌、 參考資料 
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作品海報 

【評語】030419  

考慮以 n邊形的頂點 A1,A2,…,An當圓心，以 r1,r2,…,rn,…為半

徑，作圓 O1,O2,…,On,…。在限制 Oi必須與 Oi-1相切的前提下，以

切點相連的圓弧是否會形成封閉曲線的問題。針對三角形、四邊形、

五邊形、六邊形這幾種多邊形何時具有這種特性、封閉曲線的構成

方式作了詳盡的分析，給出了完整的結果。把原本在多邊形的內部

畫相切弧的問題轉成在多邊形的外部畫相切的圓，讓問題可以有更

多的變化（可以考慮內切、外切的各種情況），想法很好，值得嘉

許。作者們針對三、四、五、六邊形的各種相切情況的循環性做了

分析，在這個部分討論的非常仔細而且完整，十分難得，所得到的

結果公式可以觀察到有一定的規律，稍嫌美中不足的是沒有能夠針

對這個規律做進一步的統整，進而對於一般的 n邊形給出結論，有

點可惜了。 
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摘  要

一、邊長關係無限制

三、五邊形偶數個內切與四、六邊形奇數個內切皆可產生一次和二次循環。

二、邊長關係受限制

（一）四、六邊形偶數個內切產生循環的充分條件為奇數邊長和 =偶數邊長和或兩組鄰邊和相等（2、4、6內切）。
（二） 五邊形奇數個內切產生循環的充分條件為奇數邊長和 =偶數邊長和或二鄰邊和等於三鄰邊和（3、5內切）。
（一）、（二）循環規則必為一次循環。

壹、研究動機

課本的一道題目：

ΔABC中，已知圓 A、圓 B、圓 C兩兩外切，且連心線 ĀB =15、B̄C=14、ĀC =11，則圓 A、B、C的半徑為何？

不禁讓我們感到好奇的是…

Q1：如果給定任意一個三角形是不是皆能夠以三頂點為圓心畫出兩兩外切的圓呢？
Q2： 三個外切圓於三角形內部所留下的循環軌跡（P

︵
Q→ Q

︵
R→ R

︵
P），若加入內切圓是否

 也能產生繞回的結果呢？四邊形、五邊形…等循環結果又會如何呢？

貳、研究目的

一、利用兩圓相切探討三、四、五、六邊形能否產生循環的邊長關係限制條件與循環規則。

二、利用兩圓相切探討三、四、五、六邊形產生循環的起始半徑值與範圍。

三、利用退化內切圓的方式找出三、四、五、六邊形邊數與內切個數的關連性。

參、研究過程與方法

一、 彙整相關文獻：
（一）第四十八屆全國中小學科展作品《弧弧相切——多邊形內相切弧的探討》

  在奇數多邊形中，一定會發生，而在偶數多邊形時，只有當『奇數邊的和＝偶數邊的和』時，才有弧弧相切的現象產生。
（二）第五十屆全國中小學科展作品《圓舞曲》

  提出了任意N邊形（分奇數與偶數）可以產生一輪回歸、二輪回歸的一般條件，並探討了多邊形的內心與回歸現象之關連性。
（三）第 1070331梯次小論文《被困住的「圓」桌武士》
 將交點落在內部的半徑設為正值，交點落在外部的半徑設為負值的新方法，試圖將外部的軌跡繞回內部亦會產生回歸現象。

二、 名詞釋義：
Geogebra幾何圖形符號說明

rij： 指在多邊形第 i輪繞行軌跡中，以第 j個頂點為圓心所取的半
徑長。

▲：繞行軌跡之起始點。

●、●、●、●：第一輪至第四輪繞行軌跡於多邊形各邊的交點。

紅色、藍色、橘色、粉色粗體線：第一輪至第四輪繞行軌跡。

◆、●：為可完成循環的特定範圍。

三、 規則建立：
【規則一】外切 【規則二】內切 【規則三】內切關係一致

在 0內切（全外切）的循環情況下，則任
意連續三個邊長關係須符合第一、三邊長

之和大於第二邊之邊長。

在 1內切（圓 A為內切小圓，圓 B為內切
大圓）的循環情況下，則第二個邊長需大

於第一個邊長。

各輪中各頂點的圓與下一個圓的內切關係

需保持一致。

本研究的繪圖規則皆建立在規則一至規則三上，若出現內切情形，統一以內切小圓半徑值 = x，軌跡繞至下一個邊的長度為 a，
接下來依序為 b、c、d…等。

四、 研究內容：
（一）三角形中，利用兩圓內、外切的關係找出繞回原起始點的方法

1.偶數個內切
假設 ĀB=a，B̄C=b，C̄A=c

第一輪 第二輪 第三輪

半
徑

r 11  =  x r 21  = – x+a–b+c r 31  = x
r 12  = – x+a r 22  = x+b–c r 32  = – x+a

r 13  = x – a+b r 23  = – x+c r 33  = x – a+b

◆ 完成循環，可能情況： ⑴ r21 = r11　 x= a –b+c
2

 = r11+r21

2
 為一次循環的起始半徑值。

 ⑵ r31 = r11，則必可完成二次循環。

◆ 範圍限制：D點為圓心，min { a –b+c
2

, a+b –c
2  ,

–a+b+c
2

 }為半徑值畫圓，

 則 ĀK < r11 < ĀC，必可一次和二次循環。

◆ 研究發現：二次循環中點軌跡為一次循環軌跡。

　　　　　　 當 r11≠
a –b+c

2
時，在起始點選取至適當範圍下，必為二次循環。

三角形 0內切二次循環 三角形 0內切一次循環



◆ 完成循環，可能情況： ⑴ r21 = r11　 x= –a+b+c
2

 = r11+r21

2
 為一次循環的起始半徑值。

   ⑵ r31 = r11，則必可完成二次循環。

◆ 範圍限制：D點為圓心，min{ –a+b+c
2

, a+b+c
2  ,

a –b+c
2

}為半徑值畫圓，則 0 < r11 < ĀG ，必可一次和二次循環。
2.奇數個內切

第一輪 第二輪 第三輪

半
徑

r 11= x r 21= x+a – b+c r 31= x+2a –2b+2c
r 12= x+a r 22= x+2a – b+c r 32= x+3a –2b+2c

r 13= – x – a+b r 23= – x –2a+2b – c r 33= – x –3a+3b –2c
從⑴和⑵可得知：三角形 1內切 因受限於三角形三邊長存在兩邊之和大於第三邊的關係，故 無法完成循環。
同理可知，三角形 3內切 亦會受到三角形三邊長關係的限制，而 無法完成循環 繞回原起始點。

（二）四邊形中，利用兩圓內、外切的關係找出繞回原起始點的方法

1.偶數個內切
第一輪 第二輪 第三輪

半
徑

r 11= x r 21= x – a+b – c+d r 31= x –2a+2b – 2c+2d
r 12= – x+a r 22= – x+2a – b+c – d r 32= – x+3a –2b+2c – 2d

r 13= x – a+b r 23= x – 2a+2b – c+d r 33= x –3a+3b – 2c+2d
r 14= – x+a – b+c r 24= – x+2a – 2b+2c – d r 34= – x+3a –3b+3c – 2d

若 a+c≠ b+d則無法完成循環回到原起始點，且向原起始點 E偏離。
◆ 完成循環：邊長關係限制條件：奇數邊長和 =偶數邊長和（a+c=b+d）時，循環現象必為一次循環。
◆ 範圍限制 :循環範圍為 min{r11，r13} + min{r12，r14}，故當 0<r 11<ĀD下，必為一次循環。
◆ 改變內切方式，發現新的邊長關係限制條件

第一輪 第二輪 第三輪

半
徑

r 11= x r 21= x+a – b – c+d r 31= x+2a – 2b – 2c+2d
r 12= x+a r 22= x+2a – b – c+d r 32= x+3a – 2b – 2c+2d

r 13= x+a –b r 23= x+2a – 2b – c+d r 33= x+3a – 3b – 2c+2d
r 14= – x –a+b+c r 24= – x – 2a+2b+2c – d r 34= – x – 3a+3b+3c – 2d

◆ 完成循環與限制範圍：邊長關係限制條件：兩組二鄰邊之和相等（a+d=b+c）時，
 　當 0<r 11<ĀD，2內切亦可出現一次循環。
◆ 四邊形 4內切在 奇數邊長和 =偶數邊長和 及 兩組二鄰邊之和相等 兩種情況下，皆可完成一次循環。

2.奇數個內切
第一輪 第二輪 第三輪

半
徑

r11= x r21= – x – a+b – c+d r31= x
r12= x+a r22= – x+b – c+d r32= x+a

r13= – x – a+b r23= x+c – d r33= – x – a+b
r14= x+a – b+c r24= – x+d r34= x+a – b+c

 ◆ 完成循環，可能情況：⑴ r 21=r 11      x=
–a+b –c+d

2 =
r11+r21

2  為一次循環的起始半徑值。

 ⑵ r 31=r 11，則必可完成二次循環。

◆ 範圍限制：E點為圓心，min{r 11，r 12，r 13，r 14 }為半徑值畫圓，則 0<r 11<ĀN，
 必能完成一次和二次循環。

（三）利用三、四邊形的研究結果推論五邊形可循環之方法

1.偶數個內切
　在 0、2、4內切下，只要起始點選取在適當的範圍內，皆可完成一次和二次循環。
2.奇數個內切

第一輪 第二輪 第三輪

半
徑

r11= x r21= x+a – b+c – d+e r31= x+2a – 2b+2c – 2d+2e
r12= x+a r22= x+2a – b+c – d+e r32=x+3a –2b+2c – 2d+2e

r13= – x – a+b r23= – x – 2a+2b – c+d –e r33= –x –3a+3b –2c+2d –2e
r14= x+a – b+c r24= x+2a – 2b+2c – d+e r34= x+3a –3b+3c –2d+2e

r15= – x – a+b –c+d r25= – x – 2a+2b – 2c+2d – e r35= – x –3a+3b –3c+3d –2e

若 a–b+c–d+e≠0則 無法完成循環回到原起始點，且向原起始點 F偏離。
◆ 完成循環與限制範圍：
邊長關係限制條件：奇數邊長和 =偶數邊長和（a+c+e=b+d）時，
在 0<r11<ĀK   下，必為一次循環。

◆ 改變內切方式，發現新的邊長關係限制條件
第一輪 第二輪 第三輪

半
徑

r11= x r21= x+a –b –c –d+e r31=x+2a –2b –2c –2d+2e
r12= x+a r22= x+2a –b –c –d+e r32=x+3a –2b –2c –2d+2e

r13= x+a –b r23= x+2a –2b –c –d+e r33=x+3a –3b –2c –2d+2e
r14= x+a– b – c r24= x+2a –2b –2c –d+e r34=x+3a –3b –3c –2d+2e

r15= – x – a+b+c+d r25= – x – 2a+2b+2c+2d –e r35= –x –3a+3b+3c+3d –2e

◆ 完成循環與限制範圍： 邊長關係限制條件：二鄰邊和等於三鄰邊和（a+e=b+c+d）時，在 D̄K<r 11<D̄C，3內切亦可出現一次循環。
 ◆ 五邊形 5內切在 奇數邊長和 =偶數邊長和 以及 二鄰邊和等於三鄰邊和 兩種情況下，皆可完成一次循環。

三角形 1內切無法循環

四邊形 1內切二次循環 四邊形 3內切二次循環

五邊形 1內切一次循環 五邊形 3內切一次循環

若可以完成循環，則 
　⑴ r21 = r11    x+a – b+c=x，a+c=b（矛盾）
　⑵ r31 = r11　 x+2a – 2b+2c=x，a+c=b（矛盾）

四邊形 0內切無法循環

四邊形 2內切一次循環
（a+d=b+c）

四邊形 2內切一次循環
（a+c=b+d）

三角形 2內切一次循環

四邊形 0內切一次循環
（a+c=b+d）

五邊形 3內切一次循環
距離 =|a –b –c –d+e| 距離 =|a –b –c –d+e|

距離 =| – a+b – c+d| 距離 =| – a+b – c+d|

距離 =|a – b+c – d+e| 距離 =|a – b+c – d+e|

距離 =|a –b –c+d| 距離 =|a –b –c+d|



（四）利用四邊形的研究結果推論六邊形可循環之方法

1.偶數個內切
     ⑴ 邊長關係限制條件：奇數邊長和 =偶數邊長和 時，0、2、4、6內切的循環現象必為一次循環。
     ⑵ 邊長關係限制條件：兩組三鄰邊之和相等 時，2、4、6內切的循環現象必為一次循環。
2.奇數個內切
在 1、3、5內切下，只要起始點選取在適當的範圍內，皆可完成一次和二次循環。

（五）利用內切圓退化說明循環關係

1. 四、五、六邊形的退化情形：將內切圓出現的端點向內退化，發現下列的循環結果相同。

2.五邊形奇數個內切之退化情形

　          

五邊形 3內切（二鄰邊和等於三鄰邊和）
⑴四邊形奇數邊長和 =偶數邊長和
由 x+e=a+d和 a+e=b+c+d，可知 x=2a–b–c
∵上圖 x≠ 2a–b–c，則退化後邊長關係不符合限制條件
⑵四邊形兩組鄰邊之和相等

由 a+e=x+d 和 a+e=b+c+d，可知 x=b+c（矛盾）
由⑴、⑵知，退化內切圓 D無法完成循環。

  　    　五邊形 3內切　　　          　　　　　         四邊形 2內切
　  （二鄰邊和等於三鄰邊和）          　　　     （兩組鄰邊之和相等） 

將左圖五邊形 3內切（二鄰邊和等於三鄰邊和）循環情形的內切圓圓心 B向
ĀC移動到 F、G兩點重疊時，發現與右圖四邊形 2內切（兩組鄰邊之和相等）
循環結果相同。

肆、研究結果

一、 邊長關係限制條件與循環規則
關係分類 邊長關係限制 循環規則

循

環

三角形、五邊形偶數個內切

四邊形、六邊形奇數個內切
無

一次和

二次循環

五邊形奇數個內切
①奇數邊長和 =偶數邊長和
②二鄰邊和等於三鄰邊和（3、5內切）

一次循環

四邊形、六邊形偶數個內切
①奇數邊長和 =偶數邊長和
②兩組鄰邊之和相等（2、4、6內切）

三、 邊數與內切個數的關連性
（一）三角形和五邊形偶數個內切的循環結果與四邊形和六邊形奇數個內切相同。

（二）五邊形奇數個內切的循環結果與四邊形和六邊形偶數個內切相同。

伍、討論

一、 改變各輪中各頂點的圓與下一個圓的內切關係時將產生不同的循環結果。

二、內切小圓可以有不同的選取位置，但其循環規則是相同的。

兩種情形皆可完成一次和二次循環。

一次循環起始半徑值計算公式皆為
–a+b –c+d

2  。

陸、結論
一、 本研究利用兩圓外切及內切的概念，透過拖曳原起始點、改變起始半徑值與邊長大小關係、循環路徑表格分析證明，完整

探討三、四、五、六邊形在 0~6 內切情形下可產生循環之規則、邊長關係限制條件與循環範圍；我們透過退化內切圓的方
式檢驗結果的正確性並進一步發現循環規則在不同邊數與內切個數間之關連性。

二、與文獻之異同

三、未來展望

柒、參考資料
一、 陳冠安、陳宇亭、陳佑任、陳芝云（2008）。弧弧相切——多邊形內相切弧的探討。中華民國第四十八屆中小學科學展覽

會國中組數學科。

二、林志賢、吳禮揚、楊璿縉、李易哲（2010）。圓舞曲。中華民國第五十屆中小學科學展覽會高中組數學科。
三、曹博源、盧偉丞、劉詠筑（2018）。被困住的「圓」桌武士。全國高級中等學校小論文數學類第 1070331梯次。

退化內切圓 B 退化內切圓 E

退化內切圓 B

退化內切圓 D

二、一次循環之起始半徑計算公式

內切數 一次循環起始半徑值

三角形

偶數個內切

0 x= a –b+c
2

2 x= –a+b+c
2

四邊形

奇數個內切

1 x= –a+b –c+d
2

3 x= –a+b+c+d
2

五邊形

偶數個內切

0 x= a –b+c –d+e
2

2 x= –a+b+c –d+e
2

4 x= –a+b+c+d+e
2

六邊形

奇數個內切

1 x= –a+b –c+d –e+f
2

3 x= –a+b+c –d+e+f
2

5 x= –a+b+c+d+e+f
2

三角形 1內切無法循環 三角形 1內切二次循環 (b=c ) 三角形 1內切三次循環 (3b=a+3c )

圓A為內切小圓 圓D為內切小圓

五邊形 2內切二次循環 四邊形 1內切二次循環 三角形 0內切二次循環
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