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摘要 

本研究主要目的是要用快速的方法算出正三角形或特殊菱形中的菱形總數，我們參考過

去科展優勝作品專輯，發現全國第五十一屆科展國中數學組有類似的內容，他們是以共頂點

分層計算法找出其規律性，經觀察後發現每一層與層之間的和會形成公差為(-2)的等差數列，

然後再利用等差級數求和及推導通式。我們的研究比較複雜，雖然採用了他們共頂點的算法，

但我們的結果卻無法形成等差數列，因此，我們運用「拆解共頂點」的方式推導出正三角形

和特殊菱形中菱形總數的通式，再進一步把圖形加上橫槓，並推出加上橫槓後的通式，但在

菱形中的菱形(加橫槓)的研究中，因無法使用「拆解共頂點」的方式，所以只好尋求其他的方

式來計算。 

壹、研究動機 

在國中第四冊的數學課本中有提到圖形的樣式與規律，恰巧想起多年前曾在網路上看到

一篇文章在探討羅浮宮前的金字塔壁上一共有幾個菱形？仔細想想，日常生活中也有許多物

品上的圖案是由相同的幾何圖形所排列而成，例如：鐵絲網、電蚊拍、瓷磚、烤肉網……。

於是數學老師建議我們可以找一找資料，於是充滿好奇心的我們去翻高中課本的排列組合，

而我們從中發現有矩形中找矩形的題目，就想是否限縮到正方形中找正方形，發現已經有相

當多的研究，於是我們就把正方形「壓」成菱形。接著找到科展的文獻，有人計算三角形中

的三角形總數，最後找出從等分點數求三角形總數的公式。我們開始思考可否利用等分點數

的概念從正三角形、特殊菱形的等分點數快速求出內含菱形總數規律及通式。 

貳、研究目的 

一、探討正三角形中內含菱形的規律。 

二、探討特定菱形中內含菱形的規律。  

三、探討計算正三角形中內含菱形的總數。 

四、探討計算特定菱形中內含菱形的總數。  

 參、研究設備  

電腦、紙、筆、Geogebra、Word、Excel、PowerPoint、USB 
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肆、研究過程 

*以下所述之菱形內角皆為 120 度、60 度、120 度、60 度，三角形皆為正三角形。 

一、定義三角形各邊等分點的分割方式： 

將一三角形各邊取相同數量的等分點後，把這些等分點與底邊(粗紅線處)連接起來，

連線即形成一個完成分割的三角形，（圖 1）為每邊取 1 個等分點所形成的分割圖； 

（圖 2）為每邊取 2 個等分點所形成的分割圖（設等分點數為 n），圖 1 為 n=1，圖 2

為 n=2。  

二、探討三角形中內含菱形的總數：  

步驟一  以分解的方式計算三角形中的菱形總數： 

n = 1 時，所形成的分割圖中的菱形總數為 1 個，如下圖 

 

n = 2 時，所形成的分割圖中的菱形總數為紅色 3 個（邊長為 1），如下圖   

 

n = 3 時，所形成的分割圖中的菱形總數為紅色 6 個（邊長為 1）， 

         綠色 1 個（邊長為 2），共 7 個菱形，如下圖 
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n = 4 時，所形成的分割圖中的菱形總數為紅色 10 個（邊長為 1）， 

         綠色 3 個（邊長為 2），共 13 個菱形，如下圖 

 

步驟二  將步驟一的結果製成表格，如下表 

n 邊長 1 邊長 2 邊長 3 邊長 4 邊長 5 菱形總數 

1 1 
    

1 

2 3 
    

3 

3 6 1 
   

7 

4 10 3 
   

13 

5 15 6 1 
  

22 

6 21 10 3 
  

34 

7 28 15 6 1 
 

50 

8 36 21 10 3 
 

70 

9 45 28 15 6 1 95 

 

步驟三 

由步驟二可知，如果每個三角形內的菱形總數都一個一個算，不僅很慢、容易算錯，

也會有漏算的情形。因此，我們就找找看是否有規律可循，就發現可以用菱形共頂點

的特性，減少漏算的機會。每個菱形都各有上、下、左、右四個頂點，我們在相交點

旁邊寫出數字，代表該點是幾個菱形的上頂點(如右上圖)，由於每個菱形只有一個上頂

點，所以只要找出上頂點的總數就能算出菱形的總數。 

   

←上頂點 
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共點數圖 等分點數 n 菱形總數 

 

1 1 

 

2 3 

 

3 7 

 

4 13 



5 

 

5 22 

 

6 34 

 

7 50 

 

8 70 
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步驟四 

我們可以使用「拆解共頂點」的方式把不同大小的菱形個別獨立出來，這裡 

以 n=3 為例： 

 

可拆解成： 

 

這樣子把菱形個數整理後就變成了：1+(1+2+3)=7 

以 n=4 為例： 

       

  可拆解成： 

       

把菱形個數整理後就變成了：(1+2)+(1+2+3+4)=13 
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步驟五 

將 n 為奇數時的狀況和為偶數時的狀況分開找公式。 

當 n 為奇數時  設 n=2k-1 

n=11 

n=31+(1+2+3) 

n=51+(1+2+3)+(1+2+3+4+5) 

n=71+(1+2+3)+(1+2+3+4+5) +(1+2+3+4+5+6+7) 

                     ⋮  

n=2k-11+(1+2+3)+(1+2+3+4+5) +…+(1+2+…+2k-1) 

由此可見，這個 1+(1+2+3)+(1+2+3+4+5) +…+(1+2+…+2k-1)就是我們要找的答案，於是

把它列為公式就會變成下面的樣子： 

1+(1+2+3)+(1+2+3+4+5) +…+(1+2+…+2k-1) 

= ∑
(2𝑖 − 1)(1 + 2𝑖 − 1)

2

k

𝑖=1

 

= ∑(2𝑖2

k

𝑖=1

− 𝑖)       〈註𝟏〉 

= 2 ∙
k(k + 1)(2k + 1)

6
−

k(k + 1)

2
 

=  
2𝑘(𝑘 + 1)(2𝑘 + 1)

6
−

3𝑘(𝑘 + 1)

6
 

=
𝑘(𝑘 + 1)(4𝑘 + 2 − 3)

6
 

=
𝑘(𝑘 + 1)(4𝑘 − 1)

6
 

因此 

1+(1+2+3)+(1+2+3+4+5) +…+(1+2+…+2k-1) =
k(k+1)(4k−1)

6
(∗) 

對於所有自然數 k，我們希望(∗)恆成立，所以我們採用數學歸納法來證明: 

1.當 k=1 時，左式=1 = 
1(1+1)(4−1)

6
 = 1 = 右式，命題成立 

2.設 k=m 時成立，則得左式=1 + (1 + 2 + 3) + ⋯ + (1 + 2 + ⋯ + 2m − 1) 



8 

=
m(m+1)(4m−1)

6
= 右式 

3.當 k=(m+1)時， 

左式=1 + (1 + 2 + 3) + ⋯ + (1 + 2 + ⋯ + 2m − 1) + [1 + 2 + ⋯ + 2m − 1 +

            2(m + 1) − 1]          

=  
m(m+1)(4m−1)

6
+

(2m+1)(2m+2)

2
    

=
(m+1)[m(4m−1)+6(2m+1)]

6
  

=
(m+1)(4m2−m+12m+6)

6
  

=
(m+1)(4m2+11m+6)

6
  

=
(m+1)(m+2)(4m+3)

6
  

=
(m+1)[(m+1)+1][4(m+1)−1]

6
 = 右式成立 

因此，由數學歸納法得知，對任意正整數 k 都成立 

再來把 n 代回去 (因為 n=2k-1，所以 k= 
n+1

2
 )，得到以下列式： 

1 + (1 + 2 + 3) + (1 + 2 + 3 + 4 + 5)  + ⋯ + (1 + 2 + ⋯ + n) 

=

(𝑛 + 1)
2 (

𝑛 + 1
2 + 1) [(2𝑛 + 2) − 1]

6
 

=
(𝑛 + 1) (

𝑛 + 3
2 ) (2𝑛 + 1)

12
=

(𝑛 + 1)(n + 3)(2𝑛 + 1)

24
 

     當 n 為偶數時設 n=2k 

n=2(1+2) 

n=4 (1+2)+(1+2+3+4) 

n=6 (1+2)+(1+2+3+4)+ (1+2+3+4+5+6) 

n=8 (1+2)+(1+2+3+4)+ (1+2+3+4+5+6) + (1+2+3+4+5+6+7+8) 

                      ⋮  

n=2k (1+2)+(1+2+3+4)+⋯+ (1+2+⋯+2k) 
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由此可見，這個(1+2)+(1+2+3+4)+…+ (1+2+⋯+2k)就是我們要找的答案， 

於是把它列為公式就會變成下面的樣子： 

    ∑
2𝑖(1 + 2𝑖)

2

𝑘

𝑖=1

 

= ∑(2𝑖2

𝑘

𝑖=1

+ 𝑖)       〈註𝟏〉 

= 2˙
𝑘(𝑘 + 1)(2𝑘 + 1)

6
+

𝑘(𝑘 + 1)

2
 

=  
2𝑘(𝑘 + 1)(2𝑘 + 1)

6
+

3𝑘(𝑘 + 1)

6
 

=
𝑘(𝑘 + 1)(4𝑘 + 2 + 3)

6
 

=
𝑘(𝑘 + 1)(4𝑘 + 5)

6
 

因此 

(1+2)+(1+2+3+4) +…+(1+2+3+…+2k) =
k(k+1)(4k+5)

6
(∗) 

對於所有自然數 k，我們希望(∗)恆成立，所以我們採用數學歸納法來證明: 

1.當 k=1 時，左式=1+2=3= 
1(1+1)(4+5)

6
= 3 = 右式，命題成立 

2.設 k=m 時成立，則得左式=(1 + 2) + (1 + 2 + 3 + 4) + ⋯ + (1 + 2 + 3 … + 2m) 

=
m(m+1)(4m+5)

6
= 右式  

3.當 k=(m+1)時， 

左式=(1 + 2) + (1 + 2 + 3 + 4) + ⋯ + (1 + 2 + 3 + ⋯ + 2m) + [1 + 2 + 3 + 4 + ⋯ +

            +2(m + 1)]  

=  
m(m+1)(4m+5)

6
+

(2m+2)(2m+2+1)

2
    

=
(m+1)[m(4m+5)+6(2m+3)]

6
  

=
(m+1)(4m2+5m+12m+18)

6
  

=
(m+1)(4m2+17m+18)

6
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=
(m+1)[(m+2)(4m+9)]

6
  

=
(m+1)[(m+1)+1][4(m+1)+5]

6
 = 右式成立 

因此，由數學歸納法得知，對任意正整數 k 都成立 

再來把 n 代回去 (因為 n=2k，所以 k=
n

2
  )，得到以下列式 

(1+2)+(1+2+3+4) +…+(1+2+3+…+n) 

=

𝑛
2 (

𝑛
2 + 1) (2𝑛 + 5)

6
=

𝑛 (
𝑛 + 2

2 ) (2𝑛 + 5)

12
=

𝑛(n + 2)(2𝑛 + 5)

24
 

由上方公式得知： 

在正三角形中： 

如果等分點數 n 為奇數時，正三角形內的菱形個數為 
(𝑛+1)(n+3)(2𝑛+1)

24
 個 

如果等分點數 n 為偶數時，正三角形內的菱形個數為 
𝑛(n+2)(2𝑛+5)

24
 個 

註𝟏 ：            𝟏𝟐 + 𝟐𝟐 + 𝟑𝟐 + ⋯ + 𝒌𝟐 =
𝒌(𝒌 + 𝟏)(𝟐𝒌 + 𝟏)

𝟔
 

           利用 (𝑎 + 𝑏)3 = 𝑎3 + 3𝑎2𝑏 + 3𝑎𝑏2 + 𝑏3 證明 

證明如下： 

23 = (1 + 1)3 = 13 + 3 ∙ 12 ∙ 1 + 3 ∙ 1 ∙ 12 + 13 

33 = (2 + 1)3 = 23 + 3 ∙ 22 ∙ 1 + 3 ∙ 2 ∙ 12 + 13 

43 = (3 + 1)3 = 33 + 3 ∙ 32 ∙ 1 + 3 ∙ 3 ∙ 12 + 13 

53 = (4 + 1)3 = 43 + 3 ∙ 42 ∙ 1 + 3 ∙ 4 ∙ 12 + 13 

63 = (5 + 1)3 = 53 + 3 ∙ 52 ∙ 1 + 3 ∙ 5 ∙ 12 + 13 

： 

+)                                     (𝑘 + 1)3 = 𝑘3 + 3 ∙ 𝑘2 ∙ 1 + 3 ∙ k ∙ 12 + 13 

  (𝑘 + 1)3 = 1 + 3(12 + 22 + 32 + ⋯ + 𝑘2) + 3(1 + 2 + 3 + ⋯ 𝑘) + 𝑘 
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設   (12 + 22 + 32 + ⋯ + 𝑘2)  = 𝐴 

(𝑘 + 1)3 = 1 + 3(12 + 22 + 32 + ⋯ + 𝑘2) + 3(1 + 2 + 3 + ⋯ 𝑘) + 𝑘 

(𝑘 + 1)3 = 1 + 3𝐴 + 3
𝑘(𝑘 + 1)

2
+ 𝑘 

(𝑘 + 1)3 − 3
𝑘(𝑘 + 1)

2
− 1 − 𝑘 = 3𝐴 

(𝑘 + 1)3 − 3
𝑘(𝑘 + 1)

2 − 1 − 𝑘

3
= 𝐴 

2(𝑘 + 1)3 − 3𝑘(𝑘 + 1) − 2(𝑘 + 1)

6
= 𝐴 

(𝑘+1)[2(𝑘+1)2−3𝑘−2]

6
= 𝐴  

(𝑘 + 1)(2𝑘2 + 𝑘)

6
= 𝐴      →        

𝑘(𝑘 + 1)(2𝑘 + 1)

6
= 𝐴 

我們得知： 

                          12 + 22 + 32 + ⋯ + 𝑘2 =
𝑘(𝑘 + 1)(2𝑘 + 1)

6
 

我們接著想，若三角形中有橫槓時又會有何種情形，因此將現有的  

加上橫槓，變成  後，想知道是否能找出通式。 

n=1 的情形，共有 3 個菱形 

n=2 的情形，共有 9 個菱形 

 

 

  

 

  

 

 

  

 

  

 

 

  

 

  = + + + 

+ + = 
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n 邊長 1 邊長 2 邊長 3 邊長 4 邊長 5 菱形總數 

1 3 
    

3 

2 9 
    

9 

3 18 3 
   

21 

4 30 9 
   

39 

5 45 18 3 
  

66 

6 63 30 9 
  

102 

7 84 45 18 3 
 

150 

8 108 63 30 9 
 

210 

9 135 84 45 18 3 285 

從窮舉的過程中發現，三角形加橫槓中的菱形數量會是沒有加橫槓的三倍，但細數過

程是複雜的，因此，我們試著用證明的方式求得通式。 

結果發現，將一個三角形旋轉成三個方向並重疊(如下圖)，我們發現只要將  

中的菱形總數乘以 3 倍，就可以算出三角形中有橫槓的菱形個數。 

所以把沒加槓的三角形的奇數及偶數公式乘以三，整理如下 

當 n 為奇數時： 

 3 ∙
(𝑛 + 1)(𝑛 + 3)(2𝑛 + 1)

24
 

=
(𝑛 + 1)(n + 3)(2𝑛 + 1)

8
 

+ 

= + +  

  

 

 

  

  

 

  = + 
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當 n 為偶數時： 

    3 ∙
𝑛(n + 2)(2𝑛 + 5)

24
 

=
𝑛(n + 2)(2𝑛 + 5)

8
 

由上方公式得知： 

在加槓的正三角形中： 

如果等分點數 n 為奇數時，正三角形內的菱形個數為 
(𝑛+1)(n+3)(2𝑛+1)

8
  個 

如果等分點數 n 為偶數時，正三角形內的菱形個數為 
𝑛(n+2)(2𝑛+5)

8
  個 

三、定義菱形各邊等分點的分割方式： 

將一菱形各邊取相同數量的等分點後，把這些等分點與對邊連接起來（圖 3），連線即形

成一個完成分割的菱形，（圖 4）為每邊取 1 個等分點所形成的分割圖；（圖 5）為每邊取

2 個等分點所形成的分割圖〈設等分點數為 n〉 

四、探討菱形中內含菱形的總數： 

步驟一  以分解的方式計算菱形中的菱形總數： 

n =1 時，所形成的分割圖中的菱形總數為紅色 4 個(邊長為 1)，綠色 1 個(邊長為 2)， 

       共 5 個，如下圖 

圖 4 圖5圖 3
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n =2 時，所形成的分割圖中的菱形總數為紅色 9 個(邊長為 1)，綠色 4 個(邊長為 2)， 

       藍色 1 個(邊長為 3)，共 14 個，如下圖 

 

n =3 時，所形成的分割圖中的菱形總數為紅色 16 個(邊長為 1)，綠色 9 個(邊長為 2)， 

       藍色 4 個(邊長為 3)，黃色 1 個(邊長為 4)，共 30 個，如下圖 

 

步驟二  將步驟一的結果製成表格，如下表 

 

n 邊長 1 邊長 2 邊長 3 邊長 4 邊長 5 邊長 6 邊長 7 邊長 8 菱形總數 

1 4 1 

   

   5 

2 9 4 1 

  

   14 

3 16 9 4 1 

 

   30 

4 25 16 9 4 1    55 

5 36 25 16 9 4 1   91 

6 49 36 25 16 9 4 1  140 

7 64 49 36 25 16 9 4 1 204 
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步驟三   

由步驟二可知，雖然菱形中的菱形個數較規律，但到後期 n 比較大的時候就會非常難

計算。因此，我們要使用菱形共頂點的特性，做出一個通式來簡化複雜的計算。每個

菱形都有上、下、左、右四個頂點，我們在每個交會點旁邊寫出數字，代表該點是幾

個菱形共同擁有的上頂點，正因為每個菱形都只有一個上頂點，所以只要算出上頂點

的總個數就能算出圖形中所有菱形的數量。 

共點數圖 n 菱形總數 

 

1 5 

 

2 14 



16 

 

3 30 

 

4 55 



17 

 

5 91 

 

步驟四 

我們可以使用「拆解共頂點」的方式把不同大小的菱形個別獨立出來，這裡 

以 n=1 為例： 

 

可拆解成： 

把菱形個數整理後就變成了：1+(1+3)=5 
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以 n=2 為例： 

 

可拆解成： 

 

把菱形個數整理後就變成了：1+(1+3)+(1+3+5)=14 

步驟五 

由步驟四可得以下規律(n 為奇、偶數時都相同)： 

n = 1 → 1 + (1 + 3) 

n = 2 → 1 + (1 + 3) + (1 + 3 + 5) 

n = 3 → 1 + (1 + 3) + (1 + 3 + 5) + (1 + 3 + 5 + 7) 

n = k → 1 + (1 + 3) + ⋯ + (1 + 3 + ⋯ + 2k + 1) 

由此可見，這個 1+(1+3)+(1+3+5) +…+(1+3+…+2k+1)就是我們要找的答案， 

於是把它列為公式就會變成下面的樣子： 

    1 + (1 + 3) + (1 + 3 + 5) + ⋯ + (1 + 3 + ⋯ + 2k + 1) 

    = 1 + (1 + 3) + ⋯ +
(𝑘 + 1)(1 + 2𝑘 + 1)

2
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    = 1 + ∑
(𝑖 + 1)(1 + 2𝑖 + 1)

2

𝑘

𝑖=1

 

    = 1 + ∑(𝑖2 + 2𝑖 + 1)

𝑘

𝑖=1

 

    = 1 + [
𝑘(𝑘 + 1)(2𝑘 + 1)

6
+ 2˙

𝑘(𝑘 + 1)

2
+ 𝑘]       〈註 1〉 

    = 1 +
𝑘(𝑘 + 1)(2𝑘 + 1)

6
+ 𝑘(𝑘 + 1) + 𝑘 

    =
𝑘(𝑘 + 1)(2𝑘 + 7) + 6𝑘 + 6

6
    

    =
𝑘(𝑘 + 1)(2𝑘 + 7) + 6(𝑘 + 1)

6
 

    =
(𝑘 + 1)[𝑘(2𝑘 + 7) + 6]

6
 

    =
(𝑘 + 1)(2𝑘2 + 7𝑘 + 6)

6
 

    =
(𝑘 + 1)(𝑘 + 2)(2𝑘 + 3)

6
 

因此 

1+(1+3)+(1+3+5) +…+(1+3+…+2k+1) =
(𝑘+1)(𝑘+2)(2𝑘+3)

6
(∗) 

對於所有自然數 k，我們希望(∗)恆成立，所以我們採用數學歸納法來證明: 

1.當 k=1 時，左式=1 + (1 + 3) =5 =
(1+1)(1+2)(2+3)

6
 = 5 = 右式，命題成立 

2.設 k=m 時成立，則得 

 左式=1 + (1 + 3) + ⋯ + (1 + 3 + ⋯ + 2m + 1)    =
(m+1)(m+2)(2m+3)

6
  = 右式 

3.當 k=(m+1)時， 

  左式=1 + (1 + 3) + ⋯ + (1 + 3 + ⋯ + 2m + 1) + [1 + 3 + ⋯ + (2m + 1) +

                 2(m + 1) + 1]          

=
(m + 1)(m + 2)(2m + 3)

6
+

(m + 2)[1 + 2(m + 1) + 1]

2
 

 =
(m + 1)(m + 2)(2m + 3)

6
+

(m + 2)(2m + 4)

2
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 =
(m + 1)(m + 2)(2m + 3)

6
+ (m + 2)(m + 2) 

 =
(m + 1)(m + 2)(2m + 3) + 6(m + 2)(m + 2)

6
 

 =
(m+2)[(m+1)(2m+3)+6(m+2)]

6
 

=
(m + 2)(2m2 + 5m + 3 + 6m + 12)

6
 

=
(m + 2)(2m2 + 11m + 15)

6
 

 =
(m+2)(m+3)(2m+5)

6
=

[(m+1)+1][(m+1)+2][2(m+1)+3]

6
 = 右式成立 

因此，由數學歸納法得知，對任意正整數 k 都成立 

再來把 n 代回去 (n=k )，得到以下列式 

1 + (1 + 3) + ⋯ + (1 + 3 + ⋯ + 2n + 1) 

   =
(𝑛 + 1)(𝑛 + 2)(2𝑛 + 3)

6
 

就可以得到菱形內菱形的總數。 

我們又接著想，若菱形中有橫槓時又會有何種情形，如下： 

菱形中有橫槓的情形比較特別，要運用不同的方法來計算，直的菱形(   )就使用 

(𝑛+1)(𝑛+2)(2𝑛+3)

6
 (p.19)的公式來計算，但橫的菱形數量就只能用其他方法得到， 

其中我們又先將 n 分為奇數和偶數的情況，再做運算，方法如下： 

有三種菱形，直的(   )、左橫( )和右橫( )，其中下面圖中的圓點代表 的左

上方的頂點〈例如     〉，因此圓點數就是菱形數量，先從 n=1 開始一個一個找。 

n 邊長 1 邊長 2 邊長 3 邊長 4 邊長 5 邊長 6 邊長 7 菱形總數 

1 8 1    
  9 

2 21 4 1   
  26 

3 40 15 4 1  
  60 

4 65 32 9 4 1 
  111 

5 96 55 24 9 4 1 
 189 

6 133 84 45 16 9 4 1 292 

)

   

)
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由上述表得知：在這種圖形中找出的菱形數目非常龐大，光 n=6 就有高達 292 個菱形，

所以勢必要找出一個公式來取代繁複的計算，在這裡又分為奇數和偶數來加以探討。 

奇數的情形： 

n=1，邊長為 1 (    ) 的菱形在一條線上有兩個，記為 1×2，又因橫的菱形有兩個方向

(    +    )，所以記為 1×2×2   

      n=3 時，邊長為 1 的菱形記為 3×4×2，至於邊長為 2 (    ) 的菱形，額外記成 1×3×2 

  再把數據整理成下方情況： 

      n=1 時  

： 
(1+1)(1+2)(2×1+3)

6
= 5 

：  1 × 2 × 2 = 4 

n=3 時  

  ： 
(3+1)(3+2)(2×3+3)

6
= 30   

       ： 3 × 4 × 2 = 24  

       ：  1 × 3 × 2 = 6  

   

： 1 × 3 × 2  ： 3 × 4 × 2 
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     n=5 時  

               ：  
(5+1)(5+2)(2×5+3)

6
= 91  

               ：   5 × 6 × 2 = 60 

               ：   3 × 5 × 2 = 30 

               ：   1 × 4 × 2 = 8  

 

由上述推論，試著尋求通式 

設 n=2k-1 

把直的菱形算出(   )： 

(𝑛 + 1)(𝑛 + 2)(2𝑛 + 3)

6
=

2𝑘(2𝑘 + 1)(4𝑘 + 1)

6
 

把斜的菱形算出(    )：    

     ∑(2𝑖 − 1)(𝑘 + 𝑖)

𝑘

𝑖=1

 

= ∑[2𝑖2 + (2𝑘 − 1)𝑖 − 𝑘]

𝑘

𝑖=1

 

= 2 ×
𝑘(𝑘 + 1)(2𝑘 + 1)

6
+ (2𝑘 − 1) [

𝑘(𝑘 + 1)

2
] − 𝑘2 

=
𝑘(𝑘 + 1)(2𝑘 + 1)

3
+ (2𝑘 − 1) (

𝑘2 + 𝑘

2
) − 𝑘2 

=
2𝑘(𝑘 + 1)(2𝑘 + 1) + 3(2𝑘 − 1)(𝑘2 + 𝑘) − 6𝑘2

6
 

=
𝑘(2𝑘 + 2)(2𝑘 + 1) + 𝑘(6𝑘 − 3)(𝑘 + 1) − 𝑘 ∙ 6𝑘

6
 

=
𝑘[(4𝑘2 + 6𝑘 + 2) + (6𝑘2 + 3𝑘 − 3) − 6𝑘]

6
 

=
𝑘[10𝑘2 + 3𝑘 − 1]

6
 

=
𝑘(2𝑘 + 1)(5𝑘 − 1)

6
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因此 

對於所有自然數 k，我們希望以上的公式恆成立，所以我們採用數學歸納法來證明: 

1.當 k=1 時，左式=1 × 2 = 2 = 
1×(2×1+1)(5×1−1)

6
  =

1×3×4

6
=2=右式，命題成立 

2.設 k=m 時成立，則得左式=1(𝑚 + 1) + 3(𝑚 + 2) + 5(𝑚 + 3) + ⋯ + (2𝑚 − 1) ∙ 2𝑚       

                                                      =
𝑚(2𝑚+1)(5𝑚−1)

6
   

3.當 k=(m+1)時， 

左式=1(𝑚 + 2) + 3(𝑚 + 3) + 5(𝑚 + 4) + ⋯ + (2𝑚 − 1)(2𝑚 + 1) + 

            (2𝑚 + 1)(2𝑚 + 2) 

  = 
𝑚(2𝑚+1)(5𝑚−1)

6
+  1 + 3 + 5 + ⋯ + (2𝑚 − 1) + 2(2𝑚 + 1)(𝑚 + 1) 

 =
𝑚(2𝑚+1)(5𝑚−1)

6
+

𝑚(1+2𝑚−1)

2
+ 4𝑚2 + 6𝑚 + 2  

    =
10𝑚3+3𝑚

2
−𝑚

6
+ 5𝑚2 + 6𝑚 + 2 

    =
10𝑚3+3𝑚2−𝑚+30𝑚2+36𝑚+12

6
 

    =
10𝑚3+33𝑚+35𝑚+12

6
  

     =
(𝑚+1)(10𝑚2+23𝑚+12)

6
  

  =
(𝑚+1)(2𝑚+3)(5𝑚+4)

6
  

    =
(𝑚+1)[2(m+1)+1][5(m+1)−1]

6
=右式成立 

因此，由數學歸納法得知，對任意正整數 k 都成立 

   +    +    的總數： 

2𝑘(2𝑘 + 1)(4𝑘 + 1)

6
+

𝑘(2𝑘 + 1)(5𝑘 − 1)

6
× 2 

=
𝑘(2𝑘 + 1)(4𝑘 + 1 + 5𝑘 − 1)

3
 

=
𝑘(2𝑘 + 1) ∙ 9𝑘

3
 

= 3𝑘2(2𝑘 + 1) 

再來把 n 代回去 (因為 n=2k-1 所以 k=
𝑛+1

2
 )，得到以下列式： 

= 3 ×
(𝑛 + 1)2

4
× (2 ×

𝑛 + 1

2
+ 1) 
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= 3 ×
(𝑛 + 1)2

4
× (𝑛 + 2)  =

3(𝑛 + 1)2(𝑛 + 2)

4
 

偶數的情況： 

n=2 時，邊長為 1 (    ) 的菱形一共有 2×3 個，又因橫的菱形有兩個方向(    +    )，

所以記為 2×3×2 

n=4 時，邊長為 1 的菱形記為 4×5×2，至於邊長為 2 (    ) 的菱形，記成 2×4×2 

     再把數據整理成下方情況： 

n=2 時 

              ：
(2+1)(2+2)(2×2+3)

6
= 14 

 ：2 × 3 × 2 = 12 

     n=4 時  

                   ：
(4+1)(4+2)(2×4+3)

6
= 55  

        ：4 × 5 × 2 = 40 

                  ：2 × 4 × 2 = 16 

    : 4×5×2 : 2×4×2 
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 n=6 時  

                ：
(6+1)(6+2)(2×6+3)

6
= 140  

                  ：6 × 7 × 2 = 84 

                  ：4 × 6 × 2 = 48 

                  ：2 × 5 × 2 = 20  

由上述推論，試著尋求通式 

設 n=2k 

把直的菱形算出(   )： 

 
(𝑛+1)(𝑛+2)(2𝑛+3)

6
=

(2𝑘+1)(2𝑘+2)(4𝑘+3)

6
 

把斜的菱形算出(    )：    

 ∑ 2𝑖[(𝑘 + 1) + 𝑖]

𝑘

𝑖=1

 

= ∑[2𝑖2 + 2𝑖(𝑘 + 1)]

𝑘

𝑖=1

 

= 2 ×
𝑘(𝑘 + 1)(2𝑘 + 1)

6
+ 2(𝑘 + 1)

𝑘(𝑘 + 1)

2
 

=
𝑘(𝑘 + 1)(2𝑘 + 1)

3
+ 𝑘(𝑘 + 1)2 

=
𝑘(𝑘 + 1)(2𝑘 + 1) + 3𝑘(𝑘 + 1)2

3
 

=
𝑘(𝑘 + 1)[(2𝑘 + 1) + 3(𝑘 + 1)]

3
 

=
𝑘(𝑘 + 1)(2𝑘 + 1 + 3𝑘 + 3)

3
 

=
𝑘(𝑘 + 1)(5𝑘 + 4)

3
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因此 

對於所有自然數 k，我們希望以上的公式恆成立，所以我們採用數學歸納法來證明: 

1.當 k=1 時，左式=2 × 3 = 6 =
1(1+1)(5×1+4)

3
= 1×2×9

3
= 6 = 右式，命題成立 

2.設 k=m 時成立，則得左式=2(m + 2) + 4(m + 3) + 6(m + 4) + ⋯ + 2m(2m + 1) 

                            =
m(m+1)(5m+4)

3
 

3.當 k=(m+1)時， 

左式 

= 2(m + 3) + 4(m + 4) + 6(m + 5) +∙∙∙ +2m(2m + 2) + 2(m + 1)(2m + 3) 

 =
m(m + 1)(5m + 4)

3
+ 2 + 4 + 6 + ⋯ + 2m + 2(m + 1)(2m + 3) 

 =
m(m + 1)(5m + 4)

3
+

𝑚(2 + 2𝑚)

2
+ 4𝑚2 + 10𝑚 + 6 

 =
m(m + 1)(5m + 4)

3
+ 5𝑚2 + 11𝑚 + 6 

=
m(m + 1)(5m + 4) + 15m2 + 33m + 18

3
 

 =
5m3 + 9m2 + 4m + 15m2 + 33m + 18

3
 

=
5m3 + 24m2 + 37m + 18

3
 

=
(m + 1)(5m2 + 19m + 18)

3
 

=
(m+1)(m+2)(5m+9)

3
=

(m+1)[(m+1)+1][5(m+1)+4]

3
 = 右式成立 

因此，由數學歸納法得知，對任意正整數 k 都成立 

   +    +    的總數： 

(2k + 1)(2k + 2)(4k + 3)

6
+

k(k + 1)(5k + 4)

3
× 2 

=
(k + 1)[(2k + 1)(4𝑘 + 3) + 2𝑘(5𝑘 + 4)]

3
 

=
(k + 1)(18𝑘2 + 18𝑘 + 3)

3
 

= (k + 1)(6𝑘2 + 6𝑘 + 1) 
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因為 n=2k 所以 k=
𝑛

2
 

= (
𝑛

2
+ 1) (6 ×

𝑛2

4
+ 6 ×

𝑛

2
+ 1) 

= (
𝑛 + 2

2
) (

3𝑛2

2
+

6𝑛

2
+ 1) 

        = (
𝑛 + 2

2
) (

3𝑛2 + 6𝑛 + 2

2
) 

        =
(n + 2)(3𝑛2 + 6𝑛 + 2)

4
 

由上方公式得知： 

在加橫槓的特殊菱形中： 

如果等分點數 n 為奇數時，特殊菱形內求得的菱形個數為 
3(𝑛+1)2(𝑛+2)

4
 個 

如果等分點數 n 為偶數時，特殊菱形內求得的菱形個數為 
(𝑛+2)(3𝑛2+6𝑛+2)

4
 個 

                 伍、研究結果 

 研究完畢後，我們成功利用「拆解共頂點」、級數……等觀念來推算出正三角形和特

殊菱形中的菱形總數，只要將等分點n帶入公式，便可得到正三角形、特殊菱形內菱形的

總數。 

正三角形內菱形的總數： 

n為奇數： 
(𝑛+1)(n+3)(2𝑛+1)

24
  

n為偶數： 
𝑛(n+2)(2𝑛+5)

24
 

特殊菱形內菱形的總數： 

  

 

不論 n 為奇偶數皆為：
(𝑛+1)(𝑛+2)(2𝑛+3)

6
 

 

 

 

 

 

 

 

  

    

⋮ 
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在研究完以上兩種公式後，我們另外又延伸找到正三角形、特殊菱形加上橫槓後內部菱

形總數。 

正三角形加上橫槓後內部的菱形總數： 

n 為奇數：
(𝑛+1)(𝑛+3)(2𝑛+1)

8
  

n 為偶數： 
𝑛(𝑛+2)(2𝑛+5)

8
 

 

特殊菱形加上橫槓後內部的菱形總數： 

         n 為奇數： 
3(𝑛+1)2(𝑛+2)

4
 

 

       n 為偶數： 
(𝑛+2)(3𝑛2+6𝑛+2)

4
  

 

 

陸、討論 

在本研究的過程中，我們十分頭痛的是如何有效算出精準的菱形總數，因為一開始，

大家所計算出來的值都不大相同，因此想參考第五十一屆科展的方法，利用「共頂點」

的特性，但由於我們的結果不是等差數列，因此我們發明了「拆解共頂點」來解決這問

題，這樣不但能準確且快速的求出菱形總數，還能避免重複算或是漏算的可能性。最後

我們想要進一步加上橫槓，而這方法就不管用了，這也是我們本次研究中最大的瓶頸，

大家腦力激盪並尋找資料後，試著利用旋轉、乘積和級數等方法，終於求得了通式。我

們認為科展就是要培養研究、合作的精神，且遇到困難和瓶頸都要想辦法突破，是個困

難重重的考驗。 

我們這次的研究，是從前人的資料中找出一些靈感，做進一步更深入的研究，由於

我們在參考文獻中發現的方式，卻無法解決所遇到的問題，於是我們只好另闢蹊徑尋找

圖形間的規律，終於找到通式，但我們不確定當 n 的値極大時，我們的通式是否還能使
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用？所以我們聽從老師的建議，使用歸納法證明。在找出規律、通式以及用歸納法證明

後，我們對自己的研究更具信心，但編排整個科展研究的 word 檔格式也是一大難題，因

為不熟悉 word 程式功能，所以只好花時間，慢慢摸索才找出它的使用方法，起初使用

PowerPoint 繪圖繪出來的圖形，不是歪七扭八，就是不堪入目，但經過一段時間的磨練、

修正，到最後才慢慢摸清楚這些軟體的操作模式，繪出來的圖形也更為精準。 

 

柒、結論 

        在這個研究中，我們發現做出這個研究中最困難的應該是從找出規律到列出公式，

在找出公式前我們照著第五十一屆科展研究─「三角形中的三角形─探討三角形的總數」

中提到的方式去算，結果求不出答案，因為我們的研究和他們不一樣，無法從一開始就

出現等差數列，於是尋找新方法，將共頂點拆解成 1，再利用相加的方式找出公式。在

加槓菱形中找菱形的研究中，我們發現無法用先前發明出來的「拆解共頂點」方式找規

律，於是想出要用相乘方式，發現乘數與被乘數和等分點數的增加有關係，因此成功推

論出公式，這是這次的研究中最特別的地方。我們三人絞盡腦汁，在研究中不僅發現新

結果，也發現了新的研究方法，以後期望可以有更多發展。 
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作品海報 

【評語】030411  

計算三角格點圖中大大小小的菱形的個數總數，給出了完整的

結果。對於由兩組三角格點圖組合出的菱形圖像中不同大小的菱形

的個數總數，也給出了答案。能夠巧妙的把複雜的計算藉由改寫成

求級數和的總和的形式來求和，想法別出心裁，值得嘉許。一些基

本的級數和的計算過程與數學歸納法的證明在作品說明書中佔了

過多的篇幅，可以考慮適當的做一些刪減。討論的內容稍嫌少了些。

如果被分割的圖形不是正三角形或菱形，而是平行四邊形、梯形、

正六邊形這些圖形，是不是也可以有一些聰明的計算方式？如果可

以增加這樣的一些延伸內容會更好。 
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壹、研究動機                                                        
  在國中第四冊的數學課本中有提到圖形的樣式與規律，日常生活中也有許多物品是由相同的幾何

圖形所排列而成，例如：鐵絲網、電蚊拍、瓷磚、烤肉網……我們從中發現有矩形中找矩形的題目，

就想是否能限縮到菱形中找菱形，後來開始思考可否利用等分點數的概念從正三角形、特殊菱形的等

分點數快速求出內含菱形總數規律及通式。 

貳、研究目的                                                                                                                 

一、探討正三角形中內含菱形的規律。 
二、探討特定菱形中內含菱形的規律。  

三、探討計算正三角形中內含菱形的總數。  

四、探討計算特定菱形中內含菱形的總數。 

參、研究設備                                                      

電腦、紙、筆、Geogebra、Word、Excel、PowerPoint、USB 

壹、 研究過程                                                  
*以下所述之菱形內角皆為 120 度、60 度、120 度、60 度，三角形皆為正三角形。 

一、正三角形中內含菱形的規律並計算總數 
將一三角形各邊取相同數量的等分點後，把這些等分點與底邊連接起來，連線即形成一個完成

分割的三角形，（圖 1）為每邊取 1 個等分點所形成的分割圖；（圖 2）為每邊取 2 個等分點所形

成的分割圖〈設等分點數為 n〉 

 
 
 
 

以分解的方式計算三角形中的菱形總數： 

n = 1 時                               n = 2 時 

我們可以使用「拆解共頂點」的方式把不同大小的菱形個別獨立出來，這裡 

以n=3為例可拆解成：                  以n=4例可拆解成： 

菱形數整理後：1+(1+2+3) 

 

 

 

菱形數整理後：(1+2)+(1+2+3+4) 

將 n 為奇數時的狀況和為偶數時的狀況分開找公式。

 
由於一個三角形可以旋轉成三個方向並疊合，我們發現將現有的      加上橫槓，變成    

後，就等於沒加槓的三角形的奇數及偶數公式乘以三，整理如下 

 

 
 
 
 
 

=
 𝑛 + 1  n + 3  2𝑛 + 1 

8
 

當 n 為奇數時： 

 

=
𝑛 n + 2  2𝑛 + 5 

8
 

當 n 為偶數時： 
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=
𝑛 𝑛 + 2  2𝑛 + 5 

24
 

再來把 n 代回去 

因為 n=2k，所以 k=
n

2
  

 

當 n 為奇數時  設 n=2k-1 

n=11 
n=31+(1+2+3) 

  ⋮  
n=2k-11+(1+2+3) +…+(1+2+…+2k-1) 
由此可見 

1+(1+2+3) +…+(1+2+…+2k-1) 

就是我們要找的答案，列公式如下： 

=  
 2𝑖−1  1+2𝑖−1 

2

k

𝑖=1
 

=   2𝑖2
k

𝑖=1
− 𝑖          

= 2 ∙
𝑘 𝑘+1  2𝑘+1 

6
−

𝑘 𝑘+1 

2
  

=
𝑘 𝑘+1  4𝑘−1 

6
  

當 n 為偶數時設 n=2k 

n=2(1+2) 
n=4 (1+2)+(1+2+3+4) 

      ⋮  
n=2k (1+2) +⋯+ (1+2+⋯+2k) 
由此可見 

(1+2)+(1+2+3+4)+…+ (1+2+⋯+2k) 

就是我們要找的答案，列公式如下： 

=  
2𝑖 1+2𝑖 

2

𝑘

𝑖=1
 

=   2𝑖2
𝑘

𝑖=1
+ 𝑖          

= 2 ∙
𝑘 𝑘+1  2𝑘+1 

6
+

𝑘 𝑘+1 

2
  

=
𝑘 𝑘+1  4𝑘+5 

6
  

=
 𝑛 + 1  𝑛 + 3  2𝑛 + 1 

24
 

再來把 n 代回去 

因為 n=2k-1，所以 k=
 n+1 

2
  

 



二、特定菱形中內含菱形的規律並計算總數 
將一菱形各邊取相同數量的等分點後，把這些等分點與對邊連接起來，連線即形成一個完成分割的

菱形，（圖 3）為每邊取 1 個等分點所形成的分割圖；（圖 4）為每邊取 2 個等分點所形成的分割圖

〈設等分點數為 n〉 
 
 
 
 
 
我們可以使用「拆解共頂點」的方式把不同大小的菱形個別獨立出來，  

n=1： 

整理後就成 1+(1+3)=5 

n=2： 

整理後就成 1+(1+3)+(1+3+5)=14 

由此可見，這個 1+(1+3)+(1+3+5) +…+(1+3+…+2k+1)就是我們要找的答案，於是把它列為

公式就會變成下面的樣子： 
1 +  1 + 3 +  1 + 3 + 5 + ⋯+  1 + 3 + ⋯+ 2k + 1  

=
𝑘 𝑘+1  2𝑘+7 +6 𝑘+1 

6
  

把 n 帶入: 

 =
 𝑛+1  𝑛+2  2𝑛+3 

6
  

我們接著想，若菱形中有橫槓時(如右圖)又會有何種情形，菱形中有橫槓的情形比較特

別，要運用不同的方法來計算，先將菱形分成直的、橫的拆開來看再找出規律：  
n=3 時  

： 
 3+1  3+2  2×3+3 

6
= 30   

       ： 3 × 4 × 2 = 24  

       ：  1 × 3 × 2 = 6  

n=5 時  

       ：  
 5+1  5+2  2×5+3 

6
= 91  

       ：   5 × 6 × 2 = 60 

       ：   3 × 5 × 2 = 30 

       ：   1 × 4 × 2 = 8  

n=2 時 

       ：
 2+1  2+2  2×2+3 

6
= 14  

  ：2 × 3 × 2 = 12 

 
n=4 時  

        ：
 4+1  4+2  2×4+3 

6
= 55  

        ：4 × 5 × 2 = 40 

        ：2 × 4 × 2 = 16 

 
再將 n 分為奇數和偶數的情況分開找公式： 

 

偶數的情形： 

n=2，  的菱形在兩條線上各有三個點

記 2×3    +   記 2×3×2 如右圖 

設 n=2k 把直的菱形算出 
 𝑛+1  𝑛+2  2𝑛+3 

6
=

 2𝑘+1  2𝑘+2  4𝑘+3 

6
  

把斜的菱形算出(   )   

  2𝑖  𝑘 + 1 + 𝑖 𝑘
𝑖=1   

=   2𝑖2 + 2𝑖 𝑘 + 1  
𝑘

𝑖=1
  

= 2 ×
𝑘 𝑘+1  2𝑘+1 

6
+ 2 𝑘 + 1 

𝑘 𝑘+1 

2
  

=
𝑘 𝑘+1  5𝑘+4 

3
  

+   +   的總數： 

=
 2k+1  2k+2  4k+3 

6
+

k k+1  5k+4 

3
× 2  

=
 k+1   2k+1  4𝑘+3 +2𝑘 5𝑘+4  

3
  

=  k + 1  6k2 + 6k + 1   

再來把 n 代回去 (因為 n=2k 所以 k=
𝑛

2
) ，得以下

列式： 

=  
𝑛+2

2
  6 ×

𝑛2

4
+ 6 ×

𝑛

2
+ 1   

=  
𝑛+2

2
  

3𝑛2

2
+

6𝑛

2
+ 1   

=
 n+2  3𝑛2+6𝑛+2 

4
  

 

 

奇數的情形： 

n=1，  的菱形在一條線上有兩個點 

記為 1×2，  +   記 1×2×2 如右圖 

設 n=2k-1 把直的菱形算出 
 𝑛+1  𝑛+2  2𝑛+3 

6
=

2𝑘 2𝑘+1  4𝑘+1 

6
  

把斜的菱形算出(   )    

   2𝑖 − 1  𝑘 + 𝑖 𝑘
𝑖=1   

=   2𝑖2 +  2𝑘 − 1 𝑖 − 𝑘 
𝑘

𝑖=1
  

= 2 ×
𝑘 𝑘+1  2𝑘+1 

6
+  2𝑘 − 1  

𝑘 𝑘+1 

2
 − 𝑘2  

 =
𝑘 2𝑘+1  5𝑘−1 

6
 

+   +   的總數： 
2𝑘 2𝑘+1  4𝑘+1 

6
+

𝑘 2𝑘+1  5𝑘−1 

6
× 2  

=
k 2k+1  4k+1+5k−1 

3
  

= 3k2 2𝑘 + 1   

再來把 n 代回去 (因為 n=2k-1 所以 k=
𝑛+1

2
 )，得

以下列式： 

= 3 ×
 𝑛+1 2

4
×  2 ×

𝑛+1

2
+ 1   

= 3 ×
 𝑛+1 2

4
×  𝑛 + 2   

=
3 n+1 2 n+2 

4
  

 

=

1 1 

1 1 1 

+ 1
 

+

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 1 

1 

+ + = 

3 

2 2 

2 

 1 

+ 

1 

1 

1 

1 

1 

= 

2 

1 1 

1 

1 

 

1 

 

1 

 

1 
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三角形中的菱形(不加槓)                菱形中的菱形(不加槓) 

n 1 2 3  總數  

1 1 
  

1  

2 3 
  

3  

3 6 1 
 

7  

4 10 3 
 

13  

5 15 6 1 22  

n 1 2 3 4 5 6 總數 

1 4 1 

   

 5 

2 9 4 1 

  

 14 

3 16 9 4 1 

 

 30 

4 25 16 9 4 1  55 

5 36 25 16 9 4 1 91 

   三角形中的菱形(加橫槓)                 菱形中的菱形(加橫槓)

 

伍、研究結果                                                

    研究完畢後，我們成功利用「共頂點」、級數……等觀念來推算出正三

角形和特殊菱形中菱形總數，將等分點n帶入公式，便可得到正三角形、特殊

菱形內菱形的總數。 

正三角形內菱形的總數：           特殊菱形內菱形的總數： 

 n為奇數：
 n+1  n+3  2n+1 

24
  

n為偶數： 
n n+2  2n+5 

24
 

不論 n 為奇偶數皆為：

 n+1  n+2  2n+3 

6
 

在研究完以上兩種公式後，我們另外又延伸找到正三角形、特殊菱形加上橫

槓後內部菱形總數。 

正三角形加槓後內部的菱形總數：   特殊菱形加槓後內部的菱形總數： 

n 為奇數：
 n+1  n+3  2n+1 

8
  

n 為偶數： 

n n+2  2n+5 

8
 

n 為奇數：
3 n+1 2 n+2 

4
 

 

n 為偶數：
 n+2 (3n2+6n+2)

4
 

 

陸、討論                                                     
    在研究過程中，我們的瓶頸是如何算出菱形的總數，因為大家計算出來的值

都不同，使用方式是參考其他作品的方法，利用「共頂點」，能準確求出菱形總數，

且避免計算錯誤，但我們想要進一步加橫槓，大家便利用旋轉、乘積和級數等方

法，終於成功。我們認為科展就是要培養研究、合作的精神。  

柒、結論                                                     
    我們發現做出這個研究中最困難是從找出規律到列出公式。我們參考「共頂

點三角形」計算方式將共頂點拆解成 1，再利用相加方式找出公式。在菱形中找菱

形加槓的研究中，我們發現無法用先前發明出來的「拆解共頂點」方式找規律，

於是想出要用相乘方式，發現乘數與被乘數和等分點數的增加有關係，因此成功

推論出公式，這是這次的研究中最特別的地方。 
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五、國中自然與生活科技課本第四冊第七章 p.200 ~p.201 

n 1 2 3 4 5 總數 

1 8 1    9 

2 21 4 1   26 

3 40 15 4 1  
60 

4 65 32 9 4 1 
111 

n 1 2 3 總數 

1 3 
  

3 

2 9 
  

9 

3 18 3 
 

21 

4 30 9 
 

39 

5 45 18 3 66 

⋮ 

⋮ 

⋮ 

⋮ 
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