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摘要 

由遞迴關係式產生的數列各項除以質數𝑘後，會產生一個循環的餘數數列，故本研究主

要探討其最小循環節性質。我們先得到𝑔階遞迴數列的循環狀況，在特殊情況下，餘數數列會

成純循環。 

若將最小循環節各項加總起來，除特殊狀況外，其和皆是𝑘的倍數。在二階遞迴數列中，

由於最小循環節必能分成數個每段項數相等的數列，將其依序排成有序的形式後，相鄰二行

會具有倍數關係，在某些排法中橫列數字和必為𝑘的倍數。我們還得到簡化計算循環節長度的

過程，並且知道若餘數數列非等比數列模𝑘後的形式時，則起始值對最小循環節長度無影響。 

壹、 研究動機 

關於費波那契數列，參考資料《費氏數列的性質》[1]的性質闡述任意「連續幾項」之和

會是「某數」的倍數，參考資料《List of periods for F (mod m)》[2]列出此數列除以「正整數」

的「餘數週期」，或稱皮薩諾週期，令我們驚訝的是，這二組數值對應相等，若限定除數是質

數，我們想探討其最小循環節在遞迴關係下，是否都具有各項和為除數之倍數性質。例： 

貳、 研究目的 

一、探討𝑔階遞迴式產生之餘數數列循環判別法 

二、探討一階遞迴式之最小循環節關係 

三、建立二階遞迴式之循環性質 

四、推廣𝑔階遞迴式之循環節加總是否為除數的倍數 

五、探討二階遞迴式之橫列數字和是否為除數的倍數 

六、簡化計算二階遞迴式之最小循環節長度 

參、 研究設備及器材 

電腦（使用軟體：Excel）、紙、筆 

費波那契數列 1 1 2 3 5 8 13 21 = 54 

mod 3 1 1 2 0 2 2 1 0 ≡ 0 

最小循環週期 8 (左列數字相加) 
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肆、 研究方法 

一、名詞解釋 

(一)〈𝐴𝑛〉： 

給定起始值𝐴1、𝐴2、…、𝐴𝑔、係數𝐶1、𝐶2、…、𝐶𝑔(𝐶𝑔不為 0)，以上皆為整數，以𝑔階

遞迴關係式𝐴𝑔+𝑛 = 𝐶1𝐴𝑔−1+𝑛 + 𝐶2𝐴𝑔−2+𝑛 +⋯+ 𝐶𝑔𝐴𝑛，𝑛 ∈ 𝑁，產生無窮數列〈𝐴𝑛〉。 

(二)〈𝑎𝑛〉： 

將〈𝐴𝑛〉各項除以一正整數𝑘所得餘數依序形成之新數列，表示為𝑎1、𝑎2、…、𝑎𝑛，

0 ≤ 𝑎𝑛 < 𝑘。其中𝑎𝑔+𝑛 ≡ 𝐶1𝑎𝑔−1+𝑛 + 𝐶2𝑎𝑔−2+𝑛 +⋯+ 𝐶𝑔𝑎𝑛(mod 𝑘)。 

  (三)〈𝑠𝑖〉： 

取 〈𝑎𝑛〉數列中值為零的項並依序排列，第𝑖個為零的項是𝑎𝑠𝑖，即 𝑎𝑠1 = 𝑎𝑠2 = ⋯ = 𝑎𝑠𝑖 =

0，𝑖 ∈ 𝑁。將符合上述條件之𝑠𝑖依序排列，形成數列〈𝑠𝑖〉。 

(四)循環節： 

一數列中，某段數值不斷在數列中出現,並且相鄰兩次之間無其他數值出現，則該段

數值稱為此數列的循環節。 

   (五)𝐿(𝑘)： 

函數 L(𝑘, 𝑎1, 𝑎2, … 𝑎𝑔, 𝐶1, 𝐶2, … 𝐶𝑔)的縮寫，表示𝑔階餘數數列的最小循環節長度。在𝑛足

夠大時，𝑎𝑛 ≡ 𝑎𝑛+𝐿(𝑘)(mod 𝑘)。 

  (六)𝐿(𝑘) = 𝑡𝑥： 

若將最小循環節依序分成𝑡段，每段𝑥個數值，則𝐿(𝑘) = 𝑡𝑥，𝑥 ∈  𝑁，𝑡 ∈  𝑁。 

  (七)純循環與混循環： 

若𝑎𝑛 ≡ 𝑎𝐿(𝑘)+𝑛(mod 𝑘)，∀𝑛 ∈ 𝑁皆成立，則此數列為純循環；反之，為混循環。 

  (八)𝑎𝑧： 

若〈𝑎𝑛〉成混循環，則令𝑎𝑧為進入循環節前的最後一項，也就是說𝑎𝑧不在循環節內。 

  (九)〈𝑚𝑛〉：(可利用中國剩餘定理定義) 

若𝑘為質數，(1)當𝑛 ≠ 𝑠𝑖、𝑠𝑖 − 1時，𝑎𝑛+1 ≡ 𝑚𝑛𝑎𝑛(mod 𝑘)； 

(2)當𝑛 = 𝑠𝑖 − 1時，𝑎𝑛+1 ≡ 𝑚𝑛−1𝑎𝑛−1(mod 𝑘)，所產生的數列〈𝑚𝑛〉 ，0 ≤ 𝑚𝑛 < 𝑘。 



3 
 

(十)𝑈(𝑛,𝑥)： 

在循環節內等間隔為𝑥的項之加總為𝑈(𝑛,𝑥)，𝑈(𝑛,𝑥) = 𝑎𝑛 + 𝑎𝑥+𝑛 +⋯+ 𝑎(𝑡−1)𝑥+𝑛。 

註：以下都探討mod 𝑘後的關係，因此只出現 ≡號的式子會省略掉(mod 𝑘)。並且以下若

無特別說明，則每個符號皆為整數，其中我們設定𝑛 ∈ 𝑁。 

二、參考定理 

(一)同餘性質 

此參考《基礎數論》[3]所述。 

1. 運算中可將模 𝑘 下是以同餘號連接的二數互相代換。 

2. 給定𝑘 ∈ 𝑁，且假設𝑎, b, c ∈ 𝑍， 

若gcd(𝑐, 𝑘) = 1，則𝑎𝑐 ≡ 𝑏𝑐(mod 𝑘) ⟺ 𝑎 ≡ 𝑏(mod 𝑘)。 

3. 給定𝑘 ∈ 𝑁，假設𝑎 ∈ 𝑍，則存在𝑏 ∈ 𝑍滿足𝑎𝑏 ≡ 1(mod 𝑘) ⟺  gcd(𝑎, 𝑘) = 1。 

雖然當 gcd(𝑎, 𝑘) = 1時，有無窮多的整數𝑏會滿足𝑎𝑏 ≡ 1(mod 𝑘)，但是這樣的𝑏在

模𝑘之下是唯一的。 

4. 費馬小定理：若 gcd(𝑎, 𝑘) = 1，則 𝑎𝑘 ≡ 𝑎(mod 𝑘)，或寫成𝑎𝑘−1 ≡ 1(mod 𝑘)。 

(二)特徵多項式 

此參考《台灣高中職數學科教師甄試中的數列和級數問題》[4]所述。 

1. 特徵方程式 

若𝐴𝑔+𝑛 = 𝐶1𝐴𝑔−1+𝑛 + 𝐶2𝐴𝑔−2+𝑛 +⋯+ 𝐶𝑔𝐴𝑛， 

則𝛼𝑔 − 𝐶1𝛼
𝑔−1 − 𝐶2𝛼

𝑔−2…− 𝐶𝑔 = 0為該遞迴關係式的特徵方程式。 

2. 遞迴數列的一般式 

在推廣𝑔階遞迴時，我們只好奇一種較簡潔的形式，因此用不到此處更一般的式子，

這裡就不加贅述。 

(三)級數公式 

1. 等差級數求值：𝛼1 + 𝛼2 +⋯+ 𝛼𝑛 =
(𝛼1+𝛼𝑛)×𝑛

2
。 

2. 等比級數求值：𝛽 + 𝛽𝛼1 + 𝛽𝛼2 +⋯+ 𝛽𝛼𝑛−1 = 𝛽 ×
𝛼𝑛−1

𝛼−1
。 
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3. 福爾哈伯公式： 

此參考《微積分之前奏（或變奏）：高階等差數列的求和》[5]所述。 

∑𝑖𝑝
𝑛

𝑖=1

=
1

𝑝 + 1
∑(−1)𝑗
𝑝

𝑗=0

(
𝑝 + 1
𝑗
)𝐵𝑗𝑛

𝑝+1−𝑗 

其中 (
𝑝 + 1
𝑗
) =

(𝑝 + 1)!

𝑗! (𝑝 + 1 − 𝑗)!
 ，而伯努利數𝐵𝑝+1 = −∑(

𝑝 + 1
𝑗
)

𝑝

𝑗=1

𝐵𝑗，𝐵0 = 1。 

(四)預備定理 

𝑔階遞迴關係式模𝑘後所形成的餘數數列必定會產生循環，即𝐿(𝑘)為有限值。 

【證明】 

我們知道𝑎𝑛 ∈ 𝐸 = {0,1,2, … , 𝑘 − 1}，𝐸為有限集合，故(𝑎𝑛, 𝑎𝑛+1, … 𝑎𝑛+𝑔−1) ∈ 𝐸 × 𝐸 ×. . .× 𝐸，

亦為有限集合，(𝑎𝑛, 𝑎𝑛+1, … 𝑎𝑛+𝑔−1)至多有𝐸𝑔種組合，因此至少在無窮數列〈𝑎𝑛〉的第𝑘𝑔 + 2項

開始會重覆到同一段數值，再由𝑎𝑔+𝑛 ≡ 𝐶1𝑎𝑔−1+𝑛 + 𝐶2𝑎𝑔−2+𝑛 +⋯+ 𝐶𝑔𝑎𝑛(mod 𝑘)產生下一數

字開始循環，只要有同樣的連續𝑔個數就能判斷是否開始循環。 

三、研究方法 

(一) Excel 圖表介紹 

〈𝑎𝑛〉規律不易直接推導，為因應大量地嘗試

進行觀察，我們使用 Excel 研究。右圖為二階遞迴

式的研究表格，上方的滾輪可分別調整

𝑘、𝐴1、𝐴2、𝐶1、𝐶2之值(常數項固定為 0)，藍色

數字為起始值𝐴1、𝐴2，下面的數則依序為 

𝐴3、𝐴4、𝐴5、…。 

〈𝐴𝑛〉右邊的數則為除以𝑘後得到的餘數數列〈𝑎𝑛〉， 

紅色方格為每個循環節的第一項，黃色方格為每個循環節的第二項。 

(二)數值範圍 

由於同一個同餘類經同餘遞迴後，餘數數列相同，因而可縮小觀察範圍為 

0 <數值 < 𝑘。例如𝐶2 = 21、𝐴1 = 31，模𝑘後分別是𝐶2 = 10、𝐴1 = 9，與上圖等價。 

下表以𝐴𝑛+2 = 2𝐴𝑛+1 + 10𝐴𝑛為例 
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伍、 研究過程與結果 

一、探討𝑔階遞迴式產生之餘數數列循環判別法 

(一)一階遞迴式𝐴𝑛+1 = 𝐶1𝐴𝑛產生之〈𝑎𝑛〉 

1.  𝑘為質數且〈𝑎𝑛〉成純循環 

如例：𝑘為質數時，實驗後發現餘數數列都是純循環。 

2. 𝑘為合數且〈𝑎𝑛〉成純循環 

 〈𝑎𝑛〉的循環狀況，跟𝑘、𝐴1、𝐶1的公因數大有關係。以下面三個例子來說： 

例 1：𝑘 = 30，𝐴1 = 8，𝐶1 = 7 

gcd(𝑘，𝐴1) = gcd(30，8) = 2，此時，當𝐶1 = 7時，

gcd(𝑘，𝐶1) = gcd(30，7) = 1，所以𝐴1 × 𝐶1時，就不會

多出𝑘的因數，而使得〈𝑎𝑛〉各項和𝐶1的最大公因數恆為2，

〈𝑎𝑛〉也就成純循環了。 

3. 𝑘為合數且〈𝑎𝑛〉成混循環 

例 2：𝑘 = 30，𝐴1 = 8，𝐶1 = 9 

將𝐶1調整為 9 時，gcd(𝑘，𝐶1) = gcd(30，9) = 3，

當𝐴1 × 𝐶1時，所得到的積與 30 就多出 3 這個公因數，使

得〈𝑎𝑛〉的首項不是 3 的倍數，但第二項以後是 3 的倍數，

因此〈𝑎𝑛〉成混循環了。 
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例 3：𝑘 = 30，𝐴1 = 8，𝐶1 = 18 

而𝐶1 = 18時，雖然gcd(𝑘，𝐴1) = gcd(𝑘，𝐶1) = 2， 

但是gcd(𝑘，𝐴1𝐶1) = 6，造成〈𝑎𝑛〉首項不是 6 的倍數， 

又第二項以後是 6 的倍數，因此〈𝑎𝑛〉亦成混循環。 

我們推測純循環或混循環的關鍵，就在於𝐶1次數增加時，會不會多出其他𝑘的因數。 

(二)二階遞迴式𝐴𝑛+2 = 𝐶1𝐴𝑛+1 + 𝐶2𝐴𝑛產生之〈𝑎𝑛〉 

1.  𝑘為質數且〈𝑎𝑛〉成純循環 

2.  𝑘為合數且〈𝑎𝑛〉成純循環 

以上二例似乎表示循環狀況與gcd(𝑘，𝐶1)無關？ 

右圖gcd(𝑘，𝐶1) = gcd(12，6) ≠ 1，但是〈𝑎𝑛〉成純循環，再來看以下二例。 

3.  𝑘為合數且〈𝑎𝑛〉成混循環 

 

 

 

猜測因為gcd(𝑘，𝐶2) ≠ 1，所以〈𝑎𝑛〉成混循環。 
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(三)𝑔階遞迴的〈𝑎𝑛〉 

透過以上觀察，純循環是一個「雙向」的運算結果，正推或逆推都必須是同一數列。 

 

 

【證明】 

用反證法，假設〈𝑎𝑛〉成混循環，則存在𝑎𝑧是進入循環節前的最後一項，𝑧 ∈ 𝑁， 

則𝑎𝑧+𝑛 ≡ 𝑎𝑧+𝐿(𝑘)+𝑛，𝑛 ∈ 𝑁。𝑎𝑔+𝑧 ≡ 𝐶1𝑎𝑔−1+𝑧 + 𝐶2𝑎𝑔−2+𝑧 +⋯+ 𝐶𝑔𝑎𝑧， 

𝐶𝑔𝑎𝑧 ≡ 𝑎𝑔+𝑧 − 𝐶1𝑎𝑔−1+𝑧 −⋯− 𝐶𝑔−1𝑎1+𝑧 

≡ 𝑎𝑔+𝑧+𝐿(𝑘) − 𝐶1𝑎𝑔−1+𝑧+𝐿(𝑘) −⋯− 𝐶𝑔−1𝑎1+𝑧+𝐿(𝑘) 

≡ 𝐶𝑔𝑎𝑧+𝐿(𝑘)，因gcd(𝐶𝑔，𝑘) = 1，故𝑎𝑧 ≡ 𝑎𝑧+𝐿(𝑘)，又𝑎𝑧+1 ≡ 𝑎𝑧+1+𝐿(𝑘)， 

得知𝑎𝑧就在循環節內，得到矛盾，所以數列每一項都在循環節內，〈𝑎𝑛〉成純循環。 

 

二、一階遞迴式產生之餘數數列〈𝑎𝑛〉關係 

一階遞迴式為𝐴𝑛+1 = 𝐶1𝐴𝑛，其餘數數列關係可寫成𝑎𝑛+1 ≡ 𝐶1𝑎𝑛(mod 𝑘)，由定理1：

若gcd(𝐶1，𝑘) = 1，則〈𝑎𝑛〉成純循環。因此當𝑘為質數時，當然地〈𝑎𝑛〉成純循環，在此僅

研究𝒌為質數，且gcd(𝐶1，𝑘) = 1下餘數數列的關係。 

 

【證明】 

根據費馬小定理，因gcd(𝐶1, 𝑘) = 1，(𝐶1)
𝑘−1 ≡ 1，則𝑎1 ≡ 𝑎1(𝐶1)

𝑘−1， 

故到第𝑘項時數列循環，所以𝐿(𝑘)│𝑘 − 1。 

 

【證明】 

若𝐶1 ≢ 1，數列的一般項𝑎𝑛 ≡ (𝐶1)
𝑛−1𝑎1， 

根據費馬小定理，因gcd(𝐶1, 𝑘) = 1，故(𝐶1)
𝑘−1 ≡ 1， 

前𝑘 − 1項之和𝑎1 + 𝑎2 +⋯+ 𝑎𝑘−1 ≡ 𝑎1 + 𝑎1(𝐶1)
1 +⋯+ 𝑎1(𝐶1)

𝑘−2 

= 𝑎1 ×
(𝐶1)

𝑘−1−1

𝐶1−1
≡ 𝑎1 ×

1−1

𝐶1−1
= 0， 

性質 1：一階遞迴式𝐴𝑛+1 = 𝐶1𝐴𝑛，有𝐿(𝑘)│𝑘 − 1。 

定理 1：𝑔階遞迴式𝐴𝑔+𝑛 = 𝐶1𝐴𝑔−1+𝑛 + 𝐶2𝐴𝑔−2+𝑛 +⋯+ 𝐶𝑔𝐴𝑛， 

若 gcd(𝐶𝑔，𝑘) = 1，則〈𝑎𝑛〉成純循環。 

定理 2：一階遞迴式𝐴𝑛+1 = 𝐶1𝐴𝑛，若 𝐶1 ≢ 1，則𝑎1 +⋯+ 𝑎𝐿(𝑘) ≡ 0。 
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由性質 1 知道𝑎1 + 𝑎2 +⋯+ 𝑎𝑘−1 =
𝑘−1

𝐿(𝑘)
× (𝑎1 +⋯+ 𝑎𝐿(𝑘)) ≡ 0， 

因gcd (
𝑘−1

𝐿(𝑘)
，𝑘) = 1，故𝑎1 +⋯+ 𝑎𝐿(𝑘) ≡ 0，得證。 

附註：若𝐶1 ≡ 1，則𝑎𝑛 ≡ 𝑎1，𝑛 ∈ 𝑁。 

 

三、二階遞迴之循環性質 

(一)循環節內分類的方法 

二階遞迴式為𝐴𝑛+2 = 𝐶1𝐴𝑛+1 + 𝐶2𝐴𝑛，餘數數列的關係可寫成 

𝑎𝑛+2 ≡ 𝐶1𝑎𝑛+1 + 𝐶2𝑎𝑛(mod 𝑘)。同樣地，由定理 1 知道𝑘為質數時，〈𝑎𝑛〉成純循環，之

後將探討𝒌為質數的發現。 

1. 利用𝑚𝑛來探討循環節內存在的「循環」 

二階遞迴關係式以上，對於如此複雜的運算結果，我們試圖以接近一階的方法

來進行探討，若利用相鄰兩數存在一個模𝑘下倍數的關係，想必可以避免展開項式

愈來愈多的趨勢。 

我們定義𝑎𝑠𝑖為循環節中第𝑖個碰到0的項，利用中國剩餘定理可推得〈𝑚𝑛〉定義： 

 

 

 

以下將〈𝑎𝑛〉分為 𝑎𝑛 ≠ 0或存在𝑎𝑛 = 0討論。 

 

 

 

【證明】 

(1) 𝑎𝑛+2 ≡ 𝑚𝑛+1𝑎𝑛+1 ≡ 𝑚𝑛+1𝑚𝑛𝑎𝑛 

𝑎𝑛+2 ≡ 𝐶1𝑎𝑛+1 + 𝐶2𝑎𝑛 ≡ 𝐶1𝑚𝑛𝑎𝑛 + 𝐶2𝑎𝑛 = 𝑎𝑛(𝐶1𝑚𝑛 + 𝐶2) 

𝑚𝑛+1𝑚𝑛𝑎𝑛 ≡ 𝑎𝑛(𝐶1𝑚𝑛 + 𝐶2)，𝑚𝑛+1𝑚𝑛 ≡ 𝐶1𝑚𝑛 + 𝐶2。 

定理 3.1：二階遞迴式𝐴𝑛+2 = 𝐶1𝐴𝑛+1 + 𝐶2𝐴𝑛， 𝑎𝑛 ≠ 0，∀𝑛 ∈ 𝑁。若𝑎𝑛+1 ≡ 𝑚𝑛𝑎𝑛，則存在

最小值𝑥0使得𝑚1、𝑚2、…、𝑚𝑥0與𝑚𝑖𝑥0+1、𝑚𝑖𝑥0+2、…、𝑚(𝑖+1)𝑥0依序相同，

𝑖 ∈ 𝑁。 

〈𝑚𝑛〉定義：二階遞迴式𝐴𝑛+2 = 𝐶1𝐴𝑛+1 + 𝐶2𝐴𝑛，  

則存在唯一的𝑚𝑛使得當𝑛 ≠ 𝑠𝑖、𝑠𝑖 − 1時，𝑎𝑛+1 ≡ 𝑚𝑛𝑎𝑛；當𝑛 = 𝑠𝑖時，𝑎𝑛+1 ≡ 𝑚𝑛−1𝑎𝑛−1 。 
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(2)因0 ≤ 𝑚𝑛 < 𝑘， 𝑚𝑛共𝑘 − 1個可能的值，故在〈𝑎𝑛〉無窮數列中，根據鴿籠原理必可找到

𝑚𝑥0+𝑗 = 𝑚𝑗，𝑥0為最小值。由{
𝑚𝑗𝑚𝑗−1 ≡ 𝐶1𝑚𝑗−1 + 𝐶2                   

𝑚𝑥0+𝑗𝑚𝑥0+𝑗−1 ≡ 𝐶1𝑚𝑥0+𝑗−1 + 𝐶2
，得𝑚𝑥0+𝑗−1 = 𝑚𝑗−1…，依此

類推到𝑚𝑥0+1 = 𝑚1，同理𝑚𝑑𝑥0+𝑛 = 𝑚𝑛，即𝑥0是𝑚𝑛循環的長度，𝑖是𝑚𝑛循環的次數。 

由上知 

 

 

 

 

\ 

 

【證明】 

(1)首先舉出所有𝑎𝑛+2的二個關係式，一個是倍數關係，另一個是遞迴關係式，整理如下所示： 

①𝑠𝑖−1 + 1 ≤ 𝑛 ≤ 𝑠𝑖 − 3(設𝑠0 = 0) 

𝑎𝑛+2 ≡ 𝑚𝑛+1𝑎𝑛+1 ≡ 𝑚𝑛+1𝑚𝑛𝑎𝑛 

𝑎𝑛+2 ≡ 𝐶1𝑎𝑛+1 + 𝐶2𝑎𝑛 ≡ 𝐶1𝑚𝑛𝑎𝑛 + 𝐶2𝑎𝑛 = 𝑎𝑛(𝐶1𝑚𝑛 + 𝐶2) 

𝑚𝑛+1𝑚𝑛 ≡ 𝐶1𝑚𝑛 + 𝐶2。 

②𝑛 = 𝑠𝑖 − 2 

𝑎𝑛+2 = 0，𝑎𝑛+2 ≡ 𝐶1𝑎𝑛+1 + 𝐶2𝑎𝑛 ≡ 𝐶1𝑚𝑛𝑎𝑛 + 𝐶2𝑎𝑛 = 𝑎𝑛(𝐶1𝑚𝑛 + 𝐶2) 

0 ≡ 𝐶1𝑚𝑛 + 𝐶2，𝐶1𝑚𝑛 ≡ −𝐶2 

反推之，得𝑛 = 𝑠𝑖+1 − 2若且惟若𝐶1𝑚𝑛 ≡ −𝐶2。 

③𝑛 = 𝑠𝑖 − 1 

𝑎𝑛+2 ≡ 𝑚𝑛𝑎𝑛，𝑎𝑛+2 ≡ 𝐶1𝑎𝑛+1 + 𝐶2𝑎𝑛 = 𝐶2𝑎𝑛，𝑚𝑛 ≡ 𝐶2。 

④𝑛 = 𝑠𝑖 

𝑎𝑛+2 ≡ 𝑚𝑛+1𝑎𝑛+1，𝑎𝑛+2 ≡ 𝐶1𝑎𝑛+1 + 𝐶2𝑎𝑛 ≡ 𝐶1𝑎𝑛+1，𝑚𝑛+1 ≡ 𝐶1。 

 

定理 3.2：二階遞迴式𝐴𝑛+2 = 𝐶1𝐴𝑛+1 + 𝐶2𝐴𝑛， 𝑎𝑛 = 0, ∀𝑛 = 𝑠𝑖， 

若𝑛 ≠ 𝑠𝑖、𝑠𝑖 − 1，𝑎𝑛+1 ≡ 𝑚𝑛𝑎𝑛；𝑛 = 𝑠𝑖 − 1，𝑎𝑛+2 ≡ 𝑚𝑛𝑎𝑛， 

則存在𝑥的最小值𝑥0使得𝑚1、𝑚2、…、𝑚𝑠1−1、𝑚𝑠1+1、…、𝑚𝑥0  

與𝑚𝑖𝑥0+1、𝑚𝑖𝑥0+2、…、𝑚𝑠𝑖+1−1
、𝑚𝑠𝑖+1+1

、…、𝑚(𝑖+1)𝑥0依序相同，𝑖 ∈ 𝑁。 

則𝑚𝑛+1𝑚𝑛 ≡ 𝐶1𝑚𝑛 + 𝐶2。 

性質 2.1：二階遞迴式𝐴𝑛+2 = 𝐶1𝐴𝑛+1 + 𝐶2𝐴𝑛， 𝑎𝑛 ≠ 0，∀𝑛 ∈ 𝑁， 



10 
 

(2)因為𝐶1𝑚s2−2 ≡ −𝐶2 ≡ 𝐶1𝑚s1−2，𝑚s2−2 ≡ 𝑚s1−2，由{
𝑚s2−2𝑚s2−3 ≡ 𝐶1𝑚s2−3 + 𝐶2
𝑚s1−2𝑚s1−3 ≡ 𝐶1𝑚s1−3 + 𝐶2

，得

𝑚s2−3 = 𝑚s1−3，依此類推到𝑚𝑠2−𝑠1+1 = 𝑚1，令𝑥0 = 𝑠2 − 𝑠1，則𝑚𝑥0+1 = 𝑚1，在𝑠𝑖與𝑠𝑖+1之

間就是一個𝑥0的長度，也就是說一個最小的長度𝑥0之中恰好出現一個值為 0。同理

𝑚1、𝑚2、…、𝑚𝑠1−1、𝑚𝑠1+1、…、𝑚𝑥0與

𝑚𝑖𝑥0+1、𝑚𝑖𝑥0+2、…、𝑚𝑠𝑖+1−1
、𝑚𝑠𝑖+1+1

、…、𝑚(𝑖+1)𝑥0依序相同。我們還得知〈𝑎𝑛〉數列中

為零的項是等間隔出現的，即𝑠𝑖+1 − 𝑠𝑖 = 𝑥0。 

由上知 

 

 

 

 

 

 

 

 

【證明】 

由〈𝑚𝑛〉定義可知， 

𝑎𝑖𝑥0+𝑛 ≡ 𝑚𝑖𝑥0+𝑛−1𝑎𝑖𝑥0+𝑛−1 

≡ 𝑚𝑖𝑥0+𝑛−1𝑚𝑖𝑥0+𝑛−2𝑎𝑖𝑥0+𝑛−2 ≡ ⋯ 

≡ 𝑚𝑖𝑥0+𝑛−1𝑚𝑖𝑥0+𝑛−2…𝑚(𝑖−1)𝑥0+𝑛𝑎(𝑖−1)𝑥0+𝑛 

≡ 𝑚𝑥0𝑚𝑥0−1…𝑚2𝑚1𝑎(−1)𝑥0+𝑛 

令𝑀 ≡ 𝑚𝑥0𝑚𝑥0−1…𝑚2𝑚1，𝑎𝑖𝑥0+𝑛 ≡ 𝑀𝑎(𝑖−1)𝑥0+𝑛，得證。 

 

【證明】 

若𝑥0 ∤ 𝐿(𝑘)，則𝑚𝐿(𝑘)+1 = 𝑚𝑖𝑥0+𝑛，𝑛 ≠ 1。又𝑎𝐿(𝑘)+1 ×𝑚𝐿(𝑘)+1 ≡ 𝑎𝐿(𝑘)+2，𝑎𝐿(𝑘)+1 ≡ 𝑎1，

𝑎𝐿(𝑘)+2 ≡ 𝑎2，則𝑚1 = 𝑚𝐿(𝑘)+1 = 𝑚𝑖𝑥0+𝑛，𝑛 = 1，矛盾。故𝑥0│𝐿(𝑘)，得證。 

性質 3：二階遞迴式𝐴𝑛+2 = 𝐶1𝐴𝑛+1 + 𝐶2𝐴𝑛， 

則存在定值𝑀使得𝑎𝑖𝑥0+𝑛 ≡ 𝑀𝑎(𝑖−1)𝑥0+𝑛，∀𝑖 ∈ 𝑁。 

性質 2.2：二階遞迴式𝐴𝑛+2 = 𝐶1𝐴𝑛+1 + 𝐶2𝐴𝑛，若𝑎𝑛 = 0, ∀𝑛 = 𝑠𝑖，則 

(1)𝑠𝑖−1 + 1 ≤ 𝑛 ≤ 𝑆𝑖 − 3時，𝑚𝑛+1𝑚𝑛 ≡ 𝐶1𝑚𝑛 + 𝐶2 

(2)𝑛 = 𝑆𝑖 − 2時，𝐶1𝑚𝑛 ≡ −𝐶2 

(3)𝑛 = 𝑆𝑖 − 1時，𝑚𝑛 ≡ 𝐶2 

(4)𝑛 = 𝑆𝑖時，𝑚𝑛+1 ≡ 𝐶1。 

 

 

 

性質 4：二階遞迴式𝐴𝑛+2 = 𝐶1𝐴𝑛+1 + 𝐶2𝐴𝑛，有𝑥0│𝐿(𝑘)。 
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【證明】 

設𝐿(𝑘) = 𝑡0𝑥0，由性質 3 可知 𝑎𝑖𝑥0+𝑛 ≡ 𝑀𝑎(𝑖−1)𝑥0+𝑛 ≡ ⋯ ≡ 𝑀𝑡0𝑎(𝑖−𝑡0)𝑥0+𝑛 ≡ 𝑀
𝑡0𝑎𝑖𝑥0−𝐿(𝑘)+𝑛 

= 𝑀𝑡0𝑎𝑖𝑥0+𝑛，𝑀𝑡0 ≡ 1，由於𝐿(𝑘)是最小循環節長度，可知𝑡0為最小值。 

 

【證明】 

𝑎(𝑘−1)𝑥0+𝑛 ≡ 𝑀𝑘−1𝑎𝑛 ≡ 𝑎𝑛(費馬小定理)，𝑡0│𝑘 − 1，𝑡0𝑥0│(𝑘 − 1)𝑥0，𝐿(𝑘)│(𝑘 − 1)𝑥0，得

證。 

𝑚𝑛的性質概念以下圖呈現： 

 (× 𝑴) ×𝑴 ×𝑀𝑡0−3 ×𝑴 ×𝑴 ≡ 𝟏 

(×𝒎𝒙𝟎) 
𝑎1 𝑎𝑥0+1 ... 𝑎(𝑡0−2)𝑥0+1 𝑎(𝑡0−1)𝑥0+1 𝑎1 

×𝒎𝟏 

𝑎2 𝑎𝑥0+2 ... 𝑎(𝑡0−2)𝑥0+2 𝑎(𝑡0−1)𝑥0+2 𝑎2 

×𝒎𝟐 

... 

×𝒎𝒙𝟎−𝟐 

... ... ... ... ... ... 

𝑎𝑥0−1 𝑎2𝑥0−1 ... 𝑎(𝑡0−1)𝑥0−1 𝑎𝑡0𝑥0−1 𝑎𝑥0−1 

×𝒎𝒙𝟎−𝟏 

𝑎𝑥0 𝑎2𝑥0 ... 𝑎(𝑡0−1)𝑥0 𝑎𝑡0𝑥0 = 𝑎𝐿(𝑘) 𝑎𝑥0 ×𝒎𝒙𝟎 

≡ 𝑴 一個循環節𝐿(𝑘)  

在研究時，我們有個發現：上圖中將同一橫列的所有項相加，其和必會是𝑘的倍數，如下圖。 

𝑎1 +𝑎𝑥0+1 … +𝑎(𝑡0−2)𝑥0+1 +𝑎(𝑡0−1)𝑥0+1 ≡ 0 

𝑎2 +𝑎𝑥0+2 ... +𝑎(𝑡0−2)𝑥0+2 +𝑎(𝑡0−1)𝑥0+2 ≡ 0 

... ... ... ... ... ≡ 0 

𝑎𝑥0−1 +𝑎2𝑥0−1 ... +𝑎(𝑡0−1)𝑥0−1 +𝑎𝑡0𝑥0−1 ≡ 0 

𝑎𝑥0 +𝑎2𝑥0  ... +𝑎(𝑡0−1)𝑥0 +𝑎𝐿(𝑘) ≡ 0 

性質 5：二階遞迴式𝐴𝑛+2 = 𝐶1𝐴𝑛+1 + 𝐶2𝐴𝑛，則𝐿(𝑘)│(𝑘 − 1)𝑥0。 

定理 4：二階遞迴式𝐴𝑛+2 = 𝐶1𝐴𝑛+1 + 𝐶2𝐴𝑛， 

若𝐿(𝑘) = 𝑡0𝑥0，則𝑡0為使𝑀𝑡0 ≡ 1成立的最小值。 
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我們提出性質 6，並由性質 3 的相鄰兩行倍數關係解釋此情形。 

 

 

 

【證明】 

設𝐿(𝑘) = 𝑡0𝑥0。若𝑀 ≢ 1，則 

𝑈(𝑛,𝑥0) = 𝑎1 + 𝑎𝑥0+1 +⋯+ 𝑎(𝑡0−1)𝑥0+1 ≡ 𝑎1 +𝑀𝑎1 +⋯+𝑀
𝑡0−1𝑎1 =

𝑎1(𝑀
𝑡0−1)

𝑀−1
≡

𝑎1(1−1)

𝑀−1
= 0， 

同理𝑈(1,𝑥0) ≡ 𝑈(2,𝑥0) ≡ ⋯ ≡ 𝑈(𝑥0,𝑥0) ≡ 0，得證。 

而當𝑀 ≡ 1時，則𝑈(𝑛,𝑥0) = 𝑎𝑛，只有𝑎𝑛 ≡ 0的情況，會發生𝑈(𝑛,𝑥0) = 𝑎𝑛 ≡ 0。 

 

 

 

 

若𝑀 ≢ 1，則𝑈(3,𝑥0) = 𝑎3 + 𝑎𝑥0+3 +⋯++𝑎4𝑥0+3 = 6 + 8 + 7 + 2 + 10 ≡ 0。 

可利用性質 6，若𝑀 ≢ 1，則𝑎1 +⋯+ 𝑎𝐿(𝑘) ≡ 𝑈(1,𝑥0) + 𝑈(2,𝑥0) +⋯+ 𝑈(𝑥0,𝑥0) ≡ 0。這

對最小循環節各項和加總的目標近了一步，但並不能解決𝑀 ≡ 1的情況，接下來會以另一

個面向切入。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

性質 6：二階遞迴式𝐴𝑛+2 = 𝐶1𝐴𝑛+1 + 𝐶2𝐴𝑛， 𝑈(𝑛,𝑥0) = 𝑎𝑛 + 𝑎𝑥0+𝑛 +⋯+ 𝑎(𝑡0−1)𝑥0+𝑛。 

若𝑀 ≢ 1(mod 𝑘)，則𝑈(𝑛,𝑥0) ≡ 0(mod 𝑘)。 

𝑘 = 11，𝐴1 = 5，𝐴2 = 2，𝐶1 = 5，𝐶2 = 8 

𝐴𝑛+2 = 5𝐴𝑛+1 + 8𝐴𝑛 

左圖舉例： 

𝑡0 = 5，𝑥0 = 6，𝑀 ≡ 5 
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四、𝑔階遞迴之循環節加總，𝑘為質數，討論𝑎1 +⋯+ 𝑎𝐿(𝑘) ≡ 0 

 

 

【證明】 

在𝑔階遞迴關係下，𝐴𝑔+𝑛 = 𝐶1𝐴𝑔−1+𝑛 + 𝐶2𝐴𝑔−2+𝑛 +⋯+ 𝐶𝑔𝐴𝑛， 

或寫成𝑎𝑔+𝑛 ≡ 𝐶1𝑎𝑔−1+𝑛 + 𝐶2𝑎𝑔−2+𝑛 +⋯+ 𝐶𝑔𝑎𝑛，我們列出𝐿(𝑘)個關係式並相加， 

{
 
 

 
 

𝑎𝑔+1 ≡ 𝐶1𝑎𝑔 + 𝐶2𝑎𝑔−1 +⋯+ 𝐶𝑔𝑎1                      

𝑎𝑔+2 ≡ 𝐶1𝑎𝑔+1 + 𝐶2𝑎𝑔 +⋯+ 𝐶𝑔𝑎2                      
…

𝑎𝑔+𝐿(𝑘)−1 ≡ 𝐶1𝑎𝑔+𝐿(𝑘)−2 + 𝐶2𝑎𝑔+𝐿(𝑘)−3 +⋯+ 𝐶𝑔𝑎𝐿(𝑘)−1
𝑎𝑔+𝐿(𝑘) ≡ 𝐶1𝑎𝑔+𝐿(𝑘)−1 + 𝐶2𝑎𝑔+𝐿(𝑘)−2 +⋯+ 𝐶𝑔𝑎𝐿(𝑘)

   

𝑎𝑔+1 + 𝑎𝑔+2 +⋯+ 𝑎𝑔+𝐿(𝑘)−2 + 𝑎𝑔+𝐿(𝑘)−1 + 𝑎𝑔+𝐿(𝑘) 

≡ 𝐶1(𝑎𝑔 + 𝑎𝑔+1 +⋯+ 𝑎𝑔+𝐿(𝑘)−2 + 𝑎𝑔+𝐿(𝑘)−1) 

+ 𝐶2(𝑎𝑔−1 + 𝑎𝑔 +⋯+ 𝑎𝑔+𝐿(𝑘)−3 + 𝑎𝑔+𝐿(𝑘)−2) + ⋯+ 𝐶𝑔(𝑎1 + 𝑎2 +⋯+ 𝑎𝐿(𝑘)−1 + 𝑎𝐿(𝑘)) 

𝑎1 +⋯+ 𝑎𝐿(𝑘) ≡ 𝐶1(𝑎1 +⋯+ 𝑎𝐿(𝑘)) + 𝐶2(𝑎1 +⋯+ 𝑎𝐿(𝑘)) + ⋯+ 𝐶𝑔(𝑎1 +⋯+ 𝑎𝐿(𝑘)) 

(𝐶1 + 𝐶2 +⋯+ 𝐶𝑔 − 1) (𝑎1 +⋯+ 𝑎𝐿(𝑘))  ≡ 0， 

因𝑘是質數，故𝐶1 + 𝐶2 +⋯+ 𝐶𝑔 ≡ 1或𝑎1 +⋯+ 𝑎𝐿(𝑘) ≡ 0， 

若𝐶1 + 𝐶2 +⋯+ 𝐶𝑔 ≢ 1，則有𝑎1 +⋯+ 𝑎𝐿(𝑘) ≡ 0，得證。 

 

當𝑎1 +⋯+ 𝑎𝐿(𝑘) ≡ 0時，循環節各項總和性質即成立，所以我們探討 

𝑪𝟏 + 𝑪𝟐 +⋯+ 𝑪𝒈 ≡ 𝟏的情形。 

(一)𝑔 = 1，一階遞迴式𝐴𝑛+1 = 𝐶1𝐴𝑛 

若𝐶1 ≡ 1 ，則𝑎𝑛 = 𝑎1，𝐿(𝑘) = 1，僅當𝑎1 ≡ 0時，會有循環節各項和𝑎1 ≡ 0。 

(二)𝑔 = 2，二階遞迴式𝐴𝑛+2 = 𝐶1𝐴𝑛+1 + 𝐶2𝐴𝑛 

1. 基礎方法 

若𝒎𝟏 ≠ 𝟏，則𝒎𝒏 ≠ 𝟏，因為若𝑚𝑛 = 1(𝑛 > 1)，則𝑎2 = 𝑎𝑛 ≠ 𝑎1，是混循環，矛盾。 

若𝐶1 + 𝐶2 ≡ 1，𝑚1 = 1，則𝑎3 = 𝐶1𝑎2 + 𝐶2𝑎1 ≡ (𝐶1 + 𝐶2)𝑎1 ≡ 𝑎1，𝐿(𝑘) = 1，則

𝑎𝑛 = 𝑎1 = 𝑎2，僅當𝑎1 ≡ 0時，會有循環節各項和𝑎1 + 𝑎2 ≡ 0。 

性質 7：𝑔階遞迴式𝐴𝑔+𝑛 = 𝐶1𝐴𝑔−1+𝑛 + 𝐶2𝐴𝑔−2+𝑛 +⋯+ 𝐶𝑔𝐴𝑛， 

若𝐶1 + 𝐶2 +⋯+ 𝐶𝑔 ≢ 1，則𝑎1 +⋯+ 𝑎𝐿(𝑘) ≡ 0。 

 

性質 6：𝑔階遞迴式𝐴𝑔+𝑛 = 𝐶1𝐴𝑔−1+𝑛 + 𝐶2𝐴𝑔−2+𝑛 +⋯+ 𝐶𝑔𝐴𝑛，若𝐶1 + 𝐶2 +⋯+ 𝐶𝑔 ≡ 1，

則𝑎1 +⋯+ 𝑎𝐿(𝑘) ≡ 0。 
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【證明】 

(1)𝑎𝑛 ≠ 0, ∀𝑛 ∈ 𝑁，𝑚1 ≠ 1 

以性質 2.1，𝑚𝑛+1𝑚𝑛 ≡ 𝐶1𝑚𝑛 + 𝐶2為前提，𝐶1 ≡ 1 − 𝐶2代入整理移項， 

有𝑚𝑛(𝑚𝑛+1 − 1) ≡ −𝐶2(𝑚𝑛 − 1)。將所有1 ≤ 𝑛 ≤ 𝐿(𝑘)的式子都列出來。 

{

𝑚1(𝑚2 − 1) ≡ −𝐶2(𝑚1 − 1)                   
𝑚2(𝑚3 − 1) ≡ −𝐶2(𝑚2 − 1)                   

…
𝑚𝐿(𝑘)(𝑚𝐿(𝑘)+1 − 1) ≡ −𝐶2(𝑚𝐿(𝑘) − 1) 

  

又由費馬小定理(−𝐶2)
𝑘−1 ≡ 1，若𝐶2 ≢ −1，則𝐿(𝑘)｜𝑘 − 1； 

(2) 𝑎𝑛 = 0, ∀𝑛 = 𝑠𝑖，𝑚1 ≠ 1 

以性質 2.2，𝑠𝑖 + 1 ≤ 𝑛 ≤ 𝑠𝑖+1 − 3時，𝑚𝑛+1𝑚𝑛 ≡ 𝐶1𝑚𝑛 + 𝐶2為前提，𝐶1 ≡ 1 − 𝐶2代入 

整理移項，亦有𝑚𝑛(𝑚𝑛+1 − 1) ≡ −𝐶2(𝑚𝑛 − 1)。將所有1 ≤ 𝑛 ≤ 𝐿(𝑘)的式子都列出來。 

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
𝑚1(𝑚2 − 1)             ≡ −𝐶2(𝑚1 − 1)       
𝑚2(𝑚3 − 1)             ≡ −𝐶2(𝑚2 − 1)       

…
𝑚S1−3(𝑚S1−2 − 1) ≡ −𝐶2(𝑚S1−3 − 1)

𝐶1𝑚S1−2                    ≡ −𝐶2                        

𝑚S1−1                         ≡ 𝐶2                            

𝑚S1+1                         ≡ 𝐶1                            

𝑚S1+1(𝑚S1+2 − 1) ≡ −𝐶2(𝑚S1+1 − 1)
…

𝑚𝐿(𝑘)(𝑚𝐿(𝑘)+1 − 1) ≡ −𝐶2(𝑚𝐿(𝑘) − 1)

 

將以上各式相乘，因為𝑚𝑛 − 1 ≠ 0，所以同餘號左右可同除，得

𝑚1𝑚2…𝑚s1−1𝑚s1+1
2… 𝑚𝐿(𝑘)(𝑚s1−2 − 1) ≡ −(−𝐶2)

𝐿(𝑘)−1(𝑚s1+1 − 1) 

𝑚1𝑚2…𝑚s1−1𝑚s1+1… 𝑚𝐿(𝑘)(𝑚s1+1𝑚s1−2 −𝑚s1+1) ≡ −(−𝐶2)
𝐿(𝑘)−1(−𝐶2) 

𝑚1𝑚2…𝑚s1−1𝑚s1+1… 𝑚𝐿(𝑘)(𝐶1𝑚s1−2 − 𝐶1) ≡ −(−𝐶2)
𝐿(𝑘) 

𝑚1𝑚2…𝑚s1−1𝑚s1+1… 𝑚𝐿(𝑘)(−𝐶2 − 𝐶1) ≡ −(−𝐶2)
𝐿(𝑘) 

𝑚1𝑚2…𝑚s1−1𝑚s1+1… 𝑚𝐿(𝑘) ≡ (−𝐶2)
𝐿(𝑘)，1 ≡ (−𝐶2)

𝐿(𝑘)，𝑠𝑖附近都可如此處理。 

由費馬小定理(−𝐶2)
𝑘−1 ≡ 1，若𝐶2 ≢ −1，則𝐿(𝑘)｜𝑘 − 1。由(1)(2)得證。 

性質 8：二階遞迴𝐴𝑛+2 = 𝐶1𝐴𝑛+1 + 𝐶2𝐴𝑛， 

若𝐶1 + 𝐶2 ≡ 1，𝐶2 ≢ −1，𝑎1 ≠ 𝑎2，則(−𝐶2)
𝐿(𝑘) ≡ 1，且𝐿(𝑘)｜𝑘 − 1。 

 

性質 6：二階遞迴𝐴𝑛+2 = 𝐶1𝐴𝑛+1 + 𝐶2𝐴𝑛，𝑘為奇質數， 

若𝐶1 + 𝐶2 ≡ 1，𝐶2 ≢ −1，𝑎1 ≠ 𝑎2，則(−𝐶2)
𝐿(𝑘) ≡ 1，且𝐿(𝑘)｜𝑘 − 1。 

將左列各式相乘，因為𝑚𝑛 − 1 ≠ 0，所以同餘號

左右可同除，得𝑚1𝑚2… 𝑚𝐿(𝑘) ≡ (−𝐶2)
𝐿(𝑘)，

1 ≡ (−𝐶2)
𝐿(𝑘)， 
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若𝐶1 + 𝐶2 ≡ 1，則𝑎𝑛的展開多項式如下： 

𝑎1 ≡ 0 × 𝑎2 + 1 × 𝑎1 

𝑎2 ≡ 1 × 𝑎2 + 0 × 𝑎1 

𝑎3 ≡ (−𝐶2 + 1)𝑎2 + 𝐶2𝑎1 

𝑎4 ≡ (𝐶2
2 − 𝐶2 + 1)𝑎2 + (−𝐶2

2 + 𝐶2)𝑎1 

𝑎5 ≡ (−𝐶2
3 + 𝐶2

2 − 𝐶2 + 1)𝑎2 + (𝐶2
3 − 𝐶2

2 + 𝐶2)𝑎1 

依此類推 

為方便描述𝑎𝑛的一般式，我們將𝑎𝑛的展開多項式記為𝑏𝑛𝑎2 + 𝑑𝑛𝑎1，𝑏𝑛、𝑑𝑛是該項的

係數。藉由觀察連續不同的𝑛值，很容易發現𝑏𝑛、𝑑𝑛各自的關係，我們將這樣一個降階描

述為性質9。 

 

 

 

【證明】 

(1)𝑛 = 2時，𝑏2 = 1 ≡ −𝐶2 × 0 + 1，結論成立。 

假設𝑛 = 𝑝時，結論成立，則𝑛 = 𝑝 + 1時 

𝑏𝑝+1 ≡ 𝐶1𝑏𝑝 + 𝐶2𝑏𝑝−1 

≡ (−𝐶2 + 1)(−𝐶2𝑏𝑛−1 + 1) + 𝐶2𝑏𝑝−1 

= −𝐶2(−𝐶2𝑏𝑝−1 + 1) + (−𝐶2𝑏𝑛−1 + 1) + 𝐶2𝑏𝑝−1 ≡ −𝐶2𝑏𝑝 + 1，結論成立。 

(2)𝑛 = 2時，𝑑2 = 0 ≡ −𝐶2 × 1 + 𝐶2，結論成立。 

假設𝑛 = 𝑝時，結論成立，則𝑛 = 𝑝 + 1時 

𝑑𝑝+1 ≡ (−𝐶2 + 1)𝑑𝑝 + 𝐶2𝑑𝑝−1 

≡ (−𝐶2 + 1)(−𝐶2𝑑𝑛−1 + 𝐶2) + 𝐶2𝑑𝑝−1 

= −𝐶2(−𝐶2𝑑𝑝−1 + 𝐶2) + (−𝐶2𝑑𝑝−1 + 𝐶2) + 𝐶2𝑑𝑝−1 ≡ −𝐶2𝑑𝑝 + 𝐶2，結論成立。 

由(1)(2)與數學歸納法得證。 

 

性質 9：二階遞迴𝐴𝑛+2 = 𝐶1𝐴𝑛+1 + 𝐶2𝐴𝑛， 

若𝐶1 + 𝐶2 ≡ 1，設展開式𝑎𝑛 ≡ 𝑏𝑛𝑎2 + 𝑑𝑛𝑎1， 

則𝑏𝑛 ≡ −𝐶2𝑏𝑛−1 + 1，𝑑𝑛 ≡ −𝐶2𝑑𝑛−1 + 𝐶2，𝑏1 = 0，𝑑1 = 1。 

性質 7：二階遞迴𝐴𝑛+2 = 𝐶1𝐴𝑛+1 + 𝐶2𝐴𝑛，𝑘為奇質數， 

若𝐶1 + 𝐶2 ≡ 1，設展開式𝑎𝑛 ≡ 𝑏𝑛𝑎2 + 𝑑𝑛𝑎1， 

則𝑏𝑛 ≡ −𝐶2𝑏𝑛−1 + 1，𝑑𝑛 ≡ −𝐶2𝑑𝑛−1 + 𝐶2，𝑏1 = 0，𝑑1 = 1。 
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【證明】 

(1) 𝐶2 ≢ −1 

可得出一般式𝑏𝑛 =
−(−𝐶2)

𝑛−1

𝐶2 + 1
+

1

𝐶2 + 1
，𝑑𝑛 =

(−𝐶2)
𝑛−1

𝐶2 + 1
+

𝐶2
𝐶2 + 1

 

𝑎1 +⋯+ 𝑎𝐿(𝑘) 

= (𝑏1 +⋯+ 𝑏𝐿(𝑘))𝑎2 + (𝑑1 +⋯+ 𝑑𝐿(𝑘))𝑎1 

= [
−(−𝐶2)

0

𝐶2 + 1
+ ⋯+

−(−𝐶2)
𝐿(𝑘)−1

𝐶2 + 1
+

𝐿(𝑘)

𝐶2 + 1
] 𝑎2 + [

(−𝐶2)
0

𝐶2 + 1
+⋯+

(−𝐶2)
𝐿(𝑘)−1

𝐶2 + 1
+
𝐶2𝐿(𝑘)

𝐶2 + 1
] 𝑎1 

=
(−𝐶2)

𝐿(𝑘) − 1

𝐶2 + 1
(𝑎2 − 𝑎1) +

𝐿(𝑘)

𝐶2 + 1
(𝑎2 + 𝐶2𝑎1) 

≡
1 − 1

𝐶2 + 1
(𝑎2 − 𝑎1) +

𝐿(𝑘)

𝐶2 + 1
(𝑎2 + 𝐶2𝑎1) ≡

𝐿(𝑘)

𝐶2 + 1
(𝑎2 + 𝐶2𝑎1) 

因為𝐿(𝑘)｜𝑘 − 1，𝐿(𝑘) ∤ 𝑘，所以 
𝐿(𝑘)

𝐶2+1
≢ 0， 

當𝑚1 = −𝐶2時，𝑎1 +⋯+ 𝑎𝐿(𝑘) ≡
𝐿(𝑘)

𝐶2 + 1
(𝑎2 + 𝐶2𝑎1) ≡

𝐿(𝑘)

𝐶2 + 1
(−𝐶2𝑎1 + 𝐶2𝑎1) = 0。 

(2) 𝐶2 ≡ −1，可得出一般式𝑏𝑛 = 𝑛 − 1，𝑑𝑛 = −𝑛 + 2 

①𝑎𝐿(𝑘)+1 = 𝑎1，𝐿(𝑘)𝑎2 + (−𝐿(𝑘) + 1)𝑎1 ≡ 𝑎1，(𝑎2 − 𝑎1)𝐿(𝑘) ≡ 0 

𝑎2 − 𝑎1 ≡ 0或𝐿(𝑘) ≡ 0，𝑚1 = 1 = −𝐶2或𝐿(𝑘) = 𝑘。 

② 𝑚1 ≠ −𝐶2，𝐿(𝑘) = 𝑘 

 𝑎1 +⋯+ 𝑎𝐿(𝑘) ≡ (𝑏1 +⋯+ 𝑏𝐿(𝑘))𝑎2 + (𝑑1 +⋯+ 𝑑𝐿(𝑘))𝑎1 

≡ (0 + 1 +⋯+ 𝐿(𝑘) − 1)𝑎2 + [1 + 0 +⋯+ (−𝐿(𝑘) + 2)]𝑎2 

=
(𝐿(𝑘) − 1)𝐿(𝑘)

2
𝑎2 +

(−𝐿(𝑘) + 3)𝐿(𝑘)

2
𝑎1 

= L(k) [
(𝐿(𝑘)−1)𝑎2+(−𝐿(𝑘)+3)𝑎1

2
] ≡ 0。得證。 

 

 

定理 5：二階遞迴𝐴𝑛+2 = 𝐶1𝐴𝑛+1 + 𝐶2𝐴𝑛，  

定理 5：二階遞迴𝐴𝑛+2 = 𝐶1𝐴𝑛+1 + 𝐶2𝐴𝑛，𝑘為奇質數，  

除了𝐶1 ≡ 2，𝐶2 ≡ −1，且𝑚1 ≢ −𝐶2時，𝑎1 +⋯+ 𝑎𝐿(𝑘) ≡ 0。 

若𝐶1 + 𝐶2 ≡ 1，且𝑚1 ≢ −𝐶2時，則𝑎1 +⋯+ 𝑎𝐿(𝑘) ≢ 0； 

除了𝐶1 ≡ 2，𝐶2 ≡ −1，且𝑚1 ≢ −𝐶2時，𝑎1 +⋯+ 𝑎𝐿(𝑘) ≡ 0。 

 

若𝐶1 + 𝐶2 ≡ 1，且𝑚1 ≢ −𝐶2時，則𝑎1 +⋯+ 𝑎𝐿(𝑘) ≢ 0； 
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2. 由特徵方程式求一般式 

考慮𝐴𝑛+2 = 𝐶1𝐴𝑛+1 + 𝐶2𝐴𝑛的特徵方程式𝑥2 − 𝐶1𝑥 − 𝐶2 = 0，若𝐶1 + 𝐶2 ≡ 1，

求得𝑥的兩根為1、−𝐶2，得設其一般式𝐴𝑛 = 𝑊1 × 1
𝑛 +𝑊2 × (−𝐶2)

𝑛 

= 𝑊1 +𝑊2(−𝐶2)
𝑛，其中𝑊1 =

𝐶2𝐴1+𝐴2

𝐶2+1
，𝑊2 =

𝐴2−𝐴1

𝐶2(𝐶2+1)
，整理後 

𝐴𝑛 =
−𝐶1𝐴1+𝐴2

𝐶2
× (−𝐶2)

𝑛。 

當𝐶1 = 2，𝐶2 = −1時，特徵方程式為𝑥2 − 2𝑥 + 1 = 0，此時方程式重根，其

一般式𝐴𝑛 = (𝑊1 +𝑊2𝑛) × 1
𝑛 = 𝑊1 +𝑊2𝑛，其中𝑊1 = 2𝐴1 − 𝐴2，𝑊2 = −𝐴1 + 𝐴2，

𝐴𝑛就是一個等差數列。利用特徵方程式求一般式也是一個證明定理 5 的方向。 

 

(三)𝑔階遞迴式𝐴𝑔+𝑛 = 𝐶1𝐴𝑔−1+𝑛 + 𝐶2𝐴𝑔−2+𝑛 +⋯+ 𝐶𝑔𝐴𝑛 

在一、二階遞迴中，其特徵方程式重根時都有特殊的情形發生，考慮𝐴𝑔+𝑛 = 𝐶1𝐴𝑔−1+𝑛 +

𝐶2𝐴𝑔−2+𝑛 +⋯+ 𝐶𝑔𝐴𝑛的特徵方程式，𝛼𝑔 − 𝐶1𝛼
𝑔−1 − 𝐶2𝛼

𝑔−2…− 𝐶𝑔 = 0，首先我們知道若𝛼至

少有一根是 1 時，則𝐶1 + 𝐶2 +⋯+ 𝐶𝑔 ≡ 1。因此我們好奇𝑔階的特徵方程式𝑔重根時

(𝛼 − 1)𝑔 = 0，循環節各項之和是否為𝑘的倍數？ 

 

 

 

【證明】 

根據參考資料[4]，𝐴𝑛 = (𝑊1 +𝑊2𝑛 +⋯+𝑊𝑔𝑛
𝑔) × 1𝑛 = 𝑊1 +𝑊2𝑛 +⋯+𝑊𝑔𝑛

𝑔，其中𝑊1、

𝑊2、...、𝑊𝑔是常數。 

1. 因為起始值不相同，𝐿(𝑘) ≠ 1 

𝐴𝑘+𝑛 = 𝑊1 +𝑊2(𝑘 + 𝑛) + ⋯+𝑊𝑔(𝑘 + 𝑛)
𝑔 ≡ 𝑊1 +𝑊2𝑛 +⋯+𝑊𝑔𝑛

𝑔 = 𝐴𝑛， 

𝑎𝑘+𝑛 = 𝑎𝑛，𝐿(𝑘) = 𝑘。 

2. 𝑎1 +⋯+ 𝑎𝐿(𝑘) 

≡ (1 +⋯+ 1)𝑊1 + (1 +⋯+ 𝐿(𝑘))𝑊2 + (1
2 +⋯+ 𝐿(𝑘)2)𝑊3 +⋯ 

性質 10：𝑔階遞迴𝐴𝑔+𝑛 = 𝐶1𝐴𝑔−1+𝑛 + 𝐶2𝐴𝑔−2+𝑛 +⋯+ 𝐶𝑔𝐴𝑛，𝑘 > 𝑔 + 1，𝑘也不是伯努利

數𝐵1, … , 𝐵𝑔分母的因數，起始值不相同，且其特徵方程式的根都是 1，則

𝑎1 +⋯+ 𝑎𝐿(𝑘) ≡ 0。 

 

性質 8：𝑔階遞迴𝐴𝑔+𝑛 = 𝐶1𝐴𝑔−1+𝑛 + 𝐶2𝐴𝑔−2+𝑛 +⋯+ 𝐶𝑔𝐴𝑛，若𝑘為質數，𝑘 > 𝑔 + 1，𝑘也

不是伯努利數分母的因數，起始值不相同，且其特徵方程式的根都是 1，則𝑎1 +⋯+ 𝑎𝐿(𝑘) ≡

0。 
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+(1𝑔 −1 +⋯+ 𝐿(𝑘)𝑔−1)𝑊𝐿(𝑘)−1 + (1
𝑔 +⋯+ 𝐿(𝑘)𝑔)𝑊𝐿(𝑘) 

≡ (1 +⋯+ 1)𝑊1 + (1 +⋯+ 𝑘)𝑊2 + (1
2 +⋯+ 𝑘2)𝑊3 +⋯ 

+(1𝑔 −1 +⋯+ 𝑘𝑔−1)𝑊𝑘−1 + (1
𝑔 +⋯+ 𝑘𝑔)𝑊𝑘 

≡ 𝑘𝑊1 +
𝑘(𝑘 + 1)

2
+
𝑘(𝑘 + 1)(2𝑘 + 1)

6
𝑊3 +⋯ 

根據福爾哈伯公式[5]，已知𝑘 > 𝑔 + 1，𝑘也不是伯努利數𝐵1, … , 𝐵𝑔分母的因數，我們可以將

上式寫為𝑎1 +⋯+ 𝑎𝐿(𝑘) ≡ 𝑘 × 𝜔 ≡ 0，得證。 

 

五、𝑘為質數時，二階遞迴之橫列數字和 

回到二階遞迴，性質 6 有告訴我們：若𝑀 ≢ 1，則𝑈(𝑛,𝑥0) = 𝑎𝑛 + 𝑎𝑥0+𝑛 +⋯+

𝑎(𝑡0−1)𝑥0+𝑛 ≡ 0。我們在利用 Excel 將最小循環節分段尋找𝑥0時，因為當時我們不清楚定

理 3、4 以及性質 3、4、5、6，常常𝑥 ≠ 𝑥0，直到我們從「對齊 0」、「對齊𝑚𝑛」才得到相

鄰二行具有倍數關係𝑀。因此我們在提出性質 6 時也有注意到，當𝑥 ≠ 𝑥0時，𝑈(𝑛,𝑥) = 𝑎𝑛 +

𝑎𝑥+𝑛 +⋯+ 𝑎(𝑡−1)𝑥+𝑛 ≡ 0也會發生，我們開始研究更一般的𝑈(𝑛,𝑥) ≡ 0。 

 

 

【證明】 

ℎ｜𝑡0 ⇒
𝐿(𝑘)

𝑡0
｜

𝐿(𝑘)

ℎ
⇒ 𝑎1、𝑎ℎ𝑥0+1、𝑎2ℎ𝑥0+1、…、𝑎(𝑡0−ℎ)𝑥0+1均在第一橫列 

則𝑎1 ×𝑀
ℎ ≡ 𝑎ℎ𝑥0+1，𝑎ℎ𝑥0+1 ×𝑀

ℎ ≡ 𝑎2ℎ𝑥0+1，...𝑎(𝑡0−2ℎ)𝑥0+1 ×𝑀
ℎ ≡ 𝑎(𝑡0−ℎ)𝑥0+1 

𝑈(1,ℎ𝑥0) = 𝑎1 × (1 +𝑀
ℎ +𝑀2ℎ +⋯+𝑀(𝑡0−ℎ)) = 𝑎1 ×

𝑀𝑡0 − 1

𝑀ℎ − 1
 

根據定理 4，𝑀𝑡0 − 1 ≡ 0，又ℎ < 𝑡0 ⇒ 𝑀ℎ − 1 ≢ 0 

故
𝑀𝑡0−1

𝑀ℎ−1
≡ 0，𝑈(1,ℎ𝑥0) = 𝑎1 ×

𝑀𝑡0−1

𝑀ℎ−1
≡ 0，同理可證𝑈(𝑛,ℎ𝑥0) ≡ 0，得證。 

 

 

 

 

性質 11：二階遞迴𝐴𝑛+2 = 𝐶1𝐴𝑛+1 + 𝐶2𝐴𝑛，若𝑀 ≢ 1，ℎ｜𝑡0且ℎ ≠ 𝑡0， 

則𝑈(𝑛,ℎ𝑥0) = 𝑎𝑛 + 𝑎ℎ𝑥0+𝑛 + 𝑎2ℎ𝑥0+𝑛 +⋯+ 𝑎(𝑡0−ℎ)𝑥0+𝑛 ≡ 0。 

 

性質 9：二階遞迴𝐴𝑛+2 = 𝐶1𝐴𝑛+1 + 𝐶2𝐴𝑛，𝑘為質數， 

若𝑀 ≢ 1，ℎ｜𝑡0且ℎ ≠ 𝑡0，則𝑈(𝑛,ℎ𝑥0) = 𝑎𝑛 + 𝑎ℎ𝑥0+𝑛 + 𝑎2ℎ𝑥0+𝑛 +⋯+ 𝑎(𝑡0−ℎ)𝑥0+𝑛 ≡ 0。 
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如下圖，此圖是𝑘 = 7，𝐴1 = 2，𝐴2 = 3，𝐶1 = 10，𝐶2 = 9， 

最小循環節分 𝑡0 行，𝑡0 = 6，𝑥0 = 8，3｜𝑡0， 

則𝑈(1,3𝑥0) = 𝑎1 + 𝑎3𝑥0+1 = 𝑎1 + 𝑎25 = 2 + 5 ≡ 0。 

𝑈(9,3𝑥0) = 𝑎9 + 𝑎3𝑥0+9 = 𝑎9 + 𝑎33 = 3 + 4 ≡ 0 

𝑈(17,3𝑥0) = 𝑎3 + 𝑎3𝑥0+3 = 𝑎17 + 𝑎41 = 1 + 6 ≡ 0 

 

 

 

 

 

 

 

我們針對2ℎ = 𝑡0提出逆敘述。 

 

 

【證明】 

𝑎𝑛 + 𝑎ℎ𝑥0+𝑛 ≡ 0，𝑎𝑛 +𝑀
ℎ𝑎𝑛 ≡ 0，𝑀ℎ ≡ −1，𝑀2ℎ ≡ 1 ≡ 𝑀𝑡0  

因ℎ為最小正整數使得𝑀2ℎ ≡ 1，𝑡0為最小正整數使得𝑀𝑡0 ≡ 1，得ℎ =
𝑡0

2
，得證。 

 

 

 

 

 

性質 12：二階遞迴𝐴𝑛+2 = 𝐶1𝐴𝑛+1 + 𝐶2𝐴𝑛，𝑘為質數， 

若𝑀 ≢ 1，𝑈(𝑛,ℎ𝑥0) = 𝑎𝑛 + 𝑎ℎ𝑥0+𝑛 ≡ 0，ℎ為最小正整數，則ℎ =
𝑡0

2
。 

 

性質 10：二階遞迴𝐴𝑛+2 = 𝐶1𝐴𝑛+1 + 𝐶2𝐴𝑛，𝑘為質數， 

若𝑀 ≢ 1，𝑈(𝑛,ℎ𝑥0) = 𝑎𝑛 + 𝑎ℎ𝑥0+𝑛 ≡ 0，ℎ為最小正整數，則ℎ =
𝑡0

2
。 
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【證明】 

令lcm[𝑥, 𝑥0] = ℎ𝑥0，則ℎ｜𝑡0 

𝑈(𝑛,𝑥) = 𝑎1 + 𝑎𝑥0+1 +⋯+ 𝑎(𝑡−1)𝑥0+1 

= (𝑎1 + 𝑎ℎ𝑥0+1 +⋯+ 𝑎(𝑡0−ℎ)𝑥0+1) + (𝑎𝑥+1 + 𝑎𝑥+1+ℎ𝑥0 +⋯+ 𝑎𝑥+1+(𝑡0−ℎ)𝑥0) + ⋯ 

+(𝑎𝑥(ℎ−1)+1 + 𝑎𝑥(ℎ−1)+1+ℎ𝑥0 +⋯+ 𝑎𝑥(ℎ−1)+1+(𝑡0−ℎ)𝑥0) 

≡ 𝑈(1,ℎ𝑥0) + 𝑈(𝑥+1,ℎ𝑥0) +⋯+ 𝑈(𝑥(ℎ−1)+1,ℎ𝑥0) 

根據性質 11：𝑈(𝑛,ℎ𝑥0) ≡ 0，故𝑈(𝑛,𝑥) ≡ 0，得證。 

 

 

此圖是𝑘 = 7，𝐴1 = 1，𝐴2 = 6，𝐶1 = 4，𝐶2 = 2，最小循環節分𝑥行，𝑥0 = 8，給定𝑥 = 4，

則𝑈(3,𝑥) = 𝑎1 + 𝑎5 +⋯+ 𝑎(12−1)4+1 ≡ 0。 

 

  

定理 6：二階遞迴𝐴𝑛+2 = 𝐶1𝐴𝑛+1 + 𝐶2𝐴𝑛，𝑘為質數， 

若lcm[𝑥, 𝑥0]｜L(𝑘)，且lcm[𝑥, 𝑥0] ≠ 𝐿(𝑘)， 

則𝑈(𝑛,𝑥) = 𝑎𝑛 + 𝑎𝑥+𝑛 +⋯+ 𝑎(𝑡−1)𝑥+𝑛 ≡ 0 

 

定理 6：二階遞迴𝐴𝑛+2 = 𝐶1𝐴𝑛+1 + 𝐶2𝐴𝑛，𝑘為質數， 

若lcm[𝑥, 𝑥0]｜L(𝑘)，且lcm[𝑥, 𝑥0] ≠ 𝐿(𝑘)，則𝑈(𝑛,𝑥) = 𝑎𝑛 + 𝑎𝑥+𝑛 +⋯+ 𝑎(𝑡−1)𝑥+𝑛 ≡ 0 
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六、二階遞迴之計算最小循環節長度 

我們的目標是要更快地計算出最小循環節長度，經實驗發現改變起始值並不會改變

𝐿(𝑘)，我們從𝑎𝑛的展開多項式開始探討，欲移除起始值對最小循環節長度的影響。 

 

  

【證明】 

用數學歸納法證明𝐶1𝑏𝑛 + 𝑑𝑛 = 𝑏𝑛+1 

1.  𝑛 = 1時，𝐶1𝑏1 + 𝑑1 = 𝐶1 × 0 + 1 = 1 = 𝑏2，結論成立。 

𝑛 = 2時，𝐶1𝑏2 + 𝑑2 = 𝐶1 × 1 + 0 = 𝐶1 = 𝑏3，結論成立。 

2.假設  𝑛 = 𝑝時，𝐶1𝑏𝑝 + 𝑑𝑝 = 𝑏𝑝+1及𝑛 = 𝑝 + 1時，𝐶1𝑏𝑝+1 + 𝑑𝑝+1 = 𝑏𝑝+2同時成立。 

則𝑛 = 𝑝 + 2時， 

𝐶1𝑏𝑝+2 + 𝑑𝑝+2 

= 𝐶1(𝐶1𝑏𝑝+1 + 𝐶2𝑏𝑝) + (𝐶1𝑑𝑝+1 + 𝐶2𝑑𝑝) 

= 𝐶1(𝐶1𝑏𝑝+1 + 𝑑𝑝+1) + 𝐶2(𝐶1𝑏𝑝 + 𝑑𝑝) 

= 𝐶1𝑏𝑝+2 + 𝐶2𝑏𝑝+1 = 𝑏𝑝+3，結論成立，由數學歸納法得證。 

𝑏𝑛+1 = 𝐶1𝑏𝑛 + 𝑑𝑛，又𝑏𝑛+1 = 𝐶1𝑏𝑛 + 𝐶2𝑏𝑛−1，得𝐶2𝑏𝑛−1 = 𝑑𝑛。 

 

此為𝑎𝑛展開多項式對照： 

𝒂𝟏 ≡ 𝟎 × 𝑎2 + 𝟏 × 𝑎1 

𝒂𝟐 ≡ 𝟏 × 𝑎2 + 𝟎 × 𝑎1 

𝒂𝟑 ≡ 𝑪𝟏𝑎2 + 𝑪𝟐 × 𝑎1 

𝒂𝟒 ≡ (𝑪𝟏
𝟐 + 𝑪𝟐)𝑎2 + 𝑪𝟏𝑪𝟐𝑎1 

𝒂𝟓 ≡ (𝑪𝟏
𝟑 + 𝟐𝑪𝟏𝑪𝟐)𝑎2 + (𝑪𝟏

𝟐𝑪𝟐 + 𝑪𝟐
𝟐)𝑎1 

𝒂𝟔 ≡ (𝑪𝟏
𝟒 + 𝟑𝑪𝟏

𝟐𝑪𝟐 + 𝑪𝟐
𝟐)𝑎2 + (𝑪𝟏

𝟑𝑪𝟐 + 𝟐𝑪𝟏𝑪𝟐
𝟐)𝑎1 

𝒂𝟕 ≡ (𝑪𝟏
𝟓 + 𝟒𝑪𝟏

𝟑𝑪𝟐 + 𝟑𝑪𝟏𝑪𝟐
𝟐)𝑎2 + (𝑪𝟏

𝟒𝑪𝟐 + 𝟑𝑪𝟏
𝟐𝑪𝟐

𝟐 + 𝑪𝟐
𝟑)𝑎1 

依此類推 

性質 13：二階遞迴𝐴𝑛+2 = 𝐶1𝐴𝑛+1 + 𝐶2𝐴𝑛，𝑘為質數，設𝑎𝑛 ≡ 𝑏𝑛𝑎2 + 𝑑𝑛𝑎1， 

性質 11：二階遞迴𝐴𝑛+2 = 𝐶1𝐴𝑛+1 + 𝐶2𝐴𝑛，𝑘為質數，設𝑎𝑛 ≡ 𝑏𝑛𝑎2 + 𝑑𝑛𝑎1， 

則𝐶1𝑏𝑛 + 𝑑𝑛 = 𝑏𝑛+1；𝐶2𝑏𝑛 = 𝑑𝑛+1，𝑏1 = 0，𝑑1 = 1。 

 

 

 

則𝐶1𝑏𝑛 + 𝑑𝑛 = 𝑏𝑛+1；𝐶2𝑏𝑛 = 𝑑𝑛+1，𝑏1 = 0，𝑑1 = 1。 
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【證明】 

1. 𝑎𝑛 ≠ 0 

(1)我們先證明：𝑚1(𝑏𝑥0+2−𝑛𝑚𝑛 + 𝑑𝑥0+2−𝑛) ≡ 𝑏𝑥0+3−𝑛𝑚𝑛 + 𝑑𝑥0+3−𝑛------①，1 ≤ 𝑛 ≤ 𝑥0 + 1 

利用性質2.1，𝑚𝑛+1𝑚𝑛 ≡ 𝐶1𝑚𝑛 + 𝐶2作數學歸納法 

① 𝑛 = 𝑥0 + 1時 

𝑚1(𝑏1𝑚𝑥0+1 + 𝑑1) 

= 𝑚1(0 × 𝑚𝑥0+1 + 1) = 𝑚1 = 𝑚𝑥0+1 = 1 ×𝑚𝑥0+1 + 0 = 𝑏2𝑚𝑥0+1 + 𝑑2，①式成立。 

②假設𝑛 = 𝑝時，𝑚1(𝑏𝑥0+2−𝑝𝑚𝑝 + 𝑑𝑥0+2−𝑝) ≡ 𝑏𝑥0+3−𝑝𝑚𝑝 + 𝑑𝑥0+3−𝑝，①式成立。 

則𝑛 = 𝑝 − 1時 

𝑚𝑝−1𝑚1(𝑏𝑥0+2−𝑝𝑚𝑝 + 𝑑𝑥0+2−𝑝) ≡ 𝑚𝑝−1(𝑏𝑥0+3−𝑝𝑚𝑝+𝑑𝑥0+3−𝑝) 

𝑚1(𝑏𝑥0+2−𝑝𝑚𝑝𝑚𝑝−1 + 𝑑𝑥0+2−𝑝𝑚𝑝−1) ≡ (𝑏𝑥0+3−𝑝𝑚𝑝𝑚𝑝−1+𝑑𝑥0+3−𝑝𝑚𝑝−1) 

𝑚1[𝑏𝑥0+2−𝑝(𝐶1𝑚𝑝−1 + 𝐶2) + 𝑑𝑥0+2−𝑝𝑚𝑝−1] ≡ [𝑏𝑥0+3−𝑝(𝐶1𝑚𝑝−1 + 𝐶2) + 𝑑𝑥0+3−𝑝𝑚𝑝−1] 

𝑚1[(𝐶1𝑏𝑥0+2−𝑝 + 𝑑𝑥0+2−𝑝)𝑚𝑝−1 + 𝐶2𝑏𝑥0+2−𝑝)] ≡ [(𝐶1𝑏𝑥0+3−𝑝 + 𝑑𝑥0+3−𝑝)𝑚𝑝−1 + 𝐶2𝑏𝑥0+3−𝑝] 

性質 13 整理得𝑚1[𝑏𝑥0+3−𝑝𝑚𝑝−1 + 𝑑𝑥0+3−𝑝)] ≡ 𝑏𝑥0+4−𝑝𝑚𝑝−1 + 𝐶2𝑑𝑥0+4−𝑝，①式成立。 

(2) 𝑛 = 1代入①式，𝑚1(𝑏𝑥0+1𝑚1 + 𝑑𝑥0+1) ≡ 𝑏𝑥0+2𝑚1 + 𝑑𝑥0+2 

𝑏𝑥0+1 𝑚1
2 + (𝑑𝑥0+1 − 𝑏𝑥0+2)𝑚1 − 𝑑𝑥0+2 ≡ 0，以性質 13 整理 

𝑏𝑥0+1 𝑚1
2 + (−𝐶1𝑏𝑥0+1) − 𝐶2𝑏𝑥0+1 ≡ 0 

𝑏𝑥0+1 (𝑚1
2 − 𝐶1𝑚1 − 𝐶2) ≡ 0， 

若𝑚1
2 − 𝐶1𝑚1 − 𝐶2 ≢ 0，則𝑏𝑥0+1 ≡ 0。 

附註：當𝑚1
2 − 𝐶1𝑚1 − 𝐶2 ≡ 0時，可寫成𝑚1 ×𝑚1 ≡ 𝐶1𝑚1 + 𝐶2，與性質 2.1 比較，可得

𝑚1 = 𝑚2 = 𝑚𝑛，𝑎𝑛 ≡ (𝑚1)
𝑛，𝑎1 ≡ 𝑎𝐿(𝑘)+1 ≡ (𝑚1)

𝐿(𝑘)𝑎1，(𝑚1)
𝐿(𝑘) ≡ 1。 

2. 𝑎𝑛 = 0, ∀𝑛 = 𝑠𝑖，同理可證。 

 

 

性質 14：二階遞迴𝐴𝑛+2 = 𝐶1𝐴𝑛+1 + 𝐶2𝐴𝑛，𝑘為質數，設𝑎𝑛 ≡ 𝑏𝑛𝑎2 + 𝑑𝑛𝑎1， 

性質 12：二階遞迴𝐴𝑛+2 = 𝐶1𝐴𝑛+1 + 𝐶2𝐴𝑛，𝑘為質數，設𝑎𝑛 ≡ 𝑏𝑛𝑎2 + 𝑑𝑛𝑎1， 

若𝑚1
2 − 𝐶1𝑚1 − 𝐶2 ≢ 0，則𝑏𝑥0+1 ≡ 0。 

 

若𝑎2
2 − 𝐶1𝑎2 − 𝐶2 ≢ 0，則𝑏𝑥0+1 ≡ 0。 
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【證明】 

1. 因為性質 14：若𝑚1
2 − 𝐶1𝑚1 − 𝐶2 ≢ 0，則𝑏𝑥0+1 ≡ 0，所以存在最小正整數𝑞滿足𝑏𝑞+1 ≡ 0，

𝑞│𝑥0。 

根據性質 3 及定理 4，我們定義：𝑀𝑏為二階遞迴式𝑏𝑛+2 = 𝐶1𝑏𝑛+1 + 𝐶2𝑏𝑛的𝑀值，𝑡𝑏為使

𝑀𝑏
𝑡𝑏 ≡ 1成立的最小值。 

根據性質 13，由𝑏1 = 0可得𝑏2 = 1，則𝑏𝑞+2 ≡ 𝑀𝑏𝑏2 = 𝑀𝑏 ≡ 𝐶2𝑏𝑞。 

2. 欲證 𝑎𝑞+𝑛 ≡ 𝐶2𝑏𝑞𝑎𝑛 

(1)根據性質 13， 

當𝑛 = 1時，𝑎𝑞+1 ≡ 𝑏𝑞+1𝑎2 + 𝑑𝑞+1𝑎1 ≡ 𝑑𝑞+1𝑎1 ≡ 𝐶2𝑏𝑞𝑎1成立 

當𝑛 = 2時，𝑎𝑞+2 ≡ 𝑏𝑞+2𝑎2 + 𝑑𝑞+2𝑎1 ≡ 𝑏𝑞+2𝑎2 + 𝐶2𝑏𝑞+1𝑎1 ≡ 𝑏𝑞+2𝑎2 

≡ (𝐶1𝑏𝑞+1 + 𝐶2𝑏𝑞)𝑎2 ≡ 𝐶2𝑏𝑞𝑎2成立 

(2)設𝑛 = 𝑝時，𝑎𝑞+𝑝 ≡ 𝐶2𝑏𝑞𝑎𝑝成立；𝑛 = 𝑝 + 1時，𝑎𝑞+𝑝+1 ≡ 𝐶2𝑏𝑞𝑎𝑝+1亦成立 

則𝑛 = 𝑝 + 2時，𝑎𝑞+𝑝+2 ≡ 𝐶1𝑎𝑞+𝑝+1 + 𝐶2𝑎𝑞+𝑝 ≡ 𝐶1𝐶2𝑏𝑞𝑎𝑝+1 + 𝐶2 ∙ 𝐶2𝑏𝑞𝑎𝑝 

≡ 𝐶2𝑏𝑞(𝐶1𝑎𝑝+1 + 𝐶2𝑎𝑝) ≡ 𝐶2𝑏𝑞𝑎𝑝+2成立 

由數學歸納法得知，𝑎𝑞+𝑛 ≡ 𝐶2𝑏𝑞𝑎𝑛成立。 

3. 根據性質 3，𝑎𝑥0+𝑛 ≡ 𝑀𝑎𝑛，根據 2. 之結論，𝑥0│𝑞。又𝑞│𝑥0，故𝑞 = 𝑥0。 

帶入 2. 之結果，則𝐶2𝑏𝑞𝑎𝑛 ≡ 𝑎𝑥0+𝑛 ≡ 𝑀𝑎𝑛 ⇒ 𝑀 ≡ 𝐶2𝑏𝑞 = 𝑀𝑏 

4. 根據定理 4，𝑡0為使𝑀𝑡0 ≡ 1成立的最小值；又𝑡𝑏為使𝑀𝑏
𝑡𝑏 ≡ 1成立的最小值，故𝑡0 = 𝑡𝑏。 

5. 𝐿(𝑘, 𝐶1, 𝐶2, 𝐴1, 𝐴2) = 𝑥0𝑡0 = 𝑡𝑏𝑞 = 𝐿(𝑘, 𝐶1, 𝐶2, 0,1)，得證𝐿(𝑘, 𝐶1, 𝐶2, 𝐴1, 𝐴2) = 𝐿(𝑘, 𝐶1, 𝐶2, 0,1)。 

 

 

 

 

 

定理 7：二階遞迴式𝐴𝑛+2 = 𝐶1𝐴𝑛+1 + 𝐶2𝐴𝑛，𝑘為質數，若𝑚1
2 − 𝐶1𝑚1 − 𝐶2 ≢ 0， 

則𝐿(𝑘, 𝐶1, 𝐶2, 𝐴1, 𝐴2) = 𝐿(𝑘, 𝐶1, 𝐶2, 0,1)。 
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步驟： 

1. 找到最小正整數𝑞滿足𝑏𝑞+1 ≡ 0，這部分需要較複雜計算。 

𝒙𝟎 1 2 3 4 5 

𝒃𝒙𝟎+𝟏 1 𝑪𝟏 𝑪𝟏
𝟐 + 𝑪𝟐 𝑪𝟏

𝟑 + 𝟐𝑪𝟏𝑪𝟐 𝑪𝟏
𝟒 + 𝟑𝑪𝟏

𝟐𝑪𝟐 + 𝑪𝟐
𝟐 

其中因為𝑏𝑞+1 ≡ 0，故𝑥0 ≠ 1,2，否則與定義矛盾。 

2. 當找到𝑥0時，也能知道𝑀𝑏 ≡ 𝑑𝑞+1 = 𝐶2𝑏𝑞。 

3. 透過定理 4：𝑡𝑏為使𝑀𝑏
𝑡𝑏 ≡ 1(mod 𝑘)成立的最小值，可藉由試驗𝑘 − 1的因數得到 𝑡𝑏。 

4. 因為𝐿(𝑘, 𝐶1, 𝐶2, 𝐴1, 𝐴2) = 𝐿(𝑘, 𝐶1, 𝐶2, 0,1) = 𝑡𝑏𝑞，所以得到了𝐿(𝑘)。 

5. 從性質 11：若𝑀 ≢ 1，𝑈(𝑛,ℎ𝑥0) = 𝑎𝑛 + 𝑎ℎ𝑥0+𝑛 ≡ 0，ℎ為最小正整數，則ℎ =
𝑡0

2
。可

知只要𝑎1 + 𝑎ℎ𝑥0+1 ≡ 𝑎2 + 𝑎ℎ𝑥0+2 ≡ 0，則ℎ𝑥0 =
𝐿(𝑘)

2
。若我們已算出最小循環節前

一半，利用性質 11 可以減少後一半的計算。 

 

其實𝐿(𝑘) = 𝑡𝑏𝑞，𝑏𝑞+1 ≡ 0，(𝐶2𝑏𝑞)
𝑡𝑏 ≡ 1(mod 𝑘)，其中並沒有用到𝐴1、𝐴2的條件，也就是說： 

性質 15：二階遞迴下，𝑘為質數，若固定𝐶1、𝐶2、𝑘，𝑚1
2 − 𝐶1𝑚1 − 𝐶2 ≢ 0， 

則不論𝐴1、𝐴2為何，𝐿(𝑘)的數值恆定。 

。 

 

 

 

二階遞迴𝐴𝑛+2 = 𝐶1𝐴𝑛+1 + 𝐶2𝐴𝑛，𝑘為質數，給定質數𝑘、𝐴1、𝐴2、𝐶1、𝐶2計算𝐿(𝑘) 

，尋找𝐿(𝑘)的簡化方法： 
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陸、討論 

一、費波那契數列之𝐿(𝑘) 

限定𝑘為質數，𝐴1 = 1、𝐴2 = 1、𝐶1 = 1、𝐶2 = 1，列表如右 

以下個別計算： 

1. 𝑘 = 2 

𝑥0 = 3，𝑀 ≡ 1，11 ≡ 1(mod 2)，𝐿(2) = 1 × 3 = 3 

2. 𝑘 = 3 

𝑥0 = 4，𝑀 ≡ 2，22 ≡ 1(mod 3)，𝐿(3) = 2 × 4 = 8 

3. 𝑘 = 5 

𝑥0 = 5，𝑀 ≡ 3，34 ≡ 1(mod 5)，𝐿(5) = 4 × 5 = 20 

4. 𝑘 = 7 

𝑥0 = 8，𝑀 ≡ 6，62 ≡ 1(mod 7)，𝐿(7) = 2 × 8 = 16 

5. 𝑘 = 11 

𝑥0 = 10，𝑀 ≡ 1，11 ≡ 1(mod 11)，𝐿(11) = 1 × 10 = 10 

6. 𝑘 = 13 

𝑥0 = 7，𝑀 ≡ 8，84 ≡ 1(mod 13)，𝐿(13) = 4 × 7 = 28 

7. 𝑘 = 17 

𝑥0 = 9，𝑀 ≡ 4，44 ≡ 1(mod 17)，𝐿(17) = 4 × 9 = 36 

 

這裡很剛好地𝑎𝑆1 = 𝑎𝑥0，〈𝑎𝑛〉從首項數起碰到零時為一個𝑥0；費氏數列對於合數的𝐿(𝑘)也許

可以根據質數的結果計算出來。 

 

 

 

 

 

𝑥0 𝑏𝑥0+1 𝑑𝑥0+1 𝒌 

1 1 0  

2 1 1  

3 2 1 2 

4 3 2 3 

5 5 3 5 

6 8 5  

7 13 8 13 

8 21 13 7 

9 34 21 17 

10 55 34 11 

11 89 55  

12 144 89  

13 233 144  

14 377 233  

15 610 377  

16 987 610  
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二、二階遞迴𝐴𝑛+2 = 𝐶1𝐴𝑛+1 + 𝐶2𝐴𝑛，𝑘為質數，𝑥的特殊性質 

定理 6 還有部份尚未解決： 

若lcm[𝑥, 𝑥0] = L(𝑘)，則𝑈(𝑛,𝑥) = 𝑎1 + 𝑎𝑥+1 +⋯+ 𝑎(𝑡−1)𝑥+1 ≡ 0？ 

如下圖第一個例子：𝑘 = 13，𝑎1 = 1，𝑎2 = 8，𝐶1 = 9，𝐶2 = 1，𝑥0 = 7： 

𝑎1至𝑎7排序 𝑎8至𝑎14排序 𝑎15至𝑎21排序 𝑎22至𝑎28排序 橫列數字和 

1 8 12 5 26 

8 12 5 1 26 

8 12 5 1 26 

2 3 11 10 26 

0 0 0 0 0 

2 3 11 10 26 

5 1 8 12 26 

如下圖第二個例子：𝑘 = 13，𝑎1 = 1，𝑎2 = 8，𝐶1 = 9，𝐶2 = 1，𝑥 = 4： 

𝑎1至𝑎4排序 𝑎5至𝑎8排序 … … … … 𝑎25至𝑎28排序 橫列數字和 

1 0 12 3 5 8 10 39 

8 2 12 1 11 5 0 39 

8 5 3 12 0 1 10 39 

2 8 0 5 11 1 12 39 

設𝑘 = 13，𝑎1 = 1，𝑎2 = 8，𝐶1 = 9，𝐶2 = 1，則𝐿(𝑘) = 28，上圖是照𝑥0 = 7的排法，下

圖是以𝑥 = 4的排法，這是我們未來該繼續努力的地方。 
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柒、結論 

一、𝑔階遞迴關係產生之餘數數列〈𝑎𝑛〉循環判別 

若𝐠𝐜𝐝(𝑪𝒈，𝒌) = 𝟏，則〈𝒂𝒏〉成純循環。 

若𝑘為質數，我們有以下發現： 

二、一階遞迴式產生之餘數數列〈𝑎𝑛〉關係 

 (一)長度特性：𝐿(𝑘)│𝑘 − 1。 

三、二階遞迴之循環性質  

(一)倍數𝑀：存在最小值𝒙𝟎使得𝒂𝒊𝒙𝟎+𝒏 ≡ 𝑴𝒂(𝒊−𝟏)𝒙𝟎+𝒏，∀𝒊 ∈ 𝑵，其中𝑴為定值。 

(二) 𝐿(𝑘) = 𝑡0𝑥0：若𝐿(𝑘) = 𝑡0𝑥0，則𝑡為使𝑀𝑡0 ≡ 1(mod 𝑘)成立的最小值。 

(三)長度特性：𝐿(𝑘)│(𝑘 − 1)𝑥0 

四、𝑔階遞迴之循環節加總 

𝑪𝟏 + 𝑪𝟐 +⋯+ 𝑪𝒈 ≢ 𝟏時， 𝒂𝟏 +⋯+ 𝒂𝑳(𝒌) ≡ 𝟎。 

(一)一階：𝑪𝟏 ≡ 𝟏時，𝑳(𝒌) = 𝟏。 

(二)二階：𝑪𝟏 + 𝑪𝟐 ≡ 𝟏，𝒎𝟏 ≠ −𝑪𝟐時，𝒂𝟏 +⋯+ 𝒂𝑳(𝒌) ≢ 𝟎；除了𝑪𝟏 ≡ 𝟐，𝑪𝟐 ≡ −𝟏， 

且𝒎𝟏 ≠ −𝑪𝟐時，𝒂𝟏 +⋯+ 𝒂𝑳(𝒌) ≡ 𝟎。 

(三) 𝒈階：若 𝒌 > 𝒈 + 𝟏，𝒌也不是伯努利數𝑩𝟏、…𝑩𝒈分母的因數，起始值不相同，且其

特徵方程式的根都是 1，則𝒂𝟏 +⋯+ 𝒂𝑳(𝒌) ≡ 𝟎。 

五、二階遞迴之橫列數字和 

若𝐥𝐜𝐦[𝒙, 𝒙𝟎]｜𝐋(𝒌)，且𝐥𝐜𝐦[𝒙, 𝒙𝟎] ≠ 𝑳(𝒌)，則𝑼(𝒏,𝒙) = 𝒂𝟏 + 𝒂𝒙+𝟏 +⋯+ 𝒂(𝒕−𝟏)𝒙+𝟏 ≡ 𝟎。 

六、二階遞迴之計算循環節長度 

(一)計算 𝐿(𝑘)： 

1. 若𝒎𝟏
𝟐 − 𝑪𝟏𝒎𝟏 − 𝑪𝟐 ≢ 𝟎，則𝑳(𝒌) = 𝒕𝒃𝒒，最小正整數𝒒滿足𝒃𝒒+𝟏 ≡ 𝟎， 

(𝑪𝟐𝒃𝒒)
𝒕𝒃 ≡ 𝟏(𝐦𝐨𝐝 𝒌)。 

2. 若𝑚1
2 − 𝐶1𝑚1 − 𝐶2 ≡ 0，則𝐿(𝑘)為使𝑚1

𝐿(𝑘) ≡ 1(mod 𝑘)成立的最小值。 

3. 若𝑀 ≢ 1，𝑎1 + 𝑎ℎ𝑥0+1 ≡ 𝑎2 + 𝑎ℎ𝑥0+2 ≡ 0，則ℎ𝑥0 =
𝐿(𝑘)

2
。 
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(二)𝐴1、𝐴2與𝐿(𝑘)： 

固定𝑪𝟏、𝑪𝟐、𝒌，𝒎𝟏
𝟐 − 𝑪𝟏𝒎𝟏 − 𝑪𝟐 ≢ 𝟎，則不論𝑨𝟏、𝑨𝟐為何，𝑳(𝒌)的數值恆定。 

捌、參考資料及其他 

一、周恢潁、莊詠如。費氏數列的性質。高雄市立高雄女中。取自： 

https://www.shs.edu.tw/works/essay/2012/04/2012040310055218.pdf 

二、List of periods for F (mod m)。The period of F(mod m) for 1 < m < 2002。取自：  

http://webspace.ship.edu/msrenault/fibonacci/fiblist.htm 

三、李華介。基礎數論。國立台灣師範大學數學系。取自： 

http://math.ntnu.edu.tw/~li/ent-html/ 

四、張福春。台灣高中職數學科教師甄試中的數列和級數問題。取自： 

https://ndltd.ncl.edu.tw/cgi-bin/gs32/gsweb.cgi/login?o=dnclcdr&s=id=%22104NSYS5507007%22.&searchmode=basic 

五、林開亮。微積分之前奏（或變奏）：高階等差數列的求和。數學傳播。取自： 

https://w3.math.sinica.edu.tw/mathmedia/HTMLarticle18.jsp?mID=41107  

六、DISTRIBUTION OF THE FIBONACCI NUMBERS MODULO 3。取自： 

https://www.mathstat.dal.ca/FQ/Papers1/43-1/paper43-1-3.pdf 

七、FibonacciSequence。取自： 

http://oz.nthu.edu.tw/~u9721201/penguin2/math/article/FibonacciSequence.pdf 

八、FIBONACCI SEQUENCE MODULO m. 。取自： 

http://citeseerx.ist.psu.edu/viewdoc/download?doi=10.1.1.390.1661&rep=rep1&type=pdf 

九、FibModK。取自： 

http://www.math.toronto.edu/mccann/assignments/199S/FibModK.pdf 

https://www.shs.edu.tw/works/essay/2012/04/2012040310055218.pdf
http://webspace.ship.edu/msrenault/fibonacci/fiblist.htm
http://math.ntnu.edu.tw/~li/ent-html/
https://ndltd.ncl.edu.tw/cgi-bin/gs32/gsweb.cgi/login?o=dnclcdr&s=id=%22104NSYS5507007%22.&searchmode=basic
https://w3.math.sinica.edu.tw/mathmedia/HTMLarticle18.jsp?mID=41107
https://www.mathstat.dal.ca/FQ/Papers1/43-1/paper43-1-3.pdf
http://oz.nthu.edu.tw/~u9721201/penguin2/math/article/FibonacciSequence.pdf
http://citeseerx.ist.psu.edu/viewdoc/download?doi=10.1.1.390.1661&rep=rep1&type=pdf
http://www.math.toronto.edu/mccann/assignments/199S/FibModK.pdf
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【證明】

若𝐶1 ≢ 1，數列的一般項𝑎𝑛 ≡ 𝐶1
𝑛−1𝑎1，根據費馬小定理，因gcd 𝐶1, 𝑘 = 1，故 𝐶1

𝑘−1 ≡ 1，

前𝑘 − 1項之和𝑎1 + 𝑎2 + ⋯+ 𝑎𝑘−1 ≡ 𝑎1 + 𝑎1 𝐶1
1 + ⋯+ 𝑎1 𝐶1

𝑘−2 = 𝑎1 ×
𝐶1

𝑘−1−1

𝐶1−1
≡ 𝑎1 ×

1−1

𝐶1−1
= 0，

由性質1知道𝑎1 + 𝑎2 + ⋯+ 𝑎𝑘−1 =
𝑘−1

𝐿 𝑘
× 𝑎1 + ⋯+ 𝑎𝐿 𝑘 ≡ 0，因gcd

𝑘−1

𝐿 𝑘
，𝑘 = 1，故𝑎1 + ⋯+ 𝑎𝐿 𝑘 ≡ 0，得證。

而若𝐶1 ≡ 1，則𝑎𝑛 = 𝑎1，𝑛 ∈ 𝑁。

肆、研究內容
一、探討𝑔階遞迴式產生之餘數數列循環判別法

摘要
由遞迴關係式產生的數列各項除以正整數𝑘後，會產生一個循環的餘數數列，本研究主要探討其最小循環節性質。我們先得到𝑔階遞

迴數列的循環狀況，在特殊情況下，餘數數列會成純循環。
若將最小循環節各項加總起來，除特殊狀況外，其和皆是𝑘的倍數。在二階遞迴數列中，由於最小循環節必能分成數個每段項數相等

的數列，將其依序排成有序的形式後，相鄰二行會具有倍數關係，在某些排法中橫列數字和必為𝑘的倍數。我們還得到簡化計算循環節長
度的過程，並且知道若餘數數列非等比數列模𝑘後的形式時，則起始值對最小循環節長度無影響。

二、一階遞迴式產生之餘數數列 𝑎𝑛 關係

性質1：一階遞迴式𝐴𝑛+1 = 𝐶1𝐴𝑛，有𝐿 𝑘 │𝑘 − 1。

定理2：一階遞迴式𝐴𝑛+1 = 𝐶1𝐴𝑛，若 𝐶1 ≢ 1，則𝑎1 + ⋯+ 𝑎𝐿 𝑘 ≡ 0。

壹、研究動機
關於費波那契數列，參考資料[1]闡述任意「連

續幾項」之和會是「某數」的倍數，參考資料[2]列
出此數列除以「正整數」的「餘數週期」，或稱皮薩
諾週期。令我們驚訝的是，這二組數值對應相等，若
限定除數是質數，我們想探討其最小循環節在遞迴關
係下，是否都具有各項和為除數之倍數性質。

例：

貳、研究目的
一、探討𝑔階遞迴式產生之餘數數列循環判別法
二、探討一階遞迴式之最小循環節關係
三、建立二階遞迴式之循環性質

四、推廣𝑔階遞迴式之循環節加總是否為除數的倍數
五、探討二階遞迴式之橫列數字和是否為除數的倍數
六、簡化計算二階遞迴式之最小循環節長度

定理1：𝑔階遞迴式𝐴𝑔+𝑛 = 𝐶1𝐴𝑔−1+𝑛 + 𝐶2𝐴𝑔−2+𝑛 + ⋯+ 𝐶𝑔𝐴𝑛，若gcd 𝐶𝑔，𝑘 = 1 ，則 𝑎𝑛 成純循環。

【證明】

用反證法，假設 𝑎𝑛 成混循環，則存在𝑎𝑧是進入循環節前的最後一項，𝑧 ∈ 𝑁，則𝑎𝑧+𝑛 = 𝑎𝑧+𝐿 𝑘 +𝑛，𝑛 ∈ 𝑁。

𝑎𝑔+𝑧 ≡ 𝐶1𝑎𝑔−1+𝑧 + 𝐶2𝑎𝑔−2+𝑧 + ⋯+ 𝐶𝑔𝑎𝑧，

𝐶𝑔𝑎𝑧 ≡ 𝑎𝑔+𝑧 − 𝐶1𝑎𝑔−1+𝑧 − ⋯− 𝐶𝑔−1𝑎1+𝑧

≡ 𝑎𝑔+𝑧+𝐿 𝑘 − 𝐶1𝑎𝑔−1+𝑧+𝐿 𝑘 − ⋯− 𝐶𝑔−1𝑎1+𝑧+𝐿 𝑘 ≡ 𝐶𝑔𝑎𝑧+𝐿(𝑘)，

因gcd 𝐶𝑔，𝑘 = 1，故𝑎𝑧 = 𝑎𝑧+𝐿 𝑘 ，又𝑎𝑧+1 ≡ 𝑎𝑧+1+𝐿 𝑘 ，得知𝑎𝑧就在循環節內，故矛盾，所以數列每一項都在循環節內， 𝑎𝑛 成純循環。

三、二階遞迴之循環性質

𝑚𝑛 定義：若𝑘為質數，則存在唯一的𝑚𝑛使得當𝑛 ≠ 𝑠𝑖、𝑠𝑖 − 1時，𝑎𝑛+1 ≡ 𝑚𝑛𝑎𝑛；當𝑛 = 𝑠𝑖時，𝑎𝑛+1 ≡ 𝑚𝑛−1𝑎𝑛−1。

定理3.1：二階遞迴式𝐴𝑛+2 = 𝐶1𝐴𝑛+1 + 𝐶2𝐴𝑛， 𝑎𝑛 ≠ 0，∀𝑛 ∈ 𝑁。
有最小值𝑥0使得𝑚1、𝑚2、…、𝑚𝑥0

與𝑚𝑖𝑥0+1、𝑚𝑖𝑥0+2、…、𝑚(𝑖+1)𝑥0
依序相同，𝑖 ∈ 𝑁。

【證明】
1. 𝑎𝑛+2 ≡ 𝑚𝑛+1𝑎𝑛+1 ≡ 𝑚𝑛+1𝑚𝑛𝑎𝑛，𝑎𝑛+2 ≡ 𝐶1𝑎𝑛+1 + 𝐶2𝑎𝑛 ≡ 𝐶1𝑚𝑛𝑎𝑛 + 𝐶2𝑎𝑛 = 𝑎𝑛(𝐶1𝑚𝑛 + 𝐶2)

𝑚𝑛+1𝑚𝑛𝑎𝑛 ≡ 𝑎𝑛(𝐶1𝑚𝑛 + 𝐶2)，𝑚𝑛+1𝑚𝑛 ≡ 𝐶1𝑚𝑛 + 𝐶2。
2.因0 ≤ 𝑚𝑛 < 𝑘， 𝑚𝑛共𝑘 − 1個可能的值，故在 𝑎𝑛 無窮數列中，根據鴿籠原理必可找到𝑚𝑥0+𝑗 = 𝑚𝑗，𝑥0為最小值。

由 
𝑚𝑗𝑚𝑗−1 ≡ 𝐶1𝑚𝑗−1 + 𝐶2

𝑚𝑥0+𝑗𝑚𝑥0+𝑗−1 ≡ 𝐶1𝑚𝑥0+𝑗−1 + 𝐶2
，得𝑚𝑥0+𝑗−1 = 𝑚𝑗−1 …，依此類推到𝑚𝑥0+1 = 𝑚1，

同理𝑚𝑖𝑥0+𝑛 = 𝑚𝑛，即𝑥0是𝑚𝑛循環的長度，𝑖是𝑚𝑛循環的次數。

性質2.1：二階遞迴式𝐴𝑛+2 = 𝐶1𝐴𝑛+1 + 𝐶2𝐴𝑛， 𝑎𝑛 ≠ 0，∀𝑛 ∈ 𝑁，則𝑚𝑛+1𝑚𝑛 ≡ 𝐶1𝑚𝑛 + 𝐶2。

參、研究過程及方法
一、名詞解釋

(一) 𝐴𝑛 ：給定起始值𝐴1、𝐴2、…、𝐴𝑔、係數𝐶1、𝐶2、…、𝐶𝑔，以上皆為整數，以𝑔階遞迴關係式

𝐴𝑔+𝑛 = 𝐶1𝐴𝑔−1+𝑛 + 𝐶2𝐴𝑔−2+𝑛 + ⋯+ 𝐶𝑔𝐴𝑛(𝑪𝒈 ≢ 𝟎)，𝑛 ∈ 𝑁，產生無窮數列 𝐴𝑛 。

(二) 𝑎𝑛 ：將 𝐴𝑛 各項除以一正整數𝑘所得餘數依序形成之新數列，表示為𝑎1、𝑎2、…、𝑎𝑛，0 ≤ 𝑎𝑛 < 𝑘。

其中𝑎𝑔+𝑛 ≡ 𝐶1𝑎𝑔−1+𝑛 + 𝐶2𝑎𝑔−2+𝑛 + ⋯+ 𝐶𝑔𝑎𝑛(mod 𝑘)。

(三) 𝑠𝑖 ：取 𝑎𝑛 數列中值為零的項並依序排列，第𝑖個為零的項是𝑎𝑠𝑖
，即

𝑎𝑠1 = 𝑎𝑠2 = ⋯ = 𝑎𝑠𝑖
= 0，𝑖 ∈ 𝑁。將符合上述條件之𝑠𝑖依序排列，形成數列 𝑠𝑖 。

(四)循環節：一數列中，某段數值不斷在數列中出現,並且相鄰兩次之間無其他數值出現，

則該段數值稱為此數列的循環節。

(五)𝐿(𝑘)：函數𝐿 𝑘, 𝑎1, 𝑎2 , … 𝑎𝑔, 𝐶1, 𝐶2, … 𝐶𝑔 的縮寫，表示𝑔階餘數數列的最小循環節長度。

在𝑛足夠大時，𝑎𝑛 ≡ 𝑎𝑛+𝐿 𝑘 mod 𝑘 。

(六)𝐿(𝑘) = 𝑡𝑥：若將最小循環節依序分成𝑡段，每段𝑥個數值，則𝐿(𝑘) = 𝑡𝑥，𝑥 ∈ 𝑁，𝑡 ∈ 𝑁。

(七)純循環與混循環：若𝑎𝑛 ≡ 𝑎𝐿 𝑘 +𝑛(mod 𝑘)，∀𝑛 ∈ 𝑁皆成立，則此數列為純循環；反之，為混循環。

(八) 𝑚𝑛 ：利用中國剩餘定理定義，若𝑘為質數，(1)當𝑛 ≠ 𝑠𝑖、𝑠𝑖 − 1時，𝑎𝑛+1 ≡ 𝑚𝑛𝑎𝑛 mod 𝑘 ；

(2)當𝑛 = 𝑠𝑖 − 1時，𝑎𝑛+1 ≡ 𝑚𝑛−1𝑎𝑛−1 mod 𝑘 ，所產生的數列 𝑚𝑛 ，0 ≤ 𝑚𝑛 < 𝑘。

(九)𝑈(𝑛,𝑥)：在循環節內等間隔為𝑥的項之加總為𝑈(𝑛,𝑥)，𝑈(𝑛,𝑥) = 𝑎𝑛 + 𝑎𝑥+𝑛 + ⋯+ 𝑎 𝑡−1 𝑥+𝑛。

註(2)：以下若無特別說明，則每個符號
皆代表整數，其中我們設定𝑛 ∈ 𝑁

𝒈階遞迴關係式模𝒌後所形成的餘數數列必定會產生循環，即𝑳(𝒌)為有限值。

【證明】

我們知道𝑎𝑛 ∈ 𝐸 = {0,1,2, … , 𝑘 − 1}，𝐸為有限集合，故 𝑎𝑛, 𝑎𝑛+1, … 𝑎𝑛+𝑔−1 ∈ 𝐸 × 𝐸 ×. . .× 𝐸，亦為有限集合， 𝑎𝑛, 𝑎𝑛+1, … 𝑎𝑛+𝑔−1 至多有

𝑘𝑔種組合，因此至少在無窮數列 𝑎𝑛 的第𝑘𝑔 + 2項開始會重覆到同一段數值，再由𝑎𝑔+𝑛 ≡ 𝐶1𝑎𝑔−1+𝑛 + 𝐶2𝑎𝑔−2+𝑛 + ⋯+ 𝐶𝑔𝑎𝑛產生下一數字

開始循環，只要有同樣的連續𝒈個數就能判斷是否開始循環。

二、預備定理

註(1)：以下都探討mod 𝑘後的關係，
因此只出現 ≡的式子會省略掉(mod 𝑘)

以下研究 𝒌為質數
，餘數數列的關係



定理4：二階遞迴下，𝑘為質數，若𝐿 𝑘 = 𝑡0𝑥0，則𝑡0為使𝑀𝑡0 ≡ 1成立的最小值。

【證明】
設𝐿 𝑘 = 𝑡0𝑥0，性質3：𝑎𝑖𝑥0+𝑛 ≡ 𝑀𝑎 𝑖−1 𝑥0+𝑛 ≡ ⋯ ≡ 𝑀𝑡0 𝑎 𝑖−𝑡0 𝑥0+𝑛 ≡ 𝑀𝑡0 𝑎𝑖𝑥0−𝐿 𝑘 +𝑛 = 𝑀𝑡0𝑎𝑖𝑥0+𝑛。故𝑀𝑡0 ≡ 1，由於𝐿 𝑘 是最小循環節長度，可知𝑡0為最小值。

若𝐶1 + 𝐶2 ≡ 1，則𝑎𝑛的展開多項式如下，觀察後整理出了性質9。(數學歸納法)

a1 ≡ 0 × a2 + 1 × a1

a2 ≡ 1 × a2 + 0 × a1

a3 ≡ (−C2 + 1)a2 + C2a1

a4 ≡ (C2
2 − C2 + 1)a2 + (−C2

2 + C2)a1

a5 ≡ (−C2
3 + C2

2 − C2 + 1)a2 + (C2
3 − C2

2 + C2)a1依此類推。

定理5 ：二階遞迴𝐴𝑛+2 = 𝐶1𝐴𝑛+1 + 𝐶2𝐴𝑛，且𝑚1 ≠ −𝐶2時， 𝑎1 + ⋯+ 𝑎𝐿 𝑘 ≢ 0；除了 𝐶1 ≡ 2，𝐶2 ≡ −1，且𝑚1 ≠ −𝐶2時， 𝑎1 + ⋯+ 𝑎𝐿 𝑘 ≡ 0。

性質5：二階遞迴式𝐴𝑛+2 = 𝐶1𝐴𝑛+1 + 𝐶2𝐴𝑛，則𝐿(𝑘)│ 𝑘 − 1 𝑥0。

性質6：二階遞迴式𝐴𝑛+2 = 𝐶1𝐴𝑛+1 + 𝐶2𝐴𝑛，
若𝑀 ≢ 1，則𝑈(𝑛,𝑥0) = 𝑎𝑛 + 𝑎𝑥0+𝑛 + ⋯+ 𝑎 𝑡0−1 𝑥0+𝑛 ≡ 0。

四、𝑔階遞迴之循環節加總，𝑘為質數，討論𝑎1 + ⋯+ 𝑎𝐿 𝑘 ≡ 0

性質7：𝑔階遞迴式𝐴𝑔+𝑛 = 𝐶1𝐴𝑔−1+𝑛 + 𝐶2𝐴𝑔−2+𝑛 + ⋯+ 𝐶𝑔𝐴𝑛，若𝐶1 + 𝐶2 + ⋯+ 𝐶𝑔 ≢ 1，則𝑎1 + ⋯+ 𝑎𝐿 𝑘 ≡ 0。

性質8：二階遞迴𝐴𝑛+2 = 𝐶1𝐴𝑛+1 + 𝐶2𝐴𝑛，若𝐶1 + 𝐶2 ≡ 1，𝐶2 ≢ −1，𝑎1 ≠ 𝑎2，

則 −𝐶2
𝐿 𝑘 ≡ 1，且𝐿 𝑘 ｜𝑘 − 1。

性質9：二階遞迴𝐴𝑛+2 = 𝐶1𝐴𝑛+1 + 𝐶2𝐴𝑛，若𝐶1 + 𝐶2 ≡ 1，

設展開式𝑎𝑛 ≡ 𝑏𝑛𝑎2 + 𝑑𝑛𝑎1，則𝑏𝑛 ≡ −𝐶2𝑏𝑛−1 + 1，

𝑑𝑛 ≡ −𝐶2𝑑𝑛−1 + 𝐶2，𝑏1 = 0，𝑑1 = 1。

【證明】
(1) 𝐶2 ≢ −1

可得出一般式𝑏𝑛 =
−(−𝐶2)

𝑛−1

𝐶2 + 1
+

1

𝐶2 + 1
，𝑑𝑛 =

(−𝐶2)
𝑛−1

𝐶2 + 1
+

𝐶2

𝐶2 + 1
𝑎1 + ⋯+ 𝑎𝐿 𝑘

= 𝑏1 + ⋯+ 𝑏𝐿 𝑘 𝑎2 + 𝑑1 + ⋯+ 𝑑𝐿 𝑘 𝑎1

=
− −𝐶2

0

𝐶2 + 1
+ ⋯+

− −𝐶2
𝐿 𝑘 −1

𝐶2 + 1
+

𝐿 𝑘

𝐶2 + 1
𝑎2 +

−𝐶2
0

𝐶2 + 1
+ ⋯+

−𝐶2
𝐿 𝑘 −1

𝐶2 + 1
+

𝐶2𝐿 𝑘

𝐶2 + 1
𝑎1

=
−𝐶2

𝐿 𝑘 − 1

𝐶2 + 1
𝑎2 − 𝑎1 +

𝐿 𝑘

𝐶2 + 1
𝑎2 + 𝐶2𝑎1

≡
1 − 1

𝐶2 + 1
𝑎2 − 𝑎1 +

𝐿 𝑘

𝐶2 + 1
𝑎2 + 𝐶2𝑎1 ≡

𝐿 𝑘

𝐶2 + 1
𝑎2 + 𝐶2𝑎1

因為𝐿 𝑘 ｜𝑘 − 1，𝐿 𝑘 ∤ 𝑘，所以
𝐿 𝑘

𝐶2+1
≢ 0，

當𝑚1 = −𝐶2時，𝑎1 + ⋯+ 𝑎𝐿 𝑘 ≡
𝐿 𝑘

𝐶2 + 1
𝑎2 + 𝐶2𝑎1 ≡

𝐿 𝑘

𝐶2 + 1
−𝐶2𝑎1 + 𝐶2𝑎1 = 0。

(2) 𝐶2 ≡ −1，可得出一般式𝑏𝑛 = 𝑛 − 1，𝑑𝑛 = −𝑛 + 2

①𝑎𝐿 𝑘 +1 = 𝑎1，𝐿 𝑘 𝑎2 + (−𝐿 𝑘 + 1)𝑎1 ≡ 𝑎1，(𝑎2 − 𝑎1)𝐿 𝑘 ≡ 0

𝑎2 − 𝑎1 ≡ 0或𝐿 𝑘 ≡ 0，𝑚1 = 1 = −𝐶2或𝐿 𝑘 = 𝑘。

②𝑚1 ≠ −𝐶2，𝐿 𝑘 = 𝑘

𝑎1 + ⋯+ 𝑎𝐿 𝑘 ≡ 𝑏1 + ⋯+ 𝑏𝐿 𝑘 𝑎2 + 𝑑1 + ⋯+ 𝑑𝐿 𝑘 𝑎1

≡ 0 + 1 + ⋯+ 𝐿 𝑘 − 1 𝑎2 + 1 + 0 + ⋯+ −𝐿 𝑘 + 2 𝑎2

=
𝐿 𝑘 − 1 𝐿 𝑘

2
𝑎2 +

−𝐿 𝑘 + 3 𝐿 𝑘

2
𝑎1

= L(k)
𝐿 𝑘 −1 𝑎2+ −𝐿 𝑘 +3 𝑎1

2
≡ 0。得證。

性質10：𝑔階遞迴𝐴𝑔+𝑛 = 𝐶1𝐴𝑔−1+𝑛 + 𝐶2𝐴𝑔−2+𝑛 + ⋯+ 𝐶𝑔𝐴𝑛，𝑘 > 𝑔 + 1，𝑘也不是伯努利數𝐵1, … , 𝐵𝑔分母的因數，起始值不相同，且其特徵方程式的根都是1，

則𝑎1 + ⋯+ 𝑎𝐿 𝑘 ≡ 0。

五、𝑘為質數時，二階遞迴之橫列數字和

性質11：二階遞迴𝐴𝑛+2 = 𝐶1𝐴𝑛+1 + 𝐶2𝐴𝑛，若𝑀 ≢ 1，ℎ｜𝑡0且ℎ ≠ 𝑡0，則𝑈(𝑛,ℎ𝑥0) = 𝑎𝑛 + 𝑎ℎ𝑥0+𝑛 + 𝑎2ℎ𝑥0+𝑛 + ⋯+ 𝑎 𝑡0−ℎ 𝑥0+𝑛 ≡ 0。

性質12：二階遞迴𝐴𝑛+2 = 𝐶1𝐴𝑛+1 + 𝐶2𝐴𝑛，若𝑎1 + 𝑎𝑥+1 ≡ 𝑎2 + 𝑎𝑥+2 ≡ 0， 𝑥為最小正整數，則𝐿(𝑘) = 2𝑥。
。
定理6：二階遞迴𝐴𝑛+2 = 𝐶1𝐴𝑛+1 + 𝐶2𝐴𝑛，若lcm 𝑥, 𝑥0 ｜L 𝑘 ，且lcm 𝑥, 𝑥0 ≠ 𝐿 𝑘 ，則𝑈 𝑛,𝑥 = 𝑎𝑛 + 𝑎𝑥+𝑛 + ⋯+ 𝑎 𝑡−1 𝑥+𝑛 ≡ 0。

【證明】
令lcm 𝑥, 𝑥0 = ℎ𝑥0，則ℎ｜𝑡0
𝑈 𝑛,𝑥 = 𝑎𝑛 + 𝑎𝑥+𝑛 + ⋯+ 𝑎 𝑡−1 𝑥+𝑛

= 𝑎𝑛 + 𝑎ℎ𝑥0+𝑛 + ⋯+ 𝑎 𝑡0−ℎ 𝑥0+𝑛 + 𝑎𝑥+𝑛 + 𝑎𝑥+𝑛+ℎ𝑥0
+ ⋯+ 𝑎𝑥+𝑛+ 𝑡0−ℎ 𝑥0

+ ⋯+ 𝑎𝑥 ℎ−1 +𝑛 + 𝑎𝑥 ℎ−1 +𝑛+ℎ𝑥0
+ ⋯+ 𝑎𝑥 ℎ−1 +𝑛+ 𝑡0−ℎ 𝑥0

≡ 𝑈 𝑛,ℎ𝑥0
+ 𝑈 𝑥+𝑛,ℎ𝑥0

+ ⋯+ 𝑈 𝑥 ℎ−1 +𝑛,ℎ𝑥0

根據性質11：𝑈(𝑛,ℎ𝑥0) ≡ 0，故𝑈 𝑛,𝑥 ≡ 0，得證。

定理3.2：二階遞迴式𝐴𝑛+2 = 𝐶1𝐴𝑛+1 + 𝐶2𝐴𝑛， 𝑎𝑛 = 0, ∀𝑛 = 𝑠𝑖，
有𝑥的最小值𝑥0使得𝑚1、𝑚2、…、𝑚𝑠1−1、𝑚𝑠1+1、…、𝑚𝑥0

與𝑚𝑖𝑥0+1、𝑚𝑖𝑥0+2、…、𝑚𝑠𝑖+1−1、𝑚𝑠𝑖+1+1、…、𝑚 𝑖+1 𝑥0
依序相同，𝑖 ∈ 𝑁。

性質2.2：二階遞迴式𝐴𝑛+2 = 𝐶1𝐴𝑛+1 + 𝐶2𝐴𝑛，若𝑎𝑛 = 0, ∀𝑛 = 𝑠𝑖，則
1. 𝑆𝑖 + 1 ≤ 𝑛 ≤ 𝑆𝑖+1 − 3時，𝑚𝑛+1𝑚𝑛 ≡ 𝐶1𝑚𝑛 + 𝐶2 3. 𝑛 = 𝑆𝑖+1 − 1時，𝑚𝑛 ≡ 𝐶2

2. 𝑛 = 𝑆𝑖+1 − 2時，𝐶1𝑚𝑛 ≡ −𝐶2 4. 𝑛 = 𝑆𝑖+1時，𝑚𝑛+1 ≡ 𝐶1

性質3：二階遞迴式𝐴𝑛+2 = 𝐶1𝐴𝑛+1 + 𝐶2𝐴𝑛，則存在定值𝑀使得𝑎𝑖𝑥0+𝑛 ≡ 𝑀𝑎 𝑖−1 𝑥0+𝑛，∀𝑖 ∈ 𝑁。 性質4：二階遞迴式𝐴𝑛+2 = 𝐶1𝐴𝑛+1 + 𝐶2𝐴𝑛，有𝑥0│𝐿 𝑘 。

【證明】
1.首先舉出所有𝑎𝑛+2的二個關係式，一個是倍數關係，另一個是遞迴關係式，整理如下所示：
(1)𝑠𝑖−1 + 1 ≤ 𝑛 ≤ 𝑠𝑖 − 3(設𝑠0 = 0)：𝑎𝑛+2 ≡ 𝑚𝑛+1𝑎𝑛+1 ≡ 𝑚𝑛+1𝑚𝑛𝑎𝑛，𝑎𝑛+2 ≡ 𝐶1𝑎𝑛+1 + 𝐶2𝑎𝑛 ≡ 𝐶1𝑚𝑛𝑎𝑛 + 𝐶2𝑎𝑛 = 𝑎𝑛(𝐶1𝑚𝑛 + 𝐶2)，𝑚𝑛+1𝑚𝑛 ≡ 𝐶1𝑚𝑛 + 𝐶2。
(2)𝑛 = 𝑠𝑖 − 2：𝑎𝑛+2 = 0，𝑎𝑛+2 ≡ 𝐶1𝑎𝑛+1 + 𝐶2𝑎𝑛 ≡ 𝐶1𝑚𝑛𝑎𝑛 + 𝐶2𝑎𝑛 = 𝑎𝑛 𝐶1𝑚𝑛 + 𝐶2 ，0 ≡ 𝐶1𝑚𝑛 + 𝐶2，𝐶1𝑚𝑛 ≡ −𝐶2。

反推之，得𝑛 = 𝑠𝑖+1 − 2若且惟若𝐶1𝑚𝑛 ≡ −𝐶2。
(3)𝑛 = 𝑠𝑖 − 1：𝑎𝑛+2 ≡ 𝑚𝑛𝑎𝑛，𝑎𝑛+2 ≡ 𝐶1𝑎𝑛+1 + 𝐶2𝑎𝑛 = 𝐶2𝑎𝑛，𝑚𝑛 ≡ 𝐶2。
(4)𝑛 = 𝑠𝑖：𝑎𝑛+2 ≡ 𝑚𝑛+1𝑎𝑛+1，𝑎𝑛+2 ≡ 𝐶1𝑎𝑛+1 + 𝐶2𝑎𝑛 ≡ 𝐶1𝑎𝑛+1，𝑚𝑛+1 ≡ 𝐶1。

2.因為𝐶1𝑚s2−2 ≡ −𝐶2 ≡ 𝐶1𝑚s1−2，𝑚s2−2 ≡ 𝑚s1−2，由 
𝑚s2−2𝑚s2−3 ≡ 𝐶1𝑚s2−3 + 𝐶2

𝑚s1−2𝑚s1−3 ≡ 𝐶1𝑚s1−3 + 𝐶2
，得𝑚s2−3 = 𝑚s1−3，依此類推到𝑚𝑠2−𝑠1+1 = 𝑚1，令𝑥0 = 𝑠2 − 𝑠1，

則𝑚𝑥0+1 = 𝑚1，在𝑠𝑖與𝑠𝑖+1之間就是一個𝑥0的長度，也就是說一個最小的長度𝑥0之中恰好出現一個值為0。同理𝑚1、𝑚2、…、𝑚𝑠1−1、𝑚𝑠1+1、…、𝑚𝑥0
與

𝑚𝑖𝑥0+1、𝑚𝑖𝑥0+2、…、𝑚𝑠𝑖+1−1、𝑚𝑠𝑖+1+1、…、𝑚(𝑖+1)𝑥0
依序相同。我們還得知 𝑎𝑛 數列中為零的項是等間隔出現的，即𝑠𝑖+1 − 𝑠𝑖 = 𝑥0。

發現如下圖：

【證明】
在𝑔階遞迴關係下，𝐴𝑔+𝑛 = 𝐶1𝐴𝑔−1+𝑛 + 𝐶2𝐴𝑔−2+𝑛 + ⋯+ 𝐶𝑔𝐴𝑛，或寫成𝑎𝑔+𝑛 ≡ 𝐶1𝑎𝑔−1+𝑛 + 𝐶2𝑎𝑔−2+𝑛 + ⋯+ 𝐶𝑔𝑎𝑛，我們列出𝐿 𝑘 個關係式並相加，

𝑎𝑔+1 ≡ 𝐶1𝑎𝑔 + 𝐶2𝑎𝑔−1 + ⋯+ 𝐶𝑔𝑎1

𝑎𝑔+2 ≡ 𝐶1𝑎𝑔+1 + 𝐶2𝑎𝑔 + ⋯+ 𝐶𝑔𝑎2

…
𝑎𝑔+𝐿 𝑘 −1 ≡ 𝐶1𝑎𝑔+𝐿 𝑘 −2 + 𝐶2𝑎𝑔+𝐿 𝑘 −3 + ⋯+ 𝐶𝑔𝑎𝐿 𝑘 −1

𝑎𝑔+𝐿 𝑘 ≡ 𝐶1𝑎𝑔+𝐿 𝑘 −1 + 𝐶2𝑎𝑔+𝐿 𝑘 −2 + ⋯+ 𝐶𝑔𝑎𝐿 𝑘

𝑎𝑔+1 + 𝑎𝑔+2 + ⋯+ 𝑎𝑔+𝐿 𝑘 −2 + 𝑎𝑔+𝐿 𝑘 −1 + 𝑎𝑔+𝐿 𝑘 ≡ 𝐶1(𝑎𝑔 + 𝑎𝑔+1 + ⋯+ 𝑎𝑔+𝐿 𝑘 −2 + 𝑎𝑔+𝐿 𝑘 −1)

+ 𝐶2 𝑎𝑔−1 + 𝑎𝑔 + ⋯+ 𝑎𝑔+𝐿 𝑘 −3 + 𝑎𝑔+𝐿 𝑘 −2

+⋯+ 𝐶𝑔 𝑎1 + 𝑎2 + ⋯+ 𝑎𝐿 𝑘 −1 + 𝑎𝐿 𝑘

𝑎1 + ⋯+ 𝑎𝐿 𝑘 ≡ 𝐶1(𝑎1 + ⋯+ 𝑎𝐿 𝑘 ) + 𝐶2(𝑎1 + ⋯+ 𝑎𝐿 𝑘 ) + ⋯+ 𝐶𝑔(𝑎1 + ⋯+ 𝑎𝐿 𝑘 )，(𝐶1 + 𝐶2 + ⋯+ 𝐶𝑔 − 1) (𝑎1+⋯+ 𝑎𝐿 𝑘 ) ≡ 0，

因𝑘是質數，故𝐶1 + 𝐶2 + ⋯+ 𝐶𝑔 ≡ 1或𝑎1 + ⋯+ 𝑎𝐿 𝑘 ≡ 0，若𝐶1 + 𝐶2 + ⋯+ 𝐶𝑔 ≢ 1，則有𝑎1 + ⋯+ 𝑎𝐿 𝑘 ≡ 0，得證。



舉例：費波那契數列除以7。𝐴𝑛+2 = 𝐴𝑛+1 + 𝐴𝑛，𝐴1 = 𝐴2 = 1，其中𝑚1
2 − 𝐶1𝑚1 − 𝐶2 = 12 − 1 × 1 − 1 = −1 ≢ 0 

捌、參考資料及其他 
一、周恢潁、莊詠如。費氏數列的性質。高雄市立高雄女中 
二、List of periods for F (mod m)。The period of F(mod m) for 1 < m < 2002 
三、李華介。基礎數論。國立台灣師範大學數學系 
四、張福春。台灣高中職數學科教師甄試中的數列和級數問題 
五、林開亮。微積分之前奏（或變奏）：高階等差數列的求和。數學傳播 

柒、結論 

𝑥0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

𝑏𝑥0+1 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 

𝑑𝑥0+1 0 1 1 2 3 5 8 13 21 34 

𝑘 2 3 5 13 7 17 11 

陸、討論 

性質14：二階遞迴𝐴𝑛+2 = 𝐶1𝐴𝑛+1 + 𝐶2𝐴𝑛，𝑘為質數，設𝑎𝑛 ≡ 𝑏𝑛𝑎2 + 𝑑𝑛𝑎1，若𝑚1
2 − 𝐶1𝑚1 − 𝐶2 ≢ 0，則𝑏𝑥0+1 ≡ 0。 

定理7：二階遞迴式𝐴𝑛+2 = 𝐶1𝐴𝑛+1 + 𝐶2𝐴𝑛，𝑘為質數，若𝑚1
2 − 𝐶1𝑚1 − 𝐶2 ≢ 0，則𝐿 𝑘, 𝐶1, 𝐶2, 𝐴1, 𝐴2 = 𝐿 𝑘, 𝐶1, 𝐶2, 0,1 。 

1. 找到最小正整數𝑞滿足𝑏𝑞+1 ≡ 0。 

4. 𝐿 𝑘, 𝐶1, 𝐶2, 𝐴1, 𝐴2 = 𝐿 𝑘, 𝐶1, 𝐶2, 0,1 = 𝑡𝑏𝑞。 

3. 透過定理4：𝑡𝑏為使𝑀𝑡𝑏 ≡ 1成立的最小值， 
可試驗𝑘 − 1的因數得到𝑡𝑏。 

2. 找到𝑞 = 𝑥0時，也能知道𝑀 ≡ 𝑑𝑞+1 = 𝐶2𝑏𝑞。 

性質15：二階遞迴下， 𝑘為質數，若固定𝐶1、𝐶2、𝑘 ，𝑚1
2 − 𝐶1𝑚1 − 𝐶2 ≢ 0，則不論𝐴1、𝐴2為何， 𝐿 𝑘 的數值恆定。 

【證明】 

1. 由性質14，存在最小正整數𝑞滿足𝑏𝑞+1 ≡ 0，𝑞│𝑥0。 

根據性質3及定理4，我們定義：𝑀𝑏為二階遞迴式 

𝑏𝑛+2 = 𝐶1𝑏𝑛+1 + 𝐶2𝑏𝑛的𝑀值，𝑡𝑏為使𝑀𝑏
𝑡𝑏 ≡ 1成立的最小值。 

𝑏2 = 1，𝑏𝑞+2 ≡ 𝑀𝑏𝑏2 = 𝑀𝑏 ≡ 𝐶2𝑏𝑞。 

2.  由數學歸納法證得 𝑎𝑞+𝑛 ≡ 𝐶2𝑏𝑞𝑎𝑛。   

3. 根據2. 之結論，搭配性質3：𝑎𝑥0+𝑛 ≡ 𝑀𝑎𝑛，𝑥0│𝑞。又𝑞│𝑥0，故𝑞 = 𝑥0。 

帶入2. 之結果，則𝐶2𝑏𝑞𝑎𝑛 ≡ 𝑎𝑥0+𝑛 ≡ 𝑀𝑎𝑛 ⇒ 𝑀 ≡ 𝐶2𝑏𝑞 = 𝑀𝑏。 

4.  根據定理4，𝑡0為使𝑀𝑡0 ≡ 1成立的最小值； 

又𝑡𝑏為使𝑀𝑏
𝑡𝑏 ≡ 1成立的最小值，故𝑡0 = 𝑡𝑏。 

𝐿 𝑘, 𝐶1, 𝐶2, 𝐴1, 𝐴2 = 𝑥0𝑡0 = 𝑞𝑡𝑏 = 𝐿 𝑘, 𝐶1, 𝐶2, 0,1 ，得證。 

𝑥0 = 𝑞 2 3 4 5 6 

𝑏𝑥0+1 𝐶1 𝐶1
2 + 𝐶2 𝐶1

3 + 2𝐶1𝐶2 𝐶1
4 + 3𝐶1

2𝐶2 + 𝐶2
2 𝐶1

5 + 4𝐶1
3𝐶2 + 3𝐶1𝐶2

2 

𝑑𝑥0+1 𝐶2 𝐶1𝐶2 𝐶1
2𝐶2 + 𝐶2

2 𝐶1
3𝐶2 + 2𝐶1𝐶2

2 𝐶1
4𝐶2 + 3𝐶1

2𝐶2
2 + 𝐶2

3 

六、DISTRIBUTION OF THE FIBONACCI NUMBERS MODULO 3 
七、FibonacciSequence 
八、FIBONACCI SEQUENCE MODULO m. 
九、FibModK 

給定質數𝑘、𝐴1、𝐴2、𝐶1、𝐶2而計算𝐿 𝑘 ： 

【證明】 
1. 𝑎𝑛 ≠ 0 

(1)先用性質2.1：𝑚𝑛+1𝑚𝑛 ≡ 𝐶1𝑚𝑛 + 𝐶2作數學歸納法證明𝑚1 𝑏𝑥0+2−𝑛𝑚𝑛 + 𝑑𝑥0+2−𝑛 ≡ 𝑏𝑥0+3−𝑛𝑚𝑛 + 𝑑𝑥0+3−𝑛，1 ≤ 𝑛 ≤ 𝑥0 + 1。 

(2)𝑛 = 1代入上式，𝑚1 𝑏𝑥0+1𝑚1 + 𝑑𝑥0+1 ≡ 𝑏𝑥0+2𝑚1 + 𝑑𝑥0+2， 𝑏𝑥0+1 𝑚1
2 + 𝑑𝑥0+1 − 𝑏𝑥0+2 𝑚1 − 𝑑𝑥0+2 ≡ 0， 

以性質13整理得𝑏𝑥0+1 (𝑚1
2 − 𝐶1𝑚1 − 𝐶2) ≡ 0，若𝑚1

2 − 𝐶1𝑚1 − 𝐶2 ≢ 0，則𝑏𝑥0+1 ≡ 0。 

2.  𝑎𝑛 = 0, ∀𝑛 = 𝑠𝑖，同理可證。 

而若𝑚1
2 − 𝐶1𝑚1 − 𝐶2 ≡ 0，與性質2.1比較，可得𝑚1 = 𝑚2 = 𝑚𝑛，𝑎𝑛 ≡ (𝑚1)𝑛−1𝑎1，𝑎1 ≡ 𝑎𝐿 𝑘 +1 ≡ (𝑚1)𝐿 𝑘 𝑎1，則(𝑚1)𝐿 𝑘 ≡ 1。 

性質13：二階遞迴𝐴𝑛+2 = 𝐶1𝐴𝑛+1 + 𝐶2𝐴𝑛，𝑘為質數，設𝑎𝑛 ≡ 𝑏𝑛𝑎2 + 𝑑𝑛𝑎1，有𝐶1𝑏𝑛 + 𝑑𝑛 = 𝑏𝑛+1；𝐶2𝑏𝑛 = 𝑑𝑛+1，𝑏1 = 0，𝑑1 = 1。 

六、二階遞迴之計算最小循環節長度 

五、由定理7個別計算𝐿 𝑘 ： 
(一) 𝑘 = 2，  𝑥0 = 3,   𝑀 ≡ 1, 11 ≡ 1 mod 2 ,   𝐿 2 = 1 × 3 = 3 
(二) 𝑘 = 3，  𝑥0 = 4,   𝑀 ≡ 2, 22 ≡ 1 mod 3 ,   𝐿 3 = 2 × 4 = 8 
(三) 𝑘 = 5，  𝑥0 = 5,   𝑀 ≡ 3,  34 ≡ 1 mod 5 ,   𝐿 5 = 4 × 5 = 20 
(四) 𝑘 = 11，𝑥0 = 10, 𝑀 ≡ 1, 11 ≡ 1 mod 11 , 𝐿 11 = 1 × 10 = 10 
(五) 𝑘 = 13，𝑥0 = 7,   𝑀 ≡ 8, 84 ≡ 1 mod 13 , 𝐿 13 = 4 × 7 = 28 
(六) 𝑘 = 17，𝑥0 = 9,   𝑀 ≡ 4, 44 ≡ 1 mod 17 , 𝐿 17 = 4 × 9 = 36 

(一)分段乘積法 

1. 找到最小正整數𝑞 = 8滿足 

𝑏8+1 =  𝑏9 = 21 ≡ 0(mod7) 

2. 𝑀 ≡ 𝐶2𝑏8 = 13 ≡ 6(mod 7)  

3. 62 ≡ 1(mod 7)  

4. 𝐿 7 = 2 × 8 = 16。 

(二)二段相加法 

由於𝑎1 + 𝑎8 = 1 + 6 

≡ 𝑎2 + 𝑎9 = 1 + 6 

≡ 0(mod 7)， 

由性質12可得 

𝐿 7 = 2 × 8 = 16。 

三、性質15的使用：𝐿 7,1,1,1,1 = 𝐿 7,1,1,1,3 = 16 

對費波那契與盧卡斯數列除以7產生的最小循環節長度進行比較 

費波那契 mod 7：1,1,2,3,5,1,6,0,6,6,5,4,2,6,1,0    ,1,1,2,3... 

     盧卡斯 mod 7：1,3,4,0,4,4,1,5,6,4,3,0,3,3,6,2    ,1,3,4,0... 

結果二者最小循環節長度相同。 

四、此餘數數列經分段，依序排列後，橫列數字和為𝑘的倍數 

𝑎1~𝑎4 𝑎5~𝑎8 𝑎9~𝑎12 𝑎13~𝑎16 𝑈 𝑛,4  

1 5 6 2 0 
1 1 6 6 0 
2 6 5 1 0 
3 0 4 0 0 

𝑎1 + ⋯ + 𝑎𝐿 7  0 ≡ 

≡ 

𝑘為整數 
⇒定理1 

𝑘為合數 

𝐴1 ≡ 0 𝑔 = 1 

特徵根皆為1(性質10) 

𝑎1 + ⋯ + 𝑎𝐿 𝑘 ≡ 0 

𝑘為質數 

  𝐶1 + 𝐶2 + ⋯ + 𝐶𝑔 ≢ 1 

  𝐶1 + 𝐶2 + ⋯ + 𝐶𝑔 ≡ 1 𝑔 = 2 

𝑔階 

𝐴1 ≡ 𝐴2 ≡ 0 

𝐴1 ≢ 0或𝐴2 ≢ 0 
𝑚1 ≡ −𝐶2 

𝑚1 ≢ −𝐶2 𝐶1 ≡ 2, 𝐶2 ≡ −1 

不討論 

若lcm 𝑥, 𝑥0 ｜𝐿 𝑘 ，且lcm 𝑥, 𝑥0 ≠ 𝐿 𝑘  𝑈 𝑛,𝑥 = 𝑎1 + 𝑎𝑥+1 + ⋯ + 𝑎 𝑡−1 𝑥+1 ≡ 0 

(一)性質 
1.  存在𝑥的最小值𝑥0使得𝑚𝑛會循環。                                            2. 存在定值 𝑀使得 𝑎𝑖𝑥0+𝑛 ≡ 𝑀𝑎 𝑖−1 𝑥0+𝑛，∀𝑖 ∈ 𝑁。 

3. 若𝐿 𝑘 = 𝑡0𝑥0，則𝑡0為使 𝑀𝑡0 ≡ 1成立的最小值。                  4.  𝐿 𝑘 │ 𝑘 − 1 𝑥0 。 
5. 若固定𝐶1、𝐶2、𝑘，𝑚1

2 − 𝐶1𝑚1 − 𝐶2 ≢ 0，則不論起始值𝐴1、𝐴2為何，𝐿 𝑘 恆定。 
(二)簡化計算𝐿 𝑘  

1. 分段乘積法 
(1)若𝑚1

2 − 𝐶1𝑚1 − 𝐶2 ≢ 0，則𝐿 𝑘 = 𝑡𝑏𝑞，最小正整數𝑞滿足𝑏𝑞+1 ≡ 0，(𝐶2𝑏𝑞)𝑡𝑏≡ 1。 

(2)若𝑚1
2 − 𝐶1𝑚1 − 𝐶2 ≡ 0，則𝐿 𝑘 為使𝑚1

𝐿 𝑘 ≡ 1成立的最小值。 
2. 二段相加法 
若𝑎1 + 𝑎𝑥+1 ≡ 𝑎2 + 𝑎𝑥+2 ≡ 0， 𝑥為最小正整數，則𝐿(𝑘) = 2𝑥。 

二、二階遞迴關係式 

一、因為gcd 𝐶2，𝑘 = 1，所以 𝑎𝑛 成純循環。 

二、簡化計算𝐿 7  

一、 𝑔階遞迴關係式循環節加總 
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