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壹、 摘要 

我們藉由尺規作圖尋找三角形的等周線並且推導出等周線包絡曲線的方程式為一拋物線

圖形。此外，為了簡化複雜的方程式計算，我們透過圖形的「旋轉」以及「平移」的方式模

擬繪圖於 GeoGebra 上，找到分別對應於三個角的等周線包絡曲線拋物線圖形。最後，我們

延伸尋找包絡曲線拋物線與三角形之間的相關性質，並且加以證明。 

 

貳、 研究動機 

在讀完三角形等面積線的探討(鄭再添,1987)一篇關於三角形面積平分線所形成包絡曲線

的探討與證明後，我們覺得也許可以試著藉此證明三角形等周線的相關性質，例如：包絡

線、周長平分線、角平分線等等，是否有關連性？於是我們就開始探討關於這方面的知識。 

 

參、 研究目的 

1. 三角形的等周線作法之探討。 

2. 三角形等周線之包絡曲線方程式之推導。 

3. 三角形等周線之包絡曲線方程式之判別。 

4. 三角形等周包絡曲線的性質與證明。 
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肆、 文獻探討 

在「三角形等面積線的探討」（鄭再添，1987）的這篇文章中，首先談到了等積線的做

法，共有作者認為最為精簡的兩種，如下表所示。 

表 1 三角形等積線的作法 

等積線作法 圖例 

【作法一】 

step 1 連 𝑃𝐶̅̅ ̅̅  

step 2 過 𝐴 作 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ // 𝑃𝐶̅̅ ̅̅  與 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 交於 𝐷 點 

step 3 取 𝐵𝐷̅̅ ̅̅  中點 𝑄 

step 4 連 𝑃𝑄̅̅ ̅̅  

step 5 則 𝑃𝑄̅̅ ̅̅  平分 △ 𝐴𝐵𝐶 的面積 

 

 

【作法二】 

step 1 連 𝑃𝐶̅̅ ̅̅  

step 2 取 𝐴𝐵̅̅ ̅̅  中點 𝑀 

step 3 過 𝑀 作 𝑀𝑄̅̅ ̅̅ ̅ // 𝑃𝐶̅̅ ̅̅  並與 𝐵𝐶̅̅ ̅̅  交於 𝑄 點 

step 4 連 𝑃𝑄̅̅ ̅̅  

step 5 則 𝑃𝑄̅̅ ̅̅  平分 △ 𝐴𝐵𝐶 的面積 

  

接著討論：𝑃 點若在形內，而不是在邊上呢？首先，作者猜測「是否過重心的直線都是

面積平分線?」但隨後證明是作者所假設是錯的，如下圖所示。 

  

∵ 𝐴𝐷̅̅ ̅̅ : 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 𝐴𝑃̅̅ ̅̅ : 𝐴𝑀̅̅ ̅̅̅ = 2: 3  

∴△ 𝐴𝐷𝐸:△ 𝐴𝐵𝐶 = 𝐴𝐷̅̅ ̅̅ 2: 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 2 = 4: 9  

故𝐷𝐸̅̅ ̅̅ 過重心 P 但未平分 △ 𝐴𝐵𝐶。 

圖 1 過重心的直線並非都是等周線的證明 

接下來，作者進行第二個猜測「是否對形內點而言，可以有許多條面積平分線通過



 

3 

 

它?」作者採用釜底抽薪的方法，依序列出下表中的四張圖： 

1. 圖 2 圖 3 表示 𝑃 點自 𝐴 點往 𝐵 點移動，則等積線 𝑃𝑄 自中線 𝐴𝑀 延某未知曲線移動，

當 𝑃 點到達 𝑂 點（𝐴𝐵 中點）時，𝑃𝑄 即成中線 𝐶𝑂。 

2. 圖 2 圖 3 表示則指 𝑃 點自 𝑂 點再向 𝐵 點移動，𝑃𝑄 自 𝐶𝑂 對 △ 𝐴𝐵𝐶 移動至 𝐵𝑁 處。 

3. 圖 4 圖 5 表示 𝑃 點再由 𝐵 點向 𝑀 處移動，則 𝑃𝑄 又回到 𝐴𝑀，至此已將所有等積線畫

出。 

4. 圖 4 圖 5 則是將以上三圖疊合後的樣貌。 

   

 圖 2 圖 3 

    

 圖 4 圖 5 

最後作者利用坐標化和極限的方式推導出方程式，並在解聯立後得知三角形等積線的包

絡曲線為雙曲線。 
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伍、 研究工具與流程 

一、 研究工具 

(一) GeoGebra 

(二) 紙、筆、電腦 

二、 研究流程 

 

圖 6 
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陸、 結果與討論 

一、 三角形的等周線作法之探討 

(一) 過頂點的等周線尺規作圖 

目的：尋找過三個頂點的等周線。 

作法： 

1. 做任一 △ 𝐴𝐵𝐶 。 

2. 延長 𝐴𝐵̅̅ ̅̅  成直線 𝐴𝐵⃡⃗⃗⃗  ⃗ 。 

3. 分別以 𝐴、𝐵 為圓心，𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 、𝐵𝐶̅̅ ̅̅  為半徑做兩個圓。 

4. 設兩圓交 𝐴𝐵⃡⃗⃗⃗  ⃗ 於 𝐷、𝐸 兩點。 

5. 設 𝐷𝐸̅̅ ̅̅  中點 𝑀。 

6. 連 𝐶𝑀̅̅̅̅̅ ，則過頂點 𝐶 的等周線形成，如圖 7 所示。 

7. 以同樣方法找出通過 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 、𝐵𝐶̅̅ ̅̅  的等周線。 

 

圖 7 

說明： 

因為 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ = 𝐴𝐷̅̅ ̅̅ 、𝐵𝐶̅̅ ̅̅ = 𝐵𝐸̅̅ ̅̅ ，又 𝑀 為 𝐷𝐸̅̅ ̅̅  中點，所以 𝐴𝐷̅̅ ̅̅ + 𝐴𝑀̅̅̅̅̅ = 𝐵𝑀̅̅ ̅̅̅ + 𝐵𝐸̅̅ ̅̅ 。 

由此可知，𝐴𝐶̅̅ ̅̅ + 𝐴𝑀̅̅̅̅̅ = 𝐵𝑀̅̅ ̅̅̅ + 𝐵𝐶̅̅ ̅̅ ，因此 𝐶𝑀̅̅̅̅̅ 為 △ 𝐴𝐵𝐶 的等周線。 
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(二) 未過頂點的等周線尺規作圖 

目的：尋找未通過頂點的等周線 𝑃𝑄̅̅ ̅̅ 。 

作法： 

1. 利用過頂點等周線作法作出過 𝐶 點的等周線。 

2. 在𝐴𝐶間找一個動點 𝑃，且 𝐶𝑃̅̅ ̅̅ < 𝑀𝐵̅̅ ̅̅̅。 

3. 以 𝑀 為圓心，P𝐶̅̅̅̅  為半徑作圓，交 𝐴𝐵 得點 𝑄。 

4. 連 𝑃𝑄̅̅ ̅̅  ，則未過頂點的一條等周線形成，如圖 8 所示。 

  

圖 8 

說明： 

∵  𝐶𝑀̅̅̅̅̅為一等周線， 

∴ 𝐶𝐴̅̅ ̅̅ + 𝐴𝑀̅̅̅̅̅ = 𝐵𝑀̅̅ ̅̅̅ + 𝐶𝐵̅̅ ̅̅  

又 𝐶𝑃̅̅ ̅̅ = 𝑀𝑄̅̅ ̅̅ ̅ 

⇒ 𝐶𝑃̅̅̅̅ + 𝑃𝐴̅̅ ̅̅ + 𝐴𝑀̅̅̅̅̅ = 𝑀𝑄̅̅ ̅̅ ̅ + 𝑄𝐵̅̅ ̅̅ + 𝐵𝐶̅̅ ̅̅  

⇒ 𝑀𝑄̅̅ ̅̅ ̅ + 𝑃𝐴̅̅ ̅̅ + 𝐴𝑀̅̅̅̅̅ = 𝐶𝑃̅̅̅̅ + 𝑄𝐵̅̅ ̅̅ + 𝐵𝐶̅̅ ̅̅  

⇒ 𝐴𝑃̅̅ ̅̅ + 𝐴𝑄̅̅ ̅̅ = 𝑃𝐶̅̅̅̅ + 𝐵𝐶̅̅ ̅̅ + 𝐵𝑄̅̅ ̅̅  

因此得知𝑃𝑄̅̅ ̅̅ 也為一條等周線 
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二、 等周線所形成包絡曲線之探究 

(一) 顯示並觀察等周線所形成之包絡曲線 

1. 利用等周線作圖方法作出一條等周線 𝑃𝐴𝑄𝐴
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

2. 顯示 𝑃𝐴𝑄𝐴
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 軌跡圖並拉動動點 𝑃𝐴，形成藍色區塊的包絡線，如

  

3.  圖 9 所示。 

4. 同理可得對應 ∠ 𝐵 所形成的等周線包絡線，如圖 10 所示。 

5. 同理可得對應 ∠ 𝐶 所形成的等周線包絡線，如錯誤! 找不到參照來源。所

示。 

6. 將以上三圖疊合後如 圖 11 圖 12 所示。 

   

 圖 9 圖 10 

   

 圖 11 圖 12 
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(二) 等周線所形成的包絡曲線方程式推導 

我們可以由上述軌跡圖形發現：等周線所形程的軌跡包絡曲線圖形應為拋物線，接

下來則繼續探討是否其包絡曲線為拋物線。首先，我們利用「三角形等面積線的探討」

（鄭再添，1987）所使用的方法，整理等周包絡曲線的方程式。 

定理 2-1 △ 𝐴𝐵𝐶 三邊長分別為 𝐵𝐶̅̅ ̅̅ = 𝑎、𝐴𝐶̅̅ ̅̅ = 𝑏、𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 𝑐。 

若 𝐴 為原點 (0,0)、𝑏 為 (𝑏, 0)，且 𝐶 在第一象限，則 ∠ 𝐴 所對等周包絡曲線方程式為 

𝑥2 − 2
𝑐𝑜𝑠 𝜃+1

sin𝜃
𝑥𝑦 + (

𝑐𝑜𝑠 𝜃+1

sin𝜃
)
2

𝑦2 − 2𝑠𝑥 + 2𝑠
cos𝜃−1

sin𝜃
𝑦 + 𝑠2 = 0  

證明： 

以下為求方便，將周長的一半設為 𝑠 =
1

2
(𝑎 + 𝑏 + 𝑐)、∠ 𝐴 = 𝜃。 

Step 1 求一條等周線 𝑃𝑄̅̅ ̅̅  直線方程式： 

 

圖 13 

在 𝐴𝐶̅̅ ̅̅  邊上取一點 𝑃，且 𝐴𝑃̅̅ ̅̅ = 𝑡。 

則 𝑃 = (𝑡 𝑐𝑜𝑠 𝜃 , 𝑡 𝑠𝑖𝑛 𝜃)、𝑄 = (𝑠 − 𝑡, 0)。 

計算 𝑃𝑄̅̅ ̅̅  率 𝑚 =
𝑡 𝑠𝑖𝑛 𝜃

𝑡 𝑐𝑜𝑠 𝜃−𝑠+𝑡
， 

由點斜式我們令等周線方程式 𝑃𝑄⃡⃗⃗⃗  ⃗ 為 𝑦 =
𝑡 𝑠𝑖𝑛 𝜃

𝑡 𝑐𝑜𝑠 𝜃−𝑠+𝑡
𝑥 −

𝑡 𝑠𝑖𝑛 𝜃

𝑡 𝑐𝑜𝑠 𝜃−𝑠+𝑡
(𝑠 − 𝑡)  

經整理得 𝑡 𝑠𝑖𝑛 𝜃 𝑥 − (𝑡 𝑐𝑜𝑠 𝜃 − 𝑠 + 𝑡)𝑦 = 𝑡 𝑠𝑖𝑛 𝜃 (𝑠 − 𝑡) …(1) 

 

Step 2 計算包絡曲線的參數式： 

考慮在 𝐴𝐶̅̅ ̅̅  邊上另一點 𝑃′，且 𝐴𝑃̅̅ ̅̅ = 𝑡 + Δ𝑡 
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等周線 𝑃′𝑄′⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   的方程式為 

(𝑡 + Δ𝑡) 𝑠𝑖𝑛 𝜃 𝑥 − [(𝑡 + Δ𝑡) 𝑐𝑜𝑠 𝜃 − 𝑠 + 𝑡 + Δ𝑡]𝑦 = (𝑡 + Δ𝑡) 𝑠𝑖𝑛 𝜃 (𝑠 − 𝑡 − Δ𝑡) …(2)  

 

將 (1) × (𝑡 + Δ𝑡) − (2) × 𝑡 解聯立方程式： 

{
 𝑡(𝑡 + Δ𝑡) 𝑠𝑖𝑛 𝜃 𝑥 − (𝑡 + Δ𝑡)(𝑡 𝑐𝑜𝑠 𝜃 − 𝑠 + 𝑡)𝑦 = 𝑡(𝑡 + Δ𝑡) 𝑠𝑖𝑛 𝜃 (𝑠 − 𝑡) …(1) × (𝑡 + ∆𝑡)

 𝑡(𝑡 + Δ𝑡) 𝑠𝑖𝑛 𝜃 𝑥 − 𝑡[(𝑡 + Δ𝑡) 𝑐𝑜𝑠 𝜃 − 𝑠 + (𝑡 + Δ𝑡)]𝑦 = 𝑡(𝑡 + Δ𝑡) 𝑠𝑖𝑛 𝜃 (𝑠 − 𝑡 − Δ𝑡) …(2) × 𝑡
  

⇒ {(𝑡 + Δ𝑡)𝑠 − (𝑡 + Δ𝑡)𝑡 − [𝑡𝑠 − 𝑡(𝑡 + Δ𝑡)]}𝑦 = (𝑡 + Δ𝑡)𝑡 𝑠𝑖𝑛 𝜃 Δ𝑡  

⇒ 𝑦 =
1

𝑠
(𝑡 + Δ𝑡)𝑡 𝑠𝑖𝑛 𝜃  …(3) 

 

又將(2) − (1)解聯立方程式： 

{
 (𝑡 + Δ𝑡) 𝑠𝑖𝑛 𝜃 𝑥 − [(𝑡 + Δ𝑡) 𝑐𝑜𝑠 𝜃 − 𝑠 + 𝑡 + Δ𝑡]𝑦 = (𝑡 + Δ𝑡) 𝑠𝑖𝑛 𝜃 (𝑠 − 𝑡 − Δ𝑡) …(2)

 𝑡 𝑠𝑖𝑛 𝜃 𝑥 − (𝑡 𝑐𝑜𝑠 𝜃 − 𝑠 + 𝑡)𝑦 = 𝑡 𝑠𝑖𝑛 𝜃 (𝑠 − 𝑡) …(1)
  

⇒ Δ𝑡 𝑠𝑖𝑛 𝜃 𝑥 − (Δ𝑡 𝑐𝑜𝑠 𝜃 + Δ𝑡)𝑦 = −𝑡 𝑠𝑖𝑛 𝜃 Δ𝑡 + Δ𝑡 𝑠𝑖𝑛 𝜃 (𝑠 − 𝑡 − Δ𝑡) 

⇒ 𝑠𝑖𝑛 𝜃 𝑥 = (𝑐𝑜𝑠 𝜃 + 1)𝑦 − 𝑡 𝑠𝑖𝑛 𝜃 + 𝑠𝑖𝑛 𝜃 (𝑠 − 𝑡 − Δ𝑡) = 𝑠𝑖𝑛 𝜃 (𝑠 − 2𝑡 − Δ𝑡) 

將 (3) 代入可得 

⇒ 𝑠𝑖𝑛 𝜃 𝑥 = (𝑐𝑜𝑠 𝜃 + 1)
1

𝑠
(𝑡 + Δ𝑡)𝑡 𝑠𝑖𝑛 𝜃 + 𝑠𝑖𝑛 𝜃 (𝑠 − 2𝑡 − Δ𝑡) 

⇒ 𝑥 =
𝑡(𝑡 + Δ𝑡)

𝑠
(𝑐𝑜𝑠 𝜃 + 1) + (𝑠 − 2𝑡 − Δ𝑡) 

⇒ {
 𝑥 =

𝑡(𝑡+Δ𝑡)

𝑠
(𝑐𝑜𝑠 𝜃 + 1) + (𝑠 − 2𝑡 − Δ𝑡)

 𝑦 =
1

𝑆
(𝑡 + Δ𝑡)𝑡 𝑠𝑖𝑛 𝜃

  

 

考慮 𝑃′ 很接近 𝑃，則 Δ𝑡 → 0 

{
𝑥 =

𝑡2

𝑠
(𝑐𝑜𝑠 𝜃 + 1) + (𝑠 − 2𝑡)

 𝑦 =
1

𝑠
𝑡2 𝑠𝑖𝑛 𝜃

 …(4)  
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Step 3 將包絡曲線的參數式轉換為一般式： 

將 (4) 整理 

⇒ {
 𝑥 − 𝑠 −

𝑡2

𝑠
(𝑐𝑜𝑠 𝜃 + 1) = −2𝑡 …(5)

 𝑡2 =
𝑠

sin𝜃
𝑦 …(6)

  

將 (6) 代入 (5)： 

⇒ 𝑥 − 𝑠 −
(𝑐𝑜𝑠 𝜃 + 1)

sin 𝜃
𝑦 = −2𝑡 

令 𝑘 =
𝑐𝑜𝑠 𝜃+1

sin𝜃
 

⇒  𝑥 − 𝑠 − 𝑘𝑦 = −2𝑡 

⇒ (𝑥 − 𝑠 − 𝑘𝑦)2 = (−2𝑡)2 

⇒ x2 − 2𝑘𝑥𝑦 + 𝑘2𝑦2 − 2𝑠𝑥 + 2𝑠𝑘𝑦 + 𝑠2 = 4𝑡2 …(7)  

 

再次將 (6) 代入 (7)： 

⇒ x2 − 2𝑘𝑥𝑦 + 𝑘2𝑦2 − 2𝑠𝑥 + 2𝑠𝑘𝑦 + 𝑠2 =
4𝑠

𝑠𝑖𝑛 𝜃
𝑦  

⇒ 𝑥2 − 2𝑘𝑥𝑦 + 𝑘2𝑦2 − 2𝑠𝑥 + (2𝑠𝑘 −
4𝑠

𝑠𝑖𝑛 𝜃
) 𝑦 + 𝑠2 = 0 …(8)  

 

最後將 𝑘 =
𝑐𝑜𝑠 𝜃+1

sin𝜃
 代回式 (8)： 

⇒ 𝑥2 − 2
𝑐𝑜𝑠 𝜃+1

sin𝜃
𝑥𝑦 + (

𝑐𝑜𝑠 𝜃+1

sin𝜃
)
2

𝑦2 − 2𝑠𝑥 + (2𝑠
𝑐𝑜𝑠 𝜃+1

sin𝜃
−

4𝑠

𝑠𝑖𝑛 𝜃
) 𝑦 + 𝑠2 = 0  

∠ 𝐴 所對等周包絡曲線方程式即為 

𝑥2 − 2
𝑐𝑜𝑠 𝜃+1

sin𝜃
𝑥𝑦 + (

𝑐𝑜𝑠 𝜃+1

sin𝜃
)
2

𝑦2 − 2𝑠𝑥 + 2𝑠
cos𝜃−1

sin𝜃
𝑦 + 𝑠2 = 0 …(9)  
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(三) 判斷等周線所形成的包絡曲線為拋物線 

定理 2-2 三角形個角所對應的等周線包絡曲線為拋物線。 

利用高中課本（民 90）所提及的二次曲線的判別法判別方程式的圖形： 

Step 1 計算判別式 𝑏2 − 4𝑎𝑐 = 0 ，判斷圖形類別： 

根據式 (9) ，計算𝑏2 − 4𝑎𝑐 = (−2
𝑐𝑜𝑠 𝜃+1

sin𝜃
)
2

− 4(
𝑐𝑜𝑠 𝜃+1

sin𝜃
)
2

= 0， 

因此方程式為拋物線型的圖形。 

 

Step 2 確認圖形為拋物線： 

接著將配方法將二次式表示成一次式的平方， 

𝑥2 − 2
𝑐𝑜𝑠 𝜃+1

sin𝜃
𝑥𝑦 + (

𝑐𝑜𝑠 𝜃+1

sin𝜃
)2𝑦2 − 2𝑠𝑥 + (2𝑠

𝑐𝑜𝑠 𝜃+1

sin𝜃
−

4𝑠

𝑠𝑖𝑛 𝜃
) 𝑦 + 𝑠2 = 0  

⟹ (𝓍 −
𝑐𝑜𝑠 𝜃+1

sin𝜃
y)

2

− 2𝑠 [𝑥 − (
𝑐𝑜𝑠 𝜃+1

sin𝜃
−

2

𝑠𝑖𝑛 𝜃
) 𝑦] + s2 = 0  

因為 𝑥 −
𝑐𝑜𝑠 𝜃+1

sin𝜃
𝑦 及 𝑥 − (

𝑐𝑜𝑠 𝜃+1

sin𝜃
−

2

𝑠𝑖𝑛 𝜃
) 𝑦 兩式的 𝑥、𝑦 項係數不成比例，無法繼續分

解，由此可知此方程式為一拋物線圖形 

 

三、 延伸模擬 

求得方程式後，我們將其輸入 Geogebra 指令列，模擬畫出 ∠ 𝐴、∠ 𝐵、∠ 𝐶 所分別對應

的等周線包絡曲線。 

(一) 尋找對應∠𝐴所形成等周線包絡曲線方程式及拋物線圖形： 

將 𝐴 放置於原點，𝐵 在正向 𝑥 軸，𝐶 在第一項線，由式 (8) 可以整理出對應 ∠ 𝐴 所

形成的等周線 𝑃𝐴𝑄𝐴
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 包絡曲線方程式指令如下（依序複製貼上於 Geogebra 指令列），圖

形如圖 14 所示。 
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指令輸入： 

1. α=Angle(B, A, C)  

2. s=(a+b+c)/2 

3. x^2-2 (cos(α)+1)/sin(α) x y+((cos(α)+1)/sin(α))^2 y^2-2s x+2 s (cos(α)-1)/sin(α) 

y+s^2=0 

 

圖 14 利用指令列輸入得 ∠ 𝐴 所對應的等周線包絡曲線 

 

(二) 尋找對應 ∠ 𝐶 所形成等周線包絡曲線方程式及拋物線圖形： 

旋轉與平移介紹：在完成上述「∠A所對應等周線包絡曲線圖形」是以 ∠ 𝐴 在坐標

平面中的原點所繪製出。接續，為了方便尋找 ∠ 𝐵、∠ 𝐶 所對應的等周線包絡曲線，我

們透過將三角形旋轉與平移使得頂點 𝐶 與頂點 𝐵 移至原點，進而藉由前述步驟畫出

 ∠ 𝐶、∠ 𝐵 所對應的等周線包絡曲線。 

 

Step 1 接續圖 14 利用指令列輸入得 ∠ 𝐴 所對應的等周線包絡曲線，以 ∠ 𝐴 為旋轉中心，

逆時針旋轉 (180 − 𝛼)° 

 

圖 15 
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Step 2 將 △ 𝐴′𝐵′𝐶′ 沿著 𝑥 軸平移，使得 𝐶′ 平移至原點 𝐴 

 

圖 16 

Step 3 利用前面推導出來的公式與指令，畫出 𝐶′′ 的等周包絡曲線 

指令輸入： 

1. γ=Angle(A, C, B) 

2. s=(a+b+c)/2 

3. x^2-2 (cos(γ)+1)/sin(γ) x y+((cos(γ)+1)/sin(γ))^2 y^2-2s x+2 s (cos(γ)-1)/sin(γ) 

y+s^2=0 

 

圖 17 
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Step 4 將 △ 𝐴′′𝐵′′𝐶′′ 及拋物線沿著 𝒙 軸向左平移，使得 𝐶′′ 平移回至 𝐶′  

 

圖 18 

Step 5 將 △ 𝐴′′𝐵′′𝐶′′ 及拋物線以 𝐴′ 為旋轉中心，順時針旋轉 (180 − 𝛼)° 

 

圖 19 

 

Step 6 對應 ∠ 𝐶 所形成等周線包絡曲線即為所求。 

 

圖 20 
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(三) 尋找對應 ∠ 𝐵 所形成等周線包絡曲線方程式及拋物線圖形： 

同尋找對應 ∠ C 所形成等周線包絡曲線方法，依序操作。 

Step 1 接續圖 14 利用指令列輸入得 ∠ 𝐴 所對應的等周線包絡曲線，以 ∠ 𝐵 為旋轉中

心，順時針旋轉 (180 − 𝛽)° 

 

圖 21 

Step 2 將 △ 𝐴′𝐵′𝐶′ 沿著 𝑥 軸平移，使得 𝐵′ 平移至原點 𝐴 

 

圖 22 

Step 3 利用前面推導出來的公式，畫出對應 ∠ 𝐵′′ 的等周線包絡曲線 

指令輸入： 

1. β=Angle(A, C, B) 

2. s=(a+b+c)/2 

3. x^2-2 (cos(β)+1)/sin(β) x y+((cos(β)+1)/sin(β))^2 y^2-2s x+2 s (cos(β)-1)/sin(β) 

y+s^2=0 
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圖 23 

Step 4 將 △ 𝐴′′𝐵′′𝐶′′ 沿著 𝑥 軸向右平移，使得 𝐵′′ 平移回至 𝐵′ 

 

圖 24 

 

Step 5 將 △ 𝐴′′𝐵′′𝐶′′ 及拋物線以 𝐵′ 為旋轉中心，逆時針旋轉 (180 − 𝛽)° 

 

 

圖 25 
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Step 6 對應 ∠ 𝐵 所形成等周線包絡曲線即為所求。 

 

圖 26 

 

(四) 將圖 14 利用指令列輸入得 ∠ 𝐴 所對應的等周線包絡曲線、圖 20、圖 26 疊合

後，及指出三個角所對應的等周線包絡曲線。 

 

圖 27 

 

四、 等周線包絡曲線所形成之拋物線的對稱軸、焦點、準線之性質 

性質 4-1 三條角平分線分別為三條拋物線的對稱軸 

我們透過 Geogebra 的模擬，由圖可得的三條角平分線分別為三條拋物線的對稱軸。 
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圖 28 

性質 4-2 等周線的中垂線恰交於包絡曲線的焦點。 

分別作出 ∠ 𝐴、∠ 𝐵、∠ 𝐶 所對應的拋物線並且作出其拋物線焦點，可以發現等周線

的中垂線會交於焦點。 

   

圖 29 

性質 4-3 包絡曲線所形成之拋物線，其準線及其對應頂角所夾的兩邊，形成之三角形

必為等腰三角形。 

分別作出 ∠ 𝐴、∠ 𝐵、∠ 𝐶 所對應的拋物線並且作出其拋物線準線，經由測量，可以

發現等周線的中垂線會交於焦點。 

   

圖 30 

 

綜合證明： 

△ 𝐴𝐵𝐶 三邊長分別為 𝐵𝐶̅̅ ̅̅ = 𝑎、𝐴𝐶̅̅ ̅̅ = 𝑏、𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 𝑐，𝑠 =
1

2
(𝑎 + 𝑏 + 𝑐)、∠ 𝐴 = 𝜃。設

定 𝐴 為原點 (0,0)、𝑏 為 (𝑏, 0)，且 𝐶 在第一象限。 
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Step 1 證明所有等周線之中垂線皆交於一點 𝐹： 

 
圖 31 

在 𝐴𝐶̅̅ ̅̅  邊上取一點 𝑃、𝑄 兩點，使 𝑃𝐴̅̅ ̅̅ = 𝑝、𝑀𝐴̅̅̅̅̅ = 𝑚 

根據式 (1) 知過 𝑃 點等周線 𝑃𝑄̅̅ ̅̅  方程式為 𝑝 𝑠𝑖𝑛 𝜃 𝑥 − (𝑝 𝑐𝑜𝑠 𝜃 − 𝑠 + 𝑝)𝑦 = 𝑝 𝑠𝑖𝑛 𝜃 (𝑠 − 𝑝)  

⟹ 𝑦 =
𝑝 𝑠𝑖𝑛 𝜃

𝑝 𝑐𝑜𝑠 𝜃−𝑠+𝑝
𝑥 −

𝑝 𝑠𝑖𝑛 𝜃

𝑝 𝑐𝑜𝑠 𝜃−𝑠+𝑝
(𝑠 − 𝑝)  

因此設等周線 𝑃𝑄̅̅ ̅̅  中垂線方程式為 𝑦 =
𝑡 cos𝜃−𝑠+𝑝

𝑝 sin𝜃
𝑥 + 𝑟 

又 𝑃𝑄̅̅ ̅̅  中點坐標 (
𝑝cos𝜃+𝑠−𝑝

2
,
𝑝 sin𝜃

2
) 

代入得等周線 𝑃𝑄̅̅ ̅̅  的中垂線方程式為 𝑦 =
𝑝 cos𝜃−𝑠+𝑝

𝑝 sin𝜃
𝑥 +

2𝑝𝑠−𝑠2

2𝑝 sin𝜃
 

轉換成一般式為 2(𝑝 cos 𝜃 − 𝑠 + 𝑝)𝑥 + 2𝑝 𝑠𝑖𝑛 𝜃 𝑦 = 2𝑝𝑠 − 𝑠2 …(10) 

同理等周線 𝑀𝑁̅̅ ̅̅ ̅ 中垂線方程式為 2(𝑚 cos 𝜃 − 𝑠 + 𝑚)𝑥 + 2𝑚 𝑠𝑖𝑛 𝜃 𝑦 = 2𝑚𝑠 − 𝑠2 …(11) 

 

將兩式解聯立 (10) × 𝑚 − (11) × 𝑝 

{
 2(𝑝𝑚 cos 𝜃 − 𝑚𝑠 + 𝑝𝑚)𝑥 + 2𝑝𝑚 𝑠𝑖𝑛 𝜃 𝑦 = 2𝑝𝑚𝑠 − 𝑚 𝑠2 …(10) × 𝑚

 2(𝑝𝑚 cos 𝜃 − 𝑝𝑠 + 𝑝𝑚)𝑥 + 2𝑝𝑚 𝑠𝑖𝑛 𝜃 𝑦 = 2𝑝𝑚𝑠 − 𝑝 𝑠2 …(11) × 𝑝
  

⇒ −2(𝑚 − 𝑝)𝑠𝑥 = −(𝑚 − 𝑝)𝑠2  

⇒ 𝑥 =
𝑠

2
  

⇒ y = −
𝑝 cos𝜃−𝑠+𝑝

𝑝 sin𝜃
×

𝑠

2
 +

2𝑝𝑠−𝑠2

2𝑝 sin𝜃
 =

−𝑝𝑠 cos𝜃+𝑝𝑠

2𝑝 sin𝜃
 =

𝑠(1−cos𝜃)

2 sin𝜃
 =

𝑠 sin𝜃

2(1+cos𝜃)
 

因此兩條中垂線交點為一固定點 𝐹 (
s

2
,

𝑠 sin𝜃

2(1+cos𝜃)
) 
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Step 2 求等周包絡曲線與 ∠ A 的角平分線方程式： 

 

圖 32 

設 𝐴𝐷̅̅ ̅̅  為 ∠ A 的角平分線，且 𝐷 在 𝐵𝐶̅̅ ̅̅  上 

根據三角形內分比性質可知 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ : 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 𝐶𝐷̅̅ ̅̅ : 𝐵𝐷̅̅ ̅̅ = 𝑏: 𝑐 

因此根據分點公式可得 𝐷 點坐標為 (
𝑏𝑐+𝑏𝑐 cos𝜃

𝑏+𝑐
,

𝑏𝑐 sin𝜃

𝑏+𝑐
) 

 

因 ∠ A 的角平分線過 𝐴 (0, 0)，故設角平分線方程式為 𝑦 = 𝑚𝑥 

將 𝐷 點代入得 
𝑏𝑐 sin𝜃

𝑏+𝑐
= 𝑚 

𝑏𝑐+𝑏𝑐 𝑐𝑜𝑠 𝜃

𝑏+𝑐
 

⇒ 𝑚 =
sin𝜃

1+cos𝜃
  

因此 ∠ A 的角平分線方程式為 𝑦 =
sin𝜃

1+cos𝜃
𝑥 …(12) 

Step 3 求等周包絡曲線與 ∠ 𝐴 的角平分線與 ∠ 𝐴 所對等周包絡曲線的交點 𝑉： 

以下為方便計算先令 𝑘 =
1+cos𝜃

sin𝜃
 

因 ∠ 𝐴 的角平分線方程式為 𝑦 =
sin𝜃

1+cos𝜃
𝑥 =

1

𝑘
𝑥 

⟹ 𝑥 = 𝑘𝑦 …(13)  

又 ∠ 𝐴 所對等周線形成包絡曲線方程式為 

𝑥2 − 2
𝑐𝑜𝑠 𝜃+1

sin𝜃
𝑥𝑦 + (

𝑐𝑜𝑠 𝜃+1

sin𝜃
)
2

𝑦2 − 2𝑠𝑥 + (2𝑠
𝑐𝑜𝑠 𝜃+1

sin𝜃
−

4𝑠

𝑠𝑖𝑛 𝜃
) 𝑦 + 𝑠2 = 0  

⇒ 𝑥2 − 2𝑘𝑥𝑦 + 𝑘2𝑦2 − 2𝑠𝑥 + (2𝑠𝑘 −
4𝑠

𝑠𝑖𝑛 𝜃
) 𝑦 + 𝑠2 = 0 …(14)  

(13) 代入 (14) 解聯立 
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⇒ (𝑘𝑦)2 − 2𝑘2𝑦2 + 𝑘2𝑦2 − 2𝑠𝑘𝑦 + (2𝑠𝑘 −
4𝑠

𝑠𝑖𝑛 𝜃
) 𝑦 + 𝑠2 = 0  

⇒ 𝑦 =
𝑠

4
sinθ  

⇒ 𝓍 =
𝑘𝑠

4
𝑠𝑖𝑛𝜃 =

𝑠

4
𝑠𝑖𝑛𝜃 ∙

𝑐𝑜𝑠𝜃 + 1

𝑠𝑖𝑛𝜃
=

𝑠

4
(𝑐𝑜𝑠𝜃 + 1) 

 𝑉 坐標為 (
𝑠

4
(𝑐𝑜𝑠𝜃 + 1),

𝑠

4
sinθ) 

 

Step 4 計算以 𝑉 (
𝑠

4
(𝑐𝑜𝑠𝜃 + 1),

𝑠

4
sinθ) 為頂點及以 𝐹 (

s

2
,

𝑠 sin𝜃

2(1+cos𝜃)
) 為焦點的拋物線 

方程式： 

以下為方便計算先令 𝑘 =
1+cos𝜃

sin𝜃
 

1. 求此拋物線的對稱軸： 

將 𝐹 代入 ∠ 𝐴 的角平分線方程式 𝑦 =
sin𝜃

1+cos𝜃
𝑥 =

1

𝑘
𝑥 

⇒
1

𝑘
×

s

2
=

𝑠 sin𝜃

2(1+cos𝜃)
  

⇒ 𝑉、𝐹 兩點皆在 𝑦 =
sin𝜃

1+cos𝜃
𝑥 直線上 

因此 ∠ 𝐴 的角平分線為 𝑦 =
sin𝜃

1+cos𝜃
𝑥 對稱軸 

 

2. 求此拋物線的準線： 

根據拋物線性質，準線與對稱軸垂直，且對稱軸與準線的交點 𝐿 滿足 𝐿𝑉̅̅̅̅ =

𝑉𝐹̅̅ ̅̅ ，且對稱軸與準線互相垂直，如圖 33 所示。 

 

圖 33 
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因此 𝐿 坐標為 (
𝑠 

2
cos 𝜃 ,

𝑠 sin𝜃 cos𝜃

2(1+cos𝜃)
) 

⇒ 𝐿 (
𝑠 

2
cos 𝜃 ,

𝑠

2𝑘
cos 𝜃)  

設準線方程式為𝑦 = −𝑘𝑥 + 𝑟 

𝐿 代入得 
𝑠

2𝑘
cos 𝜃 = −

𝑘𝑠

2
cos 𝜃 + 𝑟 

⇒ 𝑟 =
𝑠

2𝑘
cos 𝜃 +

𝑘𝑠

2
cos 𝜃 =

𝑠

2
cos 𝜃 (

1

𝑘
+ 𝑘) =

cos𝜃

sin𝜃
𝑠  

得準線方程式為 𝑦 = −𝑘𝑥 +
cos𝜃

sin𝜃
𝑠 

 

3. 利用定義求拋物線方程式： 

根據高中課本的定理，計算點 (𝑝, 𝑞) 到直線 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐 = 0 的距離為

 
|𝑎𝑝+𝑏𝑞+𝑐|

√𝑎2+𝑏2
，又根據拋物線的定義「設平面上有一直線 𝐿 與直線 𝐿 外一點 𝐹。則平面

上到直線 𝑳 的距離等於到點 𝑭 的距離的所有點所形成的圖形，稱為拋物線。」 

可以寫出方程式 
|𝑘𝑥+𝑦−

𝑐𝑜𝑠𝜃

𝑠𝑖𝑛𝜃
∙𝑠|

√𝑘2+1
= √(𝑥 −

𝑠

2
)2 + (𝑦 −

𝑠

2𝑘
)2 

 

兩邊同時平方並移項 

⇒ (𝑘2 + 1)𝑥2 + (𝑘2 + 1)𝑦2 − 𝑠(𝑘2 + 1)𝑥 −
𝑠

𝑘
(𝑘2 + 1)𝑦 + (

𝑠2

4
+

𝑠2

4𝑘2
) (𝑘2 + 1) −

[𝑘2𝑥2 + 𝑦2 +
𝑐𝑜𝑠2𝜃

𝑠𝑖𝑛2𝜃
𝑠2 − 2𝑘𝑠

𝑐𝑜𝑠𝜃

𝑠𝑖𝑛𝜃
𝑥 − 2𝑠

𝑐𝑜𝑠𝜃

𝑠𝑖𝑛𝜃
𝑦 + 2𝑘𝑥𝑦] = 0  

 

最後整理各項係數： 

𝑥2 項係數 (𝑘2 + 1) − 𝑘2 = 1  

𝑥𝑦 項係數 −2𝑘 = −2
1+cos𝜃

sin𝜃
  

𝑦2 項係數 
𝑘2 + 1 − 1 = 𝑘2 = (

1+cos𝜃

sin𝜃
)
2
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𝑥 項係數 −𝑠(𝑘2 + 1) + 2𝑘
𝑐𝑜𝑠𝜃

𝑠𝑖𝑛𝜃
𝑠  

= −𝑠𝑘2 − 𝑠 + 2𝑘
𝑐𝑜𝑠𝜃

𝑠𝑖𝑛𝜃
𝑠  

= 𝑠𝑘 (−𝑘 +
2 𝑐𝑜𝑠𝜃

𝑠𝑖𝑛𝜃
) − 𝑠  

= 𝑠
1+𝑐𝑜𝑠 𝜃

𝑠𝑖𝑛 𝜃
(−

1+𝑐𝑜𝑠𝜃

𝑠𝑖𝑛 𝜃
+

2 𝑐𝑜𝑠𝜃

𝑠𝑖𝑛𝜃
) − 𝑠  

= 𝑠 
1+𝑐𝑜𝑠 𝜃

𝑠𝑖𝑛 𝜃
(
𝑐𝑜𝑠 𝜃−1

𝑠𝑖𝑛 𝜃
) − 𝑠  

= −𝑠 
1+𝑐𝑜𝑠 𝜃

𝑠𝑖𝑛 𝜃

1−𝑐𝑜𝑠 𝜃

𝑠𝑖𝑛 𝜃
− 𝑠  

= −𝑠
𝑠𝑖𝑛2 𝜃

𝑠𝑖𝑛2 𝜃
− 𝑠 = −2𝑠  

𝑦 項係數 

 

−
𝑠

𝑘
(𝑘2 + 1) + 2𝑠

𝑐𝑜𝑠𝜃

𝑠𝑖𝑛𝜃
  

= −𝑠 (𝑘 +
1

𝑘
) + 2𝑠

𝑐𝑜𝑠𝜃

𝑠𝑖𝑛𝜃
  

= −𝑠 [(
1+𝑐𝑜𝑠𝜃

𝑠𝑖𝑛 𝜃
+

𝑠𝑖𝑛 𝜃

1+𝑐𝑜𝑠 𝜃
) − 2

𝑐𝑜𝑠𝜃

𝑠𝑖𝑛𝜃
]  

= −𝑠
1+2𝑐𝑜𝑠 𝜃+𝑐𝑜𝑠2𝜃+𝑠𝑖𝑛2 𝜃−2𝑐𝑜𝑠 𝜃−2𝑐𝑜𝑠2𝜃

𝑠𝑖𝑛𝜃(1+𝑐𝑜𝑠𝜃)
  

= −2𝑠
1−𝑐𝑜𝑠2𝜃

𝑠𝑖𝑛 𝜃(1+𝑐𝑜𝑠𝜃)
= 2𝑠

𝑐𝑜𝑠 𝜃−1

𝑠𝑖𝑛 𝜃
  

常數項 (
𝑠2

4
+

𝑠2

4𝑘2) (𝑘2 + 1) −
𝑐𝑜𝑠2𝜃

𝑠𝑖𝑛2𝜃
𝑠2  

=
𝑠2

4

𝑘2+1

𝑘2
(𝑘2 + 1) −

𝑐𝑜𝑠2𝜃

𝑠𝑖𝑛2𝜃
𝑠2  

=
𝑠2

4
(
𝑘2+1

𝑘
)
2

−
𝑐𝑜𝑠2𝜃

𝑠𝑖𝑛2𝜃
𝑠2  

=
𝑠2

4
(𝑘 +

1

𝑘
)
2

−
𝑐𝑜𝑠2𝜃

𝑠𝑖𝑛2𝜃
𝑠2  

=
𝑠2

4
(
1+𝑐𝑜𝑠𝜃

𝑠𝑖𝑛 𝜃
+

𝑠𝑖𝑛 𝜃

1+𝑐𝑜𝑠 𝜃
)
2

−
𝑐𝑜𝑠2𝜃

𝑠𝑖𝑛2𝜃
𝑠2  

=
𝑠2

4
[
1+2𝑐𝑜𝑠 𝜃+𝑐𝑜𝑠2𝜃+𝑠𝑖𝑛2 𝜃

𝑠𝑖𝑛𝜃(1+𝑐𝑜𝑠𝜃)
]
2

−
𝑐𝑜𝑠2𝜃

𝑠𝑖𝑛2𝜃
𝑠2  
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=
𝑠2

4
[

2+2𝑐𝑜𝑠 𝜃

𝑠𝑖𝑛𝜃(1+𝑐𝑜𝑠 𝜃)
]
2

−
𝑐𝑜𝑠2𝜃

𝑠𝑖𝑛2𝜃
𝑠2  

=
𝑠2

4
(

2

𝑠𝑖𝑛𝜃
)
2

−
𝑐𝑜𝑠2𝜃

𝑠𝑖𝑛2𝜃
𝑠2  

=
1−𝑐𝑜𝑠2𝜃

𝑠𝑖𝑛2 𝜃
𝑠2  

=
𝑠𝑖𝑛2 𝜃

𝑠𝑖𝑛2 𝜃
𝑠2  

= 𝑠2  

可以得到以 𝑉 (
𝑠

4
(𝑐𝑜𝑠𝜃 + 1),

𝑠

4
sinθ)為頂點及以 𝐹 (

s

2
,

𝑠 sin𝜃

2(1+cos𝜃)
 )為焦點的拋物

線方程式為 𝑥2 − 2
1+𝑐𝑜𝑠 𝜃

𝑠𝑖𝑛 𝜃
𝑥𝑦 + (

1+𝑐𝑜𝑠 𝜃

𝑠𝑖𝑛 𝜃
)
2

𝑦2 − 2𝑠𝑥 + 2𝑠
𝑐𝑜𝑠 𝜃−1

𝑠𝑖𝑛 𝜃
𝑦 + 𝑠2 = 0 …(14)  

 

5. 式 (14) 與定理 2-1 中 ∠ 𝐴 所對等周包絡曲線方程式相同，因此 

(1) ∠ 𝐴 所對等周包絡曲線的對稱軸為 𝑦 =
sin𝜃

1+cos𝜃
𝑥，即為 ∠ 𝐴 的角平分線 

(2) ∠ 𝐴 所對等周包絡曲線的焦點為 𝐹，即為 ∠ 𝐴 所對之所有等周線中垂線的交點 

(3) ∠ 𝐴 所對等周包絡曲線的準線與 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 、𝐴𝐵̅̅ ̅̅  分別交於 𝐷、𝐸 兩點，且與對稱軸交

於 𝐿，如圖所示。 

 

圖 34 

∵  𝐴𝐿̅̅̅̅ ⊥ 𝐷𝐸̅̅ ̅̅ 、𝐴𝐿̅̅̅̅ = 𝐴𝐿̅̅̅̅ 、𝐷𝐿̅̅ ̅̅ = 𝐸𝐿̅̅̅̅  

∴ △ 𝐴𝐿𝐷 ≅ △ 𝐴𝐿𝐸 （ASA 全等）， 

⇒ 𝐴𝐷̅̅ ̅̅ = 𝐴𝐸̅̅ ̅̅   

因此，若 ∠ 𝐴 的等周線包絡曲線的準線交 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 、𝐴𝐶̅̅ ̅̅  於 𝐸、𝐷 兩點，則 𝐴𝐸̅̅ ̅̅ =𝐴𝐷̅̅ ̅̅ 。 

同理，若 ∠ B 的等周線包絡曲線的準線交 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 、𝐵𝐶̅̅ ̅̅  於 𝐽、𝐼 兩點，則 𝐵𝐽̅̅ ̅=𝐵𝐼̅̅ ̅， 

若 ∠ 𝐶 的等周線包絡曲線的準線交 𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 、𝐴𝐶̅̅ ̅̅  於 𝑇、𝑆 兩點，則 𝐶𝑇̅̅̅̅ =𝐶𝑆̅̅̅̅  
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柒、 結論 

在本文研究的探討中，我們藉由三角形的等周線及其軌跡作圖可以得到 

1. 等周線軌跡的包絡曲線 

2. 且其包絡曲線方程式為一拋物線 

3. 並且由最後的 Geogebra 旋轉及平移作圖法可略知三角形等周線包絡曲線所形成之拋

物線的對稱軸、焦點、準線之性質 

性質 1：三條角平分線分別為三條拋物線的對稱軸 

性質 2：等周線的中垂線恰交於包絡曲線的焦點 

性質 3：包絡曲線所形成之拋物線，其準線及其對應頂角所夾的兩邊，形成之三角

形必為等腰三角形 

 

捌、 未來發展 

一、 尋找三角形乃至於多邊形等周線的包絡線圖形為何？ 

二、 並且判斷其包絡曲線的方程式，是否仍然為拋物線？ 

 

玖、 參考資料 

[1]第四十五屆科展國中組數學科「同時平分三角形、四邊形的周長和面積之研究」。 

[2]高中數學課本/第四冊/拋物線、橢圓、雙曲線。 

[3]鄭再添。三角形面積平分線探討。 



作品海報 

【評語】030408  

討論由三角形頂點或邊上一點作周長等分線的具體作法。針對

這些周長等分線所具有的特性，以及它們與包絡曲線間的關連性做

了分析，這是一個有趣的問題。作者們觀察到三角形的周長等分線

具有非常特別的性質，藉由解析幾何的分析手法，針對觀察到的特

性給出了完整的說明，值得嘉許。其實類似的主題已經被討論過了

（四十六屆全國中小學科展國中組數學科第三名作品-三角形周長

等分線的作圖與數量分佈），相關的一些結果在先前的作品中也都

曾經被提及，不同的是分析的方式有所不同。作者們藉由解析幾何

的方式來分析這個問題，在某種程度上其實也為進一步分析這個問

題提供了一些想法，但如果能在已有的基礎上，針對更一般化的問

題做深入的討論探究應會是一件不錯的作品。 
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我們推導出等周線包絡曲線的方程式為拋物線圖形。且為了簡化複雜的方程式計算，我們透過「旋轉」以及「平移」找到

對應三個角的等周線包絡曲線拋物線圖形。最後尋找包絡曲線拋物線與三角形間的性質並證明。 

 
在讀完三角形等積線的探討（鄭再添，1987）一篇關於三角形面積平分線的探討與證明後，我們覺得也許可以試著藉此證

明三角形等周線的相關性質。 

 
1. 三角形的等周線作法之探討。 

2. 三角形等周線之包絡曲線方程式之推導。 

3. 三角形等周線之包絡曲線方程式之判別。 

4. 三角形等周包絡曲線的性質與證明。 

 
一、三角形的等周線作法之探討 

(一) 過頂點的等周線尺規作圖 (二) 未過頂點的等周線尺規作圖 

 
圖 1 過頂點的等周線尺規作圖 

 
圖 2 未過頂點的等周線尺規作圖 

二、等周線所形成包絡曲線之探究 

(一) 繪製對應角的等周線包絡曲線 

  
圖 3 對應 ∠𝐴 形成的等周線包絡線 圖 4 對應 ∠𝐵 形成的等周線包絡線 

  
圖 5 對應 ∠𝐶 形成的等周線包絡線 圖 6 三圖疊合 

(二) 等周線所形成的包絡曲線方程式推導 

定理 2-1 △ 𝐴𝐵𝐶 三邊長分別為 𝐵𝐶̅̅ ̅̅ = 𝑎、𝐴𝐶̅̅ ̅̅ = 𝑏、𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 𝑐。若 𝐴 為原點 (0,0)、𝑏 為 (𝑏, 0)，且 𝐶 在第一象限， 

𝑠 =
1

2
(𝑎 + 𝑏 + 𝑐)、∠𝐴 = 𝜃，則 ∠𝐴 所對等周包絡曲線方程式為 𝑥2 − 2

𝑐𝑜𝑠 𝜃+1

sin 𝜃
𝑥𝑦 + (

𝑐𝑜𝑠 𝜃+1

sin 𝜃
)

2

𝑦2 − 2𝑠𝑥 + 2𝑠
cos 𝜃−1

sin 𝜃
𝑦 + 𝑠2 = 0。 

Step 1 求等周線 𝑃𝑄̅̅ ̅̅  方程式 𝑡 𝑠𝑖𝑛 𝜃 𝑥 − (𝑡 𝑐𝑜𝑠 𝜃 − 𝑠 + 𝑡)𝑦 = 𝑡 𝑠𝑖𝑛 𝜃 (𝑠 − 𝑡)。 

Step 2 利用周線 𝑃𝑄̅̅ ̅̅  方程式及周線 𝑃′𝑄′̅̅ ̅̅ ̅̅  方程式解聯立，計算包絡曲線的參數式 

⇒ {
 𝑥 =

𝑡(𝑡+Δ𝑡)

𝑠
(𝑐𝑜𝑠 𝜃 + 1) + (𝑠 − 2𝑡 − Δ𝑡)

 𝑦 =
1

𝑆
(𝑡 + Δ𝑡)𝑡 𝑠𝑖𝑛 𝜃

， 

因 𝑃′ 很接近 𝑃，則 Δ𝑡 → 0 ⇒ {
𝑥 =

𝑡2

𝑠
(𝑐𝑜𝑠 𝜃 + 1) + (𝑠 − 2𝑡)

𝑦 =
1

𝑠
𝑡2 𝑠𝑖𝑛 𝜃

。 

Step 3 將包絡曲線的參數式轉換為一般式得 ∠𝐴 所對應等周包絡曲線方程式為： 

𝑥2 − 2
𝑐𝑜𝑠 𝜃+1

sin 𝜃
𝑥𝑦 + (

𝑐𝑜𝑠 𝜃+1

sin 𝜃
)

2

𝑦2 − 2𝑠𝑥 + 2𝑠
cos 𝜃−1

sin 𝜃
𝑦 + 𝑠2 = 0。 

壹、 摘要 
 
 
 
 
 貳、 研究動機 
 
 
 
 
參、 研究目的 
 
 
 

肆、 討論與結果 
 
 

圖 7 



(三) 判斷等周線所形成的包絡曲線為拋物線 

定理 2-2 三角形個角所對應的等周線包絡曲線為拋物線。 

Step 1 計算判別式 𝑏2 − 4𝑎𝑐 = (−2
𝑐𝑜𝑠 𝜃+1

sin 𝜃
)

2

− 4 (
𝑐𝑜𝑠 𝜃+1

sin 𝜃
)

2

= 0 得 ∠𝐴 所對應等周包絡曲線方程式為拋物線型的圖形。 

Step 2 整理方程式 (𝓍 −
𝑐𝑜𝑠 𝜃+1

sin 𝜃
y)

2

− 2𝑠 [𝑥 − (
𝑐𝑜𝑠 𝜃+1

sin 𝜃
−

2

𝑠𝑖𝑛 𝜃
) 𝑦] + s2 = 0，得此方程式為拋物線圖形。 

三、延伸模擬 

我們利用 Geogebra指令輸入，畫出 ∠𝐴、∠𝐵、∠𝐶 對應的等周線包絡曲線。 

(一) 尋找對應 ∠𝐴 所形成等周線包絡曲線方程式及拋物線圖形： 

𝐴 置於原點，𝐵 在正向𝑥軸，𝐶 在第一象限，對應 ∠𝐴 形成的等周線 𝑃𝐴𝑄𝐴
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 包絡曲線方程式 

輸入於 Geogebra指令列，得 ∠𝐴 對應的等周線包絡曲線圖形。 

(二) 利用旋轉與平移尋找對應 ∠𝐶 所形成等周線包絡曲線方程式及拋物線圖形： 

1. 2. 3.  

4. 5. 6.  

圖 9 尋找對應 ∠𝐶 所形成等周線包絡曲線方程式及拋物線圖形的過程 

(三) 利用旋轉與平移尋找對應 ∠𝐵 所形成等周線包絡曲線方程式及拋物線圖形： 

1. 2. 3.  

4. 5. 6.  

圖 10 尋找對應 ∠𝐵 所形成等周線包絡曲線方程式及拋物線圖形的過程 

(四) 將分別對應三個角的包絡曲線疊合後，及指出三個角所對應的等周線包絡曲線。 

 
圖 11 對應三個角的包絡曲線疊合，及三個角所對應的等周線包絡曲線 

四、等周線包絡曲線所形成之拋物線的對稱軸、焦點、準線之性質 

性質 4-1 三條角平分線分別為三條拋物線的對稱軸。 

性質 4-2 等周線的中垂線恰交於包絡曲線的焦點。 

性質 4-3 包絡曲線所形成之拋物線，其準線及其對應頂角所夾的兩邊，形成之三角形必為等腰三角形。 
 

   
圖 12 三角形的角平分線為包絡曲線所形成

之拋物線的對稱軸。 

圖 13 等周線的中垂線恰交於包絡曲線所

形成之拋物線的焦點。 

圖 14 包絡曲線所形成之拋物線，其準線及其對應

頂角所夾的兩邊，形成之三角形必為等腰三角形。 

圖 8 ∠𝐴 對應的等周線包絡曲線圖形 



綜合證明： 

△ 𝐴𝐵𝐶 三邊長分別為 𝐵𝐶̅̅ ̅̅ = 𝑎、𝐴𝐶̅̅ ̅̅ = 𝑏、𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 𝑐，𝑠 =
1

2
(𝑎 + 𝑏 + 𝑐)、∠𝐴 = 𝜃。 

設定 𝐴 為原點 (0,0)、𝑏 為 (𝑏, 0)，且 𝐶 在第一象限。 

Step 1 利用等周線方程式計算等周線中垂線方程式， 

並證明所有等周線中垂線皆交於一點 𝐹 (
s

2
,

𝑠 sin 𝜃

2(1+cos 𝜃)
)。 

 
圖 15 

Step 2 計算 ∠𝐴 角平分線方程式，且求角平分線與 ∠𝐴 所對等

周包絡曲線的交點 𝑉 坐標為 (
𝑠

4
(𝑐𝑜𝑠𝜃 + 1),

𝑠

4
sinθ)。 

 
圖 16 

Step 3 計算以 𝑉 (
𝑠

4
(𝑐𝑜𝑠𝜃 + 1),

𝑠

4
sinθ) 為頂點及以 𝐹 (

s

2
,

𝑠 sin 𝜃

2(1+cos 𝜃)
) 為焦點的拋物線方程式： 

1. 計算可知 𝑉、𝐹 兩點皆在 𝑦 =
sin 𝜃

1+cos 𝜃
𝑥 直線上，因此可將 ∠𝐴 的角平分線 𝑦 =

sin 𝜃

1+cos 𝜃
𝑥 視為對稱軸。 

2. 根據拋物線性質，對稱軸與準線的交點𝐿滿足 𝐿𝑉̅̅̅̅ = 𝑉𝐹̅̅ ̅̅ ，且對稱軸與準線互相垂直， 

求得準線方程式為 𝑦 = −𝑘𝑥 +
cos 𝜃

sin 𝜃
𝑠 （𝑘 =

1+cos 𝜃

sin 𝜃
）。 

3. 利用定義求拋物線方程式： 

根據拋物線的定義寫出拋物線方程式 
|𝑘𝑥+𝑦−

𝑐𝑜𝑠𝜃

𝑠𝑖𝑛𝜃
∙𝑠|

√𝑘2+1
= √(𝑥 −

𝑠

2
)2 + (𝑦 −

𝑠

2𝑘
)2 ， 

經整理得以 𝑉 (
𝑠

4
(𝑐𝑜𝑠𝜃 + 1),

𝑠

4
sinθ) 為頂點 𝐹 (

s

2
,

𝑠 sin 𝜃

2(1+cos 𝜃)
) 為焦點的拋物線方程式為 

𝑥2 − 2
1+𝑐𝑜𝑠 𝜃

𝑠𝑖𝑛 𝜃
𝑥𝑦 + (

1+𝑐𝑜𝑠 𝜃

𝑠𝑖𝑛 𝜃
)

2

𝑦2 − 2𝑠𝑥 + 2𝑠
𝑐𝑜𝑠 𝜃−1

𝑠𝑖𝑛 𝜃
𝑦 + 𝑠2 = 0，， 

與定理 2-1中 ∠𝐴 所對等周包絡曲線方程式相同。 

4. 因此 ∠𝐴 的角平分線 𝑦 =
sin 𝜃

1+cos 𝜃
𝑥 為 ∠𝐴 所對等周包絡曲線的對稱軸； 

中垂線焦點 𝐹 (
s

2
,

𝑠 sin 𝜃

2(1+cos 𝜃)
) 為 ∠𝐴 所對等周包絡曲線的焦點； 

𝑦 = −𝑘𝑥 +
cos 𝜃

sin 𝜃
𝑠 （𝑘 =

1+cos 𝜃

sin 𝜃
）為 ∠𝐴 所對等周包絡曲線的準線。 

Step 4 證明準線及其對應頂角所夾的兩邊，形成之三角形必為等腰三角形： 

設 ∠𝐴 所對等周包絡曲線的準線與 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 、𝐴𝐵̅̅ ̅̅  的交點分別為 𝐷、𝐸，準線與對稱軸焦點為 𝐿。 

∵ 𝐴𝐿̅̅̅̅ ⊥ 𝐷𝐸̅̅ ̅̅ 、𝐴𝐿̅̅̅̅ = 𝐴𝐿̅̅̅̅ 、𝐷𝐿̅̅ ̅̅ = 𝐸𝐿̅̅̅̅  

∴△ 𝐴𝐿𝐷 ≅△ 𝐴𝐿𝐸（ASA全等）⇒ 𝐴𝐷̅̅ ̅̅ = 𝐴𝐸̅̅ ̅̅  

因此，若 ∠𝐴 的等周線包絡曲線的準線交 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 、𝐴𝐶̅̅ ̅̅  於 𝐸、𝐷 兩點，則 △ 𝐴𝐷𝐸 為等腰三角形。 

 
在本文研究的探討中，我們藉由三角形的等周線及其軌跡作圖可以得到： 

1. 等周線軌跡的包絡曲線。 

2. 且其包絡曲線方程式為一拋物線。 

3. 並且由最後的 Geogebra旋轉及平移作圖法可略知三角形等周線包絡曲線所形成之拋物線的對稱軸、焦點、準線之性質。 

性質 1：三條角平分線分別為三條拋物線的對稱軸。 

性質 2：等周線的中垂線恰交於包絡曲線的焦點。 

性質 3：包絡曲線所形成之拋物線，其準線及其對應頂角所夾的兩邊，形成之三角形必為等腰三角形。 

  
1. 證明拋物線三個焦點形成之三角形，其面積為 △ 𝐴𝐵𝐶 的 

1

4
 倍。 

 

2. 尋找等周包絡曲線拋物線之準線及頂點是否和原三角形 △ 𝐴𝐵𝐶 還有其他相關性質？ 

 

3. 尋找三角形乃至於多邊形等周線的包絡線圖形為何？ 

 

4. 並且判斷其包絡曲線的方程式，是否仍然為拋物線？ 

 
1. 鄭再添（1987）。三角形面積平分線探討。數學傳播，44，73-83。 

2. 游森彭（主編）（民 100）。高中數學第四冊。台南市：翰林。 

3. 林福來（主編）（民 90）。高中數學（甲）。台南市：南一。 

4. 劉易青、史宜平、林彥辰、李屹。同時平分三角形、四邊形的周長與面積之研究。中華民國第四十五屆中小學科學展覽會。 

伍、 結論 
 
 
 
 

陸、 未來展望 
 
 
 
 

柒、 參考資料 
 
 

圖 17 

圖 18 

圖 19 拋物線三個焦點形成之三角形， 
其面積為原三角形 △ 𝐴𝐵𝐶 的 

1

4
 倍。 
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